
علوی مختلطمهریار آنالیز

مختلط آنالیز
علوی مهریار
۱ تمرین سری

کنید: توصیف هندسͬ بەصورت ͬ شوند، م تعریف زیر روابط با که را مختلط صفحۀ در z نقاط مجموعۀ .۱ تمرین

.z۱, z۲ ∈ C آن در که |z − z۱| = |z − z۲| (الف)

.۱/z = z (ب)

.ℜ(z) = ۳ (ج)

.c ∈ R آن در که ،(≥ c (بەترتیب ℜ(z) > c (د)

.a, b ∈ C آن در که ℜ(az + b) > ۰ (ه)

.|z| = ℜ(z) + ۱ (و)

.c ∈ R با ℑ(z) = c (ز)

|z − ۲i| ≥ ۳ (ح)

.x, y ∈ R آن در که z = x+ iy بͽذارید .۱ پاسخ

عمودمنصف مجموعه این هندسͬ، نظر از باشد. برابر z۲ و z۱ از آن ها فاصلۀ که است نقاطͬ تمام شامل مجموعه این (الف)
است. z۲ و z۱ بین واصل پارەخط

z۱ z۲

M

مبدأ مرکز به واحد دایرۀ مجموعه این .|z| = ۱ پس ،۱ = zz = |z|۲ که ͬ شود م نتیجه ۱/z = z رابطۀ از (ب)
است. مختصات

۱
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ℜ

ℑ

۰

z

|z| = ۱

است. موهومͬ محور موازی قائم خط ͷی که ،x = ۳ یعنͬ ℜ(z) = ۳ شرط (ج)

ℜ

ℑ ℜ(z) = ۳

z

۳

(بەترتیب باز نیم صفحۀ ͷی مجموعه این .(x ≥ c (بەترتیب x > c یعنͬ (ℜ(z) ≥ c (بەترتیب ℜ(z) > c شرط (د)

ℜ

ℑ x = c

z

ͬ کند. م توصیف xرا = cخط راست سمت در بسته)

نامساوی پس .ℜ(az + b) = αx − βy + b۱ آنگاه .b = b۱ + ib۲ و z = x + iy ،a = α + iβ بنویسید (ه)

۲
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ͬ باشد. م αx− βy + b۱ = ۰ خط آن مرز که است نیم صفحه ͷی ℜ(az + b) > ۰

x = ℜ(z)

y = ℑ(z)

αx− βy + b۱ = ۰

z

x۲ + y۲ = داریم گرفتن مجذور با ͬ شود. م نوشته
√
x۲ + y۲ = x + ۱ صورت به |z| = ℜ(z) + ۱ معادلۀ (و)

ͬ شود. م باز راست سمت به که است سهمͬ ͷی معادله این .y۲ = ۲x+۱ نتیجه در ،(x+۱)۲ = x۲ +۲x+۱

x = ℜ(z)

y = ℑ(z)

y۲ = ۲x+ ۱

است. حقیقͬ محور موازی افقͬ خط ͷی که ،y = c یعنͬ ℑ(z) = c شرط (ز)

۳
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ℜ

ℑ

c
ℑ(z) = cz

نقطۀ (یعنͬ ۲i نقطۀ از آن ها فاصلۀ که ͬ دهد م نشان را مختلط صفحۀ نقاط تمام مجموعۀ |z − ۲i| ≥ ۳ نامساوی (ح)
و (۰, ۲) مرکز با دایرەای خود و دایره خارج شامل مجموعه این هندسͬ، نظر از است. ۳ با برابر حداقل ((۰, ۲)

ℜ

ℑ

۲i

|z − ۲i| ≥ ۳

است. ۳ شعاع

کنید.) تبدیل (|x|− |y|)۲ ≥ ۰ به را نابرابری این (راهنمایی: .
√

۲ |z| ≥ |Re z|+ | Im z| که کنید ثابت .۲ تمرین

x = Re z آن در که باشد z = x + iy ͬ کنیم م فرض ،
√

۲|z| ≥ |Re z| + | Im z| نابرابری اثبات برای .۲ پاسخ
√

۲
√
x۲ + y۲ ≥ |x| + |y| عبارت نابرابری، در جایͽذاری با .|z| =

√
x۲ + y۲ داریم بنابراین است. y = Im z و

۴
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با .۲(x۲ + y۲) ≥ (|x| + |y|)۲ داشت خواهیم آن ها رساندن ۲ توان به با هستند، نامنفͬ طرفین چون ͬ شود. م حاصل
ͷی به جملات تمام انتقال با ͬ آید. م در ۲x۲ + ۲y۲ ≥ x۲ + ۲|x||y|+ y۲ صورت به نابرابری راست، طرف دادن بسط
آنجا از نوشت. (|x| − |y|)۲ ≥ ۰ صورت به را آن ͬ توان م که ͬ آید م دست به x۲ − ۲|x||y| + y۲ ≥ ۰ عبارت سمت،

ͬ شود. م ثابت نابرابری درستͬ است، نامنفͬ همواره حقیقͬ عدد هر دوم توان که

استدلال ͷی است، مختلط صفحه در z۲ و z۱ نقطه دو بین فاصله |z۱ − z۲| که حقیقت این از استفاده با .۳ تمرین
هستند. (۰,±۴) آن کانون های که است ͬ ای بیض نمایش |z − ۴i|+ |z + ۴i| = ۱۰ معادله که بیاورید هندسͬ

(x, y) نقطه با متناظر که ͬ گیریم م نظر در z = x+yi صورت به را z مختلط عدد معادله، هندسͬ تفسیر برای .۳ پاسخ
ͬ دهد. م نشان را z۲ و z۱ نقطه دو بین فاصله |z۱ − z۲| مختلط، صفحه در فاصله تعریف طبق است. مختلط صفحه در

بنابراین هستند. مختلط صفحه در (۰,−۴) و (۰, ۴) نقاط با متناظر ترتیب به −۴i و ۴i ثابت مختلط عدد دو اکنون
(۰,−۴) نقطه از (x, y) نقطه فاصله |z + ۴i| = |z − (−۴i)| همچنین و (۰, ۴) نقطه از (x, y) نقطه فاصله |z − ۴i|
(۰, ۴) ثابت نقطه دو از (x, y) نقطه فاصلەهای مجموع که ͬ کند م بیان |z−۴i|+ |z+۴i| = ۱۰ معادله نتیجه در است.

است. ۱۰ با برابر (۰,−۴) و
مقداری (کانون ها) ثابت نقطه دو از آن ها فاصله مجموع که صفحه از نقاطͬ هندسͬ مͺان بیضͬ، هندسͬ تعریف طبق
بنابراین است؛ ۱۰ برابر ثابت مقدار و هستند (۰,−۴) و (۰, ۴) کانون ها اینجا در ͬ دهد. م تشͺیل را بیضͬ ͷی باشد، ثابت

است. (۰,±۴) کانون های با ͬ ای بیض نمایش دهنده معادله این

x

y

(۰, ۴)

(۰,−۴)

z = x+ yi

|z − ۴i|+ |z + ۴i| = ۱۰

آنگاه باشند، W = (x۲, y۲) و Z = (x۱, y۱) اگر باشد. R۲ در معمول داخلͬ ضرب ⟨·, ·⟩ کنید فرض .۴ تمرین
دهید نشان کنید. تعریف (z, w) = zw صورت به C روی (·, ·) هرمیتͬ داخلͬ ضرب ͷی .⟨Z,W ⟩ = x۱x۲ + y۱y۲

ͬ شود. م گرفته همانͬ (x, y) ∈ R۲ با z = x+ iy آن در که ،⟨z, w⟩ = ۱
۲

(
(z, w) + (w, z)

)
= ℜ(z, w) که

آنگاه باشد. w = u+ iv و z = x+ iy بͽذارید .۴ پاسخ

۵
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(z, w) = zw = (x+ iy)(u− iv) = xu+ yv + i(yu− xv).

.۱۲
(
(z, w) + (w, z)

)
= xu + yv = ℜ(zw) پس .(w, z) = (z, w) = xu + yv − i(yu − xv) نتیجه در

است. R۲ در معمول داخلͬ ضرب همان که xu+ yv = ⟨(x, y), (u, v)⟩ اما

ͷی n آن در که کنید، حل C در را zn = ω معادله است. φ ∈ R و s ≥ ۰ آن در که ω = seiφ کنید فرض .۵ تمرین
دارد؟ وجود جواب چند است. طبیعͬ عدد

.۵ پاسخ
فرض با .z = reiθ ͬ نویسیم: م قطبی فرم به را z ابتدا ،C مختلط اعداد مجموعه در zn = ω معادله حل برای

داریم: معادله در جایͽذاری و ω = seiφ

(reiθ)n = seiφ =⇒ rneinθ = seiφ

ͬ گیریم: م نتیجه معادله طرف دو آرگومان و اندازه دادن قرار برابر با

rn = s =⇒ r = n
√
s .۱

nθ = φ+ ۲kπ =⇒ θk =
φ+۲kπ

n
(k ∈ Z) .۲

هستند: زیر صورت به معادله جواب های بنابراین

zk =
n
√
sei(

φ+۲kπ
n )

جواب ها: تعداد

به دایرەای روی که ͬ آید م دست به متمایز جواب n دقیقاً k = ۰, ۱, . . . , n − ۱ دادن قرار با باشد، s > ۰ اگر ●
دارند. قرار n

√
s شعاع

دارد. وجود (z = ۰) جواب ͷی تنها ،(ω = ۰) باشد s = ۰ اگر ●

:(φ = π
۶ و n = ۵ برای (مثال هندسͬ نمایش

۶
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Re

Iⅿ

z۰

z۱

z۲

z۳

z۴

اعداد میان ≻ رابطەای ͬ توان نم دیͽر، عبارت به است. ناممͺن C روی کلͬ ترتیب ͷی تعریف که دهید نشان .۶ تمرین
بەطوری که: یافت مختلط

.z = w یا w ≻ z ،z ≻ w باشد: برقرار حالت ها این از ͬͺی دقیقاً z, w ∈ C هر برای (i)
.z۱ + z۳ ≻ z۲ + z۳ آنگاه باشد z۱ ≻ z۲ اگر ،z۱, z۲, z۳ ∈ C هر برای (ii)

.z۱z۳ ≻ z۲z۳ آنگاه باشد z۱ ≻ z۲ اگر ،z۳ ≻ ۰ با z۱, z۲, z۳ ∈ C هر برای (iii)

باشد. داشته وجود C روی ≻ کلͬ ترتیب چنین کنید فرض خلف: برهان .۶ پاسخ
اول حالت دو تنها ،i ̸= ۰ چون است. برقرار i = ۰ یا ۰ ≻ i ،i ≻ ۰ حالت های از ͬͺی دقیقاً (i)، خاصیت طبق

ممͺن اند.
،(i ≻ ۰ اینکه به توجه (با i در نامساوی طرف دو ضرب و (iii) خاصیت از استفاده با آنگاه .i ≻ ۰ کنید فرض ابتدا
اما ͬ رسیم. م ۱ ≻ ۰ به ،−۱ ≻ ۰ در ضرب و (iii) خاصیت از استفاده با دوباره .−۱ ≻ ۰ یعنͬ ،i · i ≻ ۰ · i داریم
تناقض در −۱ ≻ ۰ با که ͬ رسیم م i = i · ۱ ≻ ۰ · ۱ = ۰ به ۱ ≻ ۰ و i ≻ ۰ روی (iii) خاصیت بەکارگیری با اکنون

نامساوی ها). کردن جمع (با است
(iii) خاصیت از استفاده و −i ≻ ۰ در ضرب با (ii). خاصیت از استفاده با −i ≻ ۰ آنگاه .۰ ≻ i کنید فرض حال

ͬ کند. م ایجاد قبل مشابه تناقضͬ دوباره که −۱ ≻ ۰ یعنͬ ،(−i)(−i) ≻ ۰ · (−i) داریم
ͬ تواند نم کند ارضا را (iii) و (ii) (i)، خصوصیات که ≻ رابطەای هیچ بنابراین ͬ رسیم. م تناقض به حالت دو هر در

باشد. داشته وجود C روی

آنگاه باشد، واقع |z| = ۲ اگر که دهید نشان دوم، درجه عامل دو به z۴ − ۴z۲ + ۳ تجزیه با .۱۰ .۷ تمرین
.
∣∣ ۱
z۴−۴z۲+۳

∣∣ ≤ ۱
۳

اگر .z۴ − ۴z۲ + ۳ با است برابر شده داده چندجملەای ͬ کنیم. م تجزیه را چندجملەای ابتدا مسئله حل برای .۷ پاسخ
را عبارت این حال .z۴ − ۴z۲ + ۳ = (z۲)۲ − ۴(z۲) + ۳ داریم بͽیریم، نظر در z۲ در دوم درجه صورت به را آن
را مسئله نظر مورد مقدار اکنون .z۴ − ۴z۲ + ۳ = (z۲ − ۱)(z۲ − ۳) بنابراین .(z۲ − ۱)(z۲ − ۳) ͬ کنیم: م تجزیه

۷
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.|z۲| = |z|۲ = ۴ نتیجه در .|z| = ۲ که است شده فرض .
∣∣ ۱
z۴−۴z۲+۳

∣∣ = ۱
|z۴−۴z۲+۳| =

۱
|z۲−۱| |z۲−۳| ͬ نویسیم: م

|z۲ −۱| ≥ داریم: اول عبارت برای .|a− b| ≥
∣∣|a|− |b|

∣∣ ͬ گوید م که ͬ کنیم م استفاده معکوس مثلثͬ نامساوی از اکنون
پس .|z۲ − ۳| ≥

∣∣|z۲| − ۳
∣∣ = |۴ − ۳| = ۱ داریم: نیز دوم عبارت برای .

∣∣|z۲| − ۱
∣∣ = |۴ − ۱| = ۳

مثبت (چون ͬ کنیم م معکوس را طرف دو اکنون .|z۴ − ۴z۲ + ۳| ≥ ۳ نتیجه در و |z۲ − ۱| |z۲ − ۳| ≥ ۳ × ۱ = ۳
.
∣∣ ۱
z۴−۴z۲+۳

∣∣ ≤ ۱
۳ آنگاه باشد، |z| = ۲ اگر که دادیم نشان پس .

∣∣ ۱
z۴−۴z۲+۳

∣∣ = ۱
|z۴−۴z۲+۳| ≤

۱
۳ هستند):

بͽیرید: نتیجه را زیر مثلثاتͬ اتحادهای دموآور فرمول از استفاده با .۸ تمرین
.sin ۳θ = ۳ cos۲ θ sin θ − sin۳ θ (ب) cos ۳θ = cos۳ θ − ۳ cos θ sin۲ θ (الف)

بیان مثلثاتͬ توابع ͷکم به را مختلط اعداد توان های که است مختلط تحلیل در مهم نتایج از ͬͺی دموآور فرمول .۸ پاسخ
داریم دموآور فرمول طبق آنگاه ،z = r(cos θ + i sin θ) یعنͬ شود، نوشته قطبی صورت به مختلط عدد ͷی اگر ͬ کند. م
نمایی نمایش از بهرەگیری با یا استقرا از استفاده با ͬ توان م را رابطه این .(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ)

اتحادهای ͬ توانیم م دهیم، قرار ۳ برابر را n مقدار فرمول این در اگر آورد. دست به eiθ = cos θ + i sin θ مختلط عدد
کنیم. استخراج را سەبرابر زاویه به مربوط مثلثاتͬ

بسط از استفاده با را چپ طرف اکنون .(cos θ + i sin θ)۳ = cos(۳θ) + i sin(۳θ) ͬ نویسیم م منظور این برای
.(cos θ + i sin θ)۳ = cos۳ θ + ۳ cos۲ θ(i sin θ) + ۳ cos θ(i sin θ)۲ + (i sin θ)۳ ͬ دهیم: م گسترش دوجملەای
cos۳ θ + با ͬ شود م برابر بالا عبارت بنابراین .i۳ = −i و i۲ = −۱ ͬ دانیم م ͬ کنیم. م محاسبه را i توان های حال

.۳i cos۲ θ sin θ − ۳ cos θ sin۲ θ − i sin۳ θ

(cos۳ θ − ۳ cos θ sin۲ θ) + i(۳ cos۲ θ sin θ − ͬ نویسیم م و ͬ کنیم م جدا را موهومͬ و حقیقͬ قسمت های اکنون
موهومͬ و حقیقͬ قسمت های دادن قرار مساوی با .cos(۳θ)+ i sin(۳θ) داریم دموآور فرمول طبق دیͽر طرف از .sin۳ θ)

.sin ۳θ = ۳ cos۲ θ sin θ − sin۳ θ همچنین و cos ۳θ = cos۳ θ − ۳ cos θ sin۲ θ که ͬ گیریم م نتیجه طرف دو
آمد. دست به کسینوس و سینوس برای سەبرابر زاویه اتحادهای دموآور، فرمول از استفاده با بنابراین

بیابید مختلط اعداد در را ۸ عدد ششم ریشەهای .۹ تمرین

.۹ پاسخ
۸ = ۸ei۰ قطبی صورت به را ۸ عدد کنیم. حل را z۶ = ۸ معادلۀ است کافͬ ۸ عدد ششم ریشەهای یافتن برای

با است برابر آن ششم ریشۀ سپس ͬ نویسیم، م

zk = ۸۱/۶ei
۲πk
۶ =

√
۲ ei

πk
۳ , k = ۰, ۱, . . . , ۵.

است. ۶۰◦ با برابر متوالͬ ریشۀ دو هر بین زاویۀ و دارند قرار
√

۲ شعاع به دایرەای روی ریشه شش این

{
√

۲,
√

۲
۲

+ i

√
۶

۲
, −

√
۲

۲
+ i

√
۶

۲
, −

√
۲, −

√
۲

۲
− i

√
۶

۲
,

√
۲

۲
− i

√
۶

۲
}.

۸



علوی مختلطمهریار آنالیز

ℜ

ℑ

k = ۰

k = ۱k = ۲

k = ۳

k = ۴ k = ۵

۱+c+c۲+ · · ·+cn−۱ = ۰. آنگاه باشد، ͷی خودِ از غیر به واحد nام̧ ریشەهای از ͬͺی c اگر دهید نشان .۱۰ تمرین

مجموع است. c ̸= ۱ و cn = ۱ که ͬ دانیم م آنگاه باشد. ۱ از غیر و واحد nام ریشەهای از ͬͺی c کنید فرض .۱۰ پاسخ
طرفͬ از .S = ۱−cn

۱−c
داریم هندسͬ دنبالۀ مجموع فرمول از است. هندسͬ دنبالۀ ͷی .S = ۱ + c + c۲ + · · · + cn−۱

.۱+ c+ c۲ + · · ·+ cn−۱ = ۰ بنابراین: .S = ۱−۱
۱−c

= ۰ ͬ شود م نتیجه cn = ۱ چون

۱

c
c۲

۰

بسته، باز، که کنید تعیین ͷی هر برای و دهید نمایش هندسͬ بەطور مختلط صفحۀ در را زیر مجموعەهای .۱۱ تمرین
هستند. بسته» نه و «باز ͷکدامی و همبند بالا مجموعەهای از ͷکدام ی کنید مشخص پایان در نیستند. هیچ کدام یا

|z − ۲+ i| ≤ ۱ .۱

| ۲z + ۳| > ۴ .۲

ℑz = ۱ .۳

ℑz > ۱ .۴

۰ ≤ arg z ≤ π/۴ (z ̸= ۰) .۵

|z − ۴| ≥ |z| .۶

.۱۱ پاسخ
ͬ های ویژگ هم و ͬ شود م توصیف آن ها هندسͬ نمودار هم ͬ کنیم؛ م بررسͬ را مسئله مجموعەهای از ͷی هر ادامه در

ͬ گردد. م تعیین بودن) همبند و بودن، بسته بودن، (باز آن ها ͷتوپولوژی

۹



علوی مختلطمهریار آنالیز

|z − ۲+ i| ≤ ۱ .۱

است. ۱ شعاع و (۲,−۱) مرکز به بسته ͷدیس ͷی مجموعه این

هست. نیز مرز شامل زیرا بسته: ●

نیست. باز ●

است. دایرەای پیوستۀ ناحیۀ ͷی چون همبند: ●

| ۲z + ۳| > ۴ .۲

است. (−۱٫۵, ۰) مرکز و ۲ شعاع با دایره ͷی بیرون ناحیۀ که ،|z + ۳
۲ | > ۲ داریم: بازنویسͬ با

است. شده حذف دایره مرز زیرا باز: ●

نیست. بسته ●

همبند ولͬ نیست «راەهمبند» حقیقت در ،(R۲ (در است همبند ͷدیس ͷی بیرون ناحیۀ زیرا نیست: همبند ●
ͬ شود. م محسوب همبند پس هست؛

ℑz = ۱ .۳

.۱ ارتفاع در افقͬ خط ͷی

مختلط. صفحۀ در بسته نه و باز نه ●

است. پیوسته خط ͷی چون همبند: ●

ℑz > ۱ .۴

.y = ۱ خط بالای نیم صفحۀ

باز. ●

نیست. بسته ●

است. پیوسته ناحیۀ ͷی چون همبند: ●

۰ ≤ arg z ≤ π/۴, z ̸= ۰ .۵

شده. حذف مبدأ نقطۀ که است π/۴ و ۰ زاویەهای با نیم خط دو بین (seⅽtor) زاویەای ناحیۀ ͷی مجموعه این

مجموعەاند. داخل مرزی نیم خط دو چون باز: نه ●

شده. حذف است) مرز در (که مبدأ چون بسته: نه ●

بسازند. پیوسته مسیر ناحیه درون ͬ توانند م نقطه هر از بردارها چون همبند: ●

|z − ۴| ≥ |z| .۶

است. x = ۲ خط چپ نیم صفحۀ که ،x ≤ ۲ داریم نامساوی حل با

است. مجموعه داخل x = ۲ مرزی خط چون بسته: ●

نیست. باز ●

همبند. ●

۱۰



علوی مختلطمهریار آنالیز

دارند: را بسته» نه و «باز شرایط مجموعه دو فقط بسته» نه و «باز مجموعەهای

(۴) و (۲)

دهید: نمایش شͺل با را مجموعه بستار زیر، حالتهای از ͷی هر در .۱۲ تمرین

.z ̸= ۰ شرط با −π < arg z < π .۱

.|ℜz| < |z| نامساوی .۲

.ℜ(۱/z) ≤ ۱/۲ نامساوی .۳

.ℜ(z۲) > ۰ نامساوی .۴

.۱۲ پاسخ

.z ̸= ۰ شرط با −π < arg z < π .۱

صفحه کل آن بستار صفر. نقطەی و منفͬ حقیقͬ محور بەجز است مختلط صفحەی تمام مجموعه این پاسخ:
است.

x

y

کل صفحه بەجز محور منفͬ

.|ℜz| < |z| نامساوی .۲

است. حقیقͬ محور منهای صفحه کل پس ͬ شود. م تبدیل y ̸= ۰ به نامساوی باشد، z = x + iy اگر پاسخ:
است. صفحه کل آن بستار

۱۱



علوی مختلطمهریار آنالیز

x

y

صفحه بدون محور حقیقͬ

.ℜ(۱/z) ≤ ۱/۲ نامساوی .۳

شعاع و (۱, ۰) مرکز به ͷدیس ͷی بیرون مجموعه پس ͬ آید. م در (x−۱)۲+y۲ ≥ ۱ صورت به نامساوی پاسخ:
است. دایره مرز شامل آن بستار است. ۱

x

y

بیرون دایره بسته

.ℜ(z۲) > ۰ نامساوی .۴

باز ناحیەی دو این .|x| > |y| یعنͬ x۲ − y۲ > ۰ شرط و ℜ(z۲) = x۲ − y۲ داریم z = x+ iy برای پاسخ:
است. |x| ≥ |y| آن بستار است. y = −x و y = x خطوط بین

۱۲



علوی مختلطمهریار آنالیز

x

y

ناحیه |x| > |y|

ͬ دهند. م ما به کوشͬ قضیۀ به نسبت دیدگاهͬ زیر محاسبۀ سه .۱۳ تمرین

جهت و مبدأ مرکز با دایرەای هر γ این جا در کنید. محاسبه n صحیح اعداد تمام برای را
∫
γ
zn dz انتگرال های .۱

است. (پادساعتگرد) مثبت

نگیرد. دربر را مبدأ که است دایرەای هر γ بار این اما قبل، سؤال همان .۲

r شعاع و مبدأ مرکز با دایرەای γ آن در که ،
∫
γ

۱
(z−a)(z−b)

dz = ۲πi
a−b

آنگاه باشد، |a| < r < |b| اگر دهید نشان .۳
است. مثبت جهت و

.۱۳ پاسخ

dz = حالت این در ͬ شود. م داده t ∈ [۰, ۲π] برای z(t) = reit پارامترگذاری با که باشد دایرەای γ بͽذارید .۱
.
∫
γ
zn dz =

∫ ۲π
۰ rneint · ireit dt = ir n+۱ ∫ ۲π

۰ ei(n+۱)t dt بنابراین است. zn = rneint و ireit dt

n = −۱ اگر اما .
∫
γ
zn dz = ۰ پس است؛ صفر برابر [۰, ۲π] بازۀ روی ei(n+۱)t انتگرال باشد، n ̸= −۱ اگر

.
∫
γ
z−۱ dz = i

∫ ۲π
۰ dt = ۲πi داریم و است ۱ برابر زیرانتگرال تابع باشد،

است. هولومورف γ روی و درون n صحیح عدد هر برای zn تابع آن گاه نگیرد، دربر را مبدأ که باشد دایرەای γ اگر .۲
است. صفر برابر n تمام برای γ روی zn انتگرال کوشͬ، قضیۀ اساس بر بنابراین

پس .۱/((z − a)(z − b)) = ۱
a−b

(۱/(z − a)− ۱/(z − b)) ͬ کنیم: م استفاده جزئͬ کسرهای تجزیۀ از .۳
.
∫
γ

۱
(z−a)(z−b)

dz = ۱
a−b

(∫
γ

۱
z−a

dz −
∫
γ

۱
z−b

dz
)

b نقطۀ ،|b| > r چون .
∫
γ
(z − a)−۱ dz = ۲πi رو این از ͬ گیرد؛ م قرار γ دایرۀ داخل a نقطۀ ،|a| < r چون

.
∫
γ
(z − b)−۱ dz = ۰ بنابراین و دارد قرار γ بیرون

.
∫
γ

۱
(z−a)(z−b)

dz = ۲πi
a−b

به: ͬ رسیم م نتایج این ترکیب با

۱۳
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.x > ۰ اگر f(x) = e−۱/x۲ و ،x ≤ ۰ اگر f(x) = ۰ بͽیرید: نظر در زیر صورت به R روی را f تابع .۱۴ تمرین
بͽیرید نتیجه است. برقرار n ≥ ۱ تمام برای f (n)(۰) = ۰ اینکه و است مشتق پذیر ͬ بار نامتناه R روی f که دهید نشان

ندارد.
∑∞

n=۰ anx
n همͽرا توانͬ بسط مبدأ ͷنزدی xهای برای f که

مشتق پذیر) ͬ بار (نامتناه نرم تابع ͷی ناحیه آن در بنابراین است؛ صفر کامل بەطور تابع (−∞, ۰) بازۀ روی .۱۴ پاسخ
است. مشتق پذیر بی نهایت بار نیز بازه آن در نتیجه در و است، نرم توابع از ترکیبی تابع این (۰,∞) روی است.

را f (n)(x) که داد نشان ͬ توان م پیاپی مشتق گیری های با ،x > ۰ برای کنیم. بررسͬ را ۰ در مشتق پذیری باید حال
هنگامͬ e−۱/x۲ که آن جا از است. چندجملەای ͷی Pn آن در که نوشت، f (n)(x) = Pn(۱/x) e−۱/x۲ صورت به ͬ توان م
برای limx→۰+ f (n)(x) = ۰ که ͬ گیریم م نتیجه ͬ کند، م میل صفر به ۱/x از توانͬ هر از سریع تر ͬ رود، م x → ۰+ که

.n ≥ ۰ هر
دو هر ۰ نقطۀ در f (n)(x) چپ کرانۀ و راست کرانۀ بنابراین هستند. صفر همواره f مشتق های تمام ،x < ۰ برای
در است. برقرار n ≥ ۱ تمام برای f (n)(۰) = ۰ و است پیوسته ۰ در f (n) ͬ دهد م نشان که صفرند، برابر و داشته وجود

.f (n)(۰) = ۰ داریم n ≥ ۱ همۀ برای و است مشتق پذیر بی نهایت بار R روی f نتیجه
.|x| < r برای f(x) =

∑∞
n=۰ anx

n یعنͬ باشد، همͽرا توانͬ بسط ͷی دارای صفر ͬͺنزدی در f کنید فرض اکنون
در توانͬ سری این که ͬ دهد م نتیجه این .n تمام برای an = ۰ پس ،n همۀ برای an = f (n)(۰)/n! داریم صورت این در

دارد. تناقض x > ۰ برای f(x) = e−۱/x۲
> ۰ که واقعیت این با که است، صفر با برابر صفر ͬͽهمسای

ندارد. همͽرا توانͬ بسط مبدأ ͬͺنزدی در f تابع پس

اگر: نیست موجود نقطەای هیچ در f ′(z) مشتق که دهید نشان .۱۵ تمرین

f(z) = z (الف)

f(z) = z − z (ب)

(z = x+ iy (با f(z) = x+ ixy۲ (ج)

(z = x+ iy (با f(z) = exe−iy (د)

نشان است. کوشͬ–ریمان معادلات بودن برقرار معادل نقطه ͷی در مختلط مشتق پذیری تابع، هر برای .۱۵ پاسخ
ͬ شوند. نم برقرار معادلات حالت چهار این از ͷهیچ ی در که ͬ دهیم م

،uy = ۰ ،ux = ۱ مشتقات: .v = −y و u = x پس .f(z) = z = x − iy آن گاه ،z = x + iy اگر (الف)
در تابع پس است. نادرست که ۱ = −۱ یعنͬ ux = vy ͬ گوید م اول کوشͬ–ریمان معادلۀ .vy = −۱ ،vx = ۰

نیست. مشتق پذیر نقطەای هیچ

اول معادلۀ .vy = ۲ ،vx = ۰ ،uy = ۰ ،ux = ۰ مشتقات: .v = ۲y و u = ۰ پس .z − z = ۲iy داریم (ب)
نیست. مشتق پذیر نقطەای هیچ در تابع پس است. نادرست که ،۰ = ۲ یعنͬ ux = vy

۱۴
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،vx = y۲ ،uy = ۰ ،ux = ۱ مشتقات: .v = xy۲ و u = x پس است، f(z) = x + ixy۲ برابر تابع (ج)
.۰ = −y۲ یعنͬ uy = −vx نیز و ۱ = ۲xy یعنͬ ux = vy ͬ گویند م کوشͬ–ریمان معادلات .vy = ۲xy
هیچ در تابع پس است. ناسازگار که ۱ = ۰ ͬ شود م اولͬ صورت آن در اما ،y = ۰ که است برقرار وقتͬ تنها دومͬ

نیست. مشتق پذیر نقطەای

v = و u = ex cos y نتیجه در و f(z) = ex(cos y − i sin y) پس ،e−iy = cos y − i sin y ͬ نویسیم م (د)
.vy = −ex cos y ،vx = −ex sin y ،uy = −ex sin y ،ux = ex cos y مشتقات: .−ex sin y

−ex sin y = ͬ گوید م uy = −vx معادلۀ .cos y = ۰ پس ex cos y = −ex cos y ͬ گوید م ux = vy معادلۀ
هیچ در تابع بنابراین باشند. برقرار همزمان ͬ توانند نم cos y = ۰ و sin y = ۰ اما .sin y = ۰ پس ex sin y

نیست. مشتق پذیر نقطەای

است: شده تعریف زیر ضابطەهای با که باشند f تابع موهومͬ و حقیقͬ مؤلفەهای معرف v و u کنید فرض .۱۶ تمرین

f(z) =


z ۲

z
, z ̸= ۰,

۰, z = ۰.

برقرارند. z = (۰, ۰) مبدأ در uy = −vx و ux = vy کوشͬ–ریمان معادلات که کنید تحقیق

با .f(z) =
z۲

z
=

(x− iy)۲

x+ iy
داریم z ̸= ۰ برای بنابراین و z = x − iy داریم z = x + iy برای .۱۶ پاسخ

z = ۰ نقطۀ در تابع این چون اما ،z ̸= ۰ تمام برای f(z) = x − ۳y + i(۳x − y) که داد نشان ͬ توان م سادەسازی
کنیم. استفاده جزئͬ مشتقات حدی تعریف از باید مبدأ در جزئͬ مشتقات بررسͬ برای دارد، ویژه تعریف

جزئͬ مشتقات اکنون هستند. v(۰, ۰) = ۰ و u(۰, ۰) = ۰ برابر مبدأ در موهومͬ و حقیقͬ مؤلفۀ ،f(۰) = ۰ چون
ͬ کنیم. م حساب حدی روش به را مبدأ در

برابر تابع مقدار h ̸= ۰ برای .ux(۰, ۰) = limh→۰
u(h, ۰)− u(۰, ۰)

h
داریم تعریف ux(۰, ۰) مشتق برای

.ux(۰, ۰) = limh→۰
h

h
= ۱ ͬ شود م نتیجه و u(h, ۰) = h پس است)، حقیقͬ h (زیرا f(h) = h۲

h
= h

محور روی (یعنͬ باشد z = ik اگر .vy(۰, ۰) = limk→۰
v(۰, k)− v(۰, ۰)

k
داریم vy(۰, ۰) برای روش همان به

.vy(۰, ۰) = limk→۰
k

k
= ۱ ͬ شود م نتیجه و v(۰, k) = k پس ،f(ik) = (−ik)۲

ik
=

−k۲

ik
= ik آنگاه موهومͬ)،

با ͬ کنیم. م استفاده uy(۰, ۰) = limk→۰
u(۰, k)− ۰

k
از uy(۰, ۰) برای ͬ کنیم. م حساب را دیͽر مشتقات اکنون

.uy(۰, ۰) = ۰ پس ،u(۰, k) = ۰ داریم f(ik) = ik برای بالا مقدار به توجه

f(h) = داشتیم حقیقͬ hبرای چون ͬ کنیم. م استفاده vx(۰, ۰) = limh→۰
v(h, ۰)− ۰

h
از vx(۰, برای(۰ همچنین

.vx(۰, ۰) = ۰ بنابراین و v(h, ۰) = ۰ پس ،h
و ux(۰, ۰) = ۱ زیرا است برقرار ux = vy نخست رابطۀ ͬ کنیم: م بررسͬ مبدأ در را کوشͬ–ریمان معادلات اکنون

.−vx(۰, ۰) = ۰ و uy(۰, ۰) = ۰ زیرا است برقرار نیز uy = −vx دوم رابطۀ .vy(۰, ۰) = ۱
هستند. برقرار مبدأ در کوشͬ–ریمان معادلات بنابراین

۱۵


