
علوی مختلطمهریار آنالیز

مختلط آنالیز
علوی مهریار
۲ سری تمرین

تجزیه دوم درجه و اول درجه عوامل به P دهید نشان باشد. چندجملەای ͷی P (x) ∈ R[x] کنید فرض .۱ تمرین
ͬ شود. م

مزدوج زوج های صورت به یا هستند حقیقͬ یا ریشەها ،P (x) مانند حقیقͬ ضرایب با چندجملەای ͷی برای .۱ پاسخ
عامل ͷی با متناظر xk حقیقͬ ریشۀ هر است. ریشه نیز z̄ آنگاه باشد، ریشه ͷی z ∈ C اگر یعنͬ ͬ شوند. م ظاهر مختلط
عامل ͷی ،β ̸= ۰ شرط با z̄ = α− iβ و z = α+ iβ مختلط مزدوج ریشۀ جفت هر همچنین است. (x− xk) خطͬ
که آنجا از .(x − z)(x − z̄) = x۲ − (z + z̄)x + zz̄ زیرا ͬ کند، م ایجاد حقیقͬ ضرایب با تجزیەناپذیر دوم درجۀ
این .(x−z)(x− z̄) = x۲−۲αx+(α۲+β۲) ͬ آید م دست به هستند، حقیقͬ اعداد zz̄ = α۲+β۲ و z+ z̄ = ۲α
چندجملەای هر بنابراین .∆ = (−۲α)۲ − ۴(α۲ + β۲) = −۴β۲ < ۰ زیرا است، منفͬ دلتای با دوم درجۀ عبارت ͷی
ͬ شود. م تجزیه حقیقͬ اعداد دستگاه روی تجزیەناپذیر دوم درجۀ عوامل و خطͬ عوامل حاصل ضرب به حقیقͬ ضرایب با

.∆ = a۲ − ۴b < ۰ بەطوری که P (x) = (x− x۱)(x− x۲)(x
۲ + ax+ b) نوشت ͬ توان م مثال عنوان به

کنید. محاسبه پادساعتگرد جهت در (±۲± ۲i رئوس با (مستطیل C مسیر روی را زیر انتگرال .۲ ∮تمرین
C

cos(z)

z(z۲ + ۸)
dz

.۲ پاسخ
مسیر ͷی حول تحلیلͬ تابع ͷی انتگرال مقدار قضیه، این طبق ͬ کنیم. م استفاده ماندەها قضیه از انتگرال این حل برای

مسیر. داخل تکین نقاط در تابع ماندەهای مجموع ضربدر ۲πi با است برابر بسته
معادله از یعنͬ هستند، مخرج ریشەهای تکین نقاط .f(z) = cos(z)

z(z۲+۸) با است برابر تابع ͬ یابیم. م را تکین نقاط ابتدا
نتیجه در و z۲ = −۸ داریم z۲ + ۸ = ۰ رابطه از و z۱ = ۰ ͬ آید: م دست به ریشه سه بنابراین .z(z۲ + ۸) = ۰

هستند. ساده قطب نقطه سه هر .z۳ = −۲
√

۲i و z۲ = ۲
√

۲i یعنͬ ،z = ±۲
√

۲i
و x = ±۲ خطوط وسیلۀ به که است مستطیلͬ C مسیر ͬ کنیم. م بررسͬ را C مسیر به نسبت نقاط این موقعیت اکنون
،۲
√

۲ ≈ ۲٫۸۲۸ > ۲ که آنجا از است. مسیر داخل پس دارد، قرار مبدأ در z۱ = ۰ نقطۀ است. شده محدود y = ±۲
نقطۀ ،−۲

√
۲ ≈ −۲٫۸۲۸ < −۲ چون همچنین دارد. قرار مسیر از خارج و مستطیل بالای z۲ = ۲

√
۲i نقطۀ

است. z = ۰ نقطۀ مسیر، داخل قطب تنها بنابراین است. مسیر از خارج و مستطیل پایین z۳ = −۲
√

۲i
اینجا در ͬ کنیم. م استفاده Res(f, z۰) = limz→z۰(z − z۰)f(z) فرمول از z۰ ساده قطب در مانده محاسبۀ برای
ͬ شود م نتیجه z = ۰ مستقیم جایͽذاری با .Res(f, ۰) = limz→۰(z)

cos(z)
z(z۲+۸) = limz→۰

cos(z)
z۲+۸ داریم z۰ = ۰ برای

داریم ماندەها قضیۀ طبق اکنون Res(f, ۰) = cos(۰)
۸ = ۱

۸ .∮
C

cos(z)

z(z۲ + ۸)
dz = ۲πi× ۱

۸
=

πi

۴
.

۱
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چرا؟ است؟ چقدر |z| = ۱ دایرەای بسته مسیر روی
∮
C
f(z)dz انتگرال مقدار باشد، f(z) = ez

۲ اگر .۳ تمرین

است. مختلط) صفحه تمام در (تحلیلͬ تام تابع ͷی خود بنابراین و است تام توابع ترکیب f(z) = ez
۲ تابع .۳ پاسخ

بنابراین است. صفر با برابر ساده همبند ناحیه ͷی در بسته مسیر هر روی تحلیلͬ تابع ͷی انتگرال کوشͬ، انتگرال قضیه طبق
است. ۰ انتگرال این مقدار

Re

Iⅿ

|z| = ۱

تحلیلͬ ناحیه و بسته مسیر

طبق است، غیرثابت و مختلط) صفحه کل در (تحلیلͬ تام تابع ͷی f(z) = z تابع ͬ دانیم م اینکه به توجه با .۴ تمرین
گرفت؟ ͬ توان م تابع این کرانداری درباره نتیجەای چه لیوویل قضیه

است تام f(z) = z تابع که آنجا از هستند. ثابت توابع کراندار، و تام توابع تنها که ͬ کند م بیان لیوویل قضیه .۴ پاسخ
به نیز |f(z)| مقدار ،|z| → ∞ (وقتͬ است. ناکراندار مختلط صفحه در تابع این که ͬ گیریم م نتیجه نیست، ثابت اما

ͬ کند). م میل بی نهایت

Re

Iⅿ

z → ∞

بی نهایت در تابع ناکرانداری

قسمت کدام روی آن استاندارد شاخه برش و چیست Ⅼog(z) یعنͬ مختلط لͽاریتم اصلͬ مقدار محاسبه فرمول .۵ تمرین
دارد؟ قرار مختلط صفحه از

۲
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Arg(z) آن در که ͬ شود، م تعریف Ⅼog(z) = ln |z| + iArg(z) صورت به مختلط لͽاریتم اصلͬ مقدار .۵ پاسخ
نیم محور آن استاندارد شاخه برش و دارد قرار z = ۰ مبدا در آن شاخه نقطه است. (−π, π] بازه در z نقطه اصلͬ زاویه

است. x ≤ ۰ شرط به z = x+ i۰ یعنͬ مبدا) خود (شامل منفͬ حقیقͬ

Re

Iⅿ

z = ۰
شاخه برش

توابع ͷکم به چͽونه (a ̸= ۰ و هستند مختلط اعداد b و a آن در (که ab مختلط توان پایه، تعریف اساس بر .۶ تمرین
ͬ شود؟ م فرمول بندی نمایی و لͽاریتم

به مختلط لͽاریتم و نمایی تابع از استفاده با آن کلͬ فرمول و ͬ شود م تعریف چندمقدار صورت به مختلط توان .۶ پاسخ
استفاده لͽاریتم اصلͬ مقدار از اگر است. عمومͬ لͽاریتم نمایانگر log(a) آن در که ͬ گردد م بیان ab = eb log(a) صورت

ͬ آید. م دست به توان اصلͬ مقدار کنیم،

a
log−→ log(a)

×b−→ b log(a)
exp−−→ eb log(a) = ab

کنید. محاسبه را ii عبارت عمومͬ مقادیر و اصلͬ مقدار .۷ تمرین

تعریف ab = eb log(a) فرمول صورت به مختلط توان و پایه برای مختلط توان که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا در .۷ پاسخ
.ii = ei log(i) بنابراین است، b = i و a = i مسئله این در ͬ شود. م

عمومͬ آرگومان و |i| = ۱ با برابر اندازه ،z = i مختلط عدد برای کنیم. پیدا را log(i) عمومͬ لͽاریتم مقدار باید ابتدا
log(i) = ln |i| + i arg(i) = صورت به i عمومͬ لͽاریتم پس است. k ∈ Z برای arg(i) = π

۲ + ۲kπ با برابر
ͬ شود. م محاسبه ln(۱) + i

(
π
۲ + ۲kπ

)
= i

(
π
۲ + ۲kπ

)
بنابراین، .ii = ei·[i(

π
۲ +۲kπ)] = ei

۲(π
۲ +۲kπ) = e−(

π
۲ +۲kπ) ͬ کنیم: م جایͽذاری اصلͬ فرمول در را مقدار این حالا

تمام که است این جالب نکته ͬ آیند. م دست به k ∈ Z برای ii = e−
π
۲ −۲kπ صورت به شده داده عبارت عمومͬ مقادیر

هستند. حقیقͬ کاملا́ اعدادی ii مقادیر
مقدار حالت این در ͬ دهیم). م قرار را k = ۰ (یعنͬ ͬ کنیم م استفاده لͽاریتم اصلͬ شاخه از اصلͬ، مقدار یافتن برای
.ei·Ⅼog(i) = ei·(i

π
۲ ) = e−

π
۲ با است برابر مختلط توان اصلͬ مقدار بنابراین، .Ⅼog(i) = iπ۲ با است برابر لͽاریتم اصلͬ

است. e−۱٫۵۷۰۸ ≈ ۰٫۲۰۷۸۸ با برابر تقریباً مقدار این

است؟ چقدر انتگرال مقدار باشد، |z| = ۲ دایره C مسیر اگر
∮
C

sin(z)
z−۵ dz انتگرال در .۸ تمرین

۳
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است. z = ۵ نقطه مخرج ریشه بیابیم. را تکین نقاط تا کنیم نگاه کسر مخرج به باید انتگرال این حل برای .۸ پاسخ
تابع دارد، قرار مسیر این از خارج z = ۵ نقطه چون است. ۲ شعاع و مبدا مرکز به دایرەای ما انتگرال گیری مسیر طرفͬ از

است. صفر انتگرال مقدار کوشͬ، انتگرال قضیه طبق است. تحلیلͬ کاملا́ آن درون و مسیر روی در انتگرال داخل

Re

Iⅿ

C : |z| = ۲

z = ۵

مسیر از خارج تکین نقطه

کنید. محاسبه را log(−i) عبارت عمومͬ مقدار و اصلͬ مقدار .۹ تمرین

صورت به z مانند مختلط عدد ͷی برای لͽاریتم عمومͬ مقدار ͬ کنیم: م مرور را تعاریف حل، از پیش .۹ پاسخ
لͽاریتم اصلͬ مقدار است. k ∈ Z و arg(z) = Arg(z)+۲kπ آن در که ͬ شود م تعریف log(z) = ln |z|+ i arg(z)

به Ⅼog(z) = ln |z| + iArg(z) صورت به دارد) قرار (−π, π] بازه در معمولا˟ (که اصلͬ آرگومان گرفتن نظر در با نیز
ͬ آید. م دست

با است برابر آن مطلق قدر .z = reiθ ͬ نویسیم: م قطبی فرم به را z = −i مختلط عدد ابتدا ،log(−i) محاسبه برای
آرگومان اصلͬ مقدار پس ͬ باشد. م −π

۲ با برابر مثبت حقیقͬ محور با −i زاویه و r = | − i| =
√

۰۲ + (−۱)۲ = ۱
است. k ∈ Z هر برای arg(−i) = −π

۲ + ۲kπ صورت به عمومͬ آرگومان بنابراین، است. Arg(−i) = −π
۲

log(−i) = ln(۱) + i
(
−π

۲ + ۲kπ
)
= داریم: عمومͬ لͽاریتم فرمول در z = −i برای مقادیر این جایͽذاری با

عمومͬ مقدار نتیجه، در ͬ دهد. م نشان −i برای را لͽاریتم مقادیر از بی نهایت مجموعەای عبارت، این .۰+ i
(
۲kπ − π

۲

)
ͬ باشد. م k ∈ Z آن در که log(−i) = i (۴k−۱)π

۲ با است برابر
محاسبه اصلͬ) آرگومان از مستقیم استفاده (یا عمومͬ فرمول در k = ۰ دادن قرار با لͽاریتم، اصلͬ مقدار همچنین

.Ⅼog(−i) = ln(۱) + iArg(−i) = ۰+ i
(
−π

۲

)
= −πi

۲ ͬ شود: م

برش و شاخه نقاط باشد. تحلیلͬ f(z) = Ⅼog(z + ۲) تابع آن در که بیابید را مختلط صفحه از ناحیەای .۱۰ تمرین
کنید. مشخص را تابع این شاخه

ͬ کنیم: م مشخص را تابع شاخه برش و شاخه نقطه تعاریف، بیان و شͺل ͷی رسم با ابتدا در .۱۰ پاسخ

۴
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Re

Iⅿ

−۲

برش شاخه

نقطه شاخه

ناحیه تحلیلͬ C \ (−∞,−۲]

برای که است منحنͬ یا نیم خط شاخه، برش و ͬ شود م صفر لͽاریتم درون عبارت آن در که است نقطەای شاخه نقطه
ͬ گردد. م حذف مختلط صفحه دامنه از بودن، چندمقداری ابهام̧ رفع و تابع کردن تک مقداره

یعنͬ دارد، قرار غیرمثبت حقیقͬ محور روی w که نقاطͬ جز به است تحلیلͬ جا همه در Ⅼog(w) استاندارد تابع
لͽاریتم تابع متغیر ما، مسئله در است. شاخه برش w ∈ (−∞, ۰) و شاخه نقطه w = ۰ حالت، این در .w ∈ (−∞, ۰]
غیرمثبت حقیقͬ محور روی z + ۲ که نیست تحلیلͬ نقاطͬ در f(z) = Ⅼog(z + ۲) تابع بنابراین، است. w = z + ۲
محور از نقاطͬ نامساوی، این .z ≤ −۲ نهایت در و z + ۲ ≤ ۰ ͬ دهد م نتیجه که z + ۲ ∈ (−∞, ۰] یعنͬ گیرد. قرار
یعنͬ لͽاریتم درون عبارت ریشه معادل شاخه نقطه دارند. امتداد −∞ تا و شده شروع −۲ از که ͬ دهد م نشان را حقیقͬ
نتیجه که است z + ۲ < ۰ یعنͬ منفͬ اکیداً قسمت معادل نیز شاخه برش .z = −۲ ͬ دهد م نتیجه که است z + ۲ = ۰
{z ∈ R | z ≤ −۲} مجموعه جز به (C) مختلط صفحه تمام در f(z) = Ⅼog(z+۲) تابع بنابراین، .z < −۲ ͬ دهد م
در z = −۲ از که است نیم خطͬ یعنͬ شاخه، برش و z = −۲ شاخه نقطه شامل غیرتحلیلͬ مجموعه این است. تحلیلͬ

است. شده کشیده منفͬ حقیقͬ محور امتداد

است. |z| = ۳ معادله به دایرەای C آن در که کنید، محاسبه را
∮
C
z۲ezdz انتگرال مقدار .۱۱ تمرین

ͬ کنیم: م رسم را انتگرال گیری مسیر ابتدا در .۱۱ پاسخ

Re

Iⅿ

۳

۳i

C : |z| = ۳

تابع کنیم. استفاده کوشͬ انتگرال قضیه از ͬ توانیم م و نیست مسیر پارامتری سازی به نیازی انتگرال، این محاسبه برای
ͬ کنیم. م تعریف f(z) = z۲ez صورت به را انتگرال زیر

۵
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که آنجا از هستند. (تام) تحلیلͬ C مختلط صفحه تمام در دو هر ez نمایی تابع و z۲ چندجملەای تابع که ͬ دانیم م
است. تحلیلͬ مختلط صفحه تمام در نیز f(z) = z۲ez تابع است، تام تابع ͷی تام، تابع دو حاصل ضرب

ساده بسته مسیر هر روی آن انتگرال باشد، تحلیلͬ ساده همبند ناحیه ͷی در تابعͬ اگر کوشͬ، انتگرال قضیه اساس بر
درون در f(z) تابع و است ساده بسته منحنͬ ͷی (|z| = ۳ (دایره C مسیر که آنجا از است. صفر با برابر ناحیه آن درون

که: ͬ گیریم م نتیجه است، تحلیلͬ کاملا́ مسیر این روی ∮و
C

z۲ezdz = ۰

است. |z| = ۱ واحد دایره C مسیر آن در که کنید، محاسبه را
∮
C

۱
z+۲dz انتگرال .۱۲ تمرین

ͬ کنیم: م رسم را تکین نقطه موقعیت و انتگرال گیری مسیر ابتدا در .۱۲ پاسخ

Re

Iⅿ

−۲

نقطه تکین
C : |z| = ۱

z+۲ = ۰ یعنͬ نیست، تحلیلͬ شود صفر مخرج که جایی در تابع ͬ کنیم. م پیدا را f(z) = ۱
z+۲ تابع تکین نقاط ابتدا

است. z = −۲ نقطه در قطب ͷی دارای تابع بنابراین، .z = −۲ ͬ دهد م نتیجه که
به دایرەای C انتگرال گیری مسیر خیر. یا دارد قرار انتگرال گیری مسیر درون تکین نقطه این آیا که کنیم بررسͬ باید حالا
| − ۲| = ۲ برابر مبدأ از z = −۲ تکین نقطه فاصله .(|z| = ۱ (یعنͬ است ۱ شعاع و (z = ۰) مختصات مبدأ مرکز

ͬ باشد. م (۱) دایره شعاع از بزرگتر وضوح به که است،
روی و درون در f(z) تابع که معناست بدان این دارد. قرار C مسیر از خارج کاملا́ z = −۲ تکین نقطه بنابراین،
نتیجه در است، صفر بسته مسیر روی تحلیلͬ تابع ͷی انتگرال کوشͬ⁃گورسا، قضیه اساس بر است. تحلیلͬ C بسته مسیر

∮داریم:
|z|=۱

۱
z + ۲

dz = ۰

است. ۱+ i,−۱+ i,−۱− i, ۱− i رئوس با مربعͬ C آن در که بیابید را
∮
C

cos(z)
z۲−۹ dz انتگرال حاصل .۱۳ تمرین

ͬ کنیم: م رسم را تکین نقاط موقعیت و مربعͬ مسیر ابتدا در .۱۳ پاسخ

۶
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Re

Iⅿ

۳−۳

تکین تکیننقطه نقطه

C

در و است تام تابع ͷی ،cos(z) مثلثاتͬ تابع یعنͬ کسر، صورت است. f(z) = cos(z)
z۲−۹ صورت به انتگرال زیر تابع

صفر برابر مخرج دادن قرار است. مخرج ریشەهای به مربوط تنها تابع تکین نقاط ͬ باشد. م تحلیلͬ مختلط صفحه تمام
هستند. z = −۳ و z = ۳ آن ریشەهای که ،z۲ = ۹ ͬ دهد م نتیجه z۲ − ۹ = ۰ یعنͬ

این اضلاع دیͽر، عبارت به دارند. قرار محورها روی مبدأ از واحدی ۱ فواصل در آن رئوس که است مربعͬ C مسیر
حقیقͬ محور روی z = −۳ و z = ۳ تکین نقاط دارند. قرار x = ۱, x = −۱, y = ۱, y = −۱ خطوط روی مربع
از خارج کاملا́ تکین نقطه دو هر که است مشخص مربع، ابعاد به توجه با است. ۳ برابر مبدأ از آن ها فاصله و شدەاند واقع

گرفتەاند. قرار C مربع مرز
تحلیلͬ کاملا́ C مسیر دربرگیرنده بسته ناحیه در f(z) تابع ندارد، وجود مربع مرز روی یا داخل تکینͬ نقطه هیچ چون

است: صفر با برابر انتگرال مقدار کوشͬ⁃گورسا، قضیه طبق نتیجه، در ∮است.
C

cos(z)

z۲ − ۹
dz = ۰

مثلثاتͬ جهت با |z| = ۲ معادله به دایرەای C آن در که کنید، محاسبه را
∮
C

ez

z−۱dz انتگرال مقدار .۱۴ تمرین
است. (پادساعت گرد)

.۱۴ پاسخ

Re

Iⅿ

۱

تکین نقطه

C : |z| = ۲

.z۰ = ۱ ͬ دهد م نتیجه که ͬ یابیم م آن مخرج دادن قرار صفر با را انتگرال زیر تابع تکین نقطه ابتدا انتگرال، این محاسبه برای
بسته مسیر این درون z۰ = ۱ تکین نقطه ،(|z| = ۲) است ۲ شعاع و مبدأ مرکز به دایرەای که C مسیر معادله به توجه با

۷



علوی مختلطمهریار آنالیز

ͬ باشد، م تحلیلͬ مختلط صفحه تمام در و است تام تابع ͷی f(z) = ez یعنͬ کسر صورت تابع که آنجا از دارد. قرار
و z۰ = ۱ مقادیر جایͽذاری با کنیم. استفاده

∮
C

f(z)
z−z۰

dz = ۲πif(z۰) صورت به کوشͬ انتگرال فرمول از ͬ توانیم م
به نهایی پاسخ بنابراین، ͬ آید. م دست به ۲πif(۱) = ۲πie۱ = ۲πei با برابر انتگرال مقدار فرمول، این در f(z) = ez

بود. خواهد
∮
|z|=۲

ez

z−۱dz = ۲πei صورت

است. |z| = ۱ واحد دایره C مسیر آن در که کنید، محاسبه را
∮
C

cos(z)
z۳ dz انتگرال .۱۵ تمرین

.۱۵ پاسخ

Re

Iⅿ

۰
تکین نقطه

C : |z| = ۱

دایره مسیر درون وضوح به نقطه این .z۰ = ۰ یعنͬ شود، صفر کسر مخرج که است جایی در انتگرال ده تابع تکین نقطه
سوم مرتبه قطب ͷی فرم به انتگرال ده تابع است، ۳ توان دارای کسر مخرج که آنجا از دارد. قرار |z| = ۱ معادله با ∮واحد
C

f(z)
(z−z۰)n+۱dz = ۲πi

n!
f (n)(z۰) شͺل به مشتقات برای کوشͬ تعمیم یافته فرمول از باید آن انتگرال محاسبه برای و است

ͬ دهد م نتیجه که است n + ۱ = ۳ مخرج توان و f(z) = cos(z) صورت تابع ،z۰ = ۰ مسئله، این در کنیم. استفاده
دوم مشتق محاسبه به تنها فرمول، اعمال برای بنابراین است، تحلیلͬ جا همه در و بوده تام تابع ͷی صورت تابع .n = ۲
با برابر دوم مشتق سپس و f ′(z) = − sin(z) داریم صورت تابع از متوالͬ مشتق گیری با داریم. نیاز z۰ = ۰ نقطه در آن
با نهایت، در ͬ آید. م دست به f ′′(۰) = − cos(۰) = −۱ صورت به مبدأ در آن مقدار که ͬ شود م f ′′(z) = − cos(z)

ͬ گردد م محاسبه ۲πi
۲! f

′′(۰) = ۲πi
۲ (−۱) = −πi با برابر انتگرال مقدار کوشͬ، تعمیم یافته فرمول در مقادیر این دادن قرار

بود. خواهد
∮
|z|=۱

cos(z)
z۳ dz = −πi مسئله پاسخ نتیجه در و

است. |z| = ۳ دایره C آن در که بیابید را
∮
C

۱
(z−۱)(z−۲)dz انتگرال حاصل .۱۶ تمرین

.۱۶ پاسخ

۸
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Re

Iⅿ

۱ ۲

تکین نقاط

C : |z| = ۳

z = ۲ و z = ۱ که ͬ کنیم م تعیین مخرج ریشەهای یافتن با را انتگرال زیر تابع تکین نقاط ابتدا انتگرال، این محاسبه برای
مسیر درون نقطه دو هر بنابراین ،(|۲| < ۳ و |۱| < ۳) دارند قرار مبدأ از ۳ از کمتر فاصله در نقطه دو هر ͬ آیند. م دست به
کسرها تجزیه روش از استفاده با را کسر ͬ توانیم م داریم، مجزا تکین نقطه دو چون شدەاند. واقع |z| = ۳ معادله با C بسته
۱ = A(z−۲)+B(z−۱) رابطه به کردن، هم مخرج و ۱

(z−۱)(z−۲) =
A

z−۱ +
B

z−۲ تساوی گرفتن نظر در با کنیم. جدا
صورت به تابع پس .B = ۱ ͬ شود م نتیجه z = ۲ دادن قرار با و A = −۱ ͬ شود م نتیجه z = ۱ دادن قرار با ͬ رسیم. م
ͬ کنیم. م تقسیم

∮
|z|=۳

۱
z−۲dz −

∮
|z|=۳

۱
z−۱dz بخش دو به را انتگرال حالا ͬ شود. م تجزیه ۱

(z−۱)(z−۲) =
۱

z−۲ − ۱
z−۱

برای کوشͬ انتگرال فرمول اعمال با ͬ باشد. م تام تابع ͷی که است f(z) = ۱ کسر صورت تابع انتگرال، دو هر برای
مقدار z۰ = ۱ با دوم انتگرال برای و ۲πif(۲) = ۲πi مقدار z۰ = ۲ با اول انتگرال برای جداگانه، طور به کدام هر
انتگرال حاصل ،۲πi − ۲πi = ۰ یعنͬ یͺدیͽر از مقادیر این کردن کم با نهایت، در ͬ آید. م دست به ۲πif(۱) = ۲πi

بود. خواهد صفر برابر

است. ناکراندار مختلط صفحه در است، تام تابع ͷی که f(z) = sin(z) تابع دهید نشان .۱۷ تمرین

.۱۷ پاسخ

Re

Iⅿ

z = iy

y → ∞ حرکت

قضیه اساس بر اما است. برقرار | sin(x)| ≤ ۱ رابطه همواره و است کراندار سینوس تابع که ͬ دانیم م حقیقͬ آنالیز در
مستقیم اثبات برای باشد. ناکراندار باید الزاماً است، غیرثابت و تام تابع ͷی مختلط صفحه در sin(z) چون لیوویل،
محور روی z متغیر کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده sin(z) = eiz−e−iz

۲i صورت به مختلط سینوس تعریف از موضوع، این
sin(iy) = داریم فرمول، در مقدار این جایͽذاری با است. حقیقͬ عدد ͷی y آن در که z = iy یعنͬ کند، حرکت موهومͬ
صورت به ،ͷهیپربولی تابع تعریف از استفاده و صورت در منفͬ علامت از فاکتورگیری با که ei(iy)−e−i(iy)

۲i = e−y−ey

۲i

| sin(iy)| = با برابر که ͬ کنیم م بررسͬ را تابع این مطلق) (قدر اندازه اکنون ͬ شود. م ساده i
(

ey−e−y

۲

)
= i sinh(y)

اندازه بنابراین ͬ کند. م میل بی نهایت به نیز sinh(y) مقدار ،y → ∞ که هنگامͬ است. |i| · | sinh(y)| = | sinh(y)|

۹
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پیش بینͬ با دقیقاً نتیجه این که است، ناکراندار مختلط صفحه در تابع این نتیجه در و کند میل بی نهایت به ͬ تواند م | sin(z)|
دارد. تطابق لیوویل قضیه

خیر. یا است سازگار لیوویل قضیه با f(z) = ez تابع آیا که کنید بررسͬ .۱۸ تمرین

.۱۸ پاسخ

Re

Iⅿ

x → +∞ حرکت

این لیوویل، قضیه طبق نیست. نیز ثابت تابع و است) تحلیلͬ C صفحه تمام (در است تام تابع ͷی f(z) = ez تابع
صورت این در ،z = x + iy کنید فرض ͬ کنیم. م محاسبه را آن اندازه کرانداری، بررسͬ برای باشد. ناکراندار باید تابع
اویلر فرمول از استفاده با که ͬ دانیم م ͬ آید. م در |ez| = |ex+iy| = |ex · eiy| = |ex| · |eiy| شͺل به تابع مطلق قدر
امتداد در اگر ͬ شود. م نتیجه |ez| = ex پس است. |eiy| = | cos(y) + i sin(y)| =

√
cos۲(y) + sin۲(y) = ۱

ناکراندار ez تابع بنابراین ͬ کند. م میل بی نهایت به ex مقدار ،(x → +∞ و y = ۰ (یعنͬ کنیم حرکت مثبت حقیقͬ محور
دارد. سازگاری کاملا́ لیوویل قضیه با که است

f(z) کنید ثابت .Re(f(z)) ≤ ۵ باشیم داشته z ∈ C تمام برای و باشد تام تابع ͷی f(z) کنید فرض .۱۹ تمرین
است. ثابت تابع ͷی

.۱۹ پاسخ

u

v

u = ۵

u ≤ ۵ ناحیه

نه است، کراندار آن حقیقͬ قسمت ͬ دانیم م فقط زیرا کنیم استفاده f(z) تابع روی لیوویل قضیه از ͬ توانیم نم مستقیماً
تام نیز نمایی تابع و است تام f(z) چون بسازیم. g(z) = ef(z) صورت به ͬͺکم تابع ͷی ͬ توانیم م اما تابع. کل
f(z) = کنید فرض ͬ کنیم. م محاسبه را g(z) اندازه اکنون بود. خواهد تام تابع ͷی نیز g(z) یعنͬ آن ها ترکیب است،
صورت به مطلق قدر بنابراین است. u(x, y) = Re(f(z)) ≤ ۵ مسئله فرض طبق آن در که u(x, y) + iv(x, y)

تابع بودن صعودی به توجه با است، u ≤ ۵ چون ͬ شود. م محاسبه |g(z)| = |eu+iv| = |eu| · |eiv| = eu · ۱ = eu

اکنون است. کراندار e۵ کران به مختلط صفحه تمام در g(z) تابع یعنͬ این .|g(z)| = eu ≤ e۵ داریم حقیقͬ نمایی

۱۰
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ͷی باید g(z) لیوویل، قضیه طبق پس است. کراندار و تام تابع این یعنͬ است، برقرار g(z) برای لیوویل قضیه شرایط
رابطه z به نسبت تساوی این طرف دو از مشتق گیری با .ef(z) = C ͬ دهد م نتیجه که g(z) = C مثلا́ باشد، ثابت تابع
صفر هرگز g(z) = ef(z) نمایی تابع چون است. f ′(z) · g(z) = ۰ معادل که ͬ آید م دست به f ′(z) · ef(z) = ۰
ترتیب بدین و است ثابت تابع ͷی باشد، صفر صفحه تمام در آن مشتق که تابعͬ .f ′(z) = ۰ باشیم داشته باید ͬ شود، نم

است. ثابت نیز f(z) تابع که شد ثابت

۱۱


