
علوی مختلطمهریار آنالیز

مختلط آنالیز
علوی مهریار
۳ سری تمرین

کنید. محاسبه را آن ها در مانده مقدار و قطب ها بͽیرید. نظر در را f(z) = ۱
z۲+۱ مختلط تابع .۱ تمرین

z۲ + ۱ = ۰ =⇒ z۲ = −۱ =⇒ z = ͬ دهند. م تشͺیل را تابع قطب های مخرج، ریشەهای .۱ پاسخ
برای مانده محاسبه فرمول هستند. اول) (مرتبه ساده قطب دو هر است، ͷی ریشه هر برای مخرج توان چون .±i

Res(f, i) = limz→i(z − :z = i در مانده محاسبه .Res(f, z۰) = limz→z۰(z − z۰)f(z) :z۰ ساده قطب
Res(f,−i) = limz→−i(z + :z = −i در مانده محاسبه .i) ۱

(z−i)(z+i)
= limz→i

۱
z+i

= ۱
۲i = − i

۲

.i) ۱
(z−i)(z+i)

= limz→−i
۱

z−i
= ۱

−۲i =
i
۲

Re(z)

Iⅿ(z)

×+i

×−i

بیابید. را آن مانده مقدار و قطب بͽیرید. نظر در را f(z) = ez

(z−۱)۲ تابع .۲ تمرین

m = ۲ مرتبه از قطب ͷی z = ۱ پس است، ۲ توان دارای مخرج عبارت چون است. z = ۱ مخرج ریشه .۲ پاسخ
با .Res(f, z۰) = ۱

(m−۱)! limz→z۰
dm−۱

dzm−۱ [(z − z۰)
mf(z)] :m مرتبه از قطب برای مانده محاسبه فرمول است.

Res(f, ۱) = نتیجه در .Res(f, ۱) = ۱
۱! limz→۱

d
dz

[
(z − ۱)۲ ez

(z−۱)۲

]
داریم: m = ۲ و z۰ = ۱ جایͽذاری
.limz→۱

d
dz
(ez) = limz→۱ e

z = e

کنید. محاسبه آن قطب های تمامͬ در را f(z) = ۱
z۳−z

تابع ماندەهای .۳ تمرین

z۳ − z = z(z۲ − ۱) = z(z − ۱)(z + شوند: مشخص قطب ها تا ͬ کنیم م تجزیه را مخرج ابتدا .۳ پاسخ
z = در مانده محاسبه است. z = −۱ و z = ۱ ،z = ۰ در ساده قطب سه دارای تابع بنابراین .۱) = ۰
Res(f, ۱) = :z = ۱ در مانده محاسبه .Res(f, ۰) = limz→۰ z

۱
z(z۲−۱) = limz→۰

۱
z۲−۱ = −۱ :۰

۱
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Res(f,−۱) = limz→−۱(z + :z = −۱ در مانده محاسبه .limz→۱(z − ۱) ۱
z(z−۱)(z+۱) = limz→۱

۱
z(z+۱) =

۱
۲

.۱) ۱
z(z−۱)(z+۱) = limz→−۱

۱
z(z−۱) =

۱
۲

آورید. دست به z = ۲i قطب در را تابع این مانده بͽیرید. نظر در را f(z) = z
(z۲+۴)۲ تابع .۴ تمرین

m = ۲ مرتبه از قطب ͷی z = ۲i بنابراین نوشت. (z − ۲i)۲(z + ۲i)۲ صورت به ͬ توان م را کسر مخرج .۴ پاسخ

کسر از مشتق گیری با .Res(f, ۲i) = limz→۲i
d
dz

[
(z − ۲i)۲ z

(z−۲i)۲(z+۲i)۲

]
= limz→۲i

d
dz

(
z

(z+۲i)۲

)
است.

ͬ کنیم: م جایͽذاری را z = ۲i مقدار حال . d
dz

(
z

(z+۲i)۲

)
= ۱·(z+۲i)۲−z·۲(z+۲i)

(z+۲i)۴ = z+۲i−۲z
(z+۲i)۳ = −z+۲i

(z+۲i)۳ داریم:
.Res(f, ۲i) = −۲i+۲i

(۲i+۲i)۳ = ۰

کنید. محاسبه z = ۰ در را f(z) = e
۱
z تابع مانده مقدار .۵ تمرین

بسط از باید اساسͬ، تکین نقاط در مانده یافتن برای است. تابع این برای اساسͬ تکین نقطه ͷی z = ۰ نقطه .۵ پاسخ
با .ew = ۱ + w + w۲

۲! +
w۳

۳! + . . . است: زیر صورت به ew برای مͷ لورن بسط کنیم. استفاده تیلور) (سری لوران
z۰ = ۰ در تابع ͷی مانده .e ۱

z = ۱+ ۱
z
+ ۱

۲!z۲ +
۱

۳!z۳ + . . . ͬ آید: م دست به f(z) تابع لوران بسط w = ۱
z

جایͽذاری
.Res(f, ۰) = ۱ بنابراین: است. آن لوران بسط در ۱

z
جمله ضریب با برابر

که: دهید نشان
(
|z| > ۰,−π

۲ < arg z < ۳π
۲

)
ناحیه در f(z) = (log z)۲

z۲+۱ تابع از استفاده با .۶ تمرین

∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx =

π۳

۸∫ ∞

۰

ln x

x۲ + ۱
dx = ۰

متشͺل مسیر این ͬ گیریم. م نظر در ۱ شͺل مطابق C بسته مسیر روی را f(z) تابع انتگرال مسئله، این حل برای .۶ پاسخ
R تا ρ (از L۱ پارەخط های و مبدأ، اطراف در ρ شعاع به Cρ ͷکوچ نیم دایره ͷی ،R شعاع به CR بزرگ نیم دایره ͷی از

است. منفͬ) حقیقͬ محور روی −ρ تا −R (از L۲ و مثبت) حقیقͬ محور روی
داریم: ماندەها قضیه طبق بنابراین ͬ کند. م میل صفر به نیم دایرەها روی انتگرال ،ρ → ۰ و R → ∞ دادن میل ∮با

C

f(z) dz =

∫
L۱

f(z) dz +

∫
L۲

f(z) dz = ۲πi
∑

Res

پس: .log z = ln x نتیجه در که z = x ͬ د هیم م قرار ،L۱ پارەخط ∫روی
L۱

f(z) dz =

∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx

۲
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Re(z)

Iⅿ(z)

R−R ρ−ρ

CR

Cρ

L۱L۲

z = i

مختلط صفحه در z = i قطب و C انتگرال گیری مسیر :۱ شͺل

شده، داده لͽاریتم شاخه به توجه با .(x > ۰ آن در (که z = xeiπ = −x ͬ دهیم م قرار ،L۲ پارەخط روی
ظاهر منفͬ علامت ͷی کران ها تغییر با پس است، ۰ تا ∞ از انتگرال و dz = −dx همچنین .log z = ln x + iπ

ͬ شود: ∫م
L۲

f(z) dz =

∫ ∞

۰

(ln x+ iπ)۲

(−x)۲ + ۱
dx =

∫ ∞

۰

(ln x)۲ − π۲ + ۲πi ln x
x۲ + ۱

dx

داریم: انتگرال دو این کردن جمع با

∮
C

f(z) dz = ۲
∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx− π۲

∫ ∞

۰

۱
x۲ + ۱

dx+ ۲πi
∫ ∞

۰

ln x

x۲ + ۱
dx

پس: .
∫∞

۰
۱

x۲+۱ dx = π
۲ که ͬ دانیم م

∮
C

f(z) dz = ۲
∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx− π۳

۲
+ ۲πi

∫ ∞

۰

ln x

x۲ + ۱
dx

تابع ͬ کنیم. م محاسبه است) مشخص ۱ شͺل در که (همان طور مسیر داخل قطب های در را f(z) تابع مانده اکنون
دارد. قرار بالایی نیم دایره مسیر درون z = i فقط اما است، z = ±i در ساده قطب های دارای f(z)

Res(f, i) = lim
z→i

(z − i)
(log z)۲

(z − i)(z + i)
=

(log i)۲

۲i

بنابراین: .log i = ln(۱) + iπ۲ = iπ۲ شده، تعریف شاخه به توجه با

Res(f, i) =
(iπ۲ )

۲

۲i
=

−π۲

۴
۲i

= i
π۲

۸

ماندەها: قضیه ∮طبق
C

f(z) dz = ۲πi
(
i
π۲

۸

)
= −π۳

۴

۳
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داریم: بسته مسیر انتگرال برای آمده دست به رابطه دو دادن قرار مساوی با

۲
∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx− π۳

۲
+ ۲πi

∫ ∞

۰

ln x

x۲ + ۱
dx = −π۳

۴

موهومͬ: قسمت ͬ شود: م حاصل زیر نتایج معادله، طرف دو موهومͬ و حقیقͬ قسمت های دادن قرار مساوی با

۲π
∫ ∞

۰

ln x

x۲ + ۱
dx = ۰ =⇒

∫ ∞

۰

ln x

x۲ + ۱
dx = ۰

حقیقͬ: قسمت

۲
∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx− π۳

۲
= −π۳

۴

۲
∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx =

π۳

۲
− π۳

۴
=

π۳

۴∫ ∞

۰

(ln x)۲

x۲ + ۱
dx =

π۳

۸

ͬ شوند. م ثابت حͺم دو هر ترتیب این به

۱ ≤ |z| < ۲ طوق در آن ها، چندگانگͬ احتساب با را ۲z۵ − ۶z۲ + z + ۱ = ۰ معادله ریشەهای تعداد .۷ تمرین
کنید. تعیین

ͬ کنیم: م بیان را قضیه این دقیق صورت ابتدا ͬ کنیم. م استفاده روشه قضیه از مسئله این حل برای .۷ پاسخ
z نقطه هر برای اگر باشند. تحلیلͬ C ساده و بسته منحنͬ ͷی روی و درون g و f توابع کنید فرض روشه: قضیه
(با یͺسانͬ ریشەهای تعداد f(z) + g(z) و f(z) تابع دو آنگاه باشد، برقرار |g(z)| < |f(z)| نامساوی C منحنͬ روی

دارند. C درون چندگانگͬ) احتساب
ͬ کنیم م پیدا |z| < ۲ بزرگتر دایره در را ریشەها تعداد ابتدا ،۱ ≤ |z| < ۲ حلقوی ناحیه در ریشەها تعداد یافتن برای
نیز را |z| = ۱ مرز روی وضعیت باید همچنین ͬ کنیم. م کم آن از را |z| < ۱ کوچͺتر دایره داخل ریشەهای تعداد سپس و

کنیم. بررسͬ
|z| < ۲ ناحیه در ریشەها بررسͬ اول: گام

ͬ کنیم: م انتخاب زیر صورت به را g(z) و f(z) توابع ،|z| = ۲ مرز روی

f(z) = ۲z۵

g(z) = −۶z۲ + z + ۱

با: است برابر |z| = ۲ مرز روی توابع این اندازه

|f(z)| = |۲z۵| = ۲|z|۵ = ۲(۲۵) = ۶۴

|g(z)| = | − ۶z۲ + z + ۱| ≤ | − ۶z۲|+ |z|+ |۱| = ۶(۲۲) + ۲ + ۱ = ۲۴ + ۲ + ۱ = ۲۷

f(z)+g(z) = ریشەهای تعداد روشه، قضیه طبق .|g(z)| < |f(z)| نتیجه در ،۲۷ < ۶۴ داریم |z| = ۲ مرز روی چون

۴
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Re(z)

Iⅿ(z)

|z| = ۲

|z| = ۱

۱ ≤ |z| < ۲

۱ ≤ |z| < ۲ (طوق) حلقوی ناحیه :۲ شͺل

مبدأ) (در ریشه ۵ دارای ۲z۵ تابع است. برابر f(z) = ۲z۵ ریشەهای تعداد با |z| < ۲ دایره درون ۲z۵ − ۶z۲ + z + ۱
دارد. |z| < ۲ در ریشه ۵ اصلͬ معادله پس است،
|z| < ۱ ناحیه در ریشەها بررسͬ دوم: گام

شود: برقرار روشه قضیه شرط تا ͬ کنیم م انتخاب دیͽری شͺل به را توابع ،|z| = ۱ مرز روی بار این

f(z) = −۶z۲

g(z) = ۲z۵ + z + ۱

با: است برابر |z| = ۱ مرز روی توابع این اندازه

|f(z)| = | − ۶z۲| = ۶|z|۲ = ۶(۱۲) = ۶

|g(z)| = |۲z۵ + z + ۱| ≤ |۲z۵|+ |z|+ |۱| = ۲(۱۵) + ۱ + ۱ = ۴

f(z) + g(z) = ریشەهای تعداد روشه، قضیه طبق .|g(z)| < |f(z)| نتیجه در ،۴ < ۶ داریم |z| = ۱ مرز روی چون
(در ریشه ۲ دارای −۶z۲ تابع است. برابر f(z) = −۶z۲ ریشەهای تعداد با |z| < ۱ دایره درون ۲z۵ − ۶z۲ + z + ۱

دارد. |z| < ۱ در ریشه ۲ اصلͬ معادله پس است، مبدأ)
نتیجەگیری:

مرز خود روی f(z) + g(z) تابع است، برقرار |g(z)| < |f(z)| اکید نامساوی |z| = ۱ روی اینکه به توجه با همچنین
برابر ۱ ≤ |z| < ۲ ناحیه در ریشەها تعداد بنابراین ندارد). وجود مرز روی ریشەای (هیچ شود صفر ͬ تواند نم |z| = ۱

کوچͺتر: دایره و بزرگتر دایره داخل ریشەهای تفاضل با است

ریشەها تعداد = ۵ − ۲ = ۳

دارد. ریشه ۳ نظر مورد طوق در معادله این پس

۵
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کرده طͬ را زیر مراحل باشد، ساعت عقربەهای حرکت عکس جهت در |z| = ۱ دایره معرف C کنید فرض .۸ تمرین
که: دهید ∫نشان

C

exp

(
z +

۱
z

)
dz = ۲πi

∞∑
n=۰

۱
n!(n+ ۱)!

بنویسید: زیر صورت به را بالا انتگرال ez برای مͺلورن سری بسط از استفاده با الف)

∞∑
n=۰

۱
n!

∫
C

zn exp

(
۱
z

)
dz

برسید. مطلوب نتیجه به کرده محاسبه را (الف) قسمت انتگرال های ب)

.۸ پاسخ
(الف): قسمت

است: زیر صورت به ez نمایی تابع مͺلورن سری بسط

ez =
∞∑
n=۰

zn

n!

داریم: نمایی تابع دو حاصل ضرب صورت به اصلͬ تابع نوشتن با

exp

(
z +

۱
z

)
= eze

۱
z

ͬ آوریم: م دست به انتگرال در ez بسط جایͽذاری با

∫
C

exp

(
z +

۱
z

)
dz =

∫
C

(
∞∑
n=۰

zn

n!

)
exp

(
۱
z

)
dz

بخش ۱ (قضیه جمله به جمله انتگرال گیری قضیه طبق همͽراست، یͺنواخت طور به C بسته مسیر روی سری این که آنجا از
کنیم: جابجا را سیͽما و انتگرال عملͽر جای ͬ توانیم م چرچیل)، مانند مختلط متغیر استاندارد کتاب های در ۵۹

=
∞∑
n=۰

۱
n!

∫
C

zn exp

(
۱
z

)
dz

(ب): قسمت
نقطه حول را zn exp

(۱
z

)
تابع لوران بسط ابتدا ͬ کنیم. م استفاده ماندەها قضیه از

∫
C
zn exp

(۱
z

)
dz انتگرال محاسبه برای
ͬ نویسیم: م z = ۰ تکین

zn exp

(
۱
z

)
= zn

∞∑
k=۰

۱
k!

(
۱
z

)k

=
∞∑
k=۰

zn−k

k!

یعنͬ: باشد، −۱ برابر z توان که ͬ شود م ظاهر زمانͬ جمله این است. z−۱ جمله ضریب با برابر z = ۰ در تابع این مانده

n− k = −۱ =⇒ k = n+ ۱

۶
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:k = n+ ۱ ازای به ۱
k!

مقدار با است برابر ۱
z

جمله ضریب بنابراین،

Resz=۰

(
zn exp

(
۱
z

))
=

۱
(n+ ۱)!

درون ماندەهای مجموع ضربدر ۲πi با است برابر C بسته مسیر روی انتگرال مقدار ،(۶۳ بخش (قضیه ماندەها قضیه طبق
∫آن:

C

zn exp

(
۱
z

)
dz = ۲πi

(
۱

(n+ ۱)!

)
ͬ دهیم: م قرار (الف) قسمت از آمده دست به رابطه در را مقدار این حال

∫
C

exp

(
z +

۱
z

)
dz =

∞∑
n=۰

۱
n!

(
۲πi ۱

(n+ ۱)!

)
= ۲πi

∞∑
n=۰

۱
n!(n+ ۱)!

ͬ شود. م ثابت مسئله حͺم که

Re

Iⅿ

C : |z| = ۱

۰ ۱

i

مثلثاتͬ. جهت در |z| = ۱ واحد دایره ،C انتگرال گیری مسیر :۳ شͺل

الف) زیر: انتگرال های محاسبه است مطلوب .۹ تمرین

I۱ =

∫ ∞

−∞

(
۱

۱ + x۲

)۲

dx

:n طبیعͬ عدد هر برای که دهید نشان ب)

In =

∫ ∞

−∞

۱
(۱ + x۲)n

dx =
۱ · ۳ · · · · · (۲n− ۱)π

۲ · ۴ · ۶ . . . ۲n

ͬ گیریم م نظر در را f(z) = ۱
(۱+z۲)۲ مختلط تابع ،I۱ =

∫∞
−∞

۱
(۱+x۲)۲dx انتگرال محاسبه برای الف) پاسخ .۹ پاسخ

به CR نیم دایره و حقیقͬ محور روی [−R,R] پارەخط شامل را Γ انتگرال گیری مسیر ͬ کنیم. م استفاده ماندەها قضیه از و
.(۴ شͺل (مطابق ͬ گیریم م نظر در بالایی نیم صفحه در R شعاع

تنها دارد، قرار بالایی نیم صفحه در Γ مسیر که آنجا از است. z = ±i نقاط در دوم مرتبه قطب های دارای f(z) تابع
است. محصور مسیر این درون z = i قطب

۷



علوی مختلطمهریار آنالیز

داریم: است، ۲ مرتبه قطب ͷی z = i چون ͬ کنیم. م محاسبه z = i نقطه در را f(z) تابع مانده ابتدا

Resz=if(z) = lim
z→i

d

dz

[
(z − i)۲ ۱

(z − i)۲(z + i)۲

]

= lim
z→i

d

dz

[
(z + i)−۲] = lim

z→i
−۲(z + i)−۳

= −۲(۲i)−۳ = −۲
(

۱
−۸i

)
=

۱
۴i

= − i

۴

ماندەها: قضیه اساس بر ∮بنابراین،
Γ

f(z)dz =

∫ R

−R

۱
(۱ + x۲)۲dx+

∫
CR

f(z)dz = ۲πi (Resz=if(z)) = ۲πi
(
− i

۴

)
=

π

۲

صورت از بیشتر واحد ۲ مخرج درجه (زیرا ͬ کند م میل صفر به CR نیم دایره روی انتگرال ،R → ∞ دادن میل با
∫∣∣∣∣است):

CR

۱
(۱ + z۲)۲dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

۱
|۱ + z۲|۲

|dz| ≤ ۱
(R۲ − ۱)۲πR → ۰ asR → ∞

∫بنابراین: ∞

−∞

۱
(۱ + x۲)۲dx =

π

۲

f(z) = ۱
(۱+z۲)n

مختلط تابع ͬ کنیم. م استفاده (الف) قسمت مشابه روش از نیز کلͬ رابطه این اثبات برای ب) پاسخ
دارد. قرار (۴ (شͺل نیم دایرەای مسیر درون که است z = i نقطه در n مرتبه قطب دارای تابع این ͬ گیریم. م نظر در را

ͬ بریم: م کار به را n مرتبه قطب های برای مانده فرمول ،z = i در تابع این مانده محاسبه برای

Resz=if(z) =
۱

(n− ۱)!
lim
z→i

dn−۱

dzn−۱

[
(z − i)n

۱
(z − i)n(z + i)n

]

=
۱

(n− ۱)!
lim
z→i

dn−۱

dzn−۱

[
(z + i)−n

]
دارند: مشخصͬ الͽوی زیر صورت به (z + i)−n مشتقات

d

dz
(z + i)−n = −n(z + i)−n−۱

d۲

dz۲ (z + i)−n = −n(−n− ۱)(z + i)−n−۲ = n(n+ ۱)(z + i)−n−۲

. . .

dn−۱

dzn−۱ (z + i)−n = (−۱)n−۱n(n+ ۱) . . . (n+ (n− ۱)− ۱)(z + i)−n−(n−۱)

= (−۱)n−۱ (۲n− ۲)!
(n− ۱)!

(z + i)−۲n+۱

۸
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:z → i دادن میل و مانده فرمول در عبارت این جایͽذاری با

Resz=if(z) =
۱

(n− ۱)!

(
(−۱)n−۱ (۲n− ۲)!

(n− ۱)!
(۲i)−۲n+۱

)
.(۲i)−۲n+۱ = (۲i)−۲n(۲i) = (۲۲i۲)−n(۲i) = (−۴)−n(۲i) = (−۱)−n۲−۲n(۲i) = (−۱)n۲−۲n+۱i که کنید توجه

Resz=if(z) =
۱

((n− ۱)!)۲ (−۱)n−۱(۲n− ۲)!(−۱)n۲−۲n+۱i

=
(۲n− ۲)!
((n− ۱)!)۲ (−۱)۲n−۱۲−۲n+۱i = −i

(۲n− ۲)!
۲۲n−۱((n− ۱)!)۲

ͬ کنیم: م استفاده ماندەها قضیه از ∫اکنون ∞

−∞

۱
(۱ + x۲)n

dx = ۲πi
(
−i

(۲n− ۲)!
۲۲n−۱((n− ۱)!)۲

)
=

۲π(۲n− ۲)!
۲۲n−۱((n− ۱)!)۲

=
π(۲n− ۲)!

۲۲n−۲((n− ۱)!)۲

(۲k)! = که ͬ دانیم م دهیم. شͺل تغییر را مخرج و صورت ͬ توانیم م سوال، صورت در شده خواسته فرم به رسیدن برای
دهیم: قرار k = n− ۱ اگر .۲k · k! · (۱ · ۳ . . . (۲k − ۱))

(۲n− ۲)! = ۲n−۱(n− ۱)!(۱ · ۳ . . . (۲n− ۳))

∫پس: ∞

−∞

۱
(۱ + x۲)n

dx =
π · ۲n−۱(n− ۱)!(۱ · ۳ . . . (۲n− ۳))

۲۲n−۲(n− ۱)!(n− ۱)!

=
π · (۱ · ۳ . . . (۲n− ۳))

۲n−۱(n− ۱)!

۲n−۱(n−۱)! = ۲(۱)·۲(۲) . . . ۲(n−۱) = ۲·۴ . . . (۲n− ͬ نویسیم: م زوج اعداد حاصل ضرب صورت به را مخرج
پس: .۲)∫ ∞

−∞

۱
(۱ + x۲)n

dx =
۱ · ۳ · · · · · (۲n− ۳) · π

۲ · ۴ · · · · · (۲n− ۲)

در اگر است. شده نوشته n + ۱ برای رابطه این است، ۲n تا سوال صورت در راست سمت کسر مخرج اینکه به توجه با
ͬ رسیم: م سوال صورت در شده داده فرمول به دهیم، قرار n+ ۱ ،n جای به آمده دست به کسر

In+۱ =
۱ · ۳ · · · · · (۲n− ۱)π

۲ · ۴ . . . ۲n

صورت، این غیر در است. بوده In+۱ انتگرال برای رابطه همین اثبات (ب) قسمت در سوال طراح منظور ͬ رسد م نظر به که
ͬ رود. م پیش مخرج در (۲n− ۲) و صورت در (۲n− ۳) جملات تا In برای فرمول

قضیه درستͬ تابع، این از استفاده با است. اساسͬ تکین ͷی f(z) = e۱/z تابع برای z = ۰ نقطه .۱۰ تمرین
از دنبالەای ͬ توان م ،w ∈ C صفر غیر مختلط عدد هر برای کنید ثابت خاص طور به دهید. نشان را کازوراتͬ⁃وایرشتراس

۹
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Re

Iⅿ

CR

[−R,R]

i

−R R

مختلط. بالایی نیم صفحه در نیم دایرەای انتگرال گیری مسیر :۴ شͺل

مبدأ، از محذوف ͬͽهمسای هر تصویر که ͬ دهد م نشان (این .f(zn) = w و zn → ۰ که طوری به یافت zn مانند نقاط
بود). خواهد چͽال C در نتیجه در که است، صفر نقطه احتمالا˟ جز به مختلط صفحه تمام شامل

است: زیر صورت به مبدأ حول تابع این لوران بسط است. f(z) = e۱/z شده داده تابع .۱۰ پاسخ

e۱/z =
∞∑
n=۰

۱
n!zn

= ۱ +
۱
z
+

۱
۲!z۲ +

۱
۳!z۳ + . . .

است. تابع این برای اساسͬ تکین ͷی z۰ = ۰ نقطه است، z منفͬ توان با جمله بی نهایت دارای لوران بسط چون
بنویسیم: قطبی فرم به را w ͬ توانیم م ͬ گیریم. م نظر در را w صفر غیر و دلخواه مختلط عدد ͷی حال

w = Reiθ

است. θ = arg(w) و R = |w| > ۰ آن در که
آن در تابع مقدار که دارد وجود نقطەای ،(۰ < |z| < ϵ) صفر از محذوف ͬͽهمسای هر در دهیم نشان ͬ خواهیم م

ͬ کنیم: م حل را f(z) = w معادله ͬ شود. م w برابر دقیقاً

e۱/z = Reiθ

داریم: طرفین از مختلط لͽاریتم گرفتن با

۱
z
= ln(Reiθ) = ln(R) + i(θ + ۲kπ) , k ∈ Z

ͬ آیند: م دست به زیر صورت به معادله این برای z جواب های بنابراین

zk =
۱

ln(R) + i(θ + ۲kπ)

با: است برابر zk اندازه ͬ افتد. م نقاط این برای اتفاقͬ چه k شدن بزرگ با که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

|zk| =
۱√

(lnR)۲ + (θ + ۲kπ)۲

۱۰
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نتیجه: در و ͬ کند م میل بی نهایت سمت به کسر مخرج ،k → ±∞ وقتͬ که است واضح

lim
k→±∞

|zk| = ۰

ͬ کنند م میل z۰ = ۰ اساسͬ تکین نقطه سمت به که کردیم پیدا zk نقاط از دنباله ͷی ما که معناست بدان این
تا کنیم انتخاب (ͷکوچ (یا بزرگ کافͬ اندازه به را k ͬ توانیم م ،ϵ > ۰ دلخواه شعاع هر برای بنابراین، .(zk → ۰)
را w مقدار دقیقاً تابع آن ها در که دارد وجود zk نقطه بی نهایت مبدأ، از محذوف ͬͽهمسای هر در یعنͬ شود. |zk| < ϵ

ͬ گیرد: م
f(zk) = w

معروف پیͺارد بزرگ قضیه به (و است قوی تر نیز کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه بودن چͽال ادعای از حتͬ که نتیجه، این
جز (به مختلط صفحه تمام شامل ،e۱/z تابع تحت مبدأ از محذوف ͬͽهمسای هر تصویر که ͬ دهد م نشان وضوح به است)،
با اما ͬ شود، نم صفر برابر دقیقاً هرگز تابع اگرچه نیز، w = ۰ نقطه برای است. چͽال C در بنابراین و است صفر) نقطه
صفر به تابع مقادیر ͬ دهد م نشان که ،f(zn) = e−n → ۰ و zn → ۰ داریم حقیقͬ، محور روی zn = −۱/n انتخاب

ͬ شوند. م ͷنزدی بی نهایت نیز

اساسͬ تکین مجاورت در را f(z) = sin(۱/z) تابع رفتار وایرشتارس کازوراتͬ⁃ قضیه از اسفتاده با .۱۱ تمرین
کنید. بررسͬ z۰ = ۰

است: زیر صورت به مبدأ حول f(z) = sin(۱/z) تابع لوران بسط .۱۱ پاسخ

sin

(
۱
z

)
=

۱
z
− ۱

۳!z۳ +
۱

۵!z۵ − . . .

کازوراتͬ⁃ قضیه بر بنا است. اساسͬ تکین ͷی z۰ = ۰ نقطه دارد، وجود z منفͬ توان با جمله بی نهایت که آنجا از
هستند. چͽال مختلط صفحه کل در که ͬ گیرد م خود به مقادیری تابع این مبدأ، از محذوف ͬͽهمسای هر در وایرشتراس،

ͬ کنیم: م بررسͬ ͬ کنند م میل مبدأ به که را مختلف مسیر چند بهتر، درک برای
.zn → ۰ آنگاه ،n → ∞ وقتͬ که است واضح بͽیریم. نظر در را zn = ۱

nπ
دنباله حقیقͬ، محور روی کنید فرض .۱

با: است برابر دنباله این روی تابع مقادیر
f(zn) = sin(nπ) = ۰

است. صفر برابر تابع حد مسیر، این روی بنابراین
برابر تابع مقدار .zn → ۰ داریم ،n → ∞ وقتͬ بͽیرید. نظر در موهومͬ محور روی را zn = ۱

in
دنباله حال .۲

با: بود خواهد
f(zn) = sin(−in) = −i sinh(n)

ͬ کند. م میل بی نهایت سمت به تابع مسیر، این روی پس .sinh(n) → ∞ مقدار ،n → ∞ وقتͬ
ͬ دهد م انجام شدیدی نوسانات و ندارد مشخصͬ حد هیچ خود اساسͬ تکین مجاورت در تابع که ͬ دهد م نشان رفتار این

است. کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه مؤید که

بی نهایت در اساسͬ تکین نقطه در را f(z) = ez تابع رفتار وایرشتارس کازوراتͬ⁃ قضیه از اسفتاده با .۱۲ تمرین
کنید. z۰)بررسͬ = ∞)

۱۱



علوی مختلطمهریار آنالیز

g(w) = f(۱/w) تابع رفتار و کرده اعمال wرا = ۱/z متغیر تغییر بی نهایت، در تابع ͷی رفتار بررسͬ برای پاسخ۱۲.
ͬ کنیم: م بررسͬ w = ۰ نقطه در را

g(w) = e۱/w

دارد). w منفͬ توان با جمله بی نهایت آن لوران (بسط است e۱/w برای اساسͬ تکین ͷی w = ۰ ͬ دانیم، م که همان طور
است. f(z) = ez برای اساسͬ تکین ͷی z = ∞ بنابراین

کافͬ اندازه به R برای |z| > R فرم به ناحیەای (یعنͬ بی نهایت از ͬͽهمسای هر در کازوراتͬ⁃وایرشتراس، قضیه طبق
پیͺارد). قضیه طبق صفر، مقدار جز (به ͬ پوشاند م را مختلط صفحه تمام ez تابع مقادیر بزرگ)،

ͬ گیریم: م نظر در ͬ روند م بی نهایت سمت به که را مسیر چند بی نهایت، در شدید نوسانات این مشاهده برای
:(x → +∞) برود بی نهایت سمت به مثبت) حقیقͬ محور (روی z = x اگر .۱

lim
x→+∞

ex = +∞

:(x → −∞) برود بی نهایت سمت به منفͬ) حقیقͬ محور (روی z = x اگر .۲

lim
x→−∞

ex = ۰

:(y → +∞) برود بی نهایت سمت به موهومͬ) محور (روی z = iy اگر .۳

f(iy) = eiy = cos(y) + i sin(y)

ͷنزدی با که ͬ شود م مشاهده ندارد. حدی هیچ و ͬ کند م نوسان مختلط صفحه در یͺه دایره روی تابع مقدار حالت این در
خود به یͺه) دایره روی مقادیر و بی نهایت (صفر، متفاوتͬ کاملا́ مقادیر ez تابع مختلف، مسیرهای از بی نهایت به شدن

است. اساسͬ تکین های برای کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه در شده بیان خاصیت همان این که ͬ گیرد م

۱۲


