
علوی مختلطمهریار توابع

مختلط توابع

علوی مهریار
۴ سری تمرین

بالایی، نیم صفحه در نیم دایرەای مسیر و (−π
۲ < arg z < ۳π

۲ شاخه (با f(z) = log z
(z۲+۱)۲ تابع از استفاده با .۱ تمرین

.
∫∞

۰
lnx

(x۲+۱)۲dx = −π
۴ که دهید نشان

و مبدا حول Cϵ ͷکوچ نیم دایره حقیقͬ، محور روی [ϵ, R] و [−R,−ϵ] خط های قطعه شامل را Γ مسیر .۱ پاسخ
این در تابع مانده است. دوم) مرتبه (قطب z = i ناحیه این در تابع قطب تنها ͬ گیریم. م نظر در CR بزرگ نیم دایره
برابر بسته مسیر روی انتگرال ماندەها، قضیه طبق .Res(f(z), i) = limz→i

d
dz

[
log z
(z+i)۲

]
= π+۲i

۸ با است برابر نقطه
صفر کمان ها روی انتگرال ،ϵ → ۰ و R → ∞ دادن میل با .

∮
Γ
f(z)dz = ۲πi

(
π+۲i

۸

)
= iπ

۲

۴ − π
۲ با است

ͬ شود م ساده که
∫ ۰
−∞

ln |x|+iπ
(x۲+۱)۲ dx +

∫∞
۰

lnx
(x۲+۱)۲dx = −π

۲ + iπ
۲

۴ داریم حقیقͬ محور روی بخش های برای ͬ شود. م
نتیجه تساوی طرف دو حقیقͬ قسمت های دادن قرار برابر با .۲

∫∞
۰

lnx
(x۲+۱)۲dx + iπ

∫∞
۰

۱
(x۲+۱)۲dx = −π

۲ + iπ
۲

۴ به
.
∫∞

۰
lnx

(x۲+۱)۲dx = −π
۴ ͬ گیریم م

Re

Iⅿ

[ϵ, R]

CR

[−R,−ϵ]

Cϵ

z = i

R−R ϵ−ϵ

تابع از مناسب مختلط مسیر روی انتگرال گیری از استفاده با است. حقیقͬ عدد ͷی a > ۰ کنید فرض .۲ تمرین
بیابید. را

∫∞
۰

lnx
x۲+a۲dx انتگرال مقدار ،f(z) = log z

z۲+a۲

ساده قطب ͷی دارای تابع ͬ کنیم. م استفاده بالایی نیم صفحه در نیم دایرەای مسیر از قبل، سوال همانند .۲ پاسخ
Res(f(z), ia) = limz→ia(z − با است برابر نقطه این در مانده است. z = ia نقطه در بالایی نیم صفحه در
.
∮
Γ
f(z)dz = ۲πi

(
ln a+iπ۲

۲ia

)
= π ln a

a
+ iπ

۲

۲a داریم ماندەها قضیه اساس بر .ia) log z
(z−ia)(z+ia)

= log(ia)
۲ia =

ln a+iπ۲
۲ia

۲
∫∞

۰
lnx

x۲+a۲dx+iπ
∫∞

۰
۱

x۲+a۲dx = داریم حقیقͬ محور روی انتگرال نوشتن و ϵ → ۰ Rو → ∞ حد گرفتن نظر در با
ͬ دهد م نتیجه که ۲

∫∞
۰

lnx
x۲+a۲dx = π ln a

a
ͬ آوریم م دست به حقیقͬ بخش های دادن قرار مساوی با .π ln a

a
+ iπ

۲

۲a

.
∫∞

۰
lnx

x۲+a۲dx = π ln a
۲a

۱
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Re

Iⅿ

[ϵ, R]

CR

[−R,−ϵ]

Cϵ

z = ia

R−R ϵ−ϵ

دارد. |z| < ۱ یͺه ͷدیس در ریشه دو دقیقاً z۵ + ۴z۲ + ۱ = ۰ معادله که دهید نشان .۳ تمرین

.۳ پاسخ
|f(z)| = داریم: |z| = ۱ مرز روی .g(z) = z۵ + ۱ و f(z) = ۴z۲ ͬ دهیم م قرار روشه، قضیه از استفاده برای
شرط C : |z| = ۱ مرز روی بنابراین .|g(z)| = |z۵ + ۱| ≤ |z|۵ + ۱ = ۱ + ۱ = ۲ و |۴z۲| = ۴|z|۲ = ۴
در f(z) تابع ریشەهای تعداد با f(z) + g(z) تابع ریشەهای تعداد روشه، قضیه طبق است. برقرار |f(z)| > |g(z)|
معادله پس دارد، z = ۰ مبدأ در (۲ مرتبه (از مضاعف ریشه ͷی f(z) = ۴z۲ که آنجا از است. برابر ͷدیس این داخل

دارد. |z| < ۱ در ریشه ۲ دقیقاً نیز اصلͬ

کنید. پیدا ۱ < |z| < ۲ طوقه در را z۴ − ۶z + ۳ = ۰ معادله ریشەهای تعداد
ͬ کنیم: م حل مرحله دو در را مسئله این

و |f۱(z)| = ۲۴ = ۱۶ داریم |z| = ۲ روی .g۱(z) = −۶z + ۳ و f۱(z) = z۴ ͬ دهیم م قرار :|z| < ۲ داخل .۱
ریشه ۴ یعنͬ z۴ ریشەهای برابر ریشەها تعداد ،|f۱(z)| > |g۱(z)| چون .|g۱(z)| = | − ۶z + ۳| ≤ ۶(۲) + ۳ = ۱۵

است.
|f۲(z)| = ۶(۱) = ۶ داریم |z| = ۱ روی .g۲(z) = z۴ + ۳ و f۲(z) = −۶z ͬ دهیم م قرار :|z| < ۱ داخل .۲
ریشه ۱ یعنͬ −۶z ریشەهای برابر ریشەها تعداد ،|f۲(z)| > |g۲(z)| چون .|g۲(z)| = |z۴ + ۳| ≤ ۱۴ + ۳ = ۴ و

است.
ریشه. ۴ − ۱ = ۳ با است برابر ۱ < |z| < ۲ ناحیه در ریشەها تعداد نتیجه، در

کنید. پیدا ۱ < |z| < ۲ طوقه در را z۴ − ۶z + ۳ = ۰ معادله ریشەهای تعداد .۴ تمرین

ͬ کنیم: م حل مرحله دو در را مسئله این .۴ پاسخ
|f۱(z)| = ۲۴ = ۱۶ داریم: |z| = ۲ روی .g۱(z) = −۶z + ۳ و f۱(z) = z۴ ͬ دهیم م قرار :|z| < ۲ داخل .۱
ریشه ۴ یعنͬ z۴ ریشەهای برابر ریشەها تعداد ،|f۱(z)| > |g۱(z)| چون |g۱(z)| = | − ۶z + ۳| ≤ ۶(۲) + ۳ = ۱۵

است.
|f۲(z)| = ۶(۱) = ۶ داریم: |z| = ۱ روی .g۲(z) = z۴ + ۳ و f۲(z) = −۶z ͬ دهیم م قرار :|z| < ۱ داخل .۲
است. ریشه ۱ یعنͬ −۶z ریشەهای برابر ریشەها تعداد ،|f۲(z)| > |g۲(z)| چون |g۲(z)| = |z۴ + ۳| ≤ ۱۴ + ۳ = ۴

ریشه. ۴ − ۱ = ۳ با است برابر ۱ < |z| < ۲ ناحیه در ریشەها تعداد نتیجه، در

۲
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دارد. |z| = ۱ دایره داخل در ریشه n دقیقاً (n ≥ ۱ (برای ez − ۴zn + ۱ = ۰ معادله که دهید نشان .۵ تمرین

با: است برابر |f(z)| مقدار |z| = ۱ مرز روی .g(z) = ez + ۱ و f(z) = −۴zn ͬ دهیم م قرار .۵ پاسخ
|g(z)| = |ez + ۱| ≤ |ez| + ۱ = داریم: دایره این روی |g(z)| ارزیابی برای .|f(z)| = | − ۴zn| = ۴|z|n = ۴
پس: است. e۱ = e برابر eRe(z) برای ممͺن مقدار بیشترین است، −۱ ≤ Re(z) ≤ ۱ یͺه دایره روی چون .eRe(z)+۱
برقرار |f(z)| > |g(z)| شرط |z| = ۱ دایره روی ،۴ > ۳٫۷۱۸ که آنجا از .|g(z)| ≤ e+۱ ≈ ۲٫۷۱۸+۱ = ۳٫۷۱۸
|z| < ۱ در ریشه n نیز اصلͬ معادله روشه، قضیه طبق بنابراین است، ریشه n دارای مبدا در f(z) = −۴zn تابع است.

دارد.

کنید ثابت روشه قضیه از استفاده و g(z) = a۰ + a۱z + · · ·+ an−۱z
n−۱ و f(z) = anz

n دادن قرار با .۶ تمرین
ͬ ها، چندگانگ احتساب با ،n ≥ ۱ که (an ̸= ۰) P (z) = a۰ + a۱z + · · · + an−۱z

n−۱ + anz
n چندجملەای هر

دهید. ارائه دیͽری اثبات جبر، اساسͬ قضیه برای ترتیب بدین دارد. صفر n دقیقاً

غالب g(z) بر f(z) تابع ،C : |z| = R مانند بزرگ کافͬ اندازه به دایره ͷی در دهیم نشان که است این هدف .۶ پاسخ
از استفاده با g(z) برای و |f(z)| = |anzn| = |an|Rn داریم دایره این مرز روی برای .|f(z)| > |g(z)| یعنͬ است،

داریم: مثلثͬ نامساوی

|g(z)| = |a۰ + a۱z + · · ·+ an−۱z
n−۱| ≤ |a۰|+ |a۱|R + · · ·+ |an−۱|Rn−۱

ͬ کنیم: م بررسͬ را |f(z)| به |g(z)| نسبت حال

|g(z)|
|f(z)|

≤ |a۰|+ |a۱|R + · · ·+ |an−۱|Rn−۱

|an|Rn
=

۱
|an|

(
|a۰|
Rn

+
|a۱|
Rn−۱ + · · ·+ |an−۱|

R

)
ͬ توان م یعنͬ این .limR→∞

|g(z)|
|f(z)| = ۰ بنابراین ͬ کنند. م میل صفر به پرانتز داخل کسرهای تمام ،R → ∞ که هنگامͬ

برقرار |f(z)| > |g(z)| عبارتͬ به یا |g(z)|
|f(z)| < ۱ نامساوی |z| = R دایره روی که کرد انتخاب بزرگ قدری به را R شعاع

باشد.
(که f(z) + g(z) تابع ریشەهای تعداد است، برقرار C دایره روی |f(z)| > |g(z)| شرط چون روشه، قضیه طبق
n دقیقاً f(z) = anz

n که آنجا از بود. خواهد برابر C دایره داخل در f(z) تابع ریشەهای تعداد با است) P (z) همان
به ͬ تواند م R چون دارد. ریشه n دقیقاً |z| = R دایره داخل در نیز P (z) پس دارد، چندگانگͬ) احتساب با مبدا، (در ریشه
اساسͬ قضیه بیان همان این دارد. ریشه n دقیقاً مختلط صفحه کل در چندجملەای این ͬ گیریم م نتیجه باشد، بزرگ دلخواه

است. جبر

بنویسید: زیر شͺل به را a > ۰ ، f(z) = ۸a۳z۲

(z۲+a۲)۳ تابع .۷ تمرین

f(z) =
ϕ(z)

(z − ai)۳ آن در که ϕ(z) =
۸a۳z۲

(z + ai)۳

۳
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در f اصلͬ قسمت که دهید نشان مطلب این از استفاده با سپس و دارد تیلور سری نمایش z = ai حول ϕ(z) چرا بͽویید
از: است عبارت نقطه این

ϕ′′(ai)/۲
z − ai

+
ϕ′(ai)

(z − ai)۲ +
ϕ(ai)

(z − ai)۳ =
−i/۲
z − ai

− a/۲
(z − ai)۲ − a۲i

(z − ai)۳

هر در تابع این بنابراین، است). قطب (دارای نیست تحلیلͬ z = −ai نقطه در تنها ϕ(z) = ۸a۳z۲

(z+ai)۳ تابع .۷ پاسخ
ϕ(z) چون است. تحلیلͬ ،(|z− ai| < ۲a باز ͷدیس (یعنͬ نباشد z = −ai نقطه شامل که z = ai نقطه از ͬͽهمسای

است: زیر شͺل به تیلور سری بسط دارای نقطه این در است، تحلیلͬ z = ai در

ϕ(z) = ϕ(ai) + ϕ′(ai)(z − ai) +
ϕ′′(ai)

۲!
(z − ai)۲ +

ϕ′′′(ai)

۳!
(z − ai)۳ + . . .

داریم: f(z) = ϕ(z)
(z−ai)۳ رابطه در سری این جایͽذاری با حال

f(z) =
ϕ(ai)

(z − ai)۳ +
ϕ′(ai)

(z − ai)۲ +
ϕ′′(ai)/۲
(z − ai)

+
ϕ′′′(ai)

۶
+ . . .

اصلͬ قسمت بنابراین است. مثبت آن ها مخرج توان که است جملاتͬ شامل لوران سری Part) (Prinⅽipaⅼ اصلͬ قسمت
با: است برابر z = ai حول f(z)

Part Prinⅽipaⅼ = ϕ′′(ai)/۲
z − ai

+
ϕ′(ai)

(z − ai)۲ +
ϕ(ai)

(z − ai)۳

ͬ آوریم: م دست به z = ai در مشتقات مقادیر محاسبه با

ϕ(ai) =
۸a۳(ai)۲

(۲ai)۳ =
−۸a۵

−۸ia۳ = −a۲i

ϕ′(ai) = −a

۲
ϕ′′(ai) = −i

ͬ آید: م دست به سوال صورت در شده داده تساوی مقادیر، این جایͽذاری با

−i/۲
z − ai

− a/۲
(z − ai)۲ − a۲i

(z − ai)۳

۴
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Re

Iⅿ

z = ai

z = −ai

۲a

ͷدیس همͽرایی سری تیلور ϕ(z) حول نقطه z = ai با شعاع R = ۲a

بͽیرید. نظر در را f(z) = e۱/z تابع .۸ تمرین

است. اساسͬ تکین ͷی تابع این برای z۰ = ۰ دهید نشان (الف)

این تحت مبدأ از سوراخ شده ͬͽهمسای هر تصویر چرا دهید توضیح کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه از استفاده با (ب)
غیرصفر مقدار هر به ͬ تواند م تابع که دهید نشان خاص، طور به است. چͽال C مختلط صفحه در نگاشت،

شود. ͷنزدی دلخواه طور به w۰ ∈ C

تیلور بسط از استفاده با ͬ نویسیم. م نقطه این حول را تابع لوران بسط ،z۰ = ۰ در تکین نوع تعیین برای الف) .۸ پاسخ
داریم: u = ۱/z دادن قرار و eu =

∑∞
n=۰

un

n!
نمایی تابع

f(z) = e۱/z =
∞∑
n=۰

(۱/z)n

n!
= ۱ +

۱
z
+

۱
۲!z۲ +

۱
۳!z۳ + . . .

نقطه دارد، جمله بی نهایت ،z منفͬ توان با جملات یعنͬ لوران، سری این part) (prinⅽipaⅼ اصلͬ قسمت که آنجایی از
است. اساسͬ تکین ͷی z۰ = ۰

ͬͽهمسای هر تصویر آنگاه باشد، f تابع برای اساسͬ تکین ͷی z۰ اگر که ͬ کند م بیان کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه ب)
چͽال است. چͽال C در (f(D) مجموعه (یعنͬ f نگاشت تحت D = {z ∈ C | ۰ < |z − z۰| < δ} سوراخ شده
.|f(z)−w۰| < ϵ که طوری به دارد وجود z ∈ D نقطه ͷی ،ϵ > ۰ هر و w۰ ∈ C نقطه هر برای که معناست این به بودن
سوراخ شده ͬͽهمسای هر در e۱/z مقادیر مجموعه قضیه، این بر بنا است، اساسͬ تکین ͷی z۰ = ۰ چون مسئله، این در

است. چͽال مختلط صفحه کل در مبدأ، از

۵
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w۰ ̸= ۰ برای را e۱/z = w۰ معادله ͬ خواهیم م دهیم. نشان مستقیماً را قوی تر نتیجەای حتͬ ͬ توانیم م دوم، بخش برای
داریم: طرفین از گرفتن لͽاریتم با کنیم. حل

۱
z
= log(w۰) = ln |w۰|+ i(arg(w۰) + ۲kπ), k ∈ Z

است: زیر صورت به جواب ها مجموعه بنابراین،

zk =
۱

ln |w۰|+ i(arg(w۰) + ۲kπ)

انتخاب با ͬ توانیم م که معناست بدان این .|zk| → ۰ نتیجه در و ͬ کند م میل بی نهایت سمت به کسر مخرج ،k → ∞ وقتͬ
.f(zk) = w۰ حال عین در و باشد ͷنزدی مبدأ به دلخواه طور به که کنیم پیدا zk مانند نقطەای بزرگ، کافͬ اندازه به k

ͬ رسد. م نیز مقدار آن به دقیقاً بلͺه ͬ شود، م ͷنزدی w۰ به تنها نه تابع که ͬ دهد م نشان این

بͽیرید. نظر در را g(z) = ۱
z۳ تابع .۹ تمرین

کنید. مشخص را z۰ = ۰ تکین نقطه نوع (الف)

با موضوع این چرا نیست. چͽال C در g نگاشت تحت z۰ = ۰ از سوراخ شده ͬͽهمسای هر تصویر که دهید نشان (ب)
ندارد؟ تناقض کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه

.۹ پاسخ
همان که دارد جمله ͷی تنها بسط این است. شده نوشته z = ۰ حول لوران بسط صورت به قبل از g(z) تابع الف)

است. ۳ مرتبه از قطب ͷی z۰ = ۰ ،(۳ (برابر است متناهͬ منفͬ توان بزرگترین چون است. z−۳

نظر در دلخواه δ > ۰ ͷی برای D = {z ∈ C | ۰ < |z| < δ} صورت به را مبدأ از سوراخ شده ͬͽهمسای ͷی ب)
نتیجه: در .|z| < δ داریم z ∈ D هر برای بͽیرید.

|g(z)| =
∣∣∣∣ ۱
z۳

∣∣∣∣ = ۱
|z|۳

>
۱
δ۳

در است. بزرگتر (۱/δ۳) مثبت عدد ͷی از ،ͬͽهمسای این در تابع مقادیر تمام مطلق قدر که ͬ دهد م نشان نامساوی این
ͷنزدی w۰ = ۰ نقطه به ͬ تواند نم تابع مقادیر از ͷی هیچ مثال، عنوان به باشد. چͽال C در ͬ تواند نم g(D) تصویر نتیجه،

ندارد. g(D) با اشتراکͬ هیچ B(۰, ۱/δ۳) باز قرص شود.
در است. برقرار اساسͬ تکین نقاط برای فقط قضیه آن زیرا ندارد، تناقض کازوراتͬ⁃وایرشتراس قضیه با موضوع این
داریم و است متفاوت تابع رفتار قطب ها، برای اساسͬ. تکین ͷی نه است، قطب ͷی g(z) تابع برای z۰ = ۰ که حالͬ

.limz→z۰ |f(z)| = ∞

تحلیلͬ) نتیجه در (و مشتق پذیر مختلط، صفحه در باز ناحیه ͷی از نقطه هر در که است تابعͬ :ͷهولومورفی تابع
به باشد، ͷهولومورفی مختلط صفحه کل در تابعͬ اگر ندارند. تکینͬ نقطه هیچ گونه خود تعریف ناحیه در توابع این باشد.

ͬ گویند. م تام تابع آن
هستند. ͷهولومورفی C کل در h(z) = z۲ + ۲z + ۱ مانند چندجملەای ها و g(z) = sin(z) ،f(z) = ez توابع مثال:

۶
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علوی مختلطمهریار توابع

منفرد تکین نقاط از مجموعەای در جز به است (ͷهولومورفی) تحلیلͬ ناحیه ͷی در که است تابعͬ :ͷمرومورفی تابع
صورت به را آن ͬ توان م و ندارد خود ناحیه در اساسͬ تکین ،ͷمرومورفی تابع عبارتͬ، به هستند. قطب نوع از ͬͽهم که

کرد. بیان نیست) متحد صفرِ مخرج (که ͷهولومورفی تابع دو خارج قسمت
تابع ͷی C در بنابراین است، ͷهولومورفی است) ساده قطب ͷی (که z = ۰ در جز به C کل در f(z) = ez

z
تابع مثال:

ͬ شود. م محسوب ͷمرومورفی

را آن ها مرتبه و قطب ها و است ͷمرومورفی مختلط صفحه در f(z) = z۲+۱
(z−۱)۲(z+۲) تابع دهید نشان .۱۰ تمرین

کنید. مشخص

نیست، متحد صفر مخرج چون ͬ باشند). م تام توابعͬ (که هستند چندجملەای تابع این مخرج و صورت .۱۰ پاسخ
ریشه چون :z = ۱ .۱ هستند: مخرج ریشەهای تابع، تکین نقاط است. ͷمرومورفی C در نتیجه در و گویا تابع ͷی f(z)
نیست صورت ریشه چون :z = −۲ .۲ است. دوم مرتبه قطب ͷی است، شده ظاهر ۲ توان با مخرج در و نیست صورت

است. اول) (مرتبه ساده قطب ͷی است، شده ظاهر ۱ توان با مخرج در و

صفر هیچ C روی و باشد C ساده و بسته منحنͬ روی و داخل در ͷمرومورفی تابع ͷی f(z) کنید فرض .۱۱ تمرین
اساس بر باشد، مراتب) احتساب (با C داخل در f(z) قطب های تعداد P و صفرها تعداد Z اگر باشد. نداشته قطبی یا

دهید: نشان آرگومان اصل
۱

۲πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = Z − P

صفر ͷی z۰ در f(z) اگر دارد. قطب یا صفر f(z) که نقاطͬ در جز به است تحلیلͬ C داخل در f ′(z)
f(z)

تابع .۱۱ پاسخ
.f

′(z)
f(z)

= n
z−z۰

+ g′(z)
g(z)

آنگاه .g(z۰) ̸= ۰ که است f(z) = (z − z۰)
ng(z) آن تیلور بسط باشد، داشته n مرتبه از

آنگاه .f(z) = h(z)
(z−zp)m

باشد، داشته m مرتبه از قطب ͷی zp در f(z) اگر است. n برابر z۰ در کسر این مانده بنابراین
ماندەها مجموع با است برابر انتگرال ماندەها، قضیه طبق است. −m برابر zp در مانده بنابراین .f

′(z)
f(z)

= −m
z−zp

+ h′(z)
h(z)

شد. خواهد قطب ها) منهای صفرها کل (تعداد Z − P آن حاصل که ،۲πi ضربدر

است. ͷمرومورفی مختلط صفحه در تابع این دهید نشان و بیابید را f(z) = ۱
sin(z)

تابع قطب های .۱۲ تمرین

تام تابع دو خارج قسمت است. تام تابع ͷی نیز sin(z) مخرج و تام) (تابع است ۱ ثابت عدد تابع صورت .۱۲ پاسخ
در .sin(z) = ۰ که ͬ دهند م رخ جایی تکین نقاط نباشد). متحد صفرِ مخرج که شرطͬ (به است ͷمرومورفی همواره
مخرج مشتق چون دارند. قرار (k ∈ Z هر (برای z = kπ نقاط در و حقیقͬ محور روی دقیقاً ریشەها این مختلط، صفحه

هستند. f(z) تابع برای اول) (مرتبه ساده قطب های نقاط این تمامͬ است، ±۱ ̸= ۰ برابر نقاط این در (cos(z))

و باشد تحلیلͬ {z ∈ C | Im(z) > ۰} بالایی نیم صفحۀ از ناحیەای در f تابع کنید فرض شوارتس] بازتاب [اصل
نیم صفحۀ به را f ͬ توان م آنگاه ،f(x) ∈ R باشیم داشته x ∈ R هر برای اگر یابد. امتداد پیوسته طور به حقیقͬ محور تا

که طوری به داد امتداد تحلیلͬ صورت به پایینͬ

F (z) =

f(z), Im(z) ≥ ۰,

f(z), Im(z) < ۰.

۷
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علوی مختلطمهریار توابع

بود. خواهد حقیقͬ محور به نسبت متقارن ناحیۀ روی تحلیلͬ تابعͬ F صورت این در
کند، اختیار حقیقͬ مقادیر حقیقͬ محور مانند مرزی روی تحلیلͬ تابع ͷی اگر که ͬ کند م بیان بازتاب اصل توضیح:
آن به نسبت را تابع ͬ توان م دیͽر، عبارت به است. مرز دیͽر طرف در آن رفتار تعیین کنندۀ مرز طرف ͷی در آن رفتار آنگاه
بالا نیم صفحۀ در z مانند نقطەای اگر حالت این در آورد. دست به بزرگ تری ناحیۀ در تحلیلͬ تابع ͷی و داد «بازتاب» مرز
ͬ آید. م دست به f(z) = f(z) رابطه از نقطه آن در تابع مقدار و بود خواهد z حقیقͬ محور به نسبت آن بازتابی نقطۀ باشد،

Re

Iⅿ

ناحیۀ تحلیلͬ

ناحیۀ بازتاب

z

z

طور به حقیقͬ محور تا و باشد تحلیلͬ {z ∈ C | Im z > ۰} بالایی نیم صفحۀ در f تابع کنید فرض .۱۳ تمرین
که طوری به یابد، امتداد پیوسته

f(x) ∈ R هر xبرای ∈ R.

فرمول و داد امتداد مختلط صفحه کل روی تحلیلͬ تابعͬ به را f ͬ توان م که دهید نشان شوارتس، بازتاب اصل از استفاده با
آورید. دست به را امتداد این

حقیقͬ مقادیر حقیقͬ محور روی و باشد تحلیلͬ بالایی نیم صفحۀ در تابعͬ اگر شوارتس، بازتاب اصل طبق .۱۳ پاسخ
صورت به پایینͬ نیم صفحۀ به آن امتداد آنگاه کند، اختیار

F (z) = f(z)

ͬ کنیم م تعریف ͬ شود. م تعریف

F (z) =

f(z) اگر Im z ≥ ۰,

f(z) اگر Im z < ۰.

پس ،f(x) ∈ R داریم x ∈ R برای چون

f(x) = f(x) = f(x),

f تحلیلͬ امتداد و است تحلیلͬ صفحه کل روی F بنابراین سازگارند. هم با حقیقͬ محور روی تعریف دو نتیجه در
ͬ باشد. م

۸
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ͷدیس حقیقͬ قطر روی و باشد حلیلͬ D = {z ∈ C | |z| < ۱} واحد ͷدیس در f تابع کنید فرض .۱۴ تمرین
است. برقرار زیر f(z) = f(z) رابطۀ z ∈ D هر برای که دهید نشان بͽیرد. حقیقͬ مقادیر (−۱, ۱) یعنͬ

اصل شرایط ͬ گیرد، م حقیقͬ مقادیر (−۱, ۱) حقیقͬ بازۀ روی و است تحلیلͬ واحد ͷدیس در f چون .۱۴ پاسخ
ͷدیس در نیز z یعنͬ حقیقͬ محور به نسبت آن بازتاب باشد، ͷدیس در z اگر اصل، این طبق است. برقرار شوارتس بازتاب

ͬ شود: م نتیجه بازتاب اصل از .(|z| < ۱ ͬ دهد م نتیجه |z| < ۱ (زیرا دارد قرار

f(z) = f(z).

است. متقارن حقیقͬ محور به نسبت نیز مختلط مزدوج نقاط تصویر که ͬ دهد م نشان رابطه این

R

Im

z

z

|z| < ۱

پیوسته و Ω روی تحلیلͬ تابعͬ f و باشد هموار قطعەوار مرز با ناحیەای Ω ⊂ C کنید فرض کوشͬ: قضیۀ تعمیم
اگر دیͽر، عبارت به

∫
∂Ω

f(z) dz = ۰. داریم آنگاه باشد، ساده بستۀ منحنͬ متناهͬ تعداد شامل ∂Ω اگر باشد. Ω روی
آنگاه ناحیه)، به نسبت مثبت جهت (با باشد ناحیه مرزی مؤلفەهای مجموع ∂Ω = γ۱ + γ۲ + · · ·+ γn∫

γ۱

f(z) dz +

∫
γ۲

f(z) dz + · · ·+
∫
γn

f(z) dz = ۰.

بستۀ منحنͬ ͷی γ اگر ،ͷکلاسی حالت در است. چندهمبند نواحͬ برای کوشͬ قضیۀ از تعمیمͬ نتیجه این توضیح:
آنگاه است، تحلیلͬ آن در f که باشد ناحیەای در ∫ساده

γ

f(z) dz = ۰.

انتگرال های مجموع صورت این در طوقەها). (مانند باشد داشته مرزی مؤلفۀ چندین است ممͺن ناحیه تعمیم یافته، حالت در
باشد: طوقه ͷی ناحیه اگر خاص طور به است. صفر برابر مناسب جهت گرفتن نظر در با مرزی مؤلفەهای تمام روی تابع

Ω = D(۰, R) \D(۰, r),

ͬ دهد: م نتیجه و است دایره دو شامل مرز ∫آنگاه
|z|=R

f(z) dz =

∫
|z|=r

f(z) dz.

۹
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ℜ

ℑ

γRγr

|z| = R

|z| = r

D(a,R) = {z ∈ بستۀ ͷدیس روی f کنید فرض مشتقات) برای کوشͬ فرمول به کوشͬ قضیۀ (تعمیم .۱۵ تمرین
داریم |z − a| < R با z هر و n ≥ ۰ صحیح عدد هر برای دهید نشان باشد. تحلیلͬ C | |z − a| ≤ R}

f (n)(z) =
n!

۲πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)

(ζ − z)n+۱ dζ.

آنگاه ،|ζ − a| = R دایرۀ روی |f(ζ)| ≤ M اگر که بͽیرید نتیجه سپس

|f (n)(a)| ≤ n!M

Rn
.

ℜ

ℑ

z

a

|ζ − a| = R

|z−a| < R با z هر برای کوشͬ انتگرالͬ فرمول طبق است، تحلیلͬ |ζ−a| = R دایرۀ داخل و روی f چون پاسخ۱۵.
داریم

f(z) =
۱

۲πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)

ζ − z
dζ.

انتگرال داخل به را مشتق ͬ توان م همͽراست، یͺنواخت z پارامتر به نسبت انتگرال چون ͬ گیریم. م مشتق z به نسبت اکنون
برد:

f ′(z) =
۱

۲πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)
∂

∂z

( ۱
ζ − z

)
dζ =

۱
۲πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)

(ζ − z)۲ dζ.

۱۰
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ͬ گیریم: م نتیجه استقرا و فرآیند این تکرار با

f (n)(z) =
n!

۲πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)

(ζ − z)n+۱ dζ.

ͬ نویسیم: م z = a برای اکنون

f (n)(a) =
n!

۲πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)

(ζ − a)n+۱ dζ.

مثلثͬ: نامساوی از استفاده و قدرمطلق گرفتن با

|f (n)(a)| ≤ n!

۲π

∫
|ζ−a|=R

|f(ζ)|
|ζ − a|n+۱ |dζ|.

،|f(ζ)| ≤ M و است ۲πR برابر مسیر طول و |ζ − a| = R چون

|f (n)(a)| ≤ n!

۲π
· M

Rn+۱ · ۲πR =
n!M

Rn
.

ناحیۀ روی f کنید فرض چندهمبند) نواحͬ به کوشͬ قضیۀ (تعمیم .۱۶ تمرین

Ω = D(۰, R) \D(۰, r), ۰ < r < R,

با |z| = r دایرۀ γr و مثبت جهت با |z| = R دایرۀ γR اگر دهید نشان یابد. امتداد پیوسته طور به مرز تا و باشد تحلیلͬ
داریم r < |z| < R با z هر برای آنگاه باشد، مثبت جهت

f(z) =
۱

۲πi

∫
γR

f(ζ)

ζ − z
dζ − ۱

۲πi

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ.

ℜ

ℑ

z γRγr

و مثبت جهت با γR بیرونͬ دایرۀ است: مؤلفه دو شامل آن مرز است. چندهمبند) (ناحیۀ طوقه ͷی Ω ناحیۀ .۱۶ پاسخ
مرز با نواحͬ برای کوشͬ کلͬ فرمول طبق شود. پیمایش منفͬ جهت در باید ناحیه به نسبت مثبت جهت در که داخلͬ دایرۀ

۱۱
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داریم: هموار قطعەوار

f(z) =
۱

۲πi

∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ, r < |z| < R.

اما
∂Ω = γR − γr,

بنابراین است. معمول مثبت جهت برعکس داخلͬ مؤلفۀ جهت ∫زیرا
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
γR

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ.

نتیجه در

f(z) =
۱

۲πi

∫
γR

f(ζ)

ζ − z
dζ − ۱

۲πi

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ.

تعریف مختلط صفحۀ به بی نهایت در نقطەای افزودن با گسترش یافته مختلط صفحۀ گسترش یافته] مختلط [صفحۀ
ͬ شود: م

Ĉ = C ∪ {∞}.

این در است. متناظر سەبعدی فضای در کره ͷی با ͷاستریوگرافی تصویر طریق از زیرا ͬ نامند، م نیز ریمان کرۀ را فضا این
قطب جز (به کره روی نقطەای با z ∈ C نقطۀ هر و ͬ شود م گرفته نظر در ∞ نقطۀ با متناظر کره شمال قطب نمایش،

است. متناظر شمال)

∞

Cz

P

∞

صفحۀ روی تابعͬ صورت به را آن ͬ توان م آنگاه شود، تعریف C \ {۰} روی f(z) = ۱
z

اگر دهید نشان .۱۷ تمرین
این در چرا دهید توضیح .f(∞) = ۰ و f(۰) = ∞ که کرد تعریف گونەای به Ĉ = C ∪ {∞} گسترش یافته مختلط

است. خودش به Ĉ از ͷبەی ͷی نگاشت ͷی f صورت

۱۲
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،|f(z)| = ۱
|z| → ∞ داریم z → ۰ وقتͬ است. شده تعریف z ̸= ۰ همۀ برای f(z) = ۱

z
تابع .۱۷ پاسخ

آنگاه باشیم داشته |z| → ∞ اگر دیͽر طرف از .f(۰) = ∞ ͬ کنیم م تعریف گسترش یافته مختلط صفحۀ در بنابراین
ͬ شود م نتیجه و ۱

z۱
= ۱

z۲
آنگاه باشند، متناهͬ دو هر و f(z۱) = f(z۲) اگر .f(∞) = ۰ پس ،f(z) = ۱

z
→ ۰

∞ برابر ͬ شود م نگاشته ۰ به که نقطەای تنها و است ۰ برابر ͬ شود م نگاشته ∞ به که نقطەای تنها همچنین .z۱ = z۲

است. Ĉ روی ͷبەی ͷی تناظر ͷی f بنابراین است،

صفحۀ در an ̸= ۰ با P (z) = anz
n + an−۱z

n−۱ + · · ·+ a۰ ناصفر چندجملەای هر برای دهید نشان .۱۸ تمرین
. P (∞) = ∞ داریم گسترش یافته مختلط

جملەهای همۀ باشیم، داشته |z| → ∞ وقتͬ .P (z) = zn
(
an +

an−۱
z

+ an−۲
z۲ + · · ·+ a۰

zn

)
ͬ نویسیم م پاسخ۱۸.

در پس .|P (z)| ∼ |an||z|n → ∞ نتیجه در و ͬ کند م میل an به پرانتز داخل عبارت بنابراین ͬ کنند، م میل ak
zn−k → ۰

.P (∞) = ∞ ͬ کنیم م تعریف گسترش یافته مختلط صفحۀ

باشد c ̸= ۰ اگر و است خودش به Ĉ از نگاشت ͷی ad− bc ̸= ۰ شرط با f(z) = az+b
cz+d

تابع دهید نشان .۱۹ تمرین
.f(∞) = a

c
داریم

ͬ کند م صفر را مخرج که نقطەای است. شده تعریف cz + d ̸= ۰ که نقاطͬ همۀ برای f(z) = az+b
cz+d

تابع .۱۹ پاسخ
مقدار محاسبۀ برای .f

(
−d

c

)
= ∞ ͬ کنیم م تعریف پس ͬ کند، م میل ∞ به تابع مقدار نقطه آن در و است z = −d

c
برابر

و b
z
→ ۰ باشیم، داشته |z| → ∞ وقتͬ .f(z) =

a+ b
z

c+ d
z

ͬ نویسیم م و ͬ کنیم م تقسیم z بر را مخرج و صورت ∞ در

که است Ĉ به Ĉ از نگاشت ͷی تابع این و f(∞) = a
c

ͬ کنیم م تعریف نتیجه در .limz→∞ f(z) = a
c

بنابراین ،d
z
→ ۰

ͬ شود. م گفته موبیوس تبدیل آن به

باشد. ناثابت و تحلیلͬ تابعͬ f : Ω → C و باشد همبند ناحیۀ ͷی Ω ⊂ C کنید فرض اندازه). ماکزیمم (اصل ۱ قضیه
برسد. موضعͬ بیشینۀ به Ω ناحیۀ داخل از نقطەای هیچ در ͬ تواند نم |f(z)| یعنͬ آن اندازۀ تابع آنگاه

از ͬ ای ͽهمسای در موجود zهای همۀ برای |f(z۰)| ≥ |f(z)| که باشد گونەای به z۰ ∈ Ω عدد اگر دقیق تر، بیان به
است. ثابت تابعͬ f آنگاه باشد، برقرار z۰

مقدار بیشینۀ آنگاه باشد، پیوسته Ω روی و تحلیلͬ Ω روی f و باشد هموار قطعەوار مرز با کراندار ناحیەای Ω اگر .۱ نتیجه
یعنͬ ͬ شود؛ م حاصل ∂Ω مرز روی حتماً Ω روی |f(z)|

max
z∈Ω

|f(z)| = max
z∈∂Ω

|f(z)|.

ناحیه داخل در موضعͬ بیشینۀ دارای همبند ناحیۀ ͷی در تحلیلͬ تابع اگر که است این ماکزیمم اصل مهم نتیجۀ .۱ تبصره
مشتق پذیر توابع و مختلط تحلیلͬ توابع میان اساسͬ تفاوت های از ͬͺی خاصیت این است. ثابت الزاماً تابع آن آنگاه باشد،

است. حقیقͬ

۱۳
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علوی مختلطمهریار توابع

|z| < ۱ با z همۀ برای و باشد D = {z ∈ C | |z| < ۱} واحد ͷدیس در تحلیلͬ تابعͬ f کنید فرض .۲۰ تمرین
f که دهید نشان ،|f(z۰)| = ۵ که طوری به باشد داشته وجود واحد ͷدیس در z۰ عددی اگر .|f(z)| ≤ ۵ باشیم داشته

است. ثابت تابعͬ

فرض همچنین .z ∈ D همۀ برای |f(z)| ≤ ۵ داریم و است تحلیلͬ D همبند ناحیۀ در f تابع فرض، طبق .۲۰ پاسخ
.|f(z۰)| = ۵ که طوری به دارد وجود z۰ ∈ D نقطەای که است شده

تابعͬ اگر اندازه، ماکزیمم اصل طبق است. رسیده ناحیه داخل در خود بیشینۀ به z۰ نقطۀ در |f(z)| مقدار بنابراین
باشد. ثابت باید تابع آن آنگاه برسد، موضعͬ بیشینۀ به ناحیه داخل از نقطەای در آن اندازۀ و باشد همبند ناحیۀ ͷی در تحلیلͬ

است. واحد ͷدیس کل در ثابت تابعͬ f که ͬ گیریم م نتیجه پس

ͷدیس مرز روی و باشد D(۰, ۱) = {z ∈ C | |z| ≤ ۱} بستۀ ͷدیس در تحلیلͬ تابعͬ f کنید فرض .۲۱ تمرین
.|f(z)| ≤ ۲ داریم نیز |z| < ۱ با z همۀ برای دهید نشان .|f(z)| ≤ ۲ باشیم داشته |z| = ۱ یعنͬ

مقدار بیشینۀ اندازه، ماکزیمم اصل طبق است. پیوسته بسته ͷدیس روی و تحلیلͬ D(۰, ۱) ͷدیس در f تابع .۲۱ پاسخ
بیشینۀ بنابراین باشد. ثابت تابع اینکه مͽر شود حاصل ͷدیس داخل در ͬ تواند نم D(۰, ۱) بستۀ مجموعۀ روی |f(z)|

ͬ آید. م دست به |z| = ۱ یعنͬ ͷدیس مرز روی حتماً |f(z)|
حداکثر نیز بسته ͷدیس کل روی |f(z)| مقدار بیشینۀ پس .|f(z)| ≤ ۲ داریم مرز نقاط همۀ برای مسئله، فرض طبق

است. ۲ برابر
.|f(z)| ≤ ۲ داشت خواهیم |z| < ۱ با z هر برای نتیجه در

۱۴
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