
 

1 
 

 

 
 

 

 

 پروژه کارشناسی ریاضیات و کاربردها گرایش گراف و درجه بندی 

 

 عنوان 

 

 رتبه بندی و درجه بندی راس های گراف

 

 پژوهشگر  

 یگانه امینی 

 

 

 استاد راهنما

 دکتر مجید گازر 

 

1403تابستان   



 

2 
 

 

 چکیده:

در نظریه گراف ،علوم کامپیوتر وشبکه های  یکی از مسایل مهم  

اجتماعی،مشخص کردن اهمیت راس های یک گراف است.یکی از روش ها،رتبه  

بندی است که برپایه گام برداری بنا شده است. هدف ما در این مقاله ، توضیح  

الگوریتم رتبه بندی به دو شکل متمرکز و توزیع شده است. بدین منظور نخست  

کز توضیح میدهیم. مفهوم رتبه بندی در الگوریتم محاسبه ان را به صورت متمر  

 

 

 

 

روش مونت کارلو، گام برداری تصادفی ، معیار های مرکزیت، سیستم   : واژگان کلیدی

 های توزیع شده.

 

 

  



 

3 
 

 فهرست مطالب 

 

:          مقدمه 1فصل   

   6.................................................................صل های دیگر   مروری بر ف          ۱.۰.۱

 

 

تعاریف          :2فصل  

      ۱.۲  

7..................................................................................  گراف     ۱.۱.۲  

8................................................................................... مثال      ۱.۱.۲  

8..................................................................................... مثال     ۲.۱.۲  

   10.......................................................................... طوقه  ۲.۱.۲

10.. .........................................................................گراف متناهی   ۳.۱.۲  

10..........................................................................گراف ساده      ۴.۱.۲  

01........................................................................... گراف مرکب    ۵.۱.۲  

10.. .......................................................................درجه راس ها    ۶.۱.۲  

10..................................................................................قضیه    ۱.۱.۲  

 

 

 

 

 



 

4 
 

رتبه بندی راس های گراف      :3فصل   

 ۱.۳       سرآغاز و انگیزه

11........................................................................مثال   ۱.۱.۳  

21.........................................................................مثال  ۲.۱.۳  

12......................................................................تعریف   ۱.۱.۳  

 

 ۲.۳    مفاهیم و نتایج مقدماتی 

12...................................................................... مرکزیت  ۱.۲.۳  

13.......................................................................تعریف   ۱.۲.۳  

13........................................................................... مثال  ۱.۲.۳  

13.............. ............... ................ زنجیر مارکوف و گام برداری  ۲.۲.۳  

14...................................................................... رتبه بندی  ۳.۲.۳  

51.........................................................................تعریف  ۲.۲.۳  

15..........................................................................قضیه  ۱.۲.۳  

15..........................................................................قضیه  ۲.۲.۳  

15..........................................................................مثال   ۲.۲.۳  

 

 ۳.۳       سیستم های توزیع شده : مفاهیم و نتایج مقدماتی  

17.......................................................................تعریف  ۱.۳.۳  

17...........................................................................مثال  ۱.۳.۳  



 

5 
 

19................ ...... کاربرد رتبه بندی گره های یک سیستم توزیع شده  ۱.۳.۳  

19...........................................................................مثال  ۲.۳.۳  

19...........................................................................مثال ۳.۳.۳  

  

 

 

 

 

  



 

6 
 

 

 

 

 

 

۱فصل   
 

 

 مقدمه  

 

ید موضوعی ترسناک و  شوید وفکر کنشاید در اولین مواجه با نظریه گراف سردرگم  

نامفهوم باشد.اما در اصل نظریه گراف برخلاف تصورما ،چندان کارآمد نیست امت  

 کاربردهای مفید مهمی در علوم مختلف ویا حتی زندگی روزمره دارد.

اف و درجه بندی راس های هدف از این پروژه یک مقدمه جامع در رابطه با نظریه گر

گراف است.در عصر مدرن امروزی ، نظریه گراف به عنوان یک ابزار مفیدی برای تعیین  

کمیت وساده سازی بسیاری از بخش های متحرک سیستم های پویا در نظر گرفته می شود  

و با توجه به مجموعه ای از گره ها و اتصالات ، می توان هرچیزی را از طرح بندی شهر  

ته تا داده های کامپیوتری ، به صورت یه زبان ریاضی معنادار تبدیل کرد.امروزه  گرف

 برنامه های کاربردی زیادی برپایه نظریه گراف طراحی و توسعه یافته است.
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۲فصل   
 

، وضعیت های فراوانی وجود دارند که می توان توسط نموداری متشکل از  در دنیای ما

خطوطی که برخی از این نقاط را به  یکدیگر متصل میکنند،   یک مجموعه نقاط ، به علاوه

به توصیف آن پرداخت . به عنوان مثال برای نشان دادن رابطه ی دوستی بین یک دسته از 

کنیم و نقاط متناظر با هر دو دوست    نیم هر شخص را با یک نقطه مشخص انسان ها می توا

را با یک خط به یکدیگر وصل کنیم. یا در جای دیگر ممکن است برای نشان دادن یک  

شبکه ارتباطی ، از نموداری استفاده کنیم که در آن، نقاط نمایانگر مراکز ارتباطی و  

ه در این گونه  کخطوط، نشان دهنده پیوند های ارتباطی بین مراکز باشند.توجه داشته باشید 

نمودار ها انچه بیشتر مورد توجه است این است که ایا دو نقطه داده شده ، به وسیله یک  

 خط به یکدیگر مستقل هستند یا نه و طریقه اتصال انها اهمیتی ندارد. 

 تجرید ریاضی این وضعیت ها به مفهوم گراف منتهی می شود. 

 

و یک   V(G)گراف :  یک گراف از یک مجموعه نقاط نامتناهی راس ها   : ۱.۱.۲تعریف 

 که از راس ها مجزا هستند، تشکیل شده است. E(G)      مجموعه یال ها 

 

است که تشکیل شده از یک مجموعه ناتهی    V(G),E(G),𝜓(𝐺)) (یک سه تایی مرتب  

V(G)  از راس ها، یک مجموعه E(G) مجزا از _V(G)   از یال ها  و یک تابع وقوع_𝜓(𝐺)   که

یک یال    eرا که الزاما متمایز نیستند نسبت میدهد .اگر  Gیک زوج نامرتب از راس های  G به هر یال 

   u، راس های  eدر این صورت گفته میشود که      uv    𝜓𝑒=دو راس باشند به طوری که   vو    uو  

 نامیده می شوند.  eدوسر یال  u ,v      های را به یکدیگر وصل کرده است و راس    vو
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 : ۱.۱.۲مثال 

    G=  (  (V(G) ,E(G) ,ψ(G( (  

 

    V(G)={𝑽𝟏, 𝑽𝟐, 𝑽𝟑, 𝑽𝟒, 𝑽𝟓} 

 

E(G)={ 𝒆𝟏, 𝒆𝟐, 𝒆𝟑, 𝒆𝟒, 𝒆𝟓, 𝒆𝟔, 𝒆𝟕, 𝒆𝟖} 

 حال    𝜓(𝐺)   به این صورت تعریف می شوند : 

              𝜓𝐺(𝑒1)=𝑣1𝑣2  ,           𝜓𝐺(𝑒2) =  𝑣2𝑣3    ,     𝜓𝐺(𝑒3) =  𝑣3𝑣3     

             𝜓𝐺(𝑒4) =  𝑣4𝑣3  ,        𝜓𝐺(𝑒5) =  𝑣2𝑣4     ,      𝜓𝐺(𝑒6) =  𝑣4𝑣5 

             𝜓𝐺(𝑒7) =  𝑣2𝑣5  ,        𝜓𝐺(𝑒8) =  𝑣2𝑣5 

 

 

 

 

: ۲.۱.۲مثال   

 

    V(H)={𝒖, 𝒗, 𝒘, 𝒙, 𝒚} 

E(G)={ 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆, 𝒇, 𝒈, 𝒉} 
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 حال   𝜓(𝐺)     به این صورت تعریف می شوند :

              𝝍𝑯(𝒂)=uv   ,  𝝍𝑯(𝒃)=uu     , 𝝍𝑯(𝒄)=uw    ,    𝝍𝑯(𝒅)=wx 

             𝝍𝑯(𝒆)=vx   ,    𝝍𝑯(𝒇)=wx     ,    𝝍𝑯(𝒈)=ux   ,    𝝍𝑯(𝒉)=xy   

 

 

 

یکتایی وجود ندارد. بدین دلیل که موقعیت نسبی نقاط  نکته : برای رسم یک گراف ، روش 

و خطوط که به ترتیب نمایانگر راس ها ویال های گراف هستند ، برای ما اهمیتی ندارد . به  

 عنوان مثال نمودار دیگری از گراف در شکل امده است.
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با دوسر    طوقه : گرافی که به خودش وصل شود طوقه نام دارد.)یک یال    :۲.۱.۲تعریف 

. یکسان(  

یال چندگانه: گرافی که از یک راس دوبار به راس دیگر رفته باشد یال چندگانه نامیده  

 میشود. 

 

گراف متناهی : اگر مجموعه راس ها و یال های یک گراف متناهی باشد ،  :  ۳.۱.۲تعریف

 گراف متناهی نامیده می شود.

 

اگر هیچ طوقه ای نداشته باشد و بین  گراف ساده : یک گراف ساده است ، : ۴.۱.۲تعریف 

 هر دو راس ان ، بیش از یک یال نباشد.

 

گراف مرکب :گرافی که ساده نباشد مرکب نامیده می شود.به عبارتی  :  ۵.۱.۲تعریف 

 گرافی که دارای طوقه و یال چند گانه باشد گراف مرکب است.

 

برابر تعداد یال های 𝑉،     d(V) گراف در𝐺    درجه راس ها : درجه راس:   ۶.۱.۲تعریف 

 می باشد. در این تعریف هر طوقه به عنوان دو یال شمرده میشود. Vواقع بر 

 

 نمایش می دهیم.   δ(𝐺) و  Δ(𝐺)را به ترتیب با G کمترین و بیشترین درجه راس های 

 

Σ : ۱.۲.۳قضیه  ⅆ(v) = 2E          

در هر گراف تعداد راس های فرد ، زوج است.نتیجه:     
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۳فصل    

 

 

  1.3:  سرآغاز و انگیزه:

 

، شبکه های اجتماعی و شبکه های  در شبکه ها )گراف( به ویژه در شبکه های جهانی وب  

زیستی و همچنین در سیستم های توزیع شده ، به منظور تعیین اهمیت گره ها ، از معیار  

هرکدام از گره  های مرکزیت استفاده می شود. یک معیار مرکزیت ، تابعی است که  به 

 های شبکه متناسب با اهمیت ان گره ، عددی حقیقی نسبت می دهد. 

معیار های مرکزیت را بر اساس روش های گوناگون از قبل مرکزیت مبتنی بر درجه ،  

که  بردار ویژه ، رتبه بندی ، و نزدیکی تعریف می کنند . در ایم میان روش رتبه بندی 

به منظور تعیین اهمیت صفحه های وب و در حوزه  برای اولین بار توسط برین ویچ ، 

الگوریتم های وب مطرح شد و موجب شکل گیری شرکت های گوگل گردید.به دلیل کاربرد  

های گستر ده ای که بعد ها در سایر حوزه ها ی علوم کامپیوتر پیدا کرد از اهمیت ویژه ای  

 برخوردار است. 

اهمیت رتبه بندی گره های یک شبکه در مسایل  اکنون چند مثال را به منظور بررسی 

 کاربردی دنبال می کنیم.

 

)کاربرد در شبکه وب(   : ۱.۱.۳مثال   

  یصفحه ها نی را که ب  های  نکیشبکه و آبرل یوب را معادل با گره ها یاگر صفحه ها

شده را شبکه وب    جادیشبکه ا ،  می ر ی شبکه در نظر بگ  ینکهای ل ،   کنندی م  جادیا وندیوب پ

.  می نام  یم  
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گوگل   نندجستجو ما یعبارت در موتورها کی  یوب با جستجو  یصفحه هاپیمایش کنندگان  

صفحه ها  نی ا ۀهم  یکه بررس  شوندی هزاران صفحه مواجه م  ای غالباً با صدها ،    نگیب  ای 

مناسب  یا وهی مذکور به ش یصفحه ها دی اوقات ناممکن است لذا با یاری زمان بر و در بس

. رندی جستجو قرار بگ  جهینت یدارند در ابتدا شتری ب تیکه اهم  ییمرتب شوند و صفحه ها  

 

 

   ی(کاربرد در امور نظام)  :۲.۱.۳ مثال 

آنها را  نی ب  یها  شبکه ارتباط یرا گره ها یلشگر نظام  کی اگر سربازان و فرماندهان 

. به منظور  می نام  یم  یشبکه نظام  کی شده را  جادی شبکه ا ،  می ر ی شبکه در نظر بگ ینکهای ل

دشمن   یها یروی همه ن می توانیممکن به دشمن م  بی آس نیشتری و رساندن ب   یانجام حمله نظام

و زمان بر خواهد بود. از   نهیپرهز اتی عمل  نی واضح است که ا . میرا مورد حمله قرار ده

شبکه لشگر خواهد شد،   یختگی فرماندهان باعث از هم گس تی با اهم یگره ها  ی آنجا که نابود

  نی ا یبرا  می مهم حمله کن یتنها به گره ها م ی توان یشبکه م یحمله به همه گره ها یلذا به جا

.  می کن  ییشناسا مهم را یاست که نخست گره ها ازی کار ن   

 

  تنی بر یک زنجیره مارکوف است که در حالترتبه بندی مب رتبه بندی :     :۱.۱.۳ تعریف

.مارکوف محاسبه می شود زنجیر با به توان رساندن ماتریس انتقال  ،متمرکز  

 2.3-مفاهیم و نتایج مقدماتی
 

،گام زنجیر مارکوف ،معیار مرکزیت مبتنی بر درجه    ،در این بخش معیار مرکزیت 

. حاسبه رتبه بندی را توضیح می دهیمزمتبه بندی و الگوریتم متمرکتصادفی،ر ی راردب   

 

،به گره هایی از شبکه که دارای اهمیت بیشتری هستند :  ۱.۲.۳مرکزیت    

کدام گره ها  »: است   پرسشگره ها مرکزی میگوییم. در واقع مفهوم مرکزیت معادل با این  

« شبکه مرکزی هستند؟،  
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یک معیار →R  C:V  یک گراف باشد. هرتابع G=(V,E)فرض کنید    :۱.۲.۳ تعریف

 مرکزیت    نامیده می شود که درآن،        اهمیت گر       را نشان می دهد.

مرکزیت ، معیارها متفاوتی ارائه شده است و یکی از رایج ترین معیارهای   تعیین برای

ر گره متناسب با درجۀ آن گره همرکزیت معیار مبتنی بر درجه است که در آن، اهمیت  

.است  

اهمیت بیشتری برخوردارند. اما عکس این   ، گره هایی که درجه بیشتری دارند  در شبکه ها 

کم ارزش   الزاما گر گره هایی که با درجه کوچک هستندموضوع صادق نیست. به بیان دی

. ندنیست  

با اینکه در جه گره خاکستری کوچک است ولی چون حذف آن   ۱در شکل :  ۱.۲.۳ مثال

اس  راز اهمیت زیادی برخوردار است، رأس هایی مانند  ،ناهبندی شبکه می شودموجب  

، می شودناهبنده شدن گراف که حذف آنها موجب (  1شکل)ر در ستاره داهای   

. های برشی می گوییم یا راسقاط مفصلی  ن   

 

 

 

 

 

: ۲.۲.۳ی  تصادف یمارکوف و گام بردار  ری نج   ز 

با مجموعه اندیس                   یک فرآیند تصادفی خانواده ای از متغیرهای تصادفی مانند

 این مورد ها در نظر گرفته می شود:  Sفضای حالتT گذار 

 الف(

S=Nیا  S=Rب(   

C C(V) v∈V ه 

X={Xt:t∈T} 

T=[0 ∙  T={0,1,2,…}یا(∞
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زمان   :تقسیم می شوند   فرآیندهای تصادفی به چهار ،  سیم بندی کلیتقبه این ترتیب، در یک 

و زمان  حالت گسسته   -، زمان پیوسته پیوستهحالت  -گسسته سته، زمان سحالت گ-  گسسته

سته را زنجیر مارکوف  سحالت گ  -سته سیک فرآیند تصادفی زمان گ  .حالت پیوسته -پیوسته  

هرگاه به ازای        و هر                        داشته باشیم.  می نامیم  

P(Xn+1=jX0=i0,…..,Xn-1=in-1,xn=i)=P(Xn+1=jxn-i) 

 

 

وب مطرح   صفحه هایروش رتبه بندی در ابتدا برای تعین اهمیت به :  ۳.۲.۳  رتبه بندی

. بگیرید در نظر AوبدرSهای وب را در حال شاهده صفحه فح شد. یک پیمایش کننده ص  

یکی از چهار پیشامد زیر ممکن است رخ بدهد: Aپس از مشاهده  

(پیمایش کننده به پیمایش صفحه های وب پایان می دهد. 1  

میشود.   Aوارد قسمت دیگرAپیمایش کننده از طریق یکی از ابر لینک ها خروجی (2  

می شود. Bوارد قسمتA(پیمایش کننده از طریق یکی از ابر لینک ها خروجی3  

نیست.Aمیشودکه جز لینک های خروجیC(پیمایش کننده وارد صفحه 4  

 

که در آن     D=(V,A)شبکه وب را توسط  گراف جهت دار    برای محاسبه رتبه بندی 

A,V :به ترتیب مجموعه راس ها و یال ها هستند مدلسازی میکنیم 

برقرار است و از ،   وب   ییک تناظر یک به یک بین راس ها و صفحه ها  Dدرگراف

دارای Uاگر و تنها اگر صفحه متناظر با راس های  یک یال وجود دارد Vبه راسUراس 

برای هر       =|V|باشد.فرض کنیم  Vیک ابر لینک خروجی به صفحه متناظربا راس 

 به صورت زیر می سازیم:   𝑃𝑛∗𝑛 ماتریس مربعیDگراف

 

 

n€N I0,i1,…….,in-1,j=s 

 

 

 

 

n         

n      
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 برای ساخت ماتریس انتقال یک زنجیر مارکوف استفاده می کنیم.  Pاز ماتریس 

 

یک گراف جهتدار باشد. توزیع مانای زنجیر   D=(V,A)فرض کنید : ۲.۲.۳تعریف 

 و ماتریس انتقال آن   Vمارکوفی را که فضای حالت ان مجموعه  

 P*= 𝜀 𝑃 + (1 + 𝜀) (
1

𝑛
) 𝐽 

 باشد ، رتبه بندی گویند. 

( است  0و 1عددی حقیقی در بازه)  εو  1با درایه های   n*nیک ماتریس مربعی   Jدر اینجا 

 که احتمال باقی ماندن گره را نشان می دهد. 

 

نامتناوب و   Pماتریس انتقال یک زنجیر مارکوف باشد ، اگر Pفرض کنید    :۱.۲.۳قضیه 

π𝑃با شرایط   πتتحویل پذیر باشد ، انگاه یک بردار سطری   = 𝜋      وπ𝐼 = که در    1

 هستند .   Iیک بردار ستونی است که همه درایه های آن ،    Iآن 

 

lim   به عبارت دیگر      
𝑡→∞

𝑃 ≥  مستقل هستند .  Jکه از  0

 صادق است. ۱.۲.۳شرایط قضیه و در  ۲.۲.۳در تعریف    Pماتریس انتقال : ۲.۲.۳قضیه 

 : ۲.۲.۳مثال 

𝜀قرار می دهیم   = ./۸۵. 

 را به این صورت می نویسیم:  Pماتریس 
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 براساس تعریف به صورت زیر عمل می کنیم:   Pبرای ساختن 

 

π𝑃برای محاسبه بردار مانا )بردار رتبه بندی ( ، معادله  = 𝜋    را تشکیل می دهیم که از

 ان دستگاه معادلات خطی به دست می آید: 

 

π𝐼با حل معادلات دستگاه بالا به شرط   =  بردار مانا به این صورت می باشد :  1

 

 

 

 سیستم های توزیع شده : مفاهیم و نتایج مقدماتی   3.3
در بخش قبل ، روش محاسبه متمرکز رتبه بندی را بررسی کردیم . چون الگوریتم روی  

یک سیستم متمرکز اجرا می شود ، آن را متمرکز می نامیم. در مقابل سیستم های متمرکز  

سیستم ها ی توزیع شده نیز   سیستم های توزیع شده قرار دارند.الگوریتم رتبه بندی بر روی

 قابل محاسبه است.
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یک سیستم توزیع شده مجموعه ای از گره های محاسباتی است ، که توسط   :۱.۳.۳تعریف 

 یک شبکه ارتباطی به هم وصل شده اند و در صدد انجام کاری مشترک هستند. 

ها را داشته  منظور از گره محاسباتی هر وسیله ای است که قابلیت پردازش و نگهداری داده

یک شبکه حسگر بیسیم ، پردازنده های یک  باشد. لذا رایانه های شخصی ، حسگرهای 

سیستم چند پردازنده ای و یا تلفن های همراه  ،گره های محاسباتی یک سیستم توزیع شده 

 هستند و سیستم های توزیع شده واحد های محاسباتی در صدد انجام کاری مشترک هستند. 

 

در نظر می گیریم.که در آن هر گره معادل با   ۳را به صورت شکل    Gگراف  :۱.۳.۳مثال 

 یک واحد محاسباتی در یک سیستم توزیع شده است. هدف ما مجموع اعداد فهرست

 σ = [1,2, . . را درسیستم توزیع شده ،    σاست که می خواهیم محاسبه کنیم .پس    [10,

 توزیع و سپس مجموع ان را حساب می کنیم. 

قرار داشته باشد به جای اینکه کل محاسبات را توسط   6بر روی رایانه شماره  σ فرض کنید 

واحد    5زیر فهرست میشکند.)چون  5را به  σفهرست   6انجام دهیم ، رایانه  6رایانه 

 محاسبات داریم(. 

 یکی از واحد های محاسباتی دیگر ارسال می کند.وهر زیرفهرست را به 

مجموع اعداد فهرست های خودشان را حساب و نتیجه را   5و 4و 3و 2و 1در ادامه گره های 

 ارسال می کنند. 6به گره 

مجموع عددهای رسیده از گره های دیگر را به عنوان خروجی اعلام می    6در پایان گره 

 کند وکار پایان می یابد. 
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در   یکی از مسایل مطرح  : ۱.۳.۳کاربرد رتبه بندی گره های یک سیستم توزیع شده 

 توازن بار است. حووزه سیستم های توزیع شده ،

اگر در انجام محاسبات توزیع شده ، بار محاسباتی به گونه ای متوازن بین واحد های 

 محاسباتی توزیع شود ، گوییم توازن بار روی داده است . 

 5تا1به گره های  6ل بار محاسباتی، زیرفهرست هایی است که توسط گرهدر مثال قب 

تخصیص داده شده است و اگر طول فهرست ها برابر یا تقریبا برابر باشد ، توازن بار روی  

 داده است. 

، کاهش زمان پاسخ و از بین بردن سر  هدف از توازن بار ، استفاده بهینه از منابع  

 تی است.بارمحاسباتی واحدهای محاسبا

 

 )کاربرد مسیریابی(  :۲.۳.۳مثال

ساختار و توپولوژی  بسیاری از شبکه ها داِیما در حال تغیر است .لذا برای ارسال پیام از  

 یک گره به گره دیگر ، لازم است که مسیریابی به صورت پویا انجام شود.

دیگر در ارتباط هستند ،  از انجا که گره های با رتبه ای بالا، با تعداد زیادی از گره های 

یک گره برای اینکه پیامی را انتقال دهد، از بین همسایه های خود به همسایه های با رتبه  

بالاتر اولویت بیشتر می دهد و از این طریق موجب افزایش سرعت رسیدن پیام به مقصد  

 می شود. 

 

 )کاربرد در زمان بندی کارها( : ۳.۳.۳مثال 

ردازش های بسیار است ،  \ر یک بازه زمانی کوتاه نیاز به دچون در سیستم رایانه ای 

اولویت بندی کارها در این سیستم ها امری ضروری است. چارچوب هدوپ، به منظور  

ذخیره و پردازش توزیع شده به کار می رود. یکی از روش های نوین برای اولویت بندی  

 کارها در چارچوب هدوپ،استفاده از رتبه کارها است. 

 


