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۱ فصل

استلزام

یͺتاست. عنصر هر وارون گروه، هر در که دهید نشان کنیم: آغاز گروەها نظریۀ در ساده تمرین ͷی با را بحث بͽذارید

ͷی a P G و دلخواه، گروه ͷی pG,ˆ, 1Gq ͬ کنیم م فرض ͬ دهد: م پاسخ رو پیش صورت به را بالا تمرین ریاضͬ دانشجوی هر احتمالا

ͬ دهد: م رخ زیر اتفاق G گروه این در پس باشند. G در a عنصر وارون دو b1, b2 که کنید فرض باشد. دلخواه عنصر

aˆ b1 “ aˆ b2p“ 1Gq.

پس کرد؛ ضرب عدد ͷی در را تساوی طرف دو ͬ شود م آن در که ͬ دانیم م است گروه G چون

b1 ˆ paˆ b1q “ b1 ˆ paˆ b2q

داریم: G گروه همین در باز پس است، انجمنͬ آن در ضرب که ͬ دانیم م است گروه G که آنجا از و

pb1 ˆ aq ˆ b1 “ pb1 ˆ aq ˆ b2;

بنابراین

b1 “ b2.

اگر دیدیم: که است همین نیز اثبات روش و است»؛ عنصر هر وارون بودن یͺتا مستلزم بودن «گروه کرد: بیان نیز صورت بدین ͬ شد م را بالا تمرین

است. گرفته بهره ایده همین از زیر تعریف یͺتاست. عنصر هر وارون ساختار آن در باشد گروه ساختاری

یا باشد T در موجود جملات از φ است ممͺن (که باشد Lجمله ͷی φ و Lتئوری ͷی T اول، مرتبۀ زبان ͷی L کنید فرض (استلزام). ۱ تعریف

ͬ نویسیم: م و است φ جملۀ مستلزم T تئوری ͬ گوییم م آنها). از غیر جملەای

T |ù φ,

.M |ù φ آنگاه M |ù T اگر M ساختارِ L هر دیͽر، برای بیان به باشد؛ درست φ جملۀ T تئوری مدلِ هر در هرگاه

باشیم: داشتە آنگاه ،M |ù ψ باشیم داشته ψ P T هر برای اگر M Lساختارِ هر که برای است φ مستلزم T ͬ گوییم م زمانͬ دیͽر، بیان به باز

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را بخش این ابتدای تمرین حͺم پس .T ­|ù φ ͬ نویسیم م نباشد، φ مستلزم T تئوری وقتͬ .M |ù φ

Tgroup |ù @x@y1@y2

´

px ¨ y1
.
“ x ¨ y2

.
“ 1q Ñ y1

.
“ y2

¯

بزنید. مثال آبلͬ گروەهای نظریۀ در دیͽر استلزام چند .۱ تمرین

مثال، برای .M ­|ù φ اما M |ù T که طوری به دارد وجود M Lساختارِ ͷی که است معنͬ بدین T ­|ù φ عبارتِ ،۱ تعریفِ به بنا .۲ ملاحظه

نیست: زیر جملۀ مستلزم آبلͬ گروەهای تئوریِ همان

ψ : Dx1Dx2

´

`

x1 ­
.
“ x2 ^ @y py

.
“ x1 _ y

.
“ x2q

˘

¯

۱



آن مورد در بالا جملۀ  که است آبلͬ گروه ͷی pZ3, 9̀ , 90q مثال، عنوان به که، ͬ دانیم م دارد. وجود عنصر دو فقط که است این بیانگر بالا جملۀ

دارد. عنصر سه گروه این زیرا است؛ نادرست

که گفتیم بͽیرید. نظر در بالا ملاحظۀ در را ψ جملۀ همان مثال، برای نیست. T |ù ␣φ که این با معادل T ­|ù φ که این .۳ ملاحظه

دوعضوی آبلͬ گروەهای زیرا Tabgroup؛ |ù ␣ψ که نیست گونه این طرفͬ از اما دارند. وجود غیردوعضوی آبلͬ گروەهای زیرا ،Tabgroup ­|ù ψ

باشند: درست زیر عبارت دو همزمان که است ممͺن φ جملۀ ͷی و T تئوريِ ͷی برای پس دارند. وجود هم

T ­|ù φ T ­|ù ␣φ.

گفته، این دیͽر بیان است؛ برقرار ␣φ آنها در که دارد مدلهایی یا مدل T که است معنͬ بدین T ­|ù φ که این که شد گفته بالا ملاحظۀ  در

است. زیر تمرین

.۲ تمرین

باشد. مدل دارای T Y t␣φu اگروتنهااگر T ­|ù φ .۱

نباشد. مدلͬ هیچ دارای T Y t␣φu تنهااگر و اگر T |ù φ بالا) عبارت نقیض (عکس .۲

باشیم داشته φ جملۀ ͷی و T تئوری ͷی برای که نیست گونه این است: سودمند نیز بالا ملاحظۀ از دیͽری بیان .۴ ملاحظه

T |ù φ یا T |ù ␣φ,

باشد. درست جمله این نقیض نظر، مورد تئوری مدلهای همۀ در یا باشد، درست φ جملۀ تئوری ͷی مدلهای همۀ در یا که نیست گونه این یعنͬ

طبیعͬ کاملا امری این باشد. درست ␣φ جملۀ T تئوریِ مدلهای از دیͽر برخͬ در و باشد درست φ جملۀ T تئوریِ مدلهای برخͬ در است ممͺن

برخͬ در و است درست بودن کامل جملە گراف، تئوری مدلهای برخͬ در یعنͬ نیستند. منتظم گرافها برخͬ و هستند منتظم گرافها برخͬ مثلا́ است؛

مستلزم نه و است بودن آبلͬ جملۀ مستلزم نه گروەها تئوری یعنͬ نیستند. آبلͬ گروەها برخͬ و هستند آبلͬ گروەها برخͬ دیͽر، مثالͬ عنوان به نیست.

نه و است بودن میدان مستلزم نه حلقەها تئوری یعنͬ نیستند؛ ͬ ها برخ و هستند میدان حلقەها برخͬ دیͽر، مثال ͷی عنوان به باز بودن. ناآبلͬ جملۀ

بودن. میدان نقیض مستلزم

گروه، هر در مثال برای .T |ù φ آنگاه باشد) نظر مورد تئوری جملاتِ از ͬͺی φ جملۀ که زمانͬ (یعنͬ φ P T اگر که است واضح .۵ ملاحظه

را T “ tφ,␣φu دهید قرار و باشد اول مرتبۀ جملۀ ͷی φ کنید فرض حال گروەهاست. نظریۀ  اصول جزو گفته این زیرا دارد، وارون عنصری هر

داریم: تئوری این برای بͽیرید. نظر در

T |ù φ T |ù ␣φ.

که طوری به باشد داشته وجود φ جملۀ ͷی هرگاه است) تناقض آمیز تئوری ͷی (یا است تناقض مستلزم T تئوریِ ͬ گوییم م .۶ تعریف

T |ù φ و T |ù ␣φ.

داشت: را زیر عبارت دو همزمان ͬ توان نم فرمولها) صدق تعریفِ به (بنا باشد اول مرتبۀ ساختارِ ͷی M اگر که گفتیم قبلا́

M |ù φ و M |ù ␣φ

ͬ رسیم: م زیر نتیجۀ  به آسانͬ به پس

ندارد. مدلͬ هیچ تئوری این آنگاه باشد تناقض مستلزم T تئوریِ اگر .۷ نتیجه

داشت خواهیم ψ جملۀ هر برای دیͽر بیان به است؛ جملەای هر مستلزم آنگاه باشد، تناقض مستلزم T تئوریِ اگر .۸ قضیه

T |ù ψ.

T تئوریِ دربارۀ  مقدم انتفاء به زیر جملۀ  پس ندارد. مدلͬ هیچ T تئوریِ قبلͬ،  نتیجۀ  به بنا باشد. تناقض مستلزم̧ تئوریِ ͷی T کنید فرض اثبات.

است: درست

۲



است. ψ جملۀ  برای مدلͬ M آنگاه باشد T تئوری برای مدلͬ M اگر

تناقضات، مورد در صحبت شدن راحت برای است. تناقضات همۀ  جمله از چیز، همه مستلزم باشد، تناقض ͷی مستلزم تئوری، ͷی وقتͬ پس

ͬ کنیم: م معرفͬ نماد ͬ توانیم م خاص تناقض ͷی برای

K:
´

@xx
.
“ x^ Dxx ‰ x

¯

نوشت: خواهیم است، تناقض مستلزم T تئوری که این بیان برای بعد به این از پس

T |ùK .

است. برقرار شده، بیان زیر در که صورتͬ به به نیز گفته این عکس ندارد. مدلͬ هیچ باشد، تناقض مستلزم که تئوری ͷی که گفتیم اینجا تا

است. مدل دارای نباشد، تناقض مستلزم T تئوری ͷی اگر

است. مدل دارای T خاص طور به ͬ دهد، نم رخ تناقض آن در که دارد مدلͬ T یعنͬ T ­|ùK که این واقع در

معادلند: هم با زیر موارد .۹ قضیه

.T |ù pφÑ ψq .۱

.T Y tφu |ù ψ .۲

هم φ جملۀ مدلِ که T مدل هر در که معناست بدین دومͬ است. صادق pφ Ñ ψq جملۀ T از M مدلِ هر در که معناست بدین اولͬ اثبات.

است. مشخص دو این بودن معادل است. برقرار ψ جملۀ باشد،

نیستند: معادل هم با لزوماً زیر عبارت دو که دهید نشان .۳ تمرین

،T |ù pφÑ ψq .۱

.T |ù ψ آنگاه T |ù φ اگر .۲

ͬ گوید م دوم جملۀ اما است؛ درست pφ Ñ ψq جملۀ T تئوری مدلِ هر در که است معنͬ بدین اول عبارت که کنید دقت اثبات. برای راهنمایی

T کنید فرض است. صادق T مدلهای همۀ در همزمان طور به نیز ψ جملۀ آنگاه باشد، صادق T مدلهای همۀ  در همزمان طور به φ جملۀ اگر که

است: درست زیر عبارت آنگاه باشد. گروەها تئوری

هستند. آبلͬ گروەها همۀ باشند، عضوی شش گروەها همۀ اگر

نیست: درست زیر عبارت حال عین در باشند. عضوی شش گروەها همۀ که نیست گونه این چون است؛ مقدم انتفاء  بالا، عبارت درستͬ علت

است. آبلͬ باشد عضوی شش گروهͬ اگر

مثلث). ͷی تقارنهای (گروه دارد وجود هم غیرآبلͬ عضوی شش گروه زیرا

.T |ù ␣φ اگروتنهااگر T Y tφu |ùK که دهید نشان .۴ تمرین

است؟ درست زیر عبارت آيا .۵ تمرین

T |ù pφ_ ψq ô
´

T |ù φ یا T |ù ψ
¯

.

این برای مدلͬ Lساختاری هر که است واضح .T “ H تئوریِ یعنͬ ندارد؛ جملەای هیچ که است تئوری ای L زبانِ ͷی در تئوری از مثال ͷی

است. درست M در باشد تئوری این در جملەای اگر مقدم انتقاء  به زیرا است؛ تئوری

۳



هرگاه است درست همواره جملۀ ͷی φ جملۀ گوییم مͬ .۱۰ تعریف

H |ù φ.

بیشتر درست همواره جملەهای دربارۀ درس دیͽر بخشهای در باشد. درست Lساختاری هر در که است درست همواره زمانͬ جمله، ͷی پس

ͬ بینیم. نم لطف از خالͬ را اینجا در زیر مثال ذکر ولͬ کرد؛ خواهیم صحبت

عبارتِ M Lساختارِ ͷی در است. تک موضعͬ محمولِ نماد ͷی تنها دارای که باشد اول مرتبۀ زبانِ  ͷی L “ tHu کنید فرض .۱۱ مثال

باشد این ͬ تواند HMpxqم تعبیر ͷی باشد، انسانها از Mمتشͺل جهانِ اگر مثال، عنوان به داراست. Hرا ویژگ̞ͬ x که است معنͬ HMpxqبدین

است: درست همواره زیر، جملۀ که ͬ کنیم م ادعا دارد! کلاه x انسان که

Dx
´

Hpxq Ñ @yHpyq
¯

.

عجیب تصور، قابل جامعۀ هر در جمله این بودن درست ظاهر به دارند». کلاه همه باشد، داشته کلاه او اگر که هست نفر ͷی» که ͬ گوید م بالا جملۀ 

است. درست جامعەای هر در جمله این که ͬ گوید م ما به دید، خواهیم ادامه در که طور همان ریاضͬ، درستͬ تعریف ولͬ ͬ رسد؛ م نظر به

نیست: خارج حال دو از باشد. جامعه ͷی M کنید فرض

ندارد. کلاه او که دارد وجود a نام به نفر ͷی .۱

دارند. کلاه همه .۲

است: درست مقدم انتفاء  به ما جامعۀ  در زیر جملۀ اول، حالت در

`

Hpaq Ñ @xHpxq
˘

است: درست زیر جملۀ پس

Dx
`

Hpxq Ñ @yHpyq
˘

.

ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به را است درست ما جملۀ هم دوم حالت در که این بررسͬ است. a خانم یا آقا همان دارد وجود که ای x آن

درست همواره جمله، ͷی ͬ گوییم م دارد. خود به منحصر معنایی حقیقͬ یا ذهنͬ دنیای هر در واحد جملۀ ͷی که گفتیم قبل بخش در

بͽیرید: نظر در را زیر جملۀ مثال برای باشد. درست دنیا آن در شود، ترجمه که ذهنͬ دنیای در هرگاه است،

باهوشند. همه باشند باهوش او اگر که هست نفر ͷی

است! درست باشیم داشته بودن» «باهوش عبارت به نسبت که تصوری هر با و واقعͬ یا ذهنͬ جامعۀ هر در بالا جملۀ که ͬ کنیم م ادعا

بͽیرید. نظر در را بودن باهوش از تصور ͷی و دلخواه جامعۀ  ͷی

مفهوم به نسبت که تصوری هر (با نیست باهوش که باشد داشته وجود الف نام به نفر ͷی جامعه این که کنید فرض اول، حالت عنوان به

جملۀ صورت این در داریم). جامعه آن در بودن باهوش

باهوشند. همه باشد، باهوش الف اگر

نظر در درست جملەای را ندهد رخ آن فرض که جملەای جملەها، درستͬ تعریف در که کنید (دقت است درست مقدم انتفاء  به جامعه، این در

است: درست هم زیر جملۀ پس است، درست بالا جملۀ که آنجا از گرفتەایم).

باهوشند. همه باشد، باهوش او اگر که الف) خانم یا آقا همان (مثلا́ هست نفر ͷی

تعریف (با زیر جملۀ هم باز باشند. باهوش همه داریم، جهان آن در بودن باهوش مفهوم به نسبت که تصوری با که کنید فرض دوم عنوان به

است: درست درستͬ) ریاضͬ

۴



باهوشند. همه باشد باهوش او اگر که ͬ کند) نم فرق بͽیریم که را کس (هر هست نفر ͷی

درستند. دو هر آن حͺم و فرض که است این بالا جملۀ درستͬ علت

باشد. درست آنها همۀ در ͬ تواند م ما جملۀ ولͬ است، متفاوت مختلف جهانهای در ما جملۀ معنای که این با که گفتیم اینجا تا پس

درستند، آنها در نظریه ͷی در موجود جملات تمام که جهانهایی به ͬ شود. م گفته نظریه ͷی جمله، تعداد ͷی از متشͺل مجموعۀ هر به

درست هم ما نظر مورد جملۀ نظریه، آن مدلهای همۀ در هرگاه است جمله ͷی مستلزم نظریه، ͷی ͬ گوییم م ͬ شود. م گفته نظریه آن مدلهای

باشد.

ͬ نویسیم: م است φ جملۀ مستلزم که باشد نظریه ͷی T اگر

T |ù φ.

۵



۲ فصل

تئوری های کامل

زیر موارد از کدام هر .T |ù ␣φ یا و T |ù φ یا لزوماً که نیست این چنین ،φ جملۀ ͷی و T تئوریِ ͷی برای که گفتیم قبل فصل در ۴ ملاحظه در

بدهد: رخ است ممͺن

ندارد. مدلͬ هیچ تئوری ای چنین  ͷی است. تناقض مستلزم ما، نظر مورد تئوری صورت این در که T |ù ␣φ و T |ù φ .۱

دارای T ضمناً (و دهد رخ اتفاق این نقیض T مدلهای برخͬ در و بیفتد اتفاق φ جملۀ T مدلهای از برخͬ در یعنͬ T؛ ­|ù ␣φ و T ­|ù φ .۲

است!) مدل

این در واقع در ͬ دهد. م رخ φ آن در که باشد داشته وجود T برای مدلͬ قطعا و دهد رخ مدلها همۀ در φ جملۀ یعنͬ T؛ ­|ù ␣φ و T |ù φ .۳

است. درست φ جملۀ آن مدلهای همۀ در که ͬ دانیم م نیز و نیست) آمیز تناقض (یعنͬ است مدل ͷی دارای T تئوری که مطمئنیم حالت

است. قبل حالت مشابه حالت این توضیح .T ­|ù φ و T |ù ␣φ .۴

دقیق تر: بیان به کند. مشخص موضع گیری φ اول مرتبۀ جملۀ هر مقابل در هرگاه ͬ نامیم م کامل تئوریِ ͷی را T تئوریِ

ͷی T ͬ گوییم م دارد). مدل ͷی حداقل (یعنͬ نیست تناقض مستلزم که باشد تئوری L ͷی T و اول مرتبۀ زبانِ ͷی L کنید فرض .۱۲ تعریف

بدهد. رخ زیر حالات از ͬͺی دقیقاً φ Lجملۀ هر برای هرگاه است کامل تئوری

T |ù φ .۱

.T |ù ␣φ .۲

هر مستلزم که است این کامل تئوری های مشخصەهای از ͬͺی .T |ù ␣φ آنگاه T ­|ù φ و باشد کامل تئوری ͷی T اگر بالا، تعریفِ به بنا

است. سازگار آنها با که هستند آنچه

.T ­|ù ␣φ هرگاه دیͽر بیان به باشد؛ مدل دارای T Y tφu تئوریِ هرگاه است سازگار φ جملۀ با T تئوری ͬ گوییم م .۱۳ تعریف

.T |ù φ آنگاه باشد سازگار φ جملۀ با T کامل̞ تئوری اگر .۱۴ قضیه

کامل به بنا آنگاه T ­|ù φ اگر حال .M |ù φ که طوری به دارد وجود M |ù T مدلِ ͷی پس باشد. φ با سازگار و کامل T کنید فرض اثبات.

␣φ مدل هم و φ مدل هم همزمان ͬ تواند نم M فرمولها، صدق تعریف به بنا زیرا است، تناقض این اما .M |ù ␣φ پس .T |ù ␣φ بودن،

باشد.

اینها دو هر (و است سازگار ␣φ با T یا است سازگار φ با T یا φ جملۀ هر برای صورت این در باشد. کامل تئوری ͷی T کنید فرض .۶ تمرین

ͬ دهد). نم رخ هم با

۶



بودن کامل پرسش و موهبت ۱ .۲

از باشد. جمله L ͷی φ که کنید فرض همچنین .M |ù T که طوری به باشد کامل تئوریِ ͷی T و اول مرتبۀ Lساختارِ ͷی M که کنید فرض

T مدلهای همۀ در همزمان که این یا است برقرار φ جملۀ (M مدلِ جمله (از T مدلهای همۀ  در همزمان یا است، کامل تئوری ͷی T که آنجا

جملاتͬ مستلزم دقیقاً T تئوریِ واقع در .T |ù φ اگروتنهااگر M |ù φ داریم φ جملۀ هر برای پس است. φ␣برقرار جملۀ (M جمله از (دوباره

ساختار این ͬ های ویژگ همۀ مستلزم که است M ساختارِ برای کامل اصل بندی ͷی T تئوریِ بهتر، بیان به هستند. برقرار M ساختارِ در که است

است.

یͺسانͬ مدلهای T 1 و T تئوری دو که دهید نشان .T 1 “ tφ : M |ù φu دهید قرار .M |ù T و باشد کامل تئوری ͷی T کنید فرض .۷ تمرین

هست). نیز دیͽری مدل باشد، ͬͺی مدل که ساختاری هر (یعنͬ دارند

M ساختارِ در φ جملۀ آیا که است این بررسͬ از آسان تر است، φ جملۀ مستلزم T تئوریِ که این بررسͬ گاهͬ دید، خواهیم بعداً که دلایلͬ به

کرد. خواهیم صحبت دوباره گودل، تمامیت قضیۀ  اثبات از پس باره این در است. همین بودن، کامل موهبت و نه؛ یا است برقرار

جملۀ تعداد هر واقع، در است. شده تشͺیل کمͬ جملاتͬ تعداد از است، آن مدل M که کاملͬ تئوریِ که است ͬ تر حیات زمانͬ یادشده موهبت

تئوری ͷی تشͺیل جملات این از تعداد ͷی وقتͬ ولͬ است. آن برای مدلͬ M که ͬ دهند م تئوری ͷی تشͺیل باشند، برقرار M ساختار در که φ

هستند. جملات تعداد همین از «نتیجەای» نحوی به M ͬ های ویژگ دیͽر همۀ یعنͬ بدهند، کامل

که است φ مانند جملاتͬ بررسͬ علم اعداد» «نظریۀ که N “ pN,`, ¨, 0, 1q است: طبیعͬ اعداد ساختار ریاضͬ، جذاب ساختارهای از ͬͺی

حساب تئوریِ به موسوم زیر، جملات از متشͺل تئوری ،N |ù T که طوری به T تئوریِ ͷی از مثال ͷی عنوان به هستند. درست ساختار این در

بͽیرید: نظر در را پئانو

@x, y, zx` py ` zq “ px` yq ` z .۱

@x, yx` y “ y ` x .۲

x` 0 “ x .۳

.x` y “ x` z Ñ y “ z .۴

@x, y, z x ¨ py ` zq “ x ¨ y ` x ¨ z .۵

@x, y x ¨ y “ y ¨ x .۶

اصل̞ ͷی φpx, z1, . . . , znq فرمولِ هر برای .۷

Indφ : @z1, . . . , zn

˜

´

φp0, z1, . . . , znq^
`

@yφpy, z1, . . . , znq Ñ φpy` 1, z1, . . . , znq
˘

¯

Ñ @xφpx, z1, . . . , znq

¸

معرفͬ منابع در طبیعͬ اعداد برای پئانو موضوعۀ اصول عنوان به عموماً آنچه که ͬ شوم م یادآوری بدهم توضیح بالا موضوعۀ اصول دربارۀ آنکه از پیش

ͬ کنند. م بیان را واقعیات همین اساساً ولͬ باشد دیͽر) زبانͬ در (و بالا موضوعۀ اصول با متفاوت اندکͬ شاید ͬ شود م

اصل ͷی فقط ۷ شمارۀ  اما است. طبیعͬ اعداد ضرب و جمع از انتظار مورد معمول ویژگیهای شدەاند مشخص ۶ تا ۱ شمارەهای با که اصولͬ

مورد در و نادقیق تر کمͬ را آن ۷ مورد بهترِ درک برای کند. بیان طبیعͬ اعداد در را استقراء مفهوم که است قرار که است اصل» «ش˼مای ͷی نیست؛

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را Indφ جملۀ ͬ دهیم. م توضیح φpxq فرمولِ
´

φp0q ^ @xpφpxq Ñ φpx` 1qq
¯

Ñ @xφpxq.

ویژگͬ هم آن بعدی عنصر که شود نتیجه دارد را φ ویژگ̞ͬ عنصر ͷی که این از همواره و باشد، داشته را φ ویژگ̞ͬ 0 عنصر اگر که ͬ گوید م بالا جملۀ

Indφ صورتِ به اصل بی نهایت رو این از و شود نوشته بار ͷی φ ویژگͬ هر برای باید جمله این اما دارند. را φ ویژگͬ عناصر همۀ آنگاه دارد، را φ

شامل که زیرمجموعەای هر بͽوییم اول، مرتبۀ صورت به که نبود امͺان پذیر برایمان واقع در است. شده داده قرار بالا در فرمول) ͷی هر ازای به ͬͺی)

۷



مجموعەای هر برای را خواسته این اول، مرتبۀ صورت به رو این از است؛ اعداد همۀ شامل هست، هم n ` 1 شامل̞ باشد، n شامل̞ اگر و است 1

کردیم. بیان شود تعریف فرمول ͷی توسط که

pN,`, ¨, 0, 1q |ù که ͬ دانیم م دهیم. نشان Peano با را است شده شمارەگذاری ۷ تا ۱ شمارەهای با بالا در که اصولͬ مجموعۀ بیایید

سوال این پرسیدن کتاب، از بخش این موضوع اما کنند. وصف را طبیعͬ اعداد ͬ های ویژگ که نوشتەایم گونەای به را اصول این واقع در Peano؛

اگر تنها و اگر pN,`, ¨, 0, 1q |ù φ که است گونه این φ جملۀ هر برای آیا دیͽر، بیان به است»؟ کامل تئوری ͷی Peano «آیا که است معقول

ͬ آیند؟ م دست به استلزامͬ)  صورت (به اصول تعداد همین از طبیعͬ اعداد ͬ های ویژگ همۀ آیا دیͽر، بیان به باز باشد؟ φ مستلزم̧ Peano

ممͺن کتاب از بخش این در آن پاسخ کردن فراهم و است ریاضͬ منطق در مهم قضیۀ  ͷی موضوع و عمیق اتفاقاً پرسیدەایم، بالا در که سوالͬ

شد). خواهد گفته پاسخ قانع کنندەای نحو به سوال این آینده بخشهای در (البته نیست

نیست. کامل تئوریِ ͷی Peano خاص). حالت ͷی برای بیان ــ گودل اول ناتمامیت (قضیۀ ۱ قضیه

سوال بدین قضیه این کلͬ صورت است. شده گودل اول ناتمامیت قضیۀ نام به ریاضͬ، منطق در مهم قضیەای از نتیجه ͷی به اشاره بالا در

خیر. یا است امͺان پذیر N ساختارِ برای کامل تئوری ͷی نوشتن اصولا˟ آیا که ͬ پردازد م

اصل محدودی تعداد اقلیدسͬ هندسۀ  در بپردازیم. آشنا کامل تئوری ͷی از مصداق ͷی به است خوب بخش این رساندن پایان به از پیش

است. کامل تئوری از مصداق ͷی اقلیدسͬ، هندسۀ واقع در آنهاست. از «نتیجەای» قضیەای هر که داریم موضوعە

برگشتͬ* و رفت سامانەهای بودن: کامل تشخیص برای ͬͺمح ۲ .۲

باشد داشته وجود آنها میان نگاشتͬ که هستند ایزومرف زمانͬ Lساختار، دو گفتیم و شدیم آشنا ساختارها L میان ایزومرفیسم مفهوم با ؟؟ بخش̞ در

که کردیم ثابت قضیەای در ͬ کند. م حفظ آن دو میان را زبانͬ علائم تعابیر بلͺه ͬ کند، م تصویر دیͽری به ͷی به ͷی نحو به را ͬͺی عناصر تنها نه که

در که طور همان کنند. صدق یͺسانͬ فرمولهای در ایزومرفیسم ͷی تحت آنها تصاویر و عناصر ساختار،  دو میان ایزومرفیسم ͷی وجود صورت در

دارند. آشنایی جبر با که است کسانͬ برای آشنا و کاملا́ مفهوم ͷی ساختار، دو میان ایزومرفیسم گفتیم، نیز بخش آن

تعریف زیر در را آن چیز هر از پیش که است مقدماتͬ هم ارزی ساختارهاست، منطقͬ مطالعۀ  به منحصر که دیͽر اهمیت حائز مفهوم ͷی اما

ͬ کنیم: م

باشیم داشته φ Lجملۀ هر برای هرگاه ͬ نامیم م مقدماتͬ هم ارزِ را M1,M2 Lساختارِ دو .۱۵ تعریف

M1 |ù φôM2 |ù φ.

نکته دو ذکر همینجا پس باشند. درست آنها در  ــ یͺسانͬ فرمولهای نه و ــ یͺسانͬ «جملات» که هستند مقدماتͬ هم ارز زمانͬ ساختار،  دو پس

است: ضروری

هستند. مقدماتͬ هم ارز هم با آنگاه باشند، ایزومرف Lساختار، دو اگر .۱

کنید. اثبات را بالا عبارت .۸ تمرین

با نظر مورد ساختار دو جهان اندازۀ خاص، طور به دارد؛ وجود آنها جهانهای بین ͷی به ͷی تابعͬ هستند، ایزومرف هم با ساختار، دو وقتͬ .۲

باشند. هم اندازه هم با جهانها که نیست نیازی باشند، مقدماتͬ هم ارز ساختار دو که این برای اما است. برابر هم

ایزومرف ساختار، دو این که دهید نشان است. متناهͬ آنها جهانهای که طوری به باشند مقدماتͬ هم ارز Lساختار دو M,N کنید فرض .۹ تمرین

هستند.

مفهوم با مفهوم این تنگاتنگ رابطۀ باید نخست ولͬ گفت. خواهیم سخن زیاد مقدماتͬ هم ارزی دربارۀ  کتاب ادامۀ  در نیز و بخش،  این ادامۀ در

همه در همزمان یا باشد درست آن مدلهای همۀ در همزمان یا جمله، ͷی که است کامل زمانͬ T تئوری که گفتیم کنیم: بیان را تئوری ها بودن کامل

معادلند: هم با زیر موارد پس غلط. آن مدلهای

است. کامل T تئوریِ .۱

۸



هستند. مقدماتͬ هم ارز هم با T تئوریِ از M1,M2 مدلِ دو هر .۲

ببینید). را ۱ .۲ بخش ابتدای (توضیحات M |ù φ اگروتنهااگر T |ù φ داریم φ جملۀ هر برای آنگاه M |ù T اگر .۳

ͬ شود. نم برآورده ساختار دو میان راحتͬ به شرط این اما آنهاست. بودن ایزومرف است، ساختار L دو مقدماتͬ هم ارزی موجب که دلایلͬ از ͬͺی

داریم. ساده تعریف چند به نیاز شرط این بیان برای کرد. خواهیم ارائه ساختار دو مقدماتͬ هم ارزی برای ضعیف تری شرط بخش این در

N جهانِ زیرمجموعۀ M جهان هرگاه است، N از زیرساختاری M ͬ گوییم م باشد. Lساختار دو M,N کنید فرض (زیرساختار). ۱۶ تعریف

هرگاه است N از زیرساختاری M دقیق تر بیان به باشد. M به N از آنها تعابیر تحدیدِ M در زبانͬ علائم تعابیر باشد

M Ď N .۱

باشیم داشته a1, . . . , an PM هر و f P L موضع̞ͬ n تابع̞ͬ هرنماد برای .۲

fN pa1, . . . , anq “ fMpa1, . . . , anq PM.

دیͽر بیان به

fM “ fN æM

ͬ شود. م استفاده کوچͺتر دامنۀ به توابع تحدید دادن نشان برای æعلامت از

باشیم داشته a1, . . . , an PM هر و R PM موضع̞ͬ n رابطەای نماد هر برای .۳

pa1, . . . , anq P R
M ô pa1, . . . , anq P R

N

RM “ RN XMn. دیͽر بیان به باز

باشیم داشته c P L ثابت نماد هر برای .۴

cM “ cN .

طبیعͬ اعداد ͷی و صفر زیرا است. Z “ pZ,`, ¨, 0, 1q ساختارِ از زیرساختاری N “ pN,`, ¨, 0, 1q ساختارِ ساده، مثال ͷی عنوان به

شدەاند. محدود طبیعͬ اعداد به که هستند صحیح اعداد در همانها طبیعͬ، اعداد ضرب و جمع اعمال و است صحیح اعداد ͷی و صفر همان

باشد، غلط انداز نباید اینجا در زیرمجموعه نماد از استفاده ͬ دهیم. م نشان M Ď N نماد با است N از زیرساختاری M که را این .۱۷ ملاحظه

است. شده استفاده صرف) مجموعۀ دو نه (و ساختار دو بین زیرا

باشند. ساختار L دو M Ď N کنید فرض .۱۰ تمرین

N |ù φpa1, . . . , anq داریم a1, . . . , an P M هر برای آنگاه باشد، سور بدون فرمول ͷی φpx1, . . . , xnq اگر که دهید نشان .۱

.M |ù φpa1, . . . , anq اگروتنهااگر

a1, . . . , an PM هر برای که دهید نشان است. سور ψبدون آن در که باشد فرمول ͷیφpxq “ Dy1 . . . ynψpx1, . . . , xnq کنید فرض .۲

.N |ù φpa1, . . . , anq آنگاه M |ù φpa1, . . . , anq اگر

اگر a P M هر برای که دهید نشان است. سور بدون ψ آن در که باشد فرمول ͷی φpxq “ @y1, . . . , ynψpx1, . . . , xnq کنید فرض .۳

.M |ù φpa1, . . . , anq آنگاه N |ù φpa1, . . . , anq

N ساختارِ زیرساختارهای از برخͬ با M ساختار زیرساختارهای از برخͬ که ͬ آید م پیش باشند. Lساختار دو M,N کنید فرض حال

از متشͺل باشد ناتهͬ مجموعۀ ͷی A کنید فرض حال باشند). داشته مشترک زیرساختار ͷی N و M که است ممͺن (حتͬ باشند ایزومرف

ترتیب به N 1 و M1 آن در که باشد f : M1 Ñ N 1 صورت به ایزومرفیسم ͷی A مجموعۀ عضو هر یعنͬ این چنین. ایزومرفیسمهای برخͬ

زیرمجموعۀ مرتب، زوجهای از مجموعه ͷی عنوان به f هرگاه f Ď g ͬ گوییم م f, g P A ایزومرفیسم̧ دو برای هستند. N و M از زیرساختارهایی

.fpxq “ gpxq باشیم: داشته x P dompfq هر برای و باشد g دامنۀ زیرمجموعۀ f ایزومرفیسم̧ دامنۀ  دیͽر، بیان به باشد. g

۹



ایزومرفیسم̧ هر برای هرگاه است N و M زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای از رفت و برگشتͬ سامانۀ ͷی A مجموعۀ ͬ گوییم م .۱۸ تعریف

:f P A

.a P dompgq و f Ď g که طوری به باشد موجود g P A ایزومرفیسم̧ ͷی a PM هر برای .۱

.b P rangephq و f Ď h که طوری به باشد موجود h P A ایزومرفیسم̧ ͷی b P N هر برای .۲

ͷی ͬ خواهد م دارد، اختیار در ایزومرفیسم ͷی اول نفر نفره. دو بازی ͷی انجام امͺان یعنͬ ساختار، دو بین برگشتͬ و رفت سامانۀ ͷی وجود

تصویر با بتوان که طوری به باشد داشته a به شبیه ͬ هایی ویژگ c که طوری به کند پیدا c عنصر ͷی باید دوم نفر کند. اضافه آن دامنۀ به a عنصر

نفر صورت این در و کند اضافه خود ایزومرفیسم بˀرد به عنصری بخواهد است ممͺن اول نفر مشابهاً داد. گسترش را اولیه ایزومرفیسم c به a کردن

کند. پیدا دامنه به افزودن برای مناسبی عنصر باید دوم

A رفت و برگشت̞ͬ سامانۀ  ͷی که طوری به باشند Lساختار دو M,N کنید فرض مقدماتͬ). هم ارزی و برگشتͬ و رفت سامانۀ بین (رابطۀ ۱۹ قضیه

هستند. مقدماتͬ هم ارز M,N صورت این در باشد. داشته وجود آنها زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای از

برای آنگاه M |ù φpa1, . . . , anq اگر M در a1, . . . , an هر برای که ͬ دهیم م نشان باشد. فرمول L ͷی φpx1, . . . , xnq کنید فرض اثبات.

از قوی تر حͺمͬ حتͬ گفته، این که است واضح .N |ù φpfpa1q, . . . , fpanqq داریم باشند آن دامنۀ  در a1, . . . , an که f P A ایزومرفیسم̧ هر

است. قضیه حͺم

فرمولها صدق تعریف به بنا صورت این در .M |ù t1 “ t2pa1, . . . , anq باشیم داشته و باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمول کنید فرض

زیرساختاری بین f : M1 Ñ N 1 ایزومرفیسم هر برای برگشتͬ، و رفت سامانەهای تعریف به بنا .tM1 pa1, . . . , anq “ tM2 pa1, . . . , anq داریم:

N 1 که این به توجه با اما .tN 1

1 pfpa1q, . . . , fpanqq “ tN
1

2 pfpa1q, . . . , fpanqqپس .fpt1q “ fpt2q داریم ،N از زیرساختاری و M از

. ͬ رسد. م اثبات به حالت این در ما نظر مورد حͺم و tN1 pfpa1q, . . . , fpanqq “ tN2 pfpa1q, . . . , fpanqq داریم است N از زیرساختار ͷی

صورت به φ فرمول کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را وجودی سور شدن اضافه مرحلۀ اینجا در است؛ ساده استقراء پلەهای سایر برای حͺم اثبات

به است موجود a P M عنصر صورت این در ،M |ù Dxψpx, a1, . . . , anq اگر حال باشد. برقرار ψ برای حͺم و باشد Dxψpx1, . . . , xnq

به بنا .a, a1, . . . , an P dompfq که طوری به است موجود f P A مانند ایزومرفیسمͬ که است واضح .M |ù ψpa, a1, . . . , anq که طوری

داریم استقراء، فرض

بودیم. دنبالش به که است همان این و N؛ |ù φpfpa1q, . . . , fpanqq یعنͬ N |ù Dx ψpx, fpa1q, . . . , fpanqq

است. کامل تئوری ͷی ؟؟ در شده معرفͬ چͽال، خطͬ ترتیبهای تئوری که دهید نشان کانتور). (قضیۀ ۲۰ مثال

از متشͺل مجموعۀ A کنید فرض هستند. مقدماتͬ هم ارز مدل، دو این ͬ دهیم م نشان باشند. TDLO برای مدل دو M,N کنید فرض اثبات.

است. رفت وبرگشتͬ سامانۀ  ͷی A که ͬ دهیم م نشان باشد. M,N متناهͬ زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای

کرد: تصور زیر صورت به ͬ توان م را A در موجود ایزمرفیسم هر

a0 ă a1 ă a2 ă . . . ă an
f
ÞÑ b0 ă b1 . . . ă bn

ساختارِ در موجود ترتیب همان آنها ترتیب و هستند N در ها bi مشابهاً و است M ساختارِ در موجود ترتیبِ آنها ترتیب و Mهستند در ai آن در که

ai تمام به نسبت ترتیبی لحاظ از را M جهان در a موقعیت ابتدا f دامنۀ به a افزودنِ برای باشد. دلخواهͬ عنصر a P M کنید فرض است. N

باشد: گرفته قرار ها ai میان در زیر صورت به a کنید فرض مثلا́ ͬ کنیم؛ م معلوم ها

a1 ă a ă a2 ă . . . ă an

انتخاب گونەای به را b خاص مثال این در باشد؛ داشته ها bi به نسبت را وضعیت همان دقیقاً که ͬ کنیم م انتخاب گونەای به N در را b عنصر حال

که ͬ کنیم م

b1 ă b ă b2 ă . . . ă bn.

را f زیر، ایزومرفیسم حال هستند. N در عناصری ها bi و است چͽال ترتیب ͷی N ترتیب زیرا است؛ امͺان پذیر شده، یاد ویژگͬ با b کردن پیدا

است: A در و ͬ دهد م گسترش

a1 ă a ă a2 ă . . . ă an
g
ÞÑ b1 ă b ă b2 ă . . . ă bn
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اگروتنهااگر TDLO |ù φ داریم شود، نوشته L “ tău زبانِ در که φ مانند جملەای هر برای که ͬ شود م نتیجه خاص طور به بالا، مثال از

.pQ,ăq |ù φ

دهید نشان بنویسید. را کلاس نامتناهͬ دارای نامتناه̞ͬ هم ارزی روابط تئوری دارد، موضعͬ دو رابطەای نماد ͷی فقط که tEu زبانِ در .۱۱ تمرین

است. کامل تئوری، این که

ایزومرفند. هم با کردید معرفͬ ۱۱ تمرین در که تئوری ای از شمارا) جهانͬ دارای (یعنͬ شمارا مدلِ دو هر که دهید نشان .۱۲ تمرین

نیستند. ایزومرف هم با لزوماً کردەاید، معرفͬ ۱۱ تمرین در که تئوری ای از ناشمارا مدل دو که دهید نشان .۱۳ تمرین

ببینید). را ؟؟ (مثال است. کامل تئوری ͷی انتها، و ابتدا بدون گسسته، خطͬ ترتیبهای تئوری که دهید نشان .۱۴ *تمرین

تئوری اجتماع از یادشده تئوری ͬ دهیم. م نشان TRG با را آن که است تصادفͬ» «گرافهای تئوری کامل، تئوری های از دیͽر سادۀ مثال ͷی .۲۱ مثال

ͬ کند: م بیان را زیر عبارت φn جملۀ هر که است؛ شده تشͺیل φn جملەهای با گرافها

نیست. وصل هیچ کدام به که است موجود y عنصر ͷی و است وصل آنها همۀ  به که است موجود x عنصر ͷی عنصر، n هر برای

فرض باشد. آنها متناهͬ زیرگرافهای میان ایزومرفیسمهای از متشͺل مجموعۀ A و باشند تصادفͬ گراف دو pH,RHq و pG,RGq کنید فرض

در H از tb1, . . . , bnu رئوس از متشͺل زیرگراف با را G از ta1, . . . , anu رئوس با زیرگراف که باشد چنین این ایزمرفیسمهای از ͬͺی f کنید

با b P H عنصر ͷی باشد، داشته ها ai به اتصال عدم یا اتصال لحاظ از a که وضعیتͬ هر با متناسب a P G عنصرِ هر برای است. داده قرار تناظر

ͬ شود. م پیدا ها bi به نسبت وضعیت همین دقیقاً

نامتناهͬ بعد با برداری فضاهای تئوری  که دهید نشان است. کامل n مشخص بعد با Q روی برداری فضاهای تئوری که دهید نشان .۱۵ *تمرین

است. کامل تئوری ͷی Q روی

اما ایزومرفند. هم با تئوری این ناشمارای مدل دو هر که دهید نشان بͽیرید. نظر در را Q روی نامتناهͬ بˀعدِ با برداری فضاهای تئوری .۱۶ *تمرین

نیستند. ایزومرف هم با لزوماً آن، شمارای مدل دو

دهید نشان و بنویسید ساختار این برای تئوری ͷی است. تالͬ تابع همان spxq “ x` 1 آن در که بͽیرید نظر در را pN, sq ساختارِ .۱۷ *تمرین

است. کامل تئوری آن که

دهید. پاسخ pN, s,ăq ساختارِ برای را قبل مثال .۱۸ *تمرین

نیازمند تئوری ها برخͬ در برگشت و رفت فرایند انجام برای نمود. اثبات برگشت و رفت شیوۀ با ͬ توان م را مختلفͬ تئوری های بودن کامل

ͬ توان م چͽونه جبری بستۀ میدانهای تئوری  ͷی در که دادەایم نشان بعدی، کوتاه بخش در هستیم. تئوری آن حوزۀ  به مربوط ریاضیات با آشنایی

کرد. رفت و برگشتͬ بازی

جبری* بستۀ میدان های در رفت وبرگشتͬ بازی ۳ .۲

چندجملەای هر که است این بیانگر ψn جملۀ  هر که است، شده تشͺیل ψn جملاتِ با میدانها تئوری احتماع از TACF جبری، بستۀ میدانهای تئوری

.pC,`, ¨, 0, 1q |ù TACF که ͬ گوید م جبر» اساسͬ «قضیۀ نام به جبر،  در قضیەای است. ریشه دارای n درجۀ با

زیر: صورت به χn جملات همۀ با TACF اجتماع یعنͬ ͬ دهیم؛ م نمایش را صفر» «مشخصۀ  با جبری بستۀ میدانهای تئوری TACF0 با .۲۲ تعریف

χn : 1` . . .` 1
looooomooooon

n

­
.
“ 0

آوردەایم: زیر در را جبر۲ درس از ساده، پیش نیاز چند
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ضرایب با ppXq چندجملەای ͷی هرگاه ͬ نامیم م K روی «جبری» عنصر ͷی را a P F ´K عنصر باشند. میدان دو K Ď F کنید فرض .۱

عنصر ͬ مالِ» مین «چندجملەای را آن باشد، ممͺن درجۀ حداقل از p چندجملەای این هرگاه .ppaq “ 0 که طوری به باشد، داشته Kوجود در

ͬ نامیم. م K میدانِ روی a

ͬ نامیم. م K روی «متعالͬ» نباشند، جبری K روی که را F ´K در عناصری .۲

ایزومرف زیر میدان با F داخل در a عنصر و K توسط شده تولید میدان صورت این در باشد. جبری K روی a P F ´K کنید فرض .۳

است:
KrXs

xppXqy

(ماکزیمال) ایدەآل xppXqy و است؛ K روی a ͬ مالِ مین چندجملەای p است، X متغیرِ با K روی چندجملەای های حلقۀ KrXs آن در که

است. KrXs حلقۀ در چندجملەای این توسط شده تولیده

KpXqاست؛ میدان با ایزومرف F داخل̞ در a Kو توسط شده تولید میدان صورت این در باشد. Kمتعالͬ روی a P F ´K کنید فرض .۴

.KrXs حلقۀ کسرهای میدان یعنͬ

ببریم. پیش را TACF0
تئوری بودن کامل اثبات برای لازم برگشتͬ و رفت  بازی بتوانیم که ͬ کند م ͷکم ما به فوق موارد

۱ است. کامل تئوری ͷی TACF0 تئوری .۲۳ قضیه

که طوری به هستند آنها از زیرمیدان دو K2 Ď F2 و K1 Ď F1 و هستند صفر مشخصۀ با جبری، بستۀ میدان دو F1, F2 کنید فرض اثبات.

K1
h
– K2.

ͬ شوند م پیدا زیادی متعالͬ عناصر F2 ´K2 و F1 ´K1 در صورت این در باشد. بیشتر K2 از F2 و K1 از F1 کاردینالتۀ کنید فرض همچنین

به را a ͬ خواهیم م که کنید فرض و بͽیرید نظر در را a P F1 ´K1 عنصرِ F1 است). برابر خودش سایز با میدان ͷی جبری بستار سایز (چون

گسترش را h ایزومرفیسم̧ صورت ، این به و بͽیریم a تصویر را آن بتوانیم که ͬ گردیم م F2 در مناسبی عنصر دنبال به واقع در کنیم. اضافه h دامنۀ

است. ساده نسبتاً کار، این اما بدهیم.

شده تولید میدان بͽیرید. نظر در را ppxq نام به مثلا́ آن، ͬ مال مین چندجملەای صورت این در باشد، جبری K1 روی a عنصر اگر اول. حالت

b نام به مثلا́ ریشه، ͷی دارای هم F2 در p جملۀ  چند است، جبری بستۀ F2 که آن جا از طرفͬ، از است. ایزومرف K1rXs

xppXqy
میدان با K و a توسط

که: h Ď h1 زیرا ͬ یابد؛ م توسیع راحتͬ به h ایزومرفیسم بدین سان است. ایزومرف K2rXs

xppXqy
با نتیجه در و K2rXs

xppXqy
با نیز K2pbq اما است.

K2rXs

xppXqy

h1

–
K1rXs

xppXqy
.

مانند سپس و باشد، متعالͬ K2 روی که کنیم پیدا F2 ´K2 در عنصر ͷی باید باشد، K1 روی متعالͬ عنصر ͷی a که صورتͬ در دوم. حالت

متعالͬ عناصر F2´K2 در که بودیم کرده فرض داریم: نیاز اثبات  ͬ اضاف فرض به اینجا بالا). در ۴ مورد گرفتن̞  نظر در با (اما کنیم کار قبلͬ حالت

زیادند.

کامل که دهیم انجام ͬ ای برگشت و رفت  بازی ͬ توانیم م Q Ď F2 و Q Ď F1 میان ایزومرفیسم از شروع با و بالا، حالت دو گرفتن نظر در با

شود. سبب را ما نظر مورد تئوری بودن

متناهͬ  ͬ رفت وبرگشت بازی های ۴ .۲

در برگشتͬ، و رفت سامانۀ وجود ͬ شود. م ساختار دو آن مقدماتͬ بودن معادل موجب ساختار،  دو میان رفت وبرگشتͬ سامانۀ ͷی وجود که گفتیم

ͷی باید دوم بازیͺن و ͬ کند، م انتخاب ایزومرفیسم ͷی برد یا دامنه در عنصری بازی، این در اول بازیͺن است. نفره دو بازی ͷی امͺان معنͬ به واقع

است. کامل نیز p اول عدد ͷی مشخصۀ با جبری بستۀ میدانهای تئوری که داد نشان ͬ توان م مشابه، کاملا́ اثباتͬ با ۱
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اما مرحله. ω اندازۀ به بازی این بردن پیش امͺان یعنͬ برگشتͬ، و رفت سامانۀ وجود دهد. گسترش را ایزومرفیسم بتواند تا کند پیدا آن معادل عنصر

دادەایم. متناهͬ بازی های دربارۀ کوتاه توضیحͬ بخش این در دارند. را خود سودمندی نیز متناهͬ بازی های

ͷی اول بازیͺن مرحله هر در ͬ شود: م انجام رو پیش صورت به مرحلەای n رفت وبرگشتͬ بازی ͷی بͽیرید. نظر در را N و M ساختارِ دو

بازی، مرحله n از بعد ͬ کند. م انتخاب عنصری دیͽر ساختار از او جواب در دوم بازیͺن و ͬ کند م انتخاب N و M ساختار دو از ͬͺی از عنصر

بازیͺن xa1, . . . , anyM – xb1, . . . , bny
N اگر شدەاند. بازی وارد بازیͺن، دو توسط N از b1, . . . , bn عناصر و M از a1, . . . , an عناصر

زیرساختار این است. M در a1, . . . , an عناصر توسط شده تولید زیرساختار xa1, . . . , anyM از منظور اول. بازیͺن گرنه و است برنده دوم

n بازی ͷی در بˀرد» «استراتژی دوم بازیͺن ͬ گوییم م ͬ کند. م تغییر زبان ترم های روی t آن در که است شده تشͺیل tMpa1, . . . , anq عناصرِ از

باشد. بازی برندۀ او مرحله n از پس همیشه کند، بازی خوب کافͬ اندازۀ به که صورتͬ در هرگاه دارد، مرحلەای

معادل هم با سور، n با جملات حد در N و M ساختارهای باشد، داشته مرحلەای n بازی ͷی در بˀرد» «استراتژی ͷی دوم، بازیͺن اگر .۲۴ قضیه

.N |ù φ آن گاه M |ù φ اگر Q1x1 . . . Qnxnψ صورت به φ جملۀ هر برای یعنͬ هستند.

کنید. مراجعه ۵۵ صفحۀ [؟] کتاب به ͬ توانید م اثبات، مشاهده برای

۱۳
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