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۱ فصل

تمامیت

تمامیت قضیۀ معرفͬ ۱ .۱

که است φ جملۀ مستلزم T تئوری زمانͬ گفتیم است. φ جملۀ مستلزم T تئوری ͬ شود: م خوانده که شدیم آشنا T |ù φ عبارتِ با ؟؟ فصل̞ در

با φ یعنͬ $ φ عبارت گفتیم و شدیم آشنا φ جملۀ ͷی اثبات پذیری مفهوم با قبلͬ فصل در باشد. برقرار  φ جملۀ T تئوری مدلهای تمامͬ در

φ برای «اثباتͬ ͬ شود: م خواندە که کردەایم معرفͬ را T $ φ نمادِ ادامه، در ͬ شود. م حاصل هیلبرت دستگاه اصول و قواعد از استفاده بار چندین

ͬ شود.». م اثبات T تئوری اصول از استفاده با φ «جملۀ یا دارد»، وجود T تئوری اصول از استفاده با

که طوری به باشند، T تئوری در φ1, . . . , φn مانند جملاتͬ هرگاه T $ φ ͬ نویسیم م باشد. فرمول ͷی φ و تئوری ͷی T کنید فرض .۱ تعریف

$ ppφ1 ^ . . .^ φnq Ñ φq

.tφ1, . . . , φnu $ φ که طوری به باشند داشته وجود T در φ1, . . . , φn جملاتِ وتنهااگر اگر T $ φ .۲ نتیجه

در موجود جملات از متناهͬ تعدادی کارگیری به با که است چنین ͬ شود، م اثبات T تئوری اصول از استفاده با φ جملۀ ͬ گوییم م وقتͬ بنابراین،

(x .
“ x^␣x

.
“ x فرمولِ (مثلا́ غلط مشخصاً فرمول ͷی قبل، بخش در رسید. φ برای استنتاجͬ به ͬ توان م هیلبرت، دستگاه از استفاده با و T

دارای نباشد» تناقض «مستلزم که تئوری ͷی یعنͬ است؛ مدل دارای T آنگاه T ­|ùK اگر گفتیم همچنین نامیدیم. تناقض را آن و دادیم نشان K با را

کرد: خواهیم ثابت را دیͽری قضیۀ فصل، این در است. مدل

است. مدل دارای T آنگاه T &K اگر (تمامیت). ۳ قضیه

گفتەایم بالا قضیۀ صورت در کرد. غور کمͬ قضیه صورت در آن، از پیش است خوب اما کنیم، اثبات فصل این در را قضیه این داریم قصد

از متناهͬ تعدادِ هیچ از اگر که گفتەایم ۱ تعریف به بنا پس است. مدل دارای ،T تئوری آنگاه نشود، استنتاج تناقض T تئوری اصول از اگر که

برای استنتاجͬ به T تئوری از متناهͬ بخش هیچ از که این است. مدل دارای T آن گاه نرسیم، تناقض برای استنتاجͬ به T تئوری در موجود جملات

زیبایی است. مدل» «نظریۀ مبحث به مربوط است، مدل دارای T تئوری که این اما است. بˀرهان» «نظریۀ مبحث به مربوط عبارت ͷی نرسیم، K

است. منطق علم از بخش دو این میان ارتباط ایجاد در آن قدرت بالا، قضیۀ 

.$ pφ1^. . .^φn ÑKq که طوری به دارند Tوجود تئوری ,φ1در . . . , φn مانند جملاتͬ تعریف، به بنا صورت، این در .T $K کنید فرض

معنͬ به T تئوری ͷی از تناقض شدن استنتاج بنابراین، .$ ␣pφ1 ^ . . .^φnq داریم pppÑKq Ø ␣pq گزاره بودن تاتولوژی به بنا نتیجه، در

.$ ␣pφ1 ^ . . .^ φnq باشیم: داشته طوری به است T در φ1, . . . , φn مانند جملاتͬ وجود

ͬ آید: درم زیر صورت به تئوری این برای ۳ قضیۀ صورت باشد. φ جملۀ ͷی فقط حاوی تئوری، ͷی T “ tφu کنید فرض حال

بنابراین: است، مدل دارای T آن گاه T &K اگر ●

بنابراین M؛ |ù φ که طوری به دارد وجود M ساختارِ ͷی آنگاه & pφÑKq اگر ●

۱



.M |ù φ که طوری به دارد وجود M ساختارِ ͷی آنگاه & ␣φ اگر ●

داریم: φ جای به φ نقیض̞ از استفاده با بنابراین است، برقرار جملەای هر برای بالا عبارت

.M |ù ␣φ که طوری به دارد وجود M ساختارِ ͷی آنگاه & φ اگر ●

است: زیر صورت به بالا جملۀ نقیض عکس اما

دیͽر: بیان به $؛ φ آنگاه M |ù φ باشیم داشته M ساختارهای همۀ در اگر ●

.$ φ آن گاه |ù φ اگر ●

که: ͬ شود م نتیجه ۳ قضیه از بنابراین

دارد. وجود اثباتͬ برایش باشد، درست همواره که جملەای هر .۴ نتیجه

.$ φ تنهااگر و اگر |ù φ .۵ نتیجه

۳ قضیه اثبات ۲ .۱

اضافه زبان به c R L ثابتِ ͷی بͽیرید. نظر در L زبان در را φpxq جملۀ .T &K که طوری به باشد L زبانِ در دلخواه تئوری ͷی T کنید فرض

بͽیرید: نظر در را زیر جملۀ و کنید

pDxφpxqq Ñ φpcq.

برآورده این بر «شاهدی» ثوابت، از ͬͺی آن گاه باشد، عنصر ͷی حداقل توسط شدن برآورده قابل φ فرمولِ اگر خواند: گونه این ͬ توان م را بالا جملۀ

اثباتِ عدم به منجر T توسط تناقض اثبات عدم که ͬ کنیم م ادعا بͽیرید. نظر در را T 1 “ T Y tpDxφpxqq Ñ φpcqu تئوریِ حال است. شدن

ͬ شود. م T 1 تئوریِ توسط تناقض

.T 1 &K .۶ لم

بنابراین .$
´

φ1 ^ . . .^ φn ^ pDxφpxq Ñ φpcqq
¯

ÑK که طوری به دارند وجود φ1, . . . , φn P T جملاتِ آن گاه T 1 $K اگر اثبات.

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ ␣pDxφpxq Ñ φpcqq (۱ .۱)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ ␣p␣Dxφpxq _ φpcqq (۲ .۱)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ pDxφpxqq ^ ␣φpcq (۳ .۱)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ pDxφpxqq (۴ .۱)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ p␣φpcqq (۵ .۱)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ p␣φpyqq ؟؟. به بنا و است نشده ظاهر چپ سمت در که باشد متغیری y که این فرض با (۶ .۱)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ @yp␣φpyqq ۶ .۸ و عمومͬ سور معرفͬ قاعدۀ  (۷ .۱)

$ pφ1 ^ . . .^ φnq ÑK . ۷ .۸ و ۴ .۸ به بنا (۸ .۱)

ثابت های از فهرست ͷی صورت این در است. x آنها آزاد متغیر تنها که Lباشد، زبانِ در فرمولهای همۀ از لیستͬ tφnpxqunPN کنید فرض حال

استقراء، با و ͬͺی ͬͺی را فهرست این فرمولهای تک تکِ بͽیرید. نظر در pDxφnpxqq Ñ φnpcnqصورت به فرمولهای از فهرست ͷی و tcnunPN

ͬ شود. نم استنتاج آن از تناقض که است تئوری ͷی نیز T1 “ T Y tpDxφnpxqq Ñ φnpcnqunPN تئوریِ صورت این در بیفزایید. T تئوریِ به

است. شده نوشته L1 “ LY tcnunPN زبانِ در تئوری این

۲



اندکͬ با و نیست فرض این به نیازی حقیقت، در گرفتیم. شمارا را آنها تعداد فرمولها، کردن فهرست در که است کرده دقت خواننده احتمالا˟

چنین با کتاب همین آیندۀ فصلهای در داد. انجام فرمول تعداد هر با را کار همین ͬ شود م زرن) لم (يا فرامتناهͬ استقراء  از استفاده در مهارت

نشویم. منحرف اثبات اصلͬ مسیر از تا ͬ کنیم نم ورود آنها به فعلا́ ولͬ یافت، خواهیم بهتری آشنایی تکنیͷ هایی

شاهدی L زبانِ وجودی فرمولهای همۀ  برای که است شده ذکر آن در که است L1 زبانِ در تئوری ͷی T1 تئوریِ ͬ دهیم. م ادامه را اثبات

در را T2 تئوری و برسید L2 زبانِ به و کنید اضافه زبان به ثابت آنها، اندازۀ  به و کنید تهیه L1 زبانِ فرمولهای همۀ از فهرستͬ حال دارد. وجود

تئوری های به کار همین تکرار با دارد. وجود شاهدی L1 زبانِ در وجودی فرمولهای همۀ برای که شود ذکر آن در که بنویسید بەگونەای L2 زبانِ

بیانگر است، فرمول هایی حاوی Ti`1 تئوری هر و است شده نوشته Li زبانِ در Ti تئوری هر که طوری به ͬ رسیم م T1 Ď T2 Ď . . . Tn Ď . . .

دارد. وجود شاهد Li زبانِ یعنͬ قبلͬ، زبانِ وجودی فرمولهای برای که این

L1 “ L1 YL2 Y . . . زبانِ در و است آمده دست به یادشده تئوری های این تمام اجتماع از که بͽیرید نظر در را T 1 “
Ť

iPN Ti تئوری حال

ͷی به متعلق حتماً آنگاه باشد، L زبانِ در فرمول ͷی φ اگر زیرا دارد. شاهد شود، نوشته L زبانِ در که فرمولͬ هر برای T 1 تئوریِ است. شده نوشته

ͬ شود، نم استنتاج تناقض نیز T 1 تئوریِ از که دید ͬ توان م راحتͬ به همچنین است. شده تضمین Ti`1 تئوریِ در آن برای شاهد وجود و است Li

کنیم: خلاصه کردیم، اثبات اینجا تا که را آنچه بیایید شود. استنتاج ها Ti از ͬͺی از باید تناقض صورت، این در زیرا

وجود T تئوری شامل T 1 تئوریِ ͷی آنگاه نشود، استنتاج آن از تناقض که باشد تئوری ͷی T اگر تمامیت. قضیۀ  اثبات اول قدم

pDxφpxqq Ñ φpcqصورت به جملەای حاوی φpxq P L1 فرمولِ هر برای و است شده نوشته L1 “ LYC زبانِ ͷی در که دارد

ͬ شود. م گفته T تئوریِ سازی هنکینͬ اثبات، قدم این به ͬ شود. نم استنتاج تناقض هم T 1 تئوری از همچنین .c P C آن در که است

است. L زبانِ اندازۀ به ͬ شود، م اضافه که ثوابتͬ تعداد سازی، هنکینͬ فرایند ضمن که کنید دقت

طور (به .T & ␣φ که گونەای به باشند دلخواه فرمول ͷی φ و تئوری ͷی T کنید فرض ͬ کنیم. م توجه دیͽر پدیدۀ ͷی به اثبات، ادامۀ  از پیش

صورت: این در ͬ کرد). م اثبات هم را ␣φ ͬ کرد، م اثبات را تناقض اگر چون ͬ کند؛ نم اثبات هم را تناقض T خاص،

.T Y tφu &K .۷ لم

که طوری به دارند وجود φ1, . . . , φn P T جملاتِ صورت این در .T Y tφu $K کنید فرض اثبات.

$ pφ1 ^ . . .^ φnq ^ φÑK . (۹ .۱)

$ pφ1 ^ . . .^ φnq Ñ ␣φ (۱۰ .۱)

T 1 $ ␣φ (۱۱ .۱)

ͬ کند. م نقض را لم فرض های بالا، در ۱۱ .۸ اما

تئوری و کنید اضافه تئوری به را آن نداد، تناقض T تئوریِ همراه به φ0 جملۀ اگر باشد. L زبانِ در جملەها همۀ فهرست tφnu کنید فرض حال

از T1 Ď T2 Ď . . . زنجیرِ ͷی به ترتیب این به و بیفزایید Tn به را آن نداد تناقض Tn با φn جملۀ اگر ترتیب همین به بنامید. T1 را حاصل

را تناقض
Ť

Tn با که باشد جمله ͷی φ اگر همچنین ͬ  شود. نم استنتاج آن از تناقض که است «بزرگ» تئوری ͷی
Ť

Tn تئوریِ برسید. تئوری ها

هاست). φi از ͬͺی (چون است شده گنجانده
Ť

Tn در قبلا́ φ آنگاه ͬ کند نم ثابت

جملاتͬ همۀ شامل و ͬ کند، نم اثبات را تناقض هم آن که رسیدیم T 2 تئوریِ ͷی به ͬ کند نم اثبات را تناقض که T تئوری ͷی از شروع با بنابراین

ͬ کنند. نم اثبات را تناقض T 2 همراه به که است

«سازگار تئوری ͷی به رسیدن مرحلۀ آشناست، زرن لم با که خوانندەای برای حال این با شد. خواهیم آشنا زرن لم با کتاب، بعدی فصلهای در

همۀ از متشͺل را A مجموعۀ .T &K که طوری به باشد شده داده T تئوری کنید فرض ͬ دهیم. م توضیح رو پیش دقیق تر صورت به را ماکزیمال»

است. بسته زنجیرها اجتماع تحت A که کنید بررسͬ کنید. جزئͬ مرتب شمول، ترتیب با را مجموعه این .K &K که بͽیرید نظر Kدر تئوری های

که طوری به باشد دلخواه جملۀ  ͷی φ اگر حال است. ماکزیمال شمول، ترتیب با T 2 و T 2 &K که است T 2 تئوریِ ͷی شامل A زُرن لم به بنا

حال ͬ کند. م نقض را A در T 2 بودن ماکزیمال این و T؛ 2 Y tφu &K داریم ۷ لم به بنا صورت این غیر در زیرا φ P T 2 آنگاه T 2 Y tφu &K

کنیم: بیان نیز را اثبات مرحلۀ این از خلاصەای که رسیده آن وقت

۳



تئوری شامل T 2 تئوریِ ͷی صورت این در .T &K که طوری به باشد تئوری ͷی T که کنید فرض تمامیت. قضیۀ اثبات دوم قدم

اثبات از مرحله این به .φ P T 2 آنگاه T 2 Y tφu &K اگر ،φ جملۀ هر برای ثانیاً و T 2 &K اولا˟ که طوری به دارد وجود T

هر که ͬ شود م تئوری ͷی به تبدیل اولیه، تئوری اما ͬ کند نم تغییر زبان مرحله، این طͬ ͬ شود. م گفته ماکزیمال سازی تمامیت، قضیۀ

دارد. خود در را ͬ دهد نم تناقض آن با که جملەای

گسترش کامل ماکزیمال تئوری ͷی به نخست را آن ͬ شود، نم اثبات آن از تناقض که داریم T تئوری ͷی ͬ کنیم. م ترکیب هم با را اثبات قدم دو حال

است: زیر ویژگͬ دو هر دارای T˚ تئوری پس ͬ نامیم. م T˚ را آن و ͬ کنیم م سازی هنکینͬ را حاصل تئوری سپس و ͬ دهیم م

یعنͬ دارد. شاهد تک متغیره فرمولِ هر برای شدەاند، اضافه L زبان به سازی هنکینͬ مراحل طͬ که است ثوابتͬ حاوی که L Y C زبان در .۱

از ͬͺی pDxφpxqq Ñ φpcq که طوری به دارد وجود c P C ثابت ͷی است)، x آن آزاد متغیر تنها (که φpxq فرمول L Y C هر برای

است. T˚ تئوری در موجود جملاتِ

.φ P T˚ آنگاه tφu Y T˚ &K اگر باشد، شده نوشته LY C زبانِ در که φ جملۀ هر برای .۲

پیدا T˚ تئوریِ برای که مدلͬ هر زیرا ͬ شود. م اثبات نیز ۳ قضیۀ حͺم̧ صورت، این در که کنید توجه است. مدل دارای T˚ تئوری که ͬ کنیم م ادعا

است. T تئوریِ برای مدلͬ خاص، طور به بسازیم) (یا کنیم

ͬ سازی هنکین ضمن که است ثوابت از مجموعەای C و است T تئوریِ زبان همان L که است شده نوشته LYC زبانِ در T˚ تئوری که گفتیم

ساختارِ جهان فعلا́ پس است. T˚ تئوریِ برای مدلͬ که ͬ کنیم م ساختار LYC ͷی به تبدیل را C مجموعۀ اثبات، ادامۀ  در شدەاند. اضافه زبان به

است. C مجموعۀ همان ما نظر مورد

سادگͬ به کار این کنند. پیدا تعبیری L Y C در ثوابت و رابطەای تابعͬ، نمادهای همۀ  که است نیاز ساختار، L Y C ͷی به C تبدیل̞ برای

ͬ کنیم. م مشورت T˚ تئوریِ با زبانͬ، علامت ͷی کردن تعبیر برای مورد، هر در ͬ گیرد. م صورت

باید باشد، T˚ تئوری در c1
.
“ c2 جملۀ اگر داریم: لازم ͷکوچ ملاحظۀ  ͷی اما است. خودش c هر تعبیر است؛ آسان ثابت، علائم تعبیر

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به C روی تساوی هم ارزیِ رابطۀ ͷی نخست بنابراین باشد. یͺسان دو هر c1, c2 تعبیرِ

c1 “ c2 ô c1
.
“ c2 P T

˚.

نظر در فوق هم ارزی رابطۀ هم ارزی کلاسهای واقع، در را C جهانِ است. هیلبرت دستگاه در تساوی قوانین نتایج از فوق، رابطۀ  بودن هم ارزی

ͬ گیریم. م

fpc1, . . . , cnq حاصل c1, . . . , cn هر برای که بدانیم باید C جهان در f تعبیر برای باشد. موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی f که کنید فرض حال

است: برقرار T˚ تئوریِ در زیر عبارت که گونەای به دارد وجود cn`1 ثابتِ ͷی که ͬ دانیم م بودن، هنکینͬ به بنا اما چیست.

pDyfpc1, . . . , cnq “ yq Ñ pfpc1, . . . , cnq “ cn`1q.

است: برقرار هم زیر جملۀ طرفͬ از

Dy fpc1, . . . , cnq “ y

زیرا

fpc1, . . . , cnq “ fpc1, . . . , cnq P T
˚.

ͬ کنیم: م تعریف راحتͬ، به بنابراین

fpc1, . . . , cnq “ cn`1.

T˚ تئوری که ͬ دانیم م باشد. برقرار Rpc1, . . . , cnq زمانͬ چه که کنیم تعیین ͬ خواهیم م باشد. موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی R کنید فرض حال

ͬ کنیم: م تعریف نظر، مورد ساختار برای پس، نقیضش؛ یا است، تئوری این در خودش یا Rpc1, . . . , cnq جملۀ است. ماکزیمال تئوری ͷی

pc1, . . . , cnq P Rô Rpc1, . . . , cnq P T
˚

باشد، T˚ تئوری در c1
.
“ cn جملۀ اگر که کنید دقت باشد. خودشان تعبیرشان، C مجموعۀ در موجود ثوابت است: ساده نیز زبان ثوابت تعبیر

ͬ افتد. م C در c1 “ c2 اتفاق آنگاه

۴



ساختار این بیایید دارند. C در تعبیری زبان، این ثوابت و روابط توابع، همۀ یعنͬ است؛ شده ساختار LYC ͷی جهانِ به تبدیل C بدین سان،

.C |ù T˚ که دهیم نشان که است این ͬ مانده، باق اثبات از که قدمͬ آخرین دهیم. نشان C با را

نتیجه این از خاص طور به .φ P T˚ اگروتنهااگر C |ù φ که ͬ دهیم م نشان φ پیچیدگͬ روی استقراء با باشد. جمله ͷی φ که کنید فرض

متغیرهای جای به که است L زبانِ در فرمول ͷی φ آن در که است φpc1, . . . , cnq صورت به φ جملۀ که کنید دقت .C |ù T˚ که شد خواهد

بود. خواهد فرمول L ͷی عنوان به φpx1, . . . , xnq پیچیدگ̞ͬ روی واقع در ما استقرای پس است. گرفته قرار C مجموعۀ از ثابت هایی آن،

tpx1, . . . , xnq که طوری به باشد ترم ͷی tpc1, . . . , cnq کنید فرض باشیم. داشته ترمها دربارۀ مشاهدەای است نیاز استقراء، شروع از پیش

به بنا است. آن در tpc1, . . . , cnq
.
“ tpc1, . . . , cnq جملۀ زیرا است؛ T˚ تئوری در Dx tpc1, . . . , cnq

.
“ x جملۀ است. L زبانِ در ترم ͷی

که طوری به دارد وجود cn`1 ثابت هنکینͬ، ویژگͬ

tpc1, . . . , cnq
.
“ cn`1

داریم: C ساختارِ در که داد نشان ͬ توان م ترم ها پیچیدگͬ روی استقراء با و راحتͬ به است. T˚ تئوریِ در جملەای

tCpc1, . . . , cnq “ cn`1 ô ptpc1, . . . , cnq
.
“ cn`1q P T

˚.

طوری به دارند وجود cn`1, c
1
n`1 P C ثابت های شد، گفته آنچه بر بنا باشد. t1pc1, . . . , cnq

.
“ t2pc1, . . . , cnqصورت به φ جملۀ کنید فرض

T˚ تئوریِ در t1pc1, . . . , cnq
.
“ t2pc1, . . . , cnq جملۀ اگر حال .C |ù t2pc1, . . . , cnq “ c1

n`1 و C |ù t1pc1, . . . , cnq “ cn`1 که

C |ù t2pc1, . . . , cnq “ c1
n`1 نقیض اگر مشابه، طور به است. برقرار C در φ جملۀ بنابراین است، تئوری این در نیز cn`1 “ c1

n`1 جملۀ است،

نیستند. مساوی هم با مربوطه ثابت های باشد، تئوری در

وجود با معادل دقیقاً C در رابطه این برقراری که است Rواضح رابطۀ تعبیر روش به بنا صورت این در ,Rpc1باشد، . . . , cnqصورت به φ اگر

است. T˚ تئوریِ در Rpc1, . . . , cnq جملۀ

برقرار C در زمانͬ دقیقا ψ2pc1, . . . , cnq و ψ1pc1, . . . , cnq که بدانیم که کنید فرض نیز باشد. ψ1 ^ ψ2 صورت به φ فرمولِ کنید فرض

و ۳ (تمرین T˚ بودنِ ماکزیمال به بنا که ͬ آید م دست به رو پیش مشاهدۀ از حالت، این در φ فرمول برای حͺم اثبات باشند. T˚ در که هستند

داریم: (۴ تمرین

ψ1pc1, . . . , cnq ^ ψ2pc1, . . . , cnq P T
˚ ô ψ1pc1, . . . , cnq P T

˚ و ψ2pc1, . . . , cnq P T
˚

.C |ù ψ تنهااگر و اگر T˚ $ ψ استقراء فرض به بنا زیرا ͬ شود،  م اثبات راحتͬ به نظر مورد حͺم باشد، ␣ψ صورت به φ فرمولِ اگر

c ثابت اگروتنهااگر T˚ $ Dxψpx, c1, . . . , cnq داریم باشد. برقرار ψ فرمول برای حͺم و باشد Dxψ صورت به φ فرمولِ کنید فرض حال

T˚ $ ψpc, c1, . . . , cnq استقراء، فرض به بنا طرفͬ، از است. هنکینͬ T˚ تئوری زیرا ˚T؛ $ ψpc, c1, . . . , cnq که طوری به باشد داشته وجود

.C |ù Dxψpx, c1, . . . , cnq آن گاه T $ Dxψpx, c1, . . . , cnq اگر بنابراین .C |ù ψpc, c1, . . . , cnq تنهااگر و اگر

برای استقراء، فرض به بنا .C |ù ψpc, c1, . . . , cnq که طوری به است موجود c P C آنگاه C |ù Dxψpx, c1, . . . , cnq اگر دیͽر طرف از

.T $ Dxψpx, c1, . . . , cnq وجودی، سور اصل به بنا بنابراین، .T $ ψpc, c1, . . . , cnq داریم ψ فرمولِ

تمرین ۳ .۱

.φ P T آنگاه T Y tφu &K اگر φ جملۀ هر برای و T &K هرگاه ͬ نامیم م سازگار ماکزیمال تئوری ͷی را T تئوری .۸ تعریف

.␣φ P T یا φ P T داریم φ جملۀ هر برای واقع در که دهید نشان است. کامل سازگار، ماکزیمال تئوری هر که دهید نشان .۱ تمرین

.φ P T تنهااگر و اگر T $ φ که دهید نشان باشد. ماکزیمال سازگار تئوری ͷی T کنید فرض .۲ تمرین

.pφ1 ^ φ2q P T آنگاه که دهید نشان φ2 P T و φ1 P T اگر باشد. سازگار ماکزیمال T کنید فرض .۳ تمرین

.φ2 P T و φ1 P T آن گاه که دهید نشان pφ1 ^ φ2q P T اگر باشد. سازگار ماکزیمال تئوری ͷی T کنید فرض .۴ تمرین

.φ2 P T یا φ1 P T یا آن گاه که دهید نشان pφ1 _ φ2q P T اگر .T &K که طوری به باشد ماکزیمال تئوری ͷی T کنید فرض .۵ تمرین

۵



نتیجه قضیه، این از بودیم، گفته که طور همان است. مدل دارای نشود استنتاج آن از تناقض که تئوری ͷی که کردیم ثابت گذشته، فصل در

فلسفͬ و ریاضͬ سطوح̧ در کافͬ اندازۀ به قضیه، صورت خودِ توضیحͬ، هیچ بدون دارد. وجود اثبات درست، همواره فرمولهای برای که ͬ شود م

ͬ هایی شͽفت برخͬ به فصل این در حال این با دارد». وجود «اثبات درست، همواره جملات برای که ͬ شود» م «اثبات ریاضͬ، منطق در ͬ زاست: شͽفت

مدلها» «نظریۀ نام به ریاضͬ منطق از شاخەای اصلͬ موضوع ͬ ها، شͽفت نوع این مطالعۀ هستند. قضیه این ریاضͬ کاربرد زاییدۀ که پرداخت خواهیم

است.

اجمالͬ نگاهͬ تصمیم پذیری، ۴ .۱

کنیم: شروع ساده لم ͷی با را بحث

.T $ φ اگروتنهااگر T |ù φ صورت این در باشند. جمله ͷی φ و تئوری ͷی T کنید فرض .۹ لم

تنهااگر و اگر T Y t␣φu $K تنهااگر و اگر باشد، نداشته مدلͬ T Y t␣φu تنهااگر و اگر T Y t␣φu |ùK تنهااگر و اگر T |ù φ اثبات.

.T $ φ

نتیجه ͷی زیر تمرین رفت. خواهند کار به یͺدیͽر جای به گاهͬ ($ ) استنتاج و (|ù) استلزام مفهوم دو کتاب، این در پس این از بالا، لم به بنا

ببینید). را ؟؟ (تمرین است: یͺسان بینͬ این از جالب

دیͽر، بیان به .T $ pφÑ ψq که گرفت ͬ توان نم نتیجه صورت این در که دهید نشان .T $ ψ که بدهد نتیجه T $ φ کنید، فرض .۶ تمرین

باشد. داشته وجود pφÑ ψq برای اثباتͬ که ندارد لزومͬ آن گاه شود، نتیجه ψ بودنِ اثبات پذیر φ بودنِ اثبات پذیر از اگر

گفت. خواهیم سخن آن دربارۀ که دارد سودمندی چندین استنتاج مفهوم هستند، معادل هم با استلزام و استنتاج مفهوم دو که حال عین در

و استنتاج، ما جای به ͬ تواند م الͽوریتم ͷی واقع در سپرد. الͽوریتم ͷی به را آنها ͬ توان م و هستند محدود هیلبرت) دستگاه (در استنتاج قوانین

هرچند است. «ماشینͬ» فرایند ͷی استنتاج و هستیم قواعد از استفاده به نیازمند تنها φ جملۀ ͷی کردن استنتاج برای کند. چاپ را تئوری ͷی نتایج

داریم انتظار که دادەایم تئوری ها بودن ͷوریتمیͽال دربارۀ توضیحͬ زیر در کردەایم، موکول کتاب بعدی بخش های به را «الͽوریتم» دقیق تعریف ارائۀ

باشد. الͽوریتم معنͬ دقیق درک از مستقل آن فهم

مجموعۀ  ͷی یا محاسبەپذیر، مجموعۀ ͷی (یا بازگشتͬ مجموعۀ  ͷی A ͬ گوییم م باشد. طبیعͬ اعداد از دلخواه زیرمجموعۀ ͷی A کنید فرض

در .n R A یا n P A که کند مشخص دقیقاً ͬ دهیم، م آن به را n طبیعͬ عدد ͷی وقتͬ که باشد، داشته وجود الͽوریتم ͷی هرگاه است، تصمیم پذیر)

ͬ کند. م روشن ما برای را A به n تعلق̞ تکلیف و ͬ شود م متوقف الͽوریتم مطمئناً ͬ شود، م داده ما نظر مورد الͽوریتم به n عدد ͷی وقتͬ حالت، این

باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه ͬ نامیم م شمارش پذیر» محاسبەپذیر طور «به یا شمارش پذیر» بازگشتͬ طور «به را N زیرمجموعۀ A مجموعۀ اما

ͷی الͽوریتم به وقتͬ حالت، این در واقع در .n P A که کند اعلام ما به و شود متوقف ،n P A که صورتͬ در ͬ دهیم، م آن به را n P N وقتͬ که

ͬ دهیم، م خود الͽوریتم به را n وقتͬ که جاست این مشͺل ͬ شود. م متوقف الͽوریتم باشد، A به متعلق n که صورتͬ در تنها ͬ دهیم، م را n عدد

n است ممͺن کنیم! صبر باید چقدر که ͬ دانیم نم اما گفت، خواهد ما به را این الͽوریتم باشد A در n و باشیم خوش شانس اگر که ͬ دانیم م فقط

داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه است شمارش پذیر بازگشتͬ طور به A مجموعۀ ͷی معادل، تعریف ͷی به بنا بͺشیم! بیهوده انتظار ما و نباشد A در

کند. چاپ را A اعضای که باشد

کند. چاپ Aرا اعضای همۀ که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ تنهااگر و اگر است شمارش پذیر بازگشتͬ طور Aبه مجموعۀ که دهید نشان .۷ تمرین

باشند. شمارش پذیر بازگشتͬ طور به دو هر Ac و A تنهااگر و اگر است بازگشتͬ A که دهید نشان .۸ تمرین

ͷی tφ : T $ φu مجموعۀ هرگاه ͬ نامیم م تصمیم پذیر را T تئوریِ ͷی داد. تعمیم نیز اول مرتبۀ تئوری های به ͬ توان م را تصمیم پذیری مفهوم

ورودی عنوان به را φ جملۀ ͷی که باشد موجود الͽوریتم ͷی که است تصمیم پذیر T تئوری ͷی زمانͬ دیͽر، بیان به باشد. تصمیم پذیر مجموعۀ 

مشخص و ͬ گیرد م را φ جملۀ ͷی یادشده، الͽوریتم دیͽر بیان به نه؛ یا هست φ مستلزم نظر، مورد تئوری آیا که کند مشخص دقیقاً و کند دریافت

تصمیم پذیر، تئوری ͷی که نکردەایم ادعا بنابراین نیست. T $ ␣φ معن̞ͬ به T & φ که است یادآوری به (لازم T & φ یا T $ φ آیا که ͬ کند م

به کند. چاپ را T جملات که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه ͬ نامیم م شمارش پذیر بازگشتͬ طور به را T تئوری ͷی مشابهاً است). کامل

بازگشتͬ طور به تئوری، ͷی که زمانͬ بنابراین کند. چاپ را tφ : T $ φu مجموعۀ اعضای که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه معادل طور

۶



مناسب ͷمح ͷی زیر قضیۀ شد. خواهد چاپ جمله آن مطمئناً ͬ شود، م نتیجه نظر مورد تئوری از φ جملۀ ͷی که بدانیم اگر است، شمارش پذیر

تئوری هاست: تصمیم پذیری بررسͬ برای

است. تصمیم پذیر T آن گاه باشد، کامل T اگر صورت این در باشد. شمارش پذیر بازگشتͬ طور به تئوریِ ͷی T کنید فرض .۱۰ قضیه

را استنتاج قوانین که الͽوریتمͬ با الͽوریتم، این ترکیب با صورت این در ͬ کند. م چاپ را T تئوری که باشد الͽوریتمͬ M کنید فرض اثبات.

پس است. T نتایج جزو نقیضش یا و خودش یا φ جملۀ  هر اما ͬ کند. م چاپ را T نتایج تمامͬ که ͬ رسیم م N نام به مثلا́  الͽوریتمͬ، به ͬ داند، م

الͽوریتم خروجͬ در φ اگر بͽیرد، را φ جملۀ که داشت الͽوریتمͬ ͬ توان م پس شد. خواهد چاپ آن نقیض یا φ خودِ یا بالاخره φ جملۀ برای مطمئناً

بدهد. no خروجͬ شود، چاپ ␣φ جملۀ N خروجͬ در اگر و yes خروجͬ شود، چاپ جمله این N

ساختارِ برای را ،Peano پئانو، موضوعۀ  اصول ؟؟ بخش̞ در ͬ رساند. م جالبی نتایج به را ما ؟؟ بخش مطالب با بخش این مطالب ترکیب

داشته اول مرتبۀ فرمولهای کردن کد برای روشͬ اگر واقع در هستند؛ الͽوریتم ͷی توسط چاپ قابل پئانو موضوعۀ اصول کردیم. معرفͬ pN,`, ¨q

قضیۀ به بنا باشد، کامل Peano اگر بنابراین هستند. الͽوریتم توسط چاپ قابل که داریم استقرایی اصل شمای ͷی و جمله متناهͬ تعداد باشیم،

است. تصمیم پذیر ۱۰

است. tφ : N |ù φu مجموعۀ با برابر tφ : Peano $ φu مجموعۀ آنگاه باشد،  کامل Peano اگر گفتیم، ؟؟ بخش̞ در آن چه بر بنا طرفͬ از

است برقرار pN,`, ¨q ساختار در جمله آن آیا که بͽوید ما به و کند، دریافت را φ جملۀ ͷی که دارد وجود الͽوریتمͬ باشد، کامل Peano اگر پس

کردەایم: موکول کتاب این در عقب تر به را آن اثبات هم هنوز البته و ͬ کنیم م بیان را گودل ناتمامیت قضیۀ صورت دوباره توضیحات، این با خیر. یا

نیست. کامل نتیجه در نیست،  تصمیم پذیر پئانو گودل). اول (ناتمامیت ۱۱ قضیه

این به اثبات روش است. مدل دارای T آن گاه T &K که طوری به باشد تئوری ͷی T اگر که کردیم اثبات فصل این در فصل. خلاصۀ

جملاتͬ همۀ سپس دارد. شاهد وجودی فرمول هر برای که ͬ کنیم م تئوری ͷی به تبدیل مناسب، جملاتͬ افزودن با را T ابتدا که است صورت

L ͷی به تبدیل را ها «شاهد» مجموعۀ سپس ͬ افزاییم. م آن به ͬ دهند) نم تناقض آن با (یعنͬ دارند سازگاری آمده دست به تئوری با که را

شاهددار کامل شدۀ تئوری که ͬ دهد م رخ اتفاقاتͬ تنها آن، در که است بەگونەای مدل، این ماست. نظر مد تئوری برای مدلͬ که ͬ کنیم م ساختار

باشد. تئوری در Rpc1, . . . , cnq جملەی که هستند R رابطۀ در هم با زمانͬ c1, . . . , cn عناصر مثلا́ ͬ دهد. م اجازه ما

وجود آن برای اثباتͬ باشد، درست همواره جملۀ ͷی φ اگر که ͬ شود م نتیجه است، مدل دارای ͬ دهد نم تناقض که T تئوری هر که این از

ͬ شود: م نتیجه زیر صورت به تمامیت و درستͬ قضیۀ بنابراین بͽیریم. نظر در را T “ tφu تئوری که است کافͬ این، اثبات برای دارد.

|ù φ تنهااگر و اگر $ φ

دارد. وجود آنها برای اثباتͬ که هستند درست همواره جملاتͬ فقط

۷
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