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۱ فصل

استنتاج

شدیم آشنا T |ù φ عبارتِ با گذشته بخشهای در همچنین .H |ù φ هرگاه ͬ نامیم م درست همواره را φ جملۀ ͷی بیاورید: خاطر به را ؟؟ تعریفِ

خوانده زیر صورت به ترتیب به که شد، خواهیم آشنا T $ φ و $ φ نمادِ دو با بخش این در است. φ مستلزم̧ T تئوریِ ͬ شود: م خوانده که

ͬ شوند: م

دارد. وجود اثباتͬ φ گزارۀ برای

دارد. وجود T تئوری اصول از استفاده با اثباتͬ φ گزارۀ برای

آسانͬ به $ دربارۀ صحبت که ͬ دهیم م را هشدار این آن از پیش هستیم. |ù φ عبارتِ دربارۀ بیشتر کاوشͬ نیازمند $ φ عبارت معرف̞ͬ برای

جا، همین در نیست. معنا دربارۀ صحبت شیرینͬ احتمالا˟ و راحتͬ به دستوری، قواعد دربارۀ صحبت که همان گونه دقیقاً نیست، |ù دربارۀ صحبت

است. منطق» ماشین̞ͬ «قسمت به مربوط نمادی ،T $ φ که ͬ کنیم م اشاره

این در اما هستند. φ برای مدلͬ Lساختارها همۀ که است این منظورمان |ù φ ͬ  نویسیم م و است، L زبانِ در جملەای φ وقتͬ که کنید دقت

|ù φ که است این است، نشده لحاظ L زبانِ |ù φ نمادِ در که این علت پس هستند. φ برای مدلͬ نیز L1 Ě L برای ساختارها، L1 همۀ صورت

است. درست φ آن در باشد، داشته φ جملۀ تعبیر برای کافͬ عملͽرهای که ساختاری هر یعنͬ

دارد. L در موجود نمادهای تمام بر افزون ثابت، نماد ͷی که باشد زبان ͷی L1 “ LY tcu و باشد اول مرتبۀ زبانِ ͷی L کنید فرض .۱ تمرین

هستند: معادل هم با زیر موارد صورت این در باشد. اول مرتبۀ فرمول ͷی φpxq کنید فرض همچنین

،|ù φpcq .۱

،|ù @x φpxq .۲

.M |ù φrβs داریم متغیرها به β مقدارده̞ͬ نگاشت هر و M Lساختار هر برای .۳

داد: تعمیم زیر صورت به ͬ توان م راحتͬ به را بالا تمرین̞

هستند: معادل هم با زیر موارد صورت این در .L1 “ LY tc1, . . . , cnu و باشد فرمول L ͷی φpx1, . . . , xnq کنید فرض .۱ لم

|ù φpc1, . . . , cnq .۱

|ù @x1, . . . , xn φpx1, . . . , xnq .۲

.M |ù φrβs داریم متغیرها به β مقدارده̞ͬ نگاشت هر و M Lساختار هر برای .۳

|ù φpc1, . . . , cnq هرگاه |ù φpx1, . . . , xnq ͬ کنیم م تعریف صورت این در باشد. اول مرتبۀ فرمول ͷی φpx1, . . . , xnq کنید فرض .۲ تعریف

هستند. L زبانِ از خارج ثوابتͬ c1, . . . , cn آن در که

نگاشت هر با و M Lساختار هر برای هرگاه |ù φ ͬ نویسیم م باشد، اول مرتبۀ فرمول ͷی φ اگر گفتیم، تعریف از پیش آنچه و بالا، تعریف به بنا

.M |ù φrβs باشیم داشته M در β مقداردهͬ

۱



قواعد و موضوعه اصول ۱ .۱

صورت به عبارتهای و موضوعه، اصل را |ù φ صورت به عبارتهای بخش، ادامۀ در

|ù ψ آنگاه |ù φ اگر

کردەایم. معرفͬ زیر در را خاص قاعده و موضوعه اصل چند بعدی، استفاده منظور به نامیدەایم. قاعده را

موضوعه اصول ۲ .۱

اول مرتبۀ منطق تاتولوژی های ۱ .۲ .۱

کردەایم. معرفͬ را آنها ادامه در که هستند ها «تاتولوژی » درست همواره فرمولهای از مهم مثال ͷی

ریاضͬ مبانͬ درس در ریاضͬ دانشجویان عموماً نیازمندیم. گزارەها» «منطق یعنͬ اول، مرتبۀ منطق از سادەتر منطقͬ به تاتولوژی ها، تعریف برای

کردەایم، ارائه گزارەها منطق دربارۀ اینجا در ما که توضیحͬ رو این از آشناست. دانشͽاهیان برای کافͬ اندازۀ به منطق این و ͬ شوند م آشنا منطق این با
۱ کند. مطالعه گزارەها منطق با آشنایی برای را [؟] و [؟] منابع̧ ͬ تواند م علاقەمند خوانندۀ است. یادآوری نوع از تنها و مختصر

به منطق این در فرمولͬ هر و ͬ شود م گرفته نظر در الفبا عنوان به tp, q, . . .uصورت به اتمͬ گزارەهای از مجموعه ͷی گزارەها، منطق ͷی در

از استفاده با علائم این از کدام هر ͬ شود، م Ñ,J,K,_,^,␣استفاده علائم از fpp1, . . . , pnqساخت در است. fpp1, . . . , pnqͷی صورت

کشید. آن در رفته کار به اتمͬ گزارەهای ارزش اساس بر ارزش جدول ͷی fpp1, . . . , pnq برای ͬ توان م نهایتاً و ͬ شوند م تعریف ارزش جدول ͷی

برای دارند؛ درست ارزش باشند، داشته p1, . . . , pn اتمهای درست)که یا (غلط ارزشͬ هر ازای به fpp1, . . . , pnqصورت به گزارەهای از برخͬ

ͬ شود. م گفته گزارەها منطق تاتولوژی های گزارەهایی، چنین به است. چنین pp_␣pq گزارۀ مثال

این جا در را اثباتش که زیر، مهم قضیۀ و ͬ دهند م بولͬ جبر ͷی تشͺیل ^,_,␣,J,K اعمال همراه به گزارەها منطق ͷی فرمولهای مجموعۀ

ͬ کند: م معلوم را تاتولوژی فرمولهای تکلیف ͬ آوریم، نم

آید. دست به جبربولͬ قوانین اعمال بار متناهͬ با اگروتنهااگر است تاتولوژی گزارەها، منطق در fpp1, . . . , pnq گزارۀ ͷی .۳ قضیه

هستند: تاتولوژی گزارەها منطق در زیر فرمولهای .۴ مثال

pp_␣pq .۱

ppp^ ppÑ qqq Ñ qq .۲
´

ppp^ qq Ñ rq Ñ ppÑ pq Ñ rqq
¯

.۳

هستند. تاتولوژی بالا، مثال فرمولهای که کنید تحقیق ارزش، جدول کشیدن با .۲ تمرین

هستیم. اول مرتبۀ منطق های «تاتولوژی » تعریف آمادۀ حال

φ1, . . . , φn اولِ مرتبۀ فرمولهای با ترتیب به را p1, . . . , pn اتمهای باشد. گزارەها منطق در تاتولوژی ͷی fpp1, . . . , pnq کنید فرض .۵ تعریف

ͬ شود. م گفته اول مرتبۀ منطق در تاتولوژی ͷی حاصل فرمولِ به کنید. جایͽزین

که گفتەایم زیر قضیۀ در هستند. اول مرتبۀ منطق در تاتولوژی هایی ppφ ^ pφ Ñ ψqq Ñ ψq و pφ _ ␣φq فرمولهای مثال، عنوان به پس

هستند. درست همواره فرمولهای از مصداقͬ اول، مرتبۀ منطق تاتولوژی های

.|ù φ داریم صورت این در باشد. اول مرتبۀ منطق در تاتولوژی ͷی φ جملۀ کنید فرض .۶ قضیه
زیر: نشانͬ به ریاضͬ مبانͬ جزوۀ ۱همچنین

https://mohsen-khani.github.io/mabani-riyazi/jozve/mabanikol.pdf

۲

https://mohsen-khani.github.io/mabani-riyazi/jozve/mabanikol.pdf


ͷی M که کنید فرض نیز گزارەهاست. منطق در تاتولوژی ͷی fpp1, . . . , pnq آن در که باشد fpψ1, . . . , ψnqصورت به φ کنید فرض اثبات.

خواهیم صورت هر در ولͬ ͬ دهد. م رخ M |ù ␣ψi یا M |ù ψi موارد از ͬͺی ها ψi از کدام هر برای صورت این در باشد. دلخواه Lساختار

است. شده تعریف گزارەها منطق قوانین مشابه قوانین با Lساختارها در فرمولها صدق زیرا M |ù fpψ1, . . . , ψnqداشت

ͷی حال دارد. ۱ ارزش همواره باشند، داشته pi که ارزشͬ هر از نظر صرف fpp1, . . . , pnq که کنید دقت بیشتر، توضیح عنوان به

داریم حال .M |ù ␣ψi اگر بͽیرید صفر و M |ù ψi اگر بͽیرید ͷی را pi ارزش بͽیرید: نظر در رو پیش صورت به ها pi به ارزش دهͬ

باشد. ͷی ارزش دارای شده معرفͬ ارزش دهͬ با fpp1, . . . , pnq اگروتنهااگر M |ù fpψ1, . . . , ψnq

عمومͬ سور اصل ۲ .۲ .۱

t ترم̧ ͷی در وقتͬ کرد. جایͽزین s ترم̧ با را x آزادِ متغیر فرمولها، و ترمها در ͬ توان م صورت این در باشد. ترم ͷی s و متغیر ͷی x کنید فرض

«آزادِ» متغیر جای گذاری با که را فرمولͬ باشد، فرمول ͷی φ اگر همچنین ͬ دهیم. م نشان t sx با را حاصل ترم ͬ کنیم، م جایͽزین s ترم̧ با را x متغیرِ

ͬ دهیم. م نشان φ s
x با آید، دست به s ترم با x

t “ gpfpx, yqq و s “ fpgpxq, gpyqq ترمهای هستند، موضعͬ تک و دو ترتیب به تابعͬ نمادهای f, g آن در که L “ tf, gu زبانِ در .۷ مثال

نظر در φ : Dyfpx, yq “ z فرمول همچنین .t sy “ gpfpx, fpgpxq, gpyqqqq و t sx “ gpfpfpgpxq, gpyqq, yqq داریم بͽیرید. نظر در را

.φ s
y “ Dyfpx, yq “ z و φ s

x “ Dyfpfpgpxq, gpyqq, yq “ z داریم بͽیرید.

کنیم. بیان دقیق صورت به را تعاریف که است نیاز

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به t ساختِ روی استقراء با را t sx جدید ترم̧ x متغیرِ و ،s و t ترم های برای .۸ تعریف

.t sx “ s ͬ کنیم: م تعریف باشد، x متغیر همان t ترم اگر .۱

.t sx “ t ͬ کنیم: م تعریف باشد، ثابت ͷی یا ،x از غیر متغیری t ترم̧ اگر .۲

.t sx “ fpt1
s
x , . . . , tn

s
x qصورت این در باشد. fpt1, . . . , tnqصورت به t ترم کنید فرض .۳

دارد: وجود روش دو fpgpaqq محاسبۀ برای صورت این در باشند. M مجموعۀ ͷی روی تابع دو gpxq, fpxq کنید فرض

دهیم. قرار را a مقدار x جای به سپس و بیاوریم دست به را f ˝ gpxq ترکیبی̞ تابع̧ ابتدا اول: روش

دهیم. قرار f در را gpaq مقدار سپس و کنیم حساب را gpaq ابتدا دوم: روش

و βpxq “ a که طوری به باشد M ساختارِ در متغیرها به مقداردهͬ نگاشت ͷی β و باشند Lترم دو spx, yq و tpxq کنید فرض مشابهاً

کرد: حساب ͬ توان م طریق دو به را t sx rβs مقدارِ .βpyq “ b

دیͽر بیان به دهیم؛ قرار را β توسط شده مشخص مقادیر متغیرهایش جای به سپس و کنیم تعبیر M ساختارِ در را t sx ترکببی̞ ترم اول: روش .۱

کنیم. محاسبه را t sx
M
rβs

کنیم. محاسبه را tMpsMrβsq مقدار دوم: روش .۲

کردەایم: بیان صورت دقیق ترین به زیر، در را گفته همین هستند. t ˝ spa, bq “ tpspa, bqq برابری برای بیانͬ واقع، در بالا روش دو

صورت این در باشند. M ساختارِ در مقداردهͬ نگاشت ͷی β و ترم ͷی s و متغیر ͷی x کنید فرض .۹ قضیه

t
s

x

M
rβs “ tMrβ

sMrβs

x
.s

ترمها). ساخت روی استقراء  (با تمرین اثبات.

تعریف در ͬ دهیم. م نشان φ s
x با را حاصل فرمول ͬ کنیم، م جایͽزین s ترم̧ با را x آزادِ متغیر ͷی φ فرمولِ ͷی در وقتͬ که گفتیم بالا در

φ فرمول وقتͬ اما است. φ همان φ s
x صورت این در ͬ دانیم، م را ψ s

x معنای و است Dxψ صورت به φ فرمولِ وقتͬ که کنید دقت φ s
x استقرایی

.φ s
x “ Dyψ

s
x داریم است، x از غیر متغیری y و است Dyψ صورت به

۳



ͬ شود: م تعریف زیر استقرائͬ صورت به φ s
x فرمولِ باشند. ترم ͷی s و متغیر ͷی x فرمول، ͷی φ که کنید فرض .۱۰ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف t1 s
x

.
“ t2

s
x صورت به را φ s

x باشد، t1
.
“ t2 صورت به φ فرمول اگر .۱

.φ s
x “ Rpt1

s
x , . . . , tn

s
x q ͬ کنیم: م تعریف باشد، Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمول اگر .۲

.φ s
x “ pφ1

s
x ^ φ2

s
x q ͬ کنیم: م تعریف باشد pφ1 ^ φ2qصورت به φ فرمول اگر .۳

.φ s
x “ ␣ψ

s
x ͬ کنیم: م تعریف باشد ␣ψ صورت به φ فرمول اگر .۴

.φ s
x “ Dxψ ͬ کنیم: م تعریف باشد، Dxψ صورت به φ فرمول اگر .۵

.φ s
x “ Dyψ

s
x ͬ کنیم: م تعریف باشد، Dyψ صورت به φ فرمول اگر .۶

s “ fpgpxq, gpyqq ترم هستند، موضعͬ تک و دو ترتیب به تابعͬ نمادهای f, g آن در که L “ tf, gu زبانِ در .۱۱ مثال

.φ s
y “ Dyfpx, yq “ z φو s

x “ Dyfpfpgpxq, gpyqq, yq “ z داریم بͽیرید. نظر در Dyfpx, yq “ z فرمول همچنین بͽیرید. نظر در را

فرمولِ مثال برای ͬ شود. م فرمول سورهای با تداخل ͷی ایجاد موجب فرمول، ͷی در متغیرها جای به ترمها جایͽزینͬ گاهͬ

ͬ کنیم، م جایͽزین s “ x2 ` y ترم با را x متغیر فرمول، این در وقتͬ بͽیرید. نظر در L “ t`, ¨u زبان در را φpxq “ Dy y2
.
“ x

داریم

φ
s

x
“ Dy y2 “ x2 ` y.

دارد. قرار اولیه فرمول سورهای تأثیر تحت متغیرهایش که است شده جایͽزین ترم ͷی با دارد، آزاد حضور فرمول، در که x متغیر یعنͬ

نظر در را s2 “ x2 ` y2 و s1 “ x2 ` y2 ` z2 ترمهای همراه به را φpx, yq “ Dzx ` y “ z فرمولِ L “ t`, ¨u زبانِ در .۳ تمرین

بنویسید. را x` 2y s2
y ترم همچنین بنویسید. را φ s2

x و φ s1
x فرمول˼های بͽیرید.

x متغیر جای به وقتͬ هرگاه است، آزاد φ فرمول در s ترم̧ برای x متغیر ͬ گوییم م باشند. متغیر ͷی x و فرمول ͷی φ ترم، ͷی s کنید فرض

نباشد، آزاد φ فرمول در x متغیر یا که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ حالت این نشود. پای بند x متغیر حاصل فرمول در ͬ دهیم، م قرار را s ترم ،φ فرمول در

x جای به را s وقتͬ که باشد نداشته سوری هیچ φ فرمول ولͬ باشد آزاد x متغیر که این یا ندارد؛  معنایی s با آن کردن جایͽزین صورت این در که

از غیر متغیرهایی روی φ سورهای که است آزاد φ در s ترم برای زمانͬ x آزادِ متغیرِ دیͽر، بیان به شود. سور آن درگیر s در متغیری ͬ دهیم، م قرار

کردەایم: دقیق را تعریف زیر، در باشند. s در شده استفاده متغیرهای

یا باشد، پای بند φ فرمول در x متغیر هرگاه است آزاد φ فرمول برای s ترم در x متغیر ͬ گوییم م .۱۲ تعریف

باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمول .۱

باشد. Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمول .۲

باشد. آزاد ψ در s برای x متغیر و باشد ␣ψ صورت به φ فرمولِ .۳

باشد. آزاد ψ2 در هم و ψ1 در هم s برای x متغیر و باشد pψ1 ^ ψ2qصورت به φ فرمول .۴

نباشد. s در رفته کار به متغیرهای جزو y و باشد، آزاد s برای ψ در x باشد، Dyψ صورت به φ فرمول .۵

جایͽذاری صورت در زیرا نیست؛ آزاد φpxq فرمول در s ترم برای x متغیر باشد، x2`y2 ترم s و Dy x`y
.
“ 0 فرمول φpxq اگر بنابراین

را s در موجود متغیرهای از متغیری Dy سور و ͬ رسیم م φ s
x px, yq “ φpspx, yqq “ Dy px2 ` y2q ` y “ 0 فرمول به x2 ` y2 توسط x

ͬ کند. م درگیر

معنͬ به x “ 1, y “ 2 در φpspx, yqq فرمولِ برقراری آیا که بدانیم ͬ خواهیم م بدهیم. ۲ مقدارِ y متغیر به و ۱ مقدارِ x متغیر به بیایید اما

و Dy 2 ` y “ 0 یعنͬ دومͬ اما Dy1 ` y2 ` y “ 0 یعنͬ اولͬ، که ͬ دهد م نشان دقت کمͬ است؟ x “ sp1, 2q در φpxq فرمول برقراری

هستند. متفاوت فرمول دو اینها

۴



فرض همچنین باشند. M ساختار در متغیرها به مقداردهͬ نگاشت ͷی β و Lترم ͷی s Lساختار، ͷی M کنید فرض (جایͽذاری). ۱۳ قضیه

M |ù φrβ sMrβs

x s اگروتنهااگر M |ù φ s
x rβsصورت این در باشد. آزاد φ فرمول در s ترم برای x متغیر که کنید

با معادل M |ù φ s
x rβs پس است. t1

.
“ t2

s
x فرمولِ ،φ s

x صورت این در باشد. t1
.
“ t2 صورت به φ فرمولِ کنید فرض اثبات.

M |ù φrβ sMrβs

x s معنͬ به آخر عبارت اما .tM1 rβ
sMrβs

x s “ tM2 rβ
sMrβs

x s با: است معادل قبل لم به بنا این و است ،tM1 s
x rβs “ tM2

s
x rβs

است.

صورت به φ که ͬ کنیم م بررسͬ را حالتͬ تنها ادامه در و ͬ کنیم م رها تمرین عنوان به را φ فرمول مختلف حالات برای قضیه استقرایی اثبات

داریم است. آزاد ψ فرمول در s برای x متغیر آن در و است Dyψ

M |ù Dyψ
s

x
rβs ô ψ

s

x
rβ
a

y
s a عنصر ͷی برای

ôM |ù ψrβ
a

y

sMrβ a
y s

x
s استقراء فرض طبق

ôM |ù Dyψrβ
sMrβ a

y s

x
s تعریف طبق

ôM |ù Dyψrβ
sMrβs

x
s.

.sMrβs “ sMrβ a
y s داریم است، نرفته کار به s در y چون ͬ شود: م توجیه صورت بدین آخر خط

صورت این در باشد. آزاد φ فرمولِ در t ترم̧ برای x متغیرِ کنید فرض وجودی). سور (اصل ۱۴ قضیه

|ù pφ
t

x
Ñ Dxφq

باشد، φ t
x rβs برای مدلͬ ͷی M اگر است. درست فوق فرمول β مقدارده̞ͬ هر با و M Lساختارِ هر در که دهیم نشان باید ۱ لم به بنا اثبات.

.M |ù Dxφ بنابراین M |ù φrβ tMrβs

x s ۱۳ قضیۀ به بنا صورت این در

ͬ کنیم م جایͽزین y توسط را x وقتͬ که است واضح بͽیرید. نظر در را @yx .
“ y فرمول هستند: مهم بالا قضیۀ شرایط که است دقت به لازم

.Dx @y x
.
“ y که گرفت نتیجه ͬ توان نم فرمول این از ولͬ ͬ رسیم؛ م @y y

.
“ y فرمولِ به

|ù pRpx, yq Ñ DxRpx, yqq که دهید نشان .۴ تمرین

است؟ زوج x` y عدد y هر برای که طوری به دارد وجود ای x که ͬ شود م نتیجه این از آیا است. زوج y ` y که ͬ دانیم م y هر برای .۵ تمرین

است. گرفته صورت اشتباهͬ چه که دهید توضیح

|ù pφ t
x Ñ Dxφq آنگاه باشد، سور بدون فرمول ͷی φ اگر که دهید نشان .۶ تمرین

نباشد. برقرار Dxφrβs و باشد برقرار β ارزش دهͬ ͷی با و ساختار ͷی در φ t
x آنها در که بزنید دیͽر مثال چند .۷ تمرین

که دهید نشان .۸ تمرین

|ù @yRpx, yq Ñ Dx@yRpx, yq.

|ù DyRpx, yq Ñ DxDyRpx, yq.

که دهید نشان باشد. φ فرمولِ در آزاد متغیر ͷی x کنید فرض .۹ تمرین

|ù φpxq Ñ Dxφpxq.

که دهید نشان .۱۰ تمرین

|ù

´

pppyq ^ qpyqq Ñ Dxpppxq ^ qpxqq
¯

.

۵



کجاست؟ مشͺل است؟ درست زیر عبارت آیا .۱۱ تمرین

|ù

´

@y ppy, y2 ` yq Ñ Dx@yppy, xq
¯

.

کنید: بحث زیر عبارت درستͬ دربارۀ بالا، تمرین مشابه .۱۲ تمرین

|ù

´

@y tpyq ă y Ñ Dx@y x ă y
¯

تساوی موضوعۀ اصول ۳ .۲ .۱

ͬ گوییم: م تساوی موضوعۀ اصول موارد، این به هستند. درست هموارە همه زیر، موارد .۱۵ لم

@x x
.
“ x

@x, y px
.
“ y Ñ y

.
“ xq

@x, y, z ppx
.
“ y ^ y

.
“ zq Ñ x

.
“ zq

@x1, . . . , xn, y1, . . . , yn px1
.
“ y1 ^ . . .^ xn “ ynq Ñ pfpx1, . . . , xnq

.
“ fpy1, . . . , ynqq

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn px1
.
“ y1 ^ . . . xn

.
“ ynq Ñ pRpx1, . . . , xnq Ø Rpy1, . . . , ynqq.

ͬ شود. م گرفته نظر در موضوعه اصل ͷی L زبانِ در R رابطەای نماد هر و f تابعͬ نماد هر برای آخر، مورد دو در

قواعد ۳ .۱

«قاعده» دو بخش، این در است. |ù φصورت به عبارتͬ که نامیدیم «اصل علت این به را وجودی» سور معرفͬ «اصل گفتیم، پیش نیز که طور همان

دارد: زیر مشابه صورتͬ قاعده هر ͬ کنیم. م معرفͬ

.|ù ψ آنگاه |ù φ اگر

۲ .|ù ψ آنگاه |ù φ و |ù pφÑ ψq اگر استثنایی). (قیاس ۱۶ قضیه

واضح. اثبات.

.|ù pDxφÑ ψq آنگاه |ù pφÑ ψq اگر صورت این در نباشد. آزاد ψ فرمولِ در x متغیر کنید فرض وجودی). سور معرفͬ (قاعدۀ ۱۷ قضیه

داریم β دلخواه˼ مقداردهͬ نگاشت هر برای که ͬ دهیم م نشان |ù pφ Ñ ψq که این فرض با باشد. Lساختار ͷی M کنید فرض اثبات.

نتیجه |ù pφÑ ψq از .M |ù φrβ a
x s که طوری به است موجود a PM مانند عنصری آنگاه M |ù Dxφrβs اگر .M |ù pDxφÑ ψqrβs

.M |ù ψrβs داریم ؟؟ به بنا و نیست، ψ آزادِ متغیرهای جزو x که آنجا از .M |ù ψrβ a
x s که ͬ شود م

است. ضروری ψ در x نبودنِ آزاد شرط ۱۷ قضیه قضیۀ در که دهید نشان .۱۳ تمرین

استنتاج تعریف ۴ .۱

دقیق تر: بیان به ͬ گوییم. م اثبات پذیر فرمول ͷی شود، حاصل فصل این در شده معرفͬ قواعد و موضوعه اصول از استفاده با که فرمولͬ هر به

:φ هرگاه $ φ ͬ نویسیم م و است، اثبات پذیر هیلبرت) دستگاه (در φ ͬ گوییم م باشد. Lفرمول ͷی φ کنید فرض .۱۸ تعریف

یا باشد، وجودی سور اصل ͷی یا اول، مرتبۀ تاتولوژی ͷی تساوی، اصولِ از ͬͺی .۱

باشد. آمده دست به دیͽر اثبات پذیر فرمولهای از وجودی سور معرفͬ یا استثنایی، قیاس قواعد از ͬͺی بردن کار به .۲
ͬ نامیم. م (modus ponens (مخففِ ⅯP قاعدۀ را،  قاعده این ۲

۶



ͷی یا φi هر و φn “ φ که طوری به باشد، داشته وجود فرمولها از φ1 . . . , φn متناهͬ دنبالۀ ͷی که ͬ دهد م رˀخ زمانͬ $ φ دیͽر، بیان به

که است طبیعͬ ͬ نامیم. م φ فرمول برای استنتاج ͷی را دنبالەای چنین است. آمده درست به قبلͬ جملات از قاعده ͷی از استفاده با یا و است اصل

باشد. داشته وجود است، اثبات قابل که φ فرمولِ ͷی برای مختلفͬ استنتاج های است ممͺن

ͬ کند: م پیروی زیر قوانین از استنتاج پس

.$ φ آنگاه باشد، اول مرتبۀ تاتولوژی ͷی φ اگر .۱

.$ φ آنگاه باشد تساوی اصول از ͬͺی φ اگر .۲

$ φ t
x Ñ Dxφ آنگاه باشد آزاد φ در t ترم به نسبت x اگر .۳

.$ ψ آن گاه $ pφÑ ψq و $ φ اگر .۴

.$ DxφÑ ψ آنگاه $ φÑ ψ اگر آنگاه نباشد آزاد ψ در x اگر .۵

.$ ψ صورت این در که دهید نشان .$ pφ1 ^ φ2q Ñ ψ و $ φ2 ،$ φ1 که کنید فرض .۱۹ مثال

اثبات.

$ pppφ1 ^ φ2q Ñ ψq Ñ pφ1 Ñ pφ2 Ñ ψqqq تاتولوژی (۱ .۱)

$ pφ1 ^ φ2q Ñ ψ فرض به بنا (۲ .۱)

$ pφ1 Ñ pφ2 Ñ ψqq ⅯP و ۲ .۷ و ۱ .۷ به بنا (۳ .۱)

$ φ1 فرض به بنا (۴ .۱)

$ pφ2 Ñ ψq ⅯP و ۴ .۷ ،۳ .۷ به بنا (۵ .۱)

$ φ2 فرض به بنا (۶ .۱)

$ ψ ⅯP و ۶ .۷ ،۵ .۷ بنابه (۷ .۱)

.$ @xφÑ φ t
x که دهید نشان صورت این در باشد. آزاد t به نسبت φ در x کنید فرض عمومͬ). سور (اصل ۲۰ مثال

$ ␣φ t
x Ñ Dx␣φ داریم: وجودی سور اصل به بنا اثبات.

.$ pφÑ @xψq آن گاه $ pφÑ ψq اگر که دهید نشان نباشد. آزاد ϕ فرمولِ در x متغیر کنید فرض عمومͬ). سور معرفͬ (قاعده ۲۱ مثال

$ pDx␣ψ Ñ ϕq داریم عمومͬ سور معرفͬ قاعدۀ  به بنا بنابراین نیست، آزاد ϕ در x و $ p␣ψ Ñ ␣ϕq داریم اثبات.

است. درست همواره فرمولِ ͷی φ آن گاه باشد داشته وجود φ فرمولِ برای استنتاجͬ اگر دیͽر بیان به .|ù φ بوضوح $آنگاه φ اگر کنید توجه

دست به مدلها تمامͬ در درست همواره فرمولهای از ͬ شوند، م استفاده هیلبرت دستگاه در φ اثباتِ در که اصولͬ و قواعد تمام که است این علت˂

متغیرها به مقداردهͬ گونه هر با و Lساختارها همۀ در φ فرمول اگر آیا یعنͬ $؟ φ که ͬ شود م نتیجه |ù φ از آیا است این سخت تر سوال اما آمدند.

فصل در البته و دارد، نام گودل تمامیت قضیۀ البته و است، مثبت سوال این پاسخ دارد؟ وجود φ برای اثباتͬ لزوماً صورت این در آیا باشد، درست

که کنید دقت دارد. وجود اثباتͬ درست، همواره جملۀ  هر برای که گفت خواهد ما به گودل، تمامیت قضیۀ  پس بپردازیم. بدان است قرار بعدی

شروع ͬ تواند م رایانه این داد. رایانه ͷی به دستورالعمل عنوان به آنها ͬ توان م و هستند ساده بسیار کردەایم معرفͬ استنتاج برای که قواعدی و اصول

است. درست همواره فرمولهای همۀ از متشͺل خروجͬ این و بدهد خروجͬ دستورالعمل ها، این از استفاده با و کند کار به

آنگاه $LYtc1,...,cnu φpc1, . . . , cnq اگر .c1, . . . , cn R L و باشد L زبانِ در فرمول ͷی φpx1, . . . , xnq کنید فرض .۲۲ لم

.$L φpx1, . . . , xnq

۷



xi از ها ci جای به اثبات، این تمام این در اگر باشد. φpc1, . . . , cnq برای اثباتͬ φ1pc1, . . . , cnq, . . . φmpc1, . . . , cnq کنید فرض اثبات.

ͬ رسیم. م φpx1, . . . , xnq برای اثباتͬ به کنیم، استفاده

با که جملەای که ͬ شود م اثبات زمانͬ فرمول، ͷی گرفت. نظر در جملات برای فقط فرمولها، جای به را استنتاج مفهوم ͬ توان م بالا، لم به بنا

باشد. اثبات پذیر ͬ شود، م ایجاد ثوابت توسط آزاد متغیرهای کردن جایͽزین

تمرین ۵ .۱

.$ p@xRpx, yq Ñ Rpx, yqq که دهید نشان .۱۴ تمرین

$ p@xHpxq Ñ Hpxqq که دهید نشان .۱۵ تمرین

.$ Rpyq آنگاه $ Rpxq اگر که دهید نشان .۱۶ *تمرین

کنید. جایͽزین y با را x است، شده نوشته Rpxq برای که استنتاجͬ در راهنمایی.

.$ @xRpxq آنگاه $ Rpxq اگر که دهید نشان .۱۷ *تمرین

.$ pRpyq Ñ @xRpxqq آنگاه $ pRpyq Ñ Rpxqq اگر ،$ pRpxq Ñ pRpyq Ñ Rpxqqq ،۱۶ *تمرین کنید: استفاده زیر موارد از

$ p@xφÑ φ t
x q که دهید نشان باشد، سور بدون فرمول ͷی φ کنید فرض .۱۸ تمرین

.$ p@xHpxq Ñ @xRpxqq آنگاه $ p@xHpxq Ñ Rpxqq اگر که دهید نشان .۱۹ تمرین

.$ pDx@yRpx, yq Ñ @yDxRpx, yqq که دهید نشان .۲۰ تمرین

بͽیرید. ͷکم ۴ تمرین و ۱۴ تمرین از راهنمایی.

.$ DxpHpxq Ñ @yHpyqq که دهید نشان .۲۱ تمرین

.$ pφ1 ^ φ2q آنگاه $ φ2 و $ φ1 اگر که دهید نشان .۲۲ تمرین

کنید. استفاده ppÑ pq Ñ p^ qqq تاتولوژی از راهنمایی.

۸
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