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۱ فصل

ایزومرفیسم* و تعریف پذیری

معرفͬ مفاهیم وانگهͬ، کند؛ حذر فصل این خواندن از ͬ تواند م برسد، گودل ناتمامیت و تمامیت قضایای به زودتر که است علاقەمند که خوانندەای

ریاضیدانان اکثر ͬ شود. م ریاضͬ عمومͬ بینش افزایش به منجر آنها خواندن و هستند ریاضیات دنیای در طبیعͬ بسیار مفاهیم جزو فصل، این در شده

کمتر همچنین ندارند. اختیار در را است آمده بخش این در که صورتͬ به آن، دقیق تعریف  هیچͽاه اما ͬ کنند م استفاده مدام تعریف پذیری مفهوم از

ایزومرف ایزومرف،گرافهای حلقەهای ایزومرف، میدانهای ایزومرف، گروههای نشود: صحبت ایزومرفیسم دربارۀ آن در که هست ریاضیات از بخشͬ

جبر در طبیعͬ مفهومͬ ایزومرفیسم آشناست. ایزومرفیسمهای این همۀ تعریفِ تعمیم آموخت خواهیم ایزومرفیسم دربارۀ فصل این در آنچه غیره. و

مفاهیم هرسۀ بخش این در است. مقدماتͬ هم ارزی نام به بیشتر اهمیت با گاهͬ و ضعیف تر تعریف با مفهومͬ دارد، اضافەتر منطق آنچه اما است،

شد. خواهند معرفͬ یادشده

تعریف پذیری ۱ .۱

و روابط توابع، است، شده داده نشان . . . با ساختار این نمایش در آنچه که ͬ داند م (خواننده باشد. ساختار L ͷی M “ pM, . . .q کنید فرض

دارند). قرار L زبانِ ثوابتِ و رابطەای تابعͬ، نمادهای با تناظر در که هستند ثوابتͬ

ͷی φpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq که کنید فرض همچنین .a1, . . . , am P M و باشد Mn از زیرمجموعه ͷی X کنید فرض .۱ تعریف

هرگاه ͬ شود م تعریف a1, . . . , am پارامترهای ِͷکم با و φpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq فرمولِ توسط X ͬ گوییم م باشد. Lفرمول

X “ tpb1, . . . , bnq PM
n|M |ù φpb1, . . . , bn, a1, . . . , amqu.

به X مجموعۀ آنها ͷکم با که موجودند a1, . . . , an عنصرِ تعدادی و φ فرمولِ ͷی یعنͬ است تعریف قابل پارامتر با X مجموعۀ گوییم  ͬ م وقتͬ

ͬ شود. م تعریف بالا صورت

اعداد مجموعۀ از زیرمجموعه ͷی عنوان به زوج، اعداد مجموعۀ بͽیرید. نظر در دارد) جمع برای علامتͬ که زبانͬ (در را pN,`q ساختارِ .۲ مثال

است: زیر مجموعۀ با برابر زوج اعداد مجموعۀ زیرا است. تعریف قابل ساختار، این در طبیعͬ

tx P N|pN,`q |ù Dy x “ y ` yu.

پارامتری هیچ از استفاده به نیاز تعریف این در و ͬ شود؛ م تعریف φpxq “ Dy ` py, yq .
“ x فرمولِ توسط زوج اعداد مجموعۀ بهتر، بیان به

نیست.

کنید فرض است. مختلط اعداد مجموعۀ  C آن در که بͽیرید، نظر در را pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ .۳ مثال

زیرمجموعۀ ͷی C در چندجملەای این ریشەهای مجموعۀ باشد. چند جملەای ͷی fpxq “ anx
n ` an´1x

n´1 ` . . .` a1x` a0

است: تعریف پذیر

A “ tx|pC,`, ¨, 0, 1q |ù anx
n ` an´1x

n´1 ` . . .` a1x` a0
.
“ 0u

۱



فرمولِ دقیق تر طور به

φpx, y0, . . . , ynq “ φ “ ynx
n ` . . .` y1x` y0

.
“ 0

داریم بͽیرید. نظر در را

A “ tx|pC,`, ¨, 0, 1q |ù φpx, a1, . . . , anq.

صورت به ۲ درجۀ چندجملەای ͷی f که زمانͬ مثلا́ که کند توجه دارد بیشتری وسواس که خوانندەای کردەایم. تسامح بالا فرمولِ نوشتن در البته

است: زیر صورت به دقیقاً φpx, y0, y1, y2q فرمولِ است، a2x2 ` a1x` a0

`p`p¨py2, ¨px, xqq, ¨py1, xqq, y0q
.
“ 0

است: زیر تمرین پاسخ دیدیم، بالا در آن چه

است. تعریف پذیر هستند،  n مشخص درجۀ از چندجملەای ͷی ریشۀ که عناصری مجموعۀ دهید نشان .۱ تمرین

عنوان به است؟ تعریف پذیر باشند، ریشەاش عناصر آن که دارد وجود چندجملەای ͷی که C در عناصری مجموعۀ آیا تعمیم، ͷی عنوان به حال

یعنͬ است؟ تعریف پذیر باشند، ریشەاش عناصر آن که باشد داشته وجود Q در ضرایب با چندجملەای ͷی که عناصری مجموعۀ آیا سخت تر، سوالͬ
۱ است؟ آن ریشەهای از ͬͺی x و است Q در آن ضرایب که است موجود طبیعͬ درجۀ ͷی با چندجملەای ͷی بͽوید: که نوشت فرمولͬ ͬ توان م آیا

آورد: حساب به داریم) نظر در ما که زبانͬ (در اول مرتبۀ فرمول ͷی ͬ توان نم را زیر صورت به عبارتͬ که است واضح

Dn P NDa0, . . . , an P Q anx
n ` . . .` a0 “ 0.

متغیرهای روی ͬ توان نم و دارد وجود آنها به مقداردهͬ امͺان  ساختار،  در که ͬ شوند م زده متغیرهایی روی فقط سورها اول، مرتبۀ فرمولِ ͷی در زیرا

برای خلاقانه روشͬ شاید نیست. یادشده مجموعۀ تعریف پذیری عدم معنͬ به لزوماً این اما زد. سور نظر مورد ساختار با متفاوت مجموعۀ ͷی

را خلاقانه تعریف پذیری از نمونەای ادامه، در است. شده پیدا کار این برای مناسبی اول مرتبۀ فرمول آن در که شود پیدا یادشده مجموعۀ تعریف

ͬ کنیم. م مشاهده

با است. نشده گرفته نظر در ما نظر مورد زبانِ در حقیقͬ اعداد میان ترتیب رابطۀ که کنید دقت بͽیرید. نظر در را pR,`, ¨, 0, 1q ساختارِ .۴ مثال

مجموعۀ حال این

A “ tpx, yq P R2 : x ă yu

است: تعریف قابل زیر صورت به داریم، زبان در که نمادهائͬ همین با

A “ tpx, yq P R2 : pR,`, ¨, 0, 1q |ù Dz y
.
“ x` z2u.

است. حقیقͬ عنصر ͷی دوم توان لزوماً مثبت حقیقͬ عدد هر که است شده استفاده ویژگͬ این از حقیقͬ اعداد ترتیب برای بالا تعریف در

مجموعۀ و pZ,`, ¨, 0, 1q ساختارِ بار، این .۵ مثال

A1 “ tpx, yq P Z2 : x ă yu

آیا بͽیرید. نظر در را

A1 “ tpx, yq P Z2 : pZ,`, ¨, 0, 1q |ù Dz y
.
“ x` z2u?

این پاسخ شود؟ استفاده صحیح اعداد تعریف برای ͬ تواند م ͬ کند م تعریف را حقیقͬ اعداد ترتیب که فرمولͬ همان آیا که پرسیدەایم بهتر، بیان به

درنظریۀ ۲ لاگرانژ از قضیەای نیست. دو توان به (صحیح) عددی هیچ با برابر ولͬ است مثبت عدد ͷی دو عدد مثال برای زیرا است؛ منفͬ سوال

پس نوشت. کامل مربع چهار حاصل جمع صورت به را آن بتوان که است مثبت زمانͬ صحیح عدد ͷی که ͬ گوید م اعداد

A1 “ tpx, yq P Z2|pZ,`, ¨, 0, 1q |ù Dz1Dz2Dz3Dz4 x
.
“ z21 ` . . .` z

2
4u.

اعداد ترتیب تعریف برای که آن از غیر فرمولͬ شد مشاهده که گونه همان هرچند است؛ تعریف پذیر نیز صحیح اعداد ترتیب که ͬ گوییم م اصطلاحاً

ͬ رود. م کار به تعریف این برای شد، استفاده حقیقͬ

است؟ تعریف پذیر جبری، عناصرِ مجموعۀ آیا سوال: دیͽر بیان ۱

کنید. مشاهده را [؟] منبع̧ اثبات، ۲برای

۲



مسئلۀ کلͬ طور به کردیم. پیدا اعداد نظریۀ در قوی قضیۀ ͷی به نیاز صحیح، اعداد در ترتیب تعریف پذیری اثبات برای که کردید مشاهده

جبر، منطق، قوی دانش به نیاز گاهͬ تعریف پذیری طبیع̞ͬ مسائل حل برای و دارد پیچیده بسیار ماهیتͬ سادەاش، صورت خلاف بر تعریف پذیری

pZ,`, 0, 1q ساختارِ مثال، برای کنیم، ضعیف تر کمͬ را زبان اگر صحیح، اعداد در ترتیب تعریف پذیری مثالِ همان در است. هندسه و اعداد نظریۀ

این از کرد). خواهیم ثابت فصل همین در را (این نیست تعریف قابل ترتیب، آنگاه برداریم)، زبان از را ضرب علامت (یعنͬ بͽیریم نظر در را

دربارۀ زیادی جذاب سوالهای نیست. تعریف قابل pZ,`, 0, 1q ساختارِ در Z از زیرمجموعەای عنوان به N طبیعͬ اعداد مجموعۀ که ͬ شود م نتیجه

بخشهایی در را میان این از چندی و کردەایم فهرست زیر در را آنها از برخͬ مسئله با خواننده ذهن کردن درگیر برای که پرسید، ͬ توان م تعریف پذیری

گفت. خواهیم پاسخ کتاب این از

که طوری به دارد وجود φpx, āq مانند فرمولͬ آیا یعنͬ هستند؟ تعریف قابل pR,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در Q و Z مجموعەهای آیا .۱

Q “ tx P R|pR,`, ¨, 0, 1q |ù φpx, āqu?

است؟ تعریف قابل pQ,`, ¨q ساختارِ در Z مجموعۀ آیا .۲

است؟ تعریف قابل pC,`, ¨q ساختارِ در R مجموعۀ آیا .۳

داریم: باشیم داشته پارامتر از استفاده حق اگر است. تعریف قابل̞ pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در ti,´iu مجموعۀ .۶ مثال

ti,´iu “ tx : pC,`, ¨, 0, 1q |ù px .
“ i_ x

.
“ ´iqu

نیز پارامتری هیچ از استفاده بدون ͬ توان م را مجموعه همین اما کردەایم؛ استفاده تعریف برای پارامتر عنوان به i,´i عددِ دو از بالا در واقع در

کرد: تعریف

ti,´iu “ tx : pC,`, ¨, 0, 1q |ù x2 ` 1 “ 0u

عضویِ تک مجموعۀ آیا که کنید فکر این به جذاب سوال ͷی عنوان به است. x2 ` 1 “ 0 دوی درجۀ معادلۀ ریشەهای مجموعۀ ti,´iu واقع در

است؟ تعریف قابل پارامتر، از استفاده بدون ساختار، این در هم tiu

کنید.). تعریف پارامتر از استفاده بدون را زیر سوال در شده خواسته (مجموعەهای ۲ تمرین

بͽیرید: نظر در را pN,`q ساختارِ .۱

است. تعریف قابل t0u مجموعۀ که دهید نشان (آ)

است. تعریف قابل زوج اعداد مجموعۀ  که دهید نشان (ب)

۳ است؟ تعریف قابل t0, 1u مجموعۀ آیا (ج)

است؟ تعریف قابل t1u آیا (د)

است. تعریف قابل ساختار این در اعداد ترتیب که دهید نشان (ه)

است؟ تعریف قابل tpx, yq P N2 : y “ x` 1u مجموعۀ  آیا (و)

هستند. یͺسان pN,`q ساختارِ و ساختار این در تعریف قابل مجموعەهای که دهید نشان بͽیرید. نظر در را pN,`,ăq ساختارِ .۲

هستند: تعریف قابل زیر مجموعەهای دهید نشان و بͽیرید نظر در را pN,`, ¨, 0, 1q ساختارِ .۳

اول اعداد مجموعۀ (آ)

.k پیمانۀ به m با همنهشت اعداد مجموعۀ (ب)

.0, 1 ثوابتِ از استفاده بدون t0, 1u مجموعۀ (ج)
۲ بر ممͺن ͬ ماندەهای باق ۳راهنمایی:

۳



چندجملەایِ متناهͬ تعدادی مشترکِ ریشەهای از که است Cn از زیرمجموعه ͷی چندگونا) ͷی) ورایته ͷی از منظور جبری، درهندسۀ ˚۳

است. تعریف قابل پارامتر) از استفاده (با pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در ورایته هر که دهید نشان است. شده تشͺیل f P Crx1, . . . , xns

منطقͬ و جبری مطالعۀ در مهمͬ دغدغۀ باشد، ͬ تواند م چͽونه اول مرتبۀ ساختار ͷی در تعریف پذیر مجموعەهای کلͬ صورت که این بررسͬ

از فراتر دانش به نیازمند است آمده مثال دو این در آنچه اثبات آوردەام. زیر در را ͬ پردازند م تعریف پذیری به که قضایایی از مثال دو ساختارهاست.

است. شده پرداخته آن به درس پیشرفتەتر بخشهای در و است درس بخش این

.۷ مثال

صورتِ به یا است متناهͬ خودش یا باشد، پارامتر) بدون یا پارامتر (با تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در که X Ď C زیرمجموعۀ هر .۱

کارگیری به با تنها و پارامتر از استفاده با ͬ توان م را ساختار این در تعریف پذیر زیرمجموعۀ هر واقع در است. متناهͬ Y که است C ´ Y

هر C´ R هم و R هم زیرا نیست؛ تعریف قابل C از زیرمجموعه ͷی عنوان به R حقیقͬ اعداد مجموعۀ نتیجه، در کرد. تعریف .“ نمادِ

هستند. نامتناهͬ دو

اعداد یعنͬ نقطەهاست؛ و باز بازەهای از متناهͬ اجتماعͬ باشد، تعریف قابل pR,`, ¨, 0, 1,ăq ساختارِ در که X Ď R زیرمجموعۀ هر .۲

که موجودند a1, . . . , an, b1, . . . , bn, c1, . . . , cm

X “ pa1, b1q Y . . . , pan, bnq Y tc1, . . . , cmu

نتیجۀ ͷی عنوان به کرد. تعریف tă, .“u نمادهای کارگیری به با تنها و پارامتر از استفاده با ͬ توان م را مجموعەای چنین هر دیͽر، بیان به

حقیقͬ بازەهای از اجتماعͬ صورت به ͬ توان نم را گویا اعداد مجموعۀ زیرا نیست؛ تعریف قابل ساختار این در Q Ď R مجموعۀ جالب،

نیست. تعریف قابل ساختار این در هم Z مجموعۀ مشابه، دلیل به نوشت.

تعریف قابل ساختار این در نیز Q مجموعۀ آنگاه ͬ بود، م تعریف قابل pR,`, ¨, 0, 1,ăq ساختارِ در Z مجموعۀ اگر که دهید نشان .۳ تمرین

ͬ بود. م

باشد. تعریف قابل N Ď Z تنهااگر و اگر است تعریف قابل pZ,`, 0q در صحیح اعداد ترتیب که دهید نشان .۴ تمرین

تعریف پذیر هم X حدیِ نقاط مجموعۀ صورت، این در که دهید نشان باشد. تعریف قابل pR,`, ¨q ساختارِ در X Ď Rn کنید فرض .۵ تمرین

است.

نیز و X بالای کران های از متشͺل مجموعۀ  صورت،  این در که دهید نشان باشد. تعریف قابل pR,ăq ساختارِ در X Ď R کنید فرض .۶ تمرین

هستند. تعریف قابل X بالای کرانِ کوچͷ ترین از متشͺل مجموعۀ

زیرمجموعەای عنوان به K آيا بͽیرید. نظر در را X متغیرِ با چندجملەای های از متشͺل KrXs حلقۀ و باشد میدان ͷی K کنید فرض .۷ تمرین

است؟ تعریف قابل pKrXs,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در KrXs از

۴ است. CrXs حلقۀ کسرهای میدانِ CpXq اینجا در است. تعریف قابل pCpXq,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در C مجموعۀ (پروژه). ۸ *تمرین

هم است. مثبت پاسخ است؟ تعریف قابل tpx, y, zq P N3|z “ xyu مجموعۀ آیا بͽیرید. نظر در را pN,`, ¨q ساختارِ (پروژه). ۹ *تمرین
۵ ͬ پردازد. م موضوع این به ماتیاسویچ از قوی تری قضیۀ هم و گودل از قضیەای

است؟ تعریف قابل tpx, y, zq P N3|z “ x ¨ yu مجموعۀ pN,`q در آیا بعدی). بخش های در پاسخ ــ (پروژه ۱۰ *تمرین

تعریف قابل اعداد جمع pN, s, 0q ساختارِ در آیا ͬ دهد. م را عنصر هر تالͬ که باشد تابعͬ s کنید فرض بعدی). بخش های در (پاسخ ۱۱ *تمرین

است؟

رابینسون) ژولیا از (قضیەای است تعریف قابل pQ,`, ¨q ساختارِ در Z مجموعۀ (پروژه). ۱۲ *تمرین
صفحۀ  مارکر، نوشتۀ مدل، نظریە کتاب در را آن اجمالͬ پاسخ است. کارشناسͬ پروژه ͷی برای مناسبی موضوع سوال این ͬ شود. م مربوط بیضوی خم های به سوال، این پاسخ ۴

کنید. مشاهده ،۲۰
بایستد، m ورودی در n شماره تورینگ ماشین که این انگیخت: برخواهد را شما تعجب که دید خواهید ساختار این در را پدیدەهایی بودن تعریف پذیر کتاب، آخری فصل های در ۵

است. تعریف قابل φpm,nq فرمولِ ͷی با

۴



ایزومرفیسم ۲ .۱

1 اگر زیرا است یͺریخت ta, b, cu مجموعۀ با t1, 2, 3u مجموعۀ ͬ شوند. م آشنا «یͺریختͬ» مفهوم با کار ابتدای همان از ریاضͬ دانشجویان

است. شده عوض عناصر نام فقط است؛ اول مجموعۀ همان دوم مجموعۀ که ͬ بینیم م کنیم، متناظر c به را 3 عدد و b به را 2 عدد ،a به را

زمانͬ مثلا́ شود. حفظ نام تغییر حین در نیز ساختار روابط باید نیست: عناصر نام تغییر فقط ریاضͬ، مختلف بافتارهای در ایرومرفیسم اما

به نام تغییر ترتیب به را a, b, c P G1 عناصرِ که این بر علاوه که است گروه دو بین ایزومرفیسم ͷی f : pG1,`G1
q Ñ pG2,`G2

q نگاشتِ

.fpaq `G2
fpbq “ fpcq باشیم: داشته آنگاه a`G1

b “ c اگر مثلا́ کند؛ حفظ نیز را جمعͬ روابط ͬ دهد، م G2 در fpaq, fpbq, fpcq

تابعͬ نماد ͷی فقط که است اول مرتبۀ زبان ͷی L “ tfu کنید فرض است. تعریف همین مشابه نیز Lساختار دو میان ایزومرفیسم تعریف

ͷی به ͷی نگاشت ͷی H :M1 ÑM2 کنید فرض باشند. Lساختار دو M2 “ pM2, f
M2q و M1 “ pM1, f

M1q و دارد f تک موضعͬ

دهد: رخ کردەایم تصویر زیر در آنچه که است ایزومرفیسم ͷی H زمانͬ باشد. ساختار دو این جهان بین پوشا و

a
fM1

//

H

��

b

H
��

c
fM2

// d

عناصر ندارد، L زبانِ به ارتباطͬ هیچ که H نگاشتِ طرفͬ، از است. برده b به را a عنصر fM1 نگاشتِ و هستند M1 در a, b بالا تصویر در

تابع̧ تحت c تصویر هم d یعنͬ است؛ برقرار قبلͬ رابطۀ همان f تابع̧ تحت تصاویر، این میان است. برده c, d P M2 عناصرِ به را a, b P M1

است. fM2

از که کنید (دقت H : M1 Ñ M2 پوشای و ͷی به ͷی تابع̧ باشند. Lساختار دو M1,M2 و اول مرتبۀ زبان ͷی L کنید فرض .۸ تعریف

هرگاه ͬ نامیم م ایزومرفیسم ͷی را است) دومͬ ساختار جهان به اولͬ ساختارِ جهان

ببرد. cM2 به را cM1 عنصرِ H تابع̧ c P L ثابتِ هر برای .۱

باشیم: داشته a1, . . . , an PM1 هر و R P L موضع̞ͬ n رابطەای نماد هر برای .۲

RM1pa1, . . . , anq ô RM2pHpa1q, . . . , Hpanqq.

باشیم داشته M1 در a1, . . . , an, a0 هر و f P L موضع̞ͬ n تابع̧ هر برای .۳

fM1pa1, . . . , anq “ a0 ô fM2pHpa1q, . . . , Hpanqq “ Hpa0q.

صورت این در است؛ ایزومرفیسم ͷی H : M1 Ñ M2 ͬ نویسیم م باشد، Lساختار دو بین ایزومرفیسم ͷی H : M1 Ñ M2 نگاشتِ وقتͬ

است. مجموعه،  حافظ فقط نه و ساختار، حافظ ما تابع که داریم تأکید

را گفته این ادامه در هستند. یͺدیͽر از رونوشتͬ نحوی به و دارند یͺسانͬ کاملا́ ͬ های ویژگ ایزومرف ساختارِ دو کنیم گمان که است طبیعͬ

کرد. خواهیم توجیه

کنید فرض

و باشد Lترم ͷی tpx1, . . . , xnq کنید فرض همچنین باشد. ایزومرفیسم ͷی H : M1 ÑM2 و Lساختار دو M1,M2 کنید فرض .۹ لم

ͬ برد. م tM2pHpa1q, . . . , Hpanqq به را tM1pa1, . . . , anq عنصر H تابع آنگاه باشند. M1 جهانِ در عناصری a1, . . . , an

صورت این در باشد. xi متغیرِ t ترم̧ مثلا́ باشد؛ متغیر ͷی t ترم کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات ترمها ساخت روی استقراء  با را قضیه حͺم اثبات.

طرفͬ از .tM1pa1, . . . , anq “ ai

HptM1pa1, . . . , anqq “ Hpaiq “ tM2pHpa1q, . . . , panqq.

۵



صورت این در باشد. c ثابتِ مثلا́ ثابت، ͷی t ترم که کنید فرض حال است. برقرار ترمها از ساده نوع این برای حͺم پس

پس .tM1pa1, . . . , anq “ cM1

HptM1pa1, . . . , anqq “ HpcM1q “ cM2

است. آمده ایزومرفیسم تعریف از HpcM1q “ cM2 که این که کنید دقت است. برقرار هم ترم نوع این برای حͺم و

باشد موضعͬ n تابع̞ͬ نماد ͷی f و درست t1, . . . , tn ترمهای برای قضیه حͺم اگر کنیم: ثابت را زیر عبارت که داریم نیاز استقرا ادامۀ برای

فرمولها نوشتن ساده برای فقط گرفتەایم ͬͺی را متغیرها و ترمها تعداد که (این است برقرار هم t “ fpt1, . . . , tnq ترم برای نظر مورد حͺم آنگاه

هر برای و باشند x1, . . . , xn میانِ از همه ترمها این متغیرهای که این یعنͬ باشد برقرار t1, . . . , tn ترمهای برای قضیه حͺم که این اما است).

باشیم داشته 1 ď i ď n

HptM1
i pa1, . . . , anqq “ tM2

i pHpa1q, . . . , Hpanqq.

صورت این در و

HptM1pa1, . . . , anqq “

H
´

fM1
`

tM1
1 pa1, . . . , anq, . . . , t

M1
n pa1, . . . , anq

˘

¯

“

fM2

´

HptM1
1 pa1, . . . , anqq, . . . , Hpt

M1
n pa1, . . . , anqq

¯

“

fM2

´

tM2
1 pHpa1q, . . . , Hpanqq, . . . , t

M2
n pHpa1q, . . . , Hpanqq

¯

“

tM2pHpa1q, . . . , Hpanqq.

موجب سادەانگاری که دادەایم تشخیص هرگاه کتاب، ادامۀ در بود. صورت گرایی در سادەانگاریِ کمͬ با نوشتیم قضیه برای بالا در که اثباتͬ

نوع این و است ضروری فرمولها و ترمها یͺتای خوانش به توجه استقرائͬ اثباتهای در واقع در کردەایم. حذر آن از ͬ شود، م قضیه اثبات در ابهام

شود) تنظیم آن مطابق باید اثبات البته (که بالا قضیه صورت دقیق ترین تفاصیل، این با ͬ دارد. م باز حدودی تا یͺتا خوانش به توجه از ما سادەنویسͬ

است: زیر صورت به ترمها تعبیر تعریف به توجه با

داریم: متغیرها به β مقدارده̞ͬ نگاشت هر و t ترم̧ هر برای

HptM1rβsq “ tM2rβ1s

شود: مͬ تعریف زیر صورت به که است M2 ساختارِ در متغیرها به مقداردهͬ نگاشت ͷی β1 آن در که

β1pxq “ Hpβpxqq. (۱ .۱)

در a1, . . . , an عنصرِ n هر و φpx1, . . . , xnq فرمولِ هر برای صورت این در باشد. ایزومرفیسم ͷی H : M1 ÑM2 کنید فرض .۱۰ قضیه

داریم M1

M1 |ù φpa1, . . . , anq

تنهااگر اگرو

M2 |ù φpHpa1q, . . . , Hpanqq.

از β ارزیابی̞ نگاشت و φ فرمول هر برای نوشت: ͬ توان م نیز زیر دقیق تر صورت به را قضیه حͺم که ͬ کنیم م یادآوری بالا، قضیۀ اثبات از پیش

داریم M1 درساختارِ متغیرها

M1 |ù φrβs ôM2 |ù φrβ1s

کردەایم. اثبات را دقیق تر حͺم همین زیر اثبات در کردیم. تعریف ۱ .۱ رابطۀ در که است M2 در متغیرها به مقداردهͬ نگاشت همان β1 بالا در که

است. اول مرتبۀ زبان ͷی در فرمولها روی استقراء کارگیری به نحوۀ برای خوبی تمرین اثبات این

۶



داشته و باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمولِ کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات اول مرتبۀ فرمولهای ساخت روش روی استقراء به را قضیه این حͺم اثبات.

داریم ساختارها در فرمولها صدق تعریف به بنا .M1 |ù t1
.
“ t2rβs باشیم

tM1
1 rβs “ tM1

2 rβs.

این تحت دو این تصاویر است، ͷی به ͷی H نگاشت که آنجا از برابرند. هم با که هستند M1 در عنصر دو tM1
2 rβs و tM1

1 rβs که کنید دقت

یعنͬ برابرند؛ هم با M2 در نگاشت

HptM1
1 rβsq “ HptM1

2 rβsq

است. برقرار اینچنینͬ فرمولهای برای حͺم پس HptM1؛
2 rβsq “ tM2

2 rβ1s و HptM1
1 rβsq “ tM2

1 rβ1s قبل قضیۀ به بنا اما

ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به را آن و است سادگͬ همین به نیز Rpt1, . . . , tnqصورت به فرمولهای برای حͺم اثبات

مقدار نگاشت هر برای یعنͬ باشد؛ برقرار ψ2 و ψ1 فرمولهای برای نظر، مورد حͺم و باشد pψ1^ψ2qصورت به φ فرمولِ که کنید فرض حال

باشیم داشته β دهͬ

M1 |ù ψirβs ôM2 |ù ψirβ
1s (۲ .۱)

بالا در که

به دلخواه مقداردهͬ نگاشت ͷی β کنید فرض حال است. شده تعریف ۱ .۱ رابطۀ مانند که است مقداردهͬ نگاشت ͷی β1 و i P t1, 2u

داریم ساختارها در فرمولها صدق استقرائͬ تعریف به بنا باشد. M1 ساختارِ در متغیرها

M1 |ù φrβs ôM1 |ù ψ1rβs و M1 |ù ψ2rβs

ͬ یابد: م ادامه زیر صورت به بالایی عبارت ۲ .۱ عبارتِ به بنا یعنͬ استقراء، فرض به بنا

ôM2 |ù ψ1rβ
1s و M2 |ù ψ2rβ

1s

ͬ یابد: م ادامه زیر صورت به بالایی عبارت فرمولها، صدق تعریف به بنا دوباره و

ô M2 |ù φrβ1s.

ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به را آن و است ساده نیز است، برقرار ψ برای حͺم و است ␣ψ صورت به φ فرمولِ که حالتͬ در قضیه اثبات

نیز φ برای قضیه حͺم که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. برقرار ψ فرمولِ برای قضیه حͺم و باشد Dxψ صورتِ به φ فرمولِ کنید فرض حال

فرمولِ برای قضیه، حͺم که است این استقرا فرض .a PM1 عنصرِ ͷی برای M1 |ù ψrβ a
x s صورت، این در M1 |ù φrβs اگر است. برقرار

.M2 |ù Dxψ پس .M2 |ù ψrβ1 Hpaq

x s یعنͬ M2؛ |ù ψrpβ a
x q

1sپس است؛ درست مقداردهͬ نگاشت هر و ψ

a0 PM1 عنصرِ صورت این در .M1 |ù Dxψpx, a1, . . . , anq کنید فرض دهیم. توضیح شهودی  تر کمͬ را استقراء آخر قدم نباشد بد شاید

یعنͬ این و M2 |ù ψpHpa0q, . . . , Hpanqq داریم ψ فرمولِ روی استقراء فرض به بنا .M1 |ù ψpa0, a1, . . . , anq که است موجود چنان

.M2 |ù Dxψpx, a1, . . . , anq

عبارتِ ͬ شمارم. م مغتنم فرامنطقͬ جملات دربارۀ دادن توضیح برای را فرصت هم باز اینجا در .۱۱ ملاحظه

M1 |ù φrβs ôM1 |ù ψ1rβs و M1 |ù ψ2rβs

ͷی عبارت، این حال عین در نیست. هستند، آن با متناسب M1,M2 ساختارهای که L زبانِ در اول مرتبۀ فرمولِ ͷی نوشتەایم، بالا اثبات در که

علامتهای با زبان، آن منطقͬ علامتهای که این برای نداریم). زبان آن با کاری فعلا́ (که است شده نوشته منطقͬ زبانͬ در حتماً و است منطقͬ جملۀ

کردەایم. استفاده «و» ربط حرف از ^ جای به ôو Øاز جای به نشوند، اشتباه ͬ شوند م استفاده L زبانِ با همراه که ͬ ای منطق

.۱۲ مثال

۷



M1 “ pR,`, 0q Lساختارِ دو همچنین است. ثابت نماد ͷی e متغیره دو تابعͬ نماد ͷی f آن در که بͽیرید نظر در را L “ tf, eu زبانِ .۱

تابع̧ زیرا ایزومرفند؛ هم با Lساختار دو این است. مثبت حقیقͬ اعداد مجموعۀ R` از منظور که کنید ملاحظه را M2 “ pR`, ¨, 1q و

H : RÑ R`

x ÞÑ ex

داریم: آن بر علاوه و است پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی

HpeM1q “ Hp0q “ e0 “ 1 “ eM2

و

HpfM1 px, yqq “ Hpx` yq “ ex`y “ ex ¨ ey “ fM2pHpxq,Hpyqq.

تابع̧ بͽیرید. نظر در را Z “ pZ,`, 0q ساختارِ است، ثابت ͷی c و موضعͬ دو تابعͬ نماد ͷی f آن در که L “ tf, cu زبانِ در .۲

H : ZÑ Z

x ÞÑ ´x

داریم: و ͬ برد م صفر به را صفر تابع، این است. خودش و Z میان ایزومرفیسم ͷی

HpfZpx, yqq “ Hpx` yq “ ´px` yq “ p´xq ` p´yq “ Hpxq `Hpyq “ fZpHpxq,Hpyqq.

عنوان به است. خودش و صحیح اعداد جمعͬ ساختارِ میان ایزومرفیسم ͷی x ÞÑ ´x تابع̧ پس هست. نیز جمع حافظ نظر مورد تابع یعنͬ

علامتͬ هم ضرب تابع برای نظر مورد زبانِ در اگر آیا یعنͬ ͬ کند؛ م حفظ نیز را ضربی ساختارِ H تابع̧ آیا که کنید فکر این به تمرین، ͷی

ͬ بود؟ م ایزومرفیسم ͷی H تابع̧ هم باز داشتیم،

باشد. دو در دو ماتریسهای برخͬ از متشͺل زیر صورت به مجموعەای M کنید فرض بͽیرید. نظر در را L “ t`, ¨, 0, 1u زبانِ .۳

M “ t

»

–

a ´b

b a

fi

fl : a, b P Ru

ترتیب به را زبان در 0, 1 ثوابتِ همچنین کنید. تعبیر ماتریسها ضرب و جمع صورت به ترتیب به M در را L زبانِ در ضرب و جمع علامت

از پیش است. Lساختار ͷی M “ pM,`, ¨,

»

–

0 0

0 0

fi

fl ,

»

–

1 0

0 1

fi

flq صورت این در کنید. تعبیر

»

–

0 0

0 0

fi

fl ,

»

–

1 0

0 1

fi

fl ماتریسهای به

@xφ صورتِ به فرمولͬ دربارۀ وقتͬ ͬ کنیم. م یادآوری را نکته ͷی بͺنیم، صحبت دیͽر ساختارِ ͷی با ساختار این بودن ایزومرف دربارۀ آنکه

«برای که: است صورت بدین ساختار این در ما فرمول معنای یعنͬ ͬ شود؛ م زده ماتریسها روی عمومͬ سور ͬ کنیم، م صحبت ساختار این در

دو...». در دو ماتریس هر

به مختلط اعداد ضرب و جمع و است مختلط اعداد زمینه، جهانِ ساختار، این در است. ساختار L ͷی نیز C “ pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ

تابع̧ هستند. زبانͬ علائم تعبیر ،ͷی و صفر اعداد همراه

H : CÑM

px` iyq ÞÑ

¨

˝

x ´y

y x

˛

‚

بͽیرید. نظر در را

است. C,M ساختارِ دو میان ایزومرفیسم ͷی است، شده معرفͬ بالا در که H نگاشت که دهید نشان .۱۳ تمرین

۸



ساختارِ ثابت، دو برای نمادهایی c1, c2 و هستند دوموضعͬ تابعͬ نمادهای f, g آن در که L “ tf, g, c1, c1u زبانِ در .۴

تعابیر ͷی و صفر و مختلط اعداد ضرب و جمع و است مختلط اعداد مجموعۀ C آن در که بͽیرید نظر در را C “ pC,`, ¨, 0, 1q

تابع̧ هستند. زبانͬ علائم

H : CÑ C

ͬ برد. م آن مزدوج به را مختلط عدد هر که بͽیرید نظر در را x` iy ÞÑ x´ iy

است. خودش و C ساختار میان ایزومرفیسم ͷی H تابع که دهید نشان .۱۴ تمرین

که: دهید نشان ابتدا بͽیرید. درنظر را pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ پیشرفتەتر، مثال ͷی عنوان به .۵

.Hprq “ r داریم r P Q هر برای یعنͬ ͬ کند؛ م حفظ را گویا عدد هر H : CÑ C ایزومرفیسم̧ نگاشت هر .۱۵ تمرین

است. ایزومرف pQ´ t0u,ăq ساختارِ با pQ,ăq ساختارِ دهید نشان .۱۶ *تمرین

نیست. ایزومرف pR´ t0u,ăq ساختارِ با pR,ăq ساختارِ که دهید نشان .۱۷ *تمرین

ͬ کند. نم صدق دومͬ ولͬ ͬ کند م صدق کمال اصل در اولͬ است. تعریف پذیر ويژگͬ ͷی بودن، بالا کران کوچͷ ترین راهنمایی:

مورد اعداد برخͬ که کرد تنظیم طوری را ایزومرفیسمها این ͬ توان م شرایطͬ تحت حتͬ دارند. وجود خودش به C از فراوانͬ ایزومرفیسمهای

e عدد به را π عدد و کند حفظ را گویا اعداد تک تک که کرد پیدا C به C از ایزومرفیسم ͷی ͬ شود م مثلا کنند؛ تصویر هم به را ما علاقۀ

گفت. خواهیم سخن مفصل آینده بخشهای در ایزومرفیسمها این و مختلط اعداد حلقەای ساختار دربارۀ ببرد.

Lساختار ͷی اعداد ترتیب رابطۀ با t1, 2, 3u مجموعۀ است. موضعͬ تک رابطەای نماد ͷی R آن در که بͽیرید نظر در را L “ tRu زبانِ .۶

دارد، وجود یال c سمت به b از و b, c سمت به a از فقط آن در و است شده تشͺیل a, b, c راس سه از که جهتداری گراف همچنین است.

است. ایزومرف یادشده ساختار با که است ساختار L ͷی نیز

ایزومرفیسمها و تعریف پذیری میان رابطۀ ۳ .۱

با چندجملەای ͷی ppxq “ a0 ` a1x` . . .` anx
n کنید فرض ͬ کنم. م شروع جبر از بحث، به مرتبط و لطیف نکتۀ ͷی ذکر با را بخش این

نقطه را گویا اعداد ۱۵ تمرین̞ به بنا (که باشد ایزومرفیسم ͷی H : pC,`, ¨q Ñ pC,`, ¨q که کنید فرض همچنین باشد. گویا اعداد در ضرایب

است. چندجملەای این از ریشەای نیز Hptq مختلط˼ عدد باشد، چندجملەای این از ریشەای t مختلط˼ عدد اگر صورت این در ͬ کند). م حفظ نقطه

که ͬ دانیم م زیرا است، واضح امر این علت

pptq “ a0 ` a1t` . . .` ant
n “ 0

داریم H ایزومرفیسم̧ اعمال با پس

Hppptqq “ Hpa0q `Hpa1qHptq ` . . .`HpanqHptq
n “ 0

داریم است ثابت چندجملەای، این گویای ضرایبِ روی H که آنجا از و

a0 ` a1Hptq ` . . .` anpHptqq
n “ 0

که است بالا واقعیت و ͬ نامیم م اتومرفیسم ͷی را C به C از ایزومرفیسم̧ ͷی است. ppxq چندجملەای ریشۀ Hptq گفتیم، که طور همان یعنͬ

چندجملەای ریشەهای Xمجموعۀ اگر ͬ شود؛ م حفظ مجموعە ای صورت به اتومرفیسمها تحت Q در ضرایبِ با چندجملەای ͷی ریشەهای مجموعۀ

ͬ نویسیم: م باشد، بالا در p

@H P autpC{Qq HpXq “ X.

در تعریف پذیر مجموعەهای برای گفته، این شبیه ͬ کنند. م حفظ نقطەوار را گویا اعداد که است اتومرفیسمهایی از متشͺل گروه autpC{Qq بالا در

در پارامترهای از استفاده با تعریف پذیر مجموعۀ ͷی X Ď Mn و اول مرتبۀ ساختار ͷی M کنید فرض است: برقرار نیز اول مرتبۀ ساختارِ ͷی

ͬ کند. م حفظ نقطەوار را A که است خودش به M از ایزومرفیسم ͷی autpM{Aq در اتومرفیسم ͷی از منظور باشند. A ĎM مجموعۀ ͷی

۹



از استفاده با تعریف پذیر مجموعۀ ͷی X Ď Mn اگر دیͽر بیان به HpXq؛ “ X داریم H P autpM{Aq برای بالا، فرضیات با .۱۳ قضیه

است. X حافظ مجموعەوار باشد، A حافظ نقطەوار که اتومرفیسمͬ هر آنگاه باشد، A مجموعۀ ͷی در موجود پارامترهای

یعنͬ باشد؛ شده تعریف a1, . . . , am P A پارامترهای از استفاده با و φ فرمولِ توسط X مجموعۀ که کنید فرض اثبات.

X “ tpb1, . . . , bnq PM : M |ù φpb1, . . . , bn, a1, . . . , amq.

داریم H نگاشت بودن ایزومرفیسم به بنا .M |ù φpb1, . . . , bn, a1, . . . , amq آنگاه pb1, . . . , bnq P X اگر بنابراین

M |ù φpHpb1q, . . . , Hpbnq,Hpa1q, . . . , Hpamqq

داریم است ثابت دارند قرار A در که ها ai روی H که آنجا از و

M |ù φpHpb1q, . . . , Hpbnq, a1, . . . , amq

عنوان به X Ď HpXq که را این اثبات .HpXq Ď X دیͽر بیان به ,pHpb1q؛ . . . , Hpbnqq P X که است معنͬ بدین دقیقاً بالا عبارت اما

ͬ کنیم. م رها تمرین

برای جالبی ͷمح بیفتند، بیرون مجموعه آن از نباید اتومرفیسمها تحت دارند قرار تعریف پذیر مجموعۀ ͷی در که عناصری تصویر که این

پرداختەایم. بدان زیر مثالهای در که است تعریف پذیری

ͬ کنیم م ادعا مثال این در است. تعریف پذیر لاگرانژ) قضیۀ  به ͷتمس (با pZ,`, ¨q ساختارِ در صحیح، اعداد ترتیب که دادیم نشان قبلا́ .۱۴ مثال

تابع̧ نیست. تعریف قابل ترتیب pZ,`, 0q ساختارِ در یعنͬ نیست؛ تعریف قابل صحیح اعداد ترتیب دیͽر برداریم، را ضرب علامت اگر که

H : ZÑ Z

x ÞÑ ´x

که کنید فرض است. اتومرفیسم ͷی

X “ tpa, bq P Z2 : a ă bu

برای که است واضح .Hpaq ă Hpbq باشیم داشته باید a ă b هرگاه یعنͬ شود؛ حفظ اتومرفیسم این تحت باید صورت این در باشد. تعریف پذیر

.pHp1q,Hp2qq R X اما p1, 2q P X دیͽر بیان به .´1 ą ´2 اما 1 ă 2 مثلا نیست؛ برقرار امر این گرفتەایم نظر در ما که صورتͬ Hبه نگاشتِ

بͽیرید نتیجه باشد. تعریف قابل ترتیب تنهااگر اگرو است تعریف قابل N طبیعͬ، اعداد مجموعۀ pZ,`, 0q ساختارِ در که دهید نشان .۱۸ تمرین

نیست. تعریف قابل N طبیعͬ، اعداد مجموعۀ pZ,`, 0q ساختارِ در که

نیست. تعریف قابل N طبیعͬ اعداد مجموعۀ pR,`, 0q ساختارِ در که دهید نشان .۱۹ تمرین

نیست. تعریف قابل t1u مجموعۀ pR,`, 0q در که دهید نشان .۲۰ تمرین

نیست. تعریف قابل حقیقͬ اعداد ترتیب pR,`, 0q در که دهید نشان .۲۱ تمرین

است؟ تعریف قابل pQ,ăq ساختارِ در Z Ď Q آیا .۲۲ تمرین

کرد؟ تعریف pN,`, 0, 1q به pN,`, 0, 1q از ͬ توان م متفاوت ایزومرفیسم̧ نگاشتِ چند .۲۳ تمرین

۶ مثالِ در که گونه همان نیست. تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در tiu عضویِ تک مجموعۀ که ͬ دهیم م نشان قبل، مثال مشابه .۱۵ مثال

تابع̧ دیدیم،

x` iy ÞÑ x´ iy

ͬ افتد. م بیرون tiu تک عضویِ مجموعۀ از اتومرفیسم، این تحت i تصویر که است واضح است. ساختار این روی اتومرفیسم ͷی

۱۰



که کنید دقت نیست. تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در ،R حقیقͬ، اعداد مجموعۀ که دهیم مͬ نشان سخت تر مثال ͷی عنوان به .۱۶ مثال

r کنید فرض ͬ  کند. م حفظ را حقیقͬ اعداد زیرا ͬ آید نم کار به حقیقͬ اعداد تعریف پذیری عدم رد برای شد، اشاره بدان بالا مثال در که اتومرفیسمͬ

در .s “ π` i و r “ π مثال برای نیستند. Q در ضرایب با چندجملەای هیچ ریشۀ هیچͺدام که باشند غیرحقیقͬ عدد ͷی s و حقیقͬ، عدد ͷی

وجود خودش به pC,`, ¨, 0, 1q از اتومرفیسمͬ پرداخت) خواهیم بدانها آینده فصل های در (که مقدماتͬ جبر در روش هایی ͷکم با صورت، این

تعریف پذیر حقیقͬ اعداد مجموعۀ پس است. غیرحقیقͬ عدد ͷی اتومرفیسم این تحت حقیقͬ عدد ͷی تصویر یعنͬ ͬ برد؛ م s به را r که دارد

نیست.

ریشەهای مختلط، اعداد میدان روی اتومرفیسمهای که گفتیم بخش این ابتدای در ͬ بریم. م پایان به را بخش این کنجͺاوانه نکتەای ذکر با .۱۷ ملاحظه

ͷی ppxq P QrXs اگر واقع در کرد. ثابت ͬ توان م را این از قوی چیزی جبری، مقدماتͬ تکینکهای همان با ͬ کنند. م جابەجا را چندجملەای ͷی

Q طبیعتاً (و ͬ برد م r2 به را r1 که است موجود مختلط اعداد از اتومرفیسم ͷی آنگاه باشند، (Q از (خارج آن ریشۀ دو r1, r2 و باشد چندجملەای

مطالعه را معادلات ریشەهای اتومرفیسم ها، از استفاده با چͽونه که ͬ پردازد م این به گالوا» «نظریۀ نام به جبر، از بخشͬ ͬ کند). م حفظ نقطەوار را

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد اتومرفیسم ها گروه میدان، ͷی جبری توسیع های مطالعۀ برای گالوا، نظریۀ در کنیم.

برابر همانͬ تابع با حقیقͬ، اعداد مجموعۀ روی که دارد وجود pC,`, ¨q ساختار روی مختلف اتومرفیسم چند گالوا). نظریۀ  ــ (پروژه ۲۴ *تمرین

باشند؟

شناختِ ͬ شود. م نامیده تعریف پذیر مجموعۀ باشد، داشته وجود اول مرتبۀ فرمول ͷی آن، توصیفِ برای که مجموعەای بخش. خلاصۀ 

تحت مجموعەوار، صورت به تعریف پذیر، مجموعەهای است. منطقͬ مطالعۀ ͷی موضوع ساختار، ͷی در تعریف پذیر مجموعەهای

ͬ شوند. م حفظ اتومرفیسم ها

۱۱
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