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۱ فصل

معنͬ

خودیِ به «کلمه» ͷی که کنید دقت نوشت. کلمات و جملات ͬ توان م آن دستوری قواعد و زبان ͷی الفبای از استفاده با که آموختیم گذشته فصل در

کسͬ هر میز، کلمۀ شنیدن با کند. متبادر شنونده ذهن در «معنͬ» ͷی ͬ تواند م که است اهمیت این دارای کلمه اما است، علائم از دنبالەای فقط  خود

تک شنونده است: گونه همین وضع، هم، جملات برای کنند. تصور را متفاوتͬ میزهای است ممͺن مختلف افراد چند هر ͬ افتد؛ م میز شͬء یاد

بͽیرید: نظر در را زیر جملۀ مثال، برای ͬ رسد. م جمله معنای به و ͬ کند م معنͬ خود ذهن در را جمله ͷی در موجود کلمات تک

است. میز روی گربه ͷی

واژەهای که باشد داشته وجود ما ذهن در تابعͬ که است لازم آن، کردن معنا برای است. فارسͬ زبان در علائم و حروف از دنبالەای صرفاً بالا جملۀ

حال این با است؛ متفاوت بودن چیزی روی رابطۀ و گربه کلمۀ از زیر، فرد دو تصور کند. تصویر آنها معانͬ به را بودن چیزی روی و میز، گربه، ،ͷی

رسیدەاند: بالا جملۀ معنای از تصوری به آنها از کدام هر

اول مرتبۀ زبانِ ͷی فرمولهای دربارۀ را وضع همین مشابه ͬ شود. م سبب را متفاوتͬ تصورات مختلف اذهان در واحد جملۀ ͷی پس

سخن معنا این «تعریف» روش دربارۀ فصل، این ادامۀ در ͬ کند. م پیدا معنا مختلف جهانهای در باشد، L زبانِ در اول مرتبۀ فرمول ͷی φ اگر داریم.

گفتەایم.

زبان علائم تعبیر و ساختارها ۱ .۱

ͬ کردیم م صحبت زبان نمادهای دربارۀ که وقتͬ گفتیم، قبل بخش در باشد. اول مرتبۀ زبانِ ͷی L کنید فرض ͬ کنیم: م شروع خاص حالتͬ با را بحث

دربارۀ  گفتن سخن برای باید تابعͬ نماد ͷی که دریافتەاید احتمالا˟ شد گفته فصل این ابتدای در آنچه از دارد. فرق تابع با تابعͬ، نماد مثلا́ که گفتیم

Lساختار نام به چیزهایی داد، خواهیم توضیح ادامه در که همان طور اینجا، در واقعͬ دنیاهای شود. استفاده واقعͬ دنیای ͷی در واقعͬ تابع̧ ͷی

ͬ شوند. م «تعبیر» Lساختار ͷی در L زبانِ ͷی نمادهای همۀ هستند.

است: شده تشͺیل زیر اجزای از M Lساختارِ ͷی باشد. اول مرتبۀ زبانِ ͷی L کنید فرض .۱ تعریف

Lساختار. این جهانِ نام به M زمینۀ مجموعۀ ͷی .۱

،fM :Mnf ÑM تابع̧ ͷی f P L تابع̞ͬ نماد هر برای .۲

،RM ĎMnR رابطۀ ͷی R P L رابطەایِ نمادِ هر برای .۳

.cM PM مشخص̞ عنصر ͷی c P L ثابتِ نماد هر برای و .۴

در است قرار f نماد که است تابع ͷی واقعاً fM کردەاید، مشاهده که طور همان ͬ نامیم. م M Lساختارِ در f تابع̞ͬ نمادِ تعبیرِ را fM عبارتِ

مواضع تعداد توان به البته که است M مجموعۀ یعنͬ ،M ساختارِ زمینۀ مجموعۀ تابع، این دامنۀ که کنید دقت کند. اشاره تابع این به M ساختار

۱



ما است قرار R رابطەای نماد که ها) nRتائͬ از متشͺل مجموعه ͷی (یعنͬ است رابطه ͷی RM مشابهاً است. رسیده f برای شده گرفته نظر در

نوشت: زیر خلاصەترِ صورت به ͬ توان م را بالا تعریف پس ͬ اندازد. م آن یاد به را ما c ثابتِ که است مشخص عنصر ͷی cM و بیندازد؛ آن یاد به را

است: زیر صورت به چندتایی̞ ͷی Lساختار ͷی باشد، اول مرتبۀ زبانِ ͷی L اگر

M “ pM, zMzPLq

بالاست. تعریف در شده بیان صورتهای از ͬͺی به (M در z نمادِ تعبیر ͬ شود: م خوانده (که zM باشد، نمادی نوع چه z P L که این به بسته که

c, d موضعͬ، تک تابعͬ نماد ͷی g دوموضعͬ، تابعͬ نماد ͷی ˚ آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ͷی L “ t˚, g, c, d, Ru کنید فرض .۲ مثال

در که است M “ pM, ˚M, gM, cM, dM, RMq صورت به M Lساختارِ هر پس است. موضعͬ دو رابطەای نماد ͷی R و ثابت نماد دو

M زمینۀ  جهانِ در مشخص عنصر دو cM, dM هستند، موضعͬ تک و دوموضعͬ تابع دو ترتیب به gM : M Ñ M و ˚M : M2 Ñ M آن

است. شده معرفͬ L زبانِ این برای Lساختار، نمونه چندین زیر در است. M2 از مشخص زیرمجموعۀ  ͷی RM و هستند،

این در ˚ موضعͬ دو تابع̞ͬ نماد تعبیر است. حقیقͬ اعداد مجموعۀ Lساختار، این جهانِ که کنید دقت .M1 “ pR,`, exp, 0, 1,ăq .۱

یعنͬ: است. جمع تابع̧ همان ساختار،

˚M1 : R2 Ñ R

˚M1px, yq “ x` y.

است: نمائͬ تابع ما، ساختار در g موضع̞ͬ تک تابع̞ͬ نمادِ تعبیر همچنین .˚M1 “ ` خلاصەتر: طور به

gM1 : RÑ R

gpxq “ exppxq.

است: شده حقیقͬ اعداد ترتیب به تعبیر R موضع̞ͬ دو رابطەای نماد همچنین .cM1
2 “ 1 و cM1

1 “ 0 داریم: ترتیب همین به

RM1 “ tpx, yq P R2 : x ă yu

.RM “ă دیͽر بیانͬ به باز و ,px؛ yq P RM1 ô x ă y. دیͽر بیان به

تعبیر طبیعͬ اعداد ضرب به زبان، در ˚ نمادِ است. طبیعͬ اعداد مجموعۀ Lساختار، این جهانِ که کنید دقت .M2 “ pN, ¨, s, |, 2, 3q .۲

است: شده

˚M2 : N2 Ñ N

˚M2px, yq “ x ¨ y.

کوتاەتر: بیان به یا

˚M2 “ ¨.

است: شده تالͬ تابع به تعبیر s موضع̞ͬ تک تابعͬ نماد همچنین

gM2pxq “ x` 1

شدەاند: تعبیر زیر صورت به ترتیب به ثوابت و

cM2
1 “ 2,

cM2
2 “ 3.

است: طبیعͬ اعداد کردن عاد رابطۀ ،R رابطەای نماد تعبیر سرانجام و

px, yq P RM2 ô x|y.

۲



ثوابت و توابع آن روی که باشند داشته زمینه جهان ͷی باید آنها از کدام هر کرد: معرفͬ نیز دیͽری متعدد Lساختارهای ͬ توان م راحتͬ همین به

با تابعͬ نه (و دوموضعͬ تابع̧ ͷی به موضعͬ، دو تابعͬ نماد ͷی مثلا́ که بود مواظب باید تنها دارد. وجود زبانͬ علائم تعابیر عنوان به مطلوبی

شود. تعبیر بیشتر) مواضع

گروەها، نظریۀ در مثلا́ ͬ بیند. م اولیه ترمهای همان در ریاضͬ دانشجویان را باشد داشته متفاوت تعابیر مختلف ساختارهای در نماد، ͷی که این ایدۀ

دقیق تر زیر مثال در را این باشد. یͺسان آنها همۀ در ضرب برای شده استفاده نماد ولͬ باشد متفاوت مختلف گروەهای در ضرب عمل است ممͺن

کردەایم. بیان

ͷی pZ,`, 0q جمع̞ͬ گروه است. ثابت نماد ͷی e و موضعͬ دو تابعͬ نماد ͷی
Â

آن در که بͽیرید نظر در را L “ t
Â

, eu زبانِ .۳ مثال

در که است Lساختار ͷی نیز pZ3, ¯̀ , 0̄q گروه حال عین در شدەاند. تعبیر صفر عدد و اعداد جمع به ترتیب به e و
Â

آن در که است Lساختار

تعبیر و ماتریسͬ جمع با دو، در دو ماتریسهای از متشͺل گروه این، علاوه شدەاند. تعبیر (۳ پیمانۀ (به ۰ و ۳ پیمانۀ در جمع به ترتیب، به e و
Â

آن

است. Lساختار ͷی نیز صفر، درایەهای با ماتریس عنوان به e ثابتِ

به را گراف این ͬ خواهیم م باشد. گراف ͷی G کنید فرض باشد. موضعͬ دو رابطەای نماد ͷی تنها دارای زبانِ ͷی L “ tRu کنید فرض .۴ مثال

کنید: تعریف کنیم. معرفͬ G در R رابطەای نماد برای تعبیری که است کافͬ کار این برای بͽیریم. نظر در G “ pG,RGq ساختارِ L ͷی عنوان

px, yq P RG ô باشد. داشته وجود یال ͷی G گرافِ در x, y رئوس̞ بین

ساختارِ L ͷی به مجموعه این تبدیل برای بͽیرید. نظر در را گویا) اعداد مجموعۀ (یعنͬ Q مجموعۀ ساختار L از دیͽر مثال ͷی عنوان به

کنید تعریف کنید. تعبیر آن روی را R رابطۀ باید هم باز Q “ pQ, RQq

px, yq P RQ ô x ă y

کردەایم تعریف دیͽر بیان به

RQ “ă

است. ساختار L ͷی از مثال ͷی نیز برادری، رابطۀ همراه به انسانها از مجموعه ͷی

است. M مجموعۀ ساختار این جهانِ که کنیم فرض طورضمنͬ به ͬ گیریم، م Lساختار ͷی عنوان به را M وقتͬ معمولا˟ .۵ قرارداد

دو است. سەموضعͬ رابطەای نماد ͷی R و سەموضعͬ تابعͬ نماد ͷی h آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ͷی L “ th,Ru کنید فرض .۱ تمرین

بزنید. مثال Lساختار

ͷی عنوان به ͬ تواند م pQ,Zq زوج̧ که دهید نشان است. یͷ موضعͬ تابعͬ نماد ͷی p آن در که باشد زبان ͷی L “ tpu کنید فرض .۲ تمرین

شود. گرفته نظر در Lساختار

ͷی به تبدیل را N مجموعۀ است. یͷ موضعͬ رابطەای نمادِ ͷی pn هر آن در که باشد شمارا زبانِ ͷی L “ tpnunPN کنید فرض .۳ تمرین

.pNn ‰ pNm باشیم: داشته m,n متفاوتِ طبیعͬ عددِ دو هر برای که طوری به کنید، N نام به Lساختار

کنید. تعبیر n بر بخش پذیری را pn ͬ توانید م مثال برای راهنمایی.

شده داده قرار آن در fr یͷ موضع̞ͬ تابع̞ͬ نماد ͷی r حقیق̞ͬ عدد هر برای آن در که باشد ناشمارا زبان ͷی L “ tfrurPR کنید فرض .۴ *تمرین

کنید. ساختار L ͷی به تبدیل را R مجموعۀ است.

ͬ کند. م ضرب r در را عدد هر که بͽیرید نظر در تابعͬ ͬ توانید م را fr تابع̧ مثال، برای راهنمایی.

نظر در x Ñ πx ضابطۀ با را f : N Ñ R تابع̧ است. تک موضعͬ تابعͬ نماد ͷی f آن در که باشد زبان ͷی L “ tfu کنید فرض .۵ *تمرین

ͬ دهد؟ م تشͺیل Lساختار ͷی تابع، این با طبیعͬ، اعداد مجموعۀ  آیا بͽیرید.

باشد؟ Lساختار ͷی ͬ تواند م است، تفریق علامت ´ آن در که pN,´q آیا .۶ تمرین

۳



فرمولها معنای ۲ .۱

تابع̞ͬ نماد ͷی f کنید فرض کنیم. مشاهده هم با را ساختارها در فرمول کردن معنا از مصداق ͷی است بهتر فرمولها، معنای بحث به ورود از پیش

باشند. Lساختارِ دو M2 و M1 کنید فرض همچنین بͽیرید. نظر در را fpcq .“ d فرمولِ باشند. L زبانِ ͷی در ثابت نماد دو c, d و موضعͬ تک

است: زیر صورت به M1 ساختارِ در fpc1q
.
“ c2 جملۀ معنͬ دارند. را خود به مخصوص تعبیرِ c, d ثوابتِ و f تابع̧ اینها، از کدام هر در

fM1pcM1q “ dM1 .

است: زیر معنͬ به M2 ساختارِ در جمله همین مشابهاً

fM2pcM2q “ dM2 .

ͬ نویسیم م و است، درست ساختار این در fpcq .“ d فرمولِ ͬ گوییم م آنگاه باشد، (L زبانِ همین (برای Lساختار ͷی M اگر کلͬ طور به

M |ù fpcq
.
“ d

هرگاه

fMpcMq “ dM.

تعریف برای ͬ تر، کل طور به و سوال، بدین پاسخ برای است؟ برقرار M2 یا M1 ساختارِ در فرمول این آیا بͽیرید. نظر در را fpxq .“ y فرمولِ حال

داریم. ترمها محاسبۀ و مقداردهͬ نگاشتهای و پای بند و آزاد متغیرهای دربارۀ مختصری توضیح به نیاز ساختارها، در فرمولها صدق

پای بند و آزاد متغیرهای ۱ .۲ .۱

زیر: فرمول در مثال برای ͬ شود. م گفته آزاد متغیر باشد، نداشته اثر آن روی سوری هیچ که متغیری به اول، مرتبۀ فرمولِ ͷی در
`

Dxppxq ^ qpxq
˘

زیر فرمول در اما است. آزاد متغیر همین دوم حضور ولͬ ͬ کند م اثر آن روی وجودی سور زیرا است، پای بند x متغیرِ چپ) سمتِ (از اولِ حضورِ 

Dx
`

ppxq ^ qpxq
˘

فرمولِ در دیͽر، مثالͬ عنوان به است. پای بند x متغیر حضور دو هر

@yDx
´

fpxq
.
“ y ^Rpx, y, z, tq

¯

است. زیر صورت به فرمولها،  تعریف استقرائͬ ماهیت به بنا آزاد، متغیرِ ͷی دقیق̞ تعریف هستند. آزاد z, t متغیرِ دو و پای بند x, y متغیرِ دو

دهد: رخ زیر حالات از ͬͺی هرگاه است، آزاد φ فرمولِ در x متغیرِ ͬ گوییم م .۶ تعریف

باشد. رفته کار به t2 یا t1 ترمهای از ͬͺی در x متغیر و باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمولِ .۱

باشد. رفته کار به tn تا t1 ترمهای از ͬͺی در x متغیر و باشد Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمولِ .۲

باشد. ψ فرمولِ برای آزاد متغیر ͷی x و باشد ␣ψ صورتِ به φ فرمولِ .۳

باشد. ψ2 فرمولِ آزادِ متغیرهای از ͬͺی یا ψ1 فرمولِ آزادِ متغیرهای از ͬͺی x و باشد pψ1 ^ ψ2qصورت به φ فرمولِ .۴

است. ψ فرمولِ برای آزاد متغیر ͷی x و ،x از غیر متغیری y آن در که باشد Dyψ صورت به φ فرمولِ .۵

یعنͬ است، اول مرتبۀ فرمولِ ͷی φpx1, . . . , xnq ͬ گوییم م وقتͬ اما ͬ دهیم. م نشان φ,ψ, . . . حروفِ با را اول مرتبۀ فرمولهای عموماً .۷ قرارداد

است. زیر نکتۀ سه به اشاره منظورمان ͬ نویسیم، م فرمول جلوی را متغیر سری ͷی نام وقتͬ

هستند. tx1, . . . , xnu مجموعه به متعلق φ فرمولِ آزادِ متغیرهای ●

نشدەاند. استفاده φ فرمولِ در x1, . . . , xn متغیرهای همۀ لزوماً ●

ͬ آوریم. نم میان به آن پای بند متغیرهای از نامͬ فرمول، ͷی نمایش در یعنͬ نیستند؛  پای بند متغیرها، این از هیچ کدام ●

۴



ترمها محاسبۀ و ساختارها در متغیرها به مقداردهͬ ۲ .۲ .۱

در آن تعبیر است، شده استفاده x1, . . . , xn متغیرهای از آن در که است، L زبانِ در ترم ͷی t وقتͬ که زد حدس ͬ توان م ترم ها، تعریف روی از

ͬ دهد: م توضیح را گفته این زیر مثال ͬ کند. م مشخص را tM :Mn ÑM تابع ͷی M ساختارِ ͷی

است. ثابت نماد ͷی e و موضعͬ، تک تابعͬ نماد ͷی g دوموضعͬ، تابعͬ نماد ͷی f آن در که بͽیرید نظر در را L “ tf, g, eu زبانِ .۸ مثال

بͽیرید: نظر در را زیر ساختارهای باشند. Lترم دو t2 “ fpgpxq, gpeqq و t1 “ gpfpx, yqq کنید فرض

.M2 “ pN, ¨, spxq “ x` 1, 0q و M1 “ pR,`, ex, 1q .۱

هستند: زیر صورت به ساختار دو این در t1, t2 ترمهای تعابیر

tM1
1 px, yq “ ex`y, tM2

2 px, yq “ ex ` e1

tM2
1 px, yq “ x ¨ y ` 1, tM2

2 px, yq “ px` 1qp0` 1q.

که است لازم بزنیم. حدس نیز را tM2
2 p10, 3q مثل عبارتͬ یا tM1

1 pπ, 5q مثل عبارتͬ معنͬ زیادی فکر بدون ͬ توانستیم م بالا، مثال همین در

کنیم. دقیق را بالا شهود همین ادامه، در

ساختارِ ͷی M کنید فرض ͬ شود. م استفاده آن از نویسͬ فرمول  و کلمه در که متغیرهاست از شمارا مجموعۀ ͷی var که گفتیم ؟؟ قراردادِ در

باشد. اول مرتبۀ

تابع̧ هر به .۹ تعریف

β : varÑM

ͬ شود. م گفته «M ساختارِ در متغیرها «مقداردهͬ نگاشت ͷی

ͷی در متغیرها به مقداردهͬ بͽیریم. نظر در M جهانِ در مقداری چه ،x مثلا́ هرمتغیری، برای که ͬ کند م مشخص تابع، این که است واضح

به خاص، طور به که باشد، متغیرها به مقداردهͬ نگاشت ͷی β : var Ñ M کنید فرض ͬ شود: م ترمها مقدار شدنِ مشخص به منجر Lساختار

استفاده x1, . . . , xn متغیرهای از آن در که باشد Lترم ͷی t کنید فرض همچنین ͬ دهد. م a1, . . . , an مقادیرِ ترتیب به x1, . . . , xn متغیرهای

ساختارِ در t ترم̧ مقدارِ بخوانید ،tMrβs از منظورمان است. تابع ͷی tM : Mn Ñ M صورت: این در دیدەایم، قبلا́ که طور همان است. شده

است. tMpa1, . . . , anq همان حقیقت در ،β مقدارده̞ͬ نگاشت از استفاده با M

تعیین برای روشͬ باید منطقͬ، دقیق صورتگرایی در نیست. دقیق چندان ͬ دهد، م دست به خوبی شهودِ چند هر tMrβs برای بالا در که تعریفͬ

کردەایم. تعریف استقرائͬ و دقیق صورت به را tMrβs عبارتِ زیر، در باشیم. داشته متغیرها» «همۀ مقدارِ حسب بر ترم، ͷی مقدار

روی استقرایی صورت به tMrβs عبارتِ باشند. متغیرها به مقداردهͬ نگاشت ͷی β : varÑM و Lساختار ͷی M کنید فرض .۱۰ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ترمها

tMrβs “ βpxq ͬ کنیم: م تعریف آنگاه باشد، متغیر ͷی t “ x اگر .۱

tMrβs “ βpxq “ cM ͬ کنیم م تعریف آنگاه باشد، زبان در ثابت ͷی t “ c اگر .۲

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه است، موضعͬ n تابع̞ͬ نماد ͷی f آن در که t “ fpt1, . . . , tnq و باشند دانسته tM1 rβs, . . . , tMn rβs تعابیرِ هرگاه .۳

tMrβs “ fMptM1 rβs, . . . , t
M
n rβsq

است؟ ضروری بالا تعریف برای ترم ها» یͺتای «خوانش چرا که دهید توضیح .۷ *تمرین

ͬ گوییم م وقتͬ ͬ کند: م روزمره ریاضیات به شبیه بیشتر و سادەتر را کارها گاهͬ آن، مقابل در ترم در رفته کار به متغیرهای نوشتن .۱۱ قرارداد

در موجود متغیرهای میان از است، شده استفاده آن در که متغیرهایی و است Lترم ͷی t که است این منظور است، Lترم ͷی tpx1, . . . , xnq

به باشد مقداردهͬ نگاشت ͷی β : var Ñ M اگر حال باشند. نشده استفاده متغیرها این همۀ شاید هرچند است؛ tx1, . . . , xnu مجموعۀ

نمادِ چند هر که کنید دقت .tMpa1, . . . , anq بنویسیم ͬ توانیم م tMrβs جای به صورت این در ،βpx1q “ a1, . . . , βpxnq “ an که طوری

کار به tMrβs دقیق̞ تعریفِ بعدی، قضایای در استقراء از استفاده بودن امͺان پذیر برای اما ͬ رسد، م نظر به  ͬ طبیع و سادە بسیار tMpa1, . . . , anq

است. شده لحاظ متغیرها همۀ به مقداردهͬ اساس بر t ترم مقدار آن در زیرا ͬ آید، م

۵



ساختارها در فرمولها صدق ۳ .۲ .۱

به فرمول این غلط˼ یا درست ارزش که است واضح است؟ درست طبیعͬ اعداد مجموعۀ در است» اول عدد ͷی x» ͬ گوید: م که φpxq فرمولِ آیا

متغیرهای که است نیاز ساختار، ͷی در فرمول ͷی درستͬ تشخیص برای نیست. درست φp4q اما است، درست φp3q مثلا́ دارد؛ بستگͬ x مقدار

شوند. مقداردهͬ فرمول، آن آزاد

نظر، مورد تعریف اما ͬ شود. م تعریف فرمولها استقرائͬ ماهیت با مطابق مقداردهͬ، نگاشت ͷی با و Lساختار ͷی در فرمول ͷی صدق

M ساختارِ در β مقدارده̞ͬ با φ فرمولِ زمانͬ است. نمادها از دنبالەای فرمول، ͷی که ͬ دانیم م دارد. سادەای محتوای پیچیدەاش، ظاهر ͬ رغم عل

ͬ دهیم، م قرار را β توسط شده تعیین مقادیر فرمول، آزاد متغیرهای به و را، تعابیرشان فرمول، در رفته کار به نمادهای جای به وقتͬ که است، برقرار

پیش از کنیم تعریف ͬ خواهیم م که را آنچه که شود ثابت خواننده به که این برای دهد. رخ M ساختارِ در است، شده توصیف فرمول توسط که آنچه

آوردەایم. ساختارها در فرمولها صدق از مثالهایی دقیق، تعریف ارائۀ از پیش ͬ داند، م

β : varÑM کنید فرض بͽیرید. نظر در دارد f تک متغیرۀ تابع̞ͬ نماد ͷی فقط که L “ tfu زبانِ برای را M “ pR, exq ساختارِ .۱۲ مثال

آنها مقادیر ولͬ ͬ دهد م مقدار هم متغیرها سایر همۀ به تابع این (البته بدهد e و ۱ مقادیر ترتیب به y و x متغیرهای به که باشد دهͬ مقدار تابع ͷی

در شوند، مقداردهͬ R در β نگاشتِ از استفاده با x, y وقتͬ fpxq .“ y فرمولِ ͬ گوییم م پس .e1 “ e که ͬ دانیم م نیست). مهم ما برای فعلا́

ͬ دهیم. م نمایش زیر صورت به را واقعیت این و است؛ درست M ساختارِ

M |ù fpxq
.
“ yrβs.

موضعͬ تک تابعͬ نماد ͷی g موضعͬ، دو تابعͬ نماد ͷی f موضعͬ، دو رابطەای نماد ͷی R آن در که L “ tR, f, g, cu کنید فرض .۱۳ مثال

بͽیرید: نظر در را زیر فرمولهای است. ثابت ͷی c و

φ1 “ fpc, gpcqq
.
“ c.

φ2 “ Rpgpcq, gpgpcqq

φ3 “ Dxgpfpx, xqq
.
“ c

φ4 “ Dyfpgpxq, yqq
.
“ c

که است برقرار M1 ساختارِ در φ1 فرمولِ زمانͬ بͽیرید. نظر در را M2 “ pZ, |, ¨, s, 0q و M1 “ pR,ă,`, ex, 1q Lساختارهای حال

fM1pcM1 , gM1 pc
M1qq “ cM1

M1 |ù ␣φ1 یا M1 ­|ù φ1 ͬ نویسیم: م پس ͬ افتد. نم اتفاق این که ͬ گوید م ما به حقیقͬ، اعداد دربارۀ ما دانش اما .1` e1 “ 1 یعنͬ: این و

است: زیر معنͬ به M2 ساختارِ در φ1 فرمولِ همین برقراری نیست). φ1 فرمولِ برای مدلͬ M1 ساختارِ (بخوانید:

fM2pcM2 , gM2 pc
M2qq “ cM2

M2 |ù φ1 ͬ نویسیم: م پس است؛ برقرار آنجا در بالا عبارت که ͬ گوید م ما به صحیح اعداد دربارۀ ما دانش دوباره .¨p0 ` 1q “ 0 یعنͬ که

بنویسیم: هم زیر صورت به را بالا اتفاقهای ͬ توانیم م است). φ1 فرمولِ برای مدلͬ M2 ساختارِ (بخوانید:

pR,ă,`, ex, 1q |ù fpc, gpcqq “ c

و

pZ, |, ¨, s, 0q ­|ù fpc, gpcqq “ c

در .M1 |ù φ2 e؛ ă ee که است معنͬ این به φ2 بودنِ برقرار M1 ساختارِ در ͬ کنیم. م بررسͬ خلاصەتر بیان به البته را، φ2 فرمولِ صدق حال

به بنا Dxe2x؛ “ 1 است: معنͬ این به M1 ساختارِ در φ3 فرمولِ .M2 |ù φ2 پس 2|1؛ که است معنͬ این به φ2 فرمول برقراریِ M2 ساختارِ

.Dxx2` 1 “ 0 است: زیر معنͬ به M2 ساختارِ در فرمول همین .M1 |ù φ3 پس ͬ شود، م پیدا x چنین حقیقͬ، اعداد در نمائͬ تابع بودن پوشا

.M2 |ù ␣φ3 پس ندارد؛ وجود Z در x چنین که ͬ دانیم م

۶



ͬ شود: م معنͬ چنین M1 در و است x آزادِ متغیر دارای فرمول، این دارد. بیشتری دقت به نیاز φ4 فرمولِ بررسͬ

Dy ey ` x “ 1

است: زیر معنͬ به یادشده، فرمولِ M2 ساختارِ در نیز

Dy py ` 1q.x “ 0

ساختارها این ͷی هر در مقداردهͬ نگاشت ͷی به نیاز واقع در است. x مقدار دانستن به منوط ساختار، دو این در φ4 فرمول درستͬ تشخیص

داد. قرار باید مقداری چه x جای به بͽوید ما به که هست

بͽیرید: نظر در را زیر مقداردهͬ نگاشتهای

β1 : var Ñ R

β2 : var Ñ Z

خواهد روشن که دلیلͬ به ولͬ بدانیم را متغیرها سایر روی را β1, β2 مقدار که است مطلوب .β1pxq “
?
2, β2pxq “ 3 که باشند گونەای به

زیر صورت به معنایش ͬ گیریم، م نظر در M1 ساختارِ در β1 مقداردهͬ نگاشت با را φ4 فرمولِ وقتͬ ندارد. اهمیت برایمان فعلا مقادیر این شد،

است:

Dy ey `
?
2 “ 1

ͬ نویسیم: م پس ͬ شود؛ نم پیدا حقیقͬ اعداد در y چنین

M1 ­|ù φ3rβ1s

است: زیر معنͬ به M2 ساختارِ در β2 ارزیابی̞ نگاشت با φ4 فرمولِ که کنید تحقیق ساده تمرین ͷی عنوان به

Dy 4 ¨ y “ 0

.M2 |ù φ4rβ2s رو این از و

اما، ͬ گیرد. م صورت طبیعͬ بسیار صورتͬ به ساختارها در فرمولها کردن معنا فرایند که کنیم توجیه را خواننده که بود این بر تلاشمان اینجا تا

شود. بیان زیر استقرائͬ و دقیق صورت به ساختار در فرمولها صدق تعریف که است نیاز منطقͬ مصالح برای دوباره

عبارتِ Mباشند. جهان در متغیرها مقداردهͬ نگاشت ͷی β و Lفرمول، ͷی φ یLͷساختار، M اول، مرتبۀ زبانِ ͷی L کنید فرض .۱۴ تعریف

مدلͬ M Lساختارِ یا است، برقرار ͬ شوند م مقداردهͬ β تابع̧ توسط متغیرها وقتͬ M Lساختارِ در φ فرمولِ ͬ شود م خوانده که M |ù φrβs

ͬ شود: م تعریف زیر استقرائͬ صورت به است، β مقداردهͬ تحت φ فرمولِ برای

ͬ گوییم م ●

M |ù t1
.
“ t2rβs

هرگاه

tM1 rβs “ tM2 rβs.

ͬ گوییم م آنگاه هستند ترم ها ti و است زبان در موضعͬ n رابطەای نماد ͷی R آن در که باشد Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمولِ اگر ●

M |ù Rpt1, . . . , tnqrβs

هرگاه

ptM1 rβs, . . . , t
M
n rβsq P R

M.

M |ù φrβs ͬ کنیم م تعریف آنگاه بدانیم β مقداردهͬ تابع هر برای را M |ù ψrβs که این معنای و باشد ␣ψ صورت به φ فرمولِ اگر ●

.M ­|ù ψrβs هرگاه

۷



در بدانیم. β مقدارده̞ͬ تابع هر برای را M |ù ψ2rβs و M |ù ψ1rβs معنای و باشد pψ1 ^ ψ2q صورت به φ فرمولِ که کنید فرض ●

M |ù ψ2rβs. و M |ù ψ1rβs همزمان هرگاه M |ù φrβs ͬ کنیم م تعریف صورت این

ͬ کنیم م تعریف صورت این در بدانیم. β مقداردهͬ نگاشت هر برای را M |ù ψrβs معنایِ و باشد Dxψ صورت به φ فرمولِ کنید فرض ●

که طوری به باشد موجود a PM عنصرِ ͷی M |ù φrβs

M |ù ψrβ
a

x
s.

ͬ کند م عمل β مقداردهͬ نگاشت مانند x متغیر از غیر متغیرها همۀ روی که است جدید مقداردهͬ نگاشت ͷی β a
x : varÑM آن در که

.β a
x pxq “ a ولͬ

ͬ دانیم. م ضروری را زیر نکات ذکر بالا تعریف مورد در

نشان φpx1, . . . , xnq صورتِ به را فرمول این آنگاه، باشد x1, . . . , xn بین در φ فرمولِ آزاد متغیرهای که وقتͬ که بودیم گفتە قبلا́ .۱

صورت این در است. داده را ai مقدارِ xi متغیرِ هر به که باشد M ساختارِ در مقداردهͬ نگاشت ͷی β که کنید فرض حال ͬ دهیم. م

بنویسیم: M |ù φrβs جای به که است راحت تر

M |ù φpa1, . . . , anq.

نکته ͷی بالا نمایش در باشیم. داشته بیشتری دقت به نیاز که زمانهایی مͽر کرد، خواهیم استفاده زیاد هم نمادگذاری این از کتاب ادامۀ  در

،φ فرمولِ در شده استفاده متغیرهای از غیر متغیرهای به β که مقداری به M |ù φrβsعبارت که است این آن و است نهفته ضمنͬ طور به

کردەایم. دقیق ۱۵ قضیۀ در را گفته این نیست. وابسته ͬ دهد م

M |ù یا M |ù φrβs یا آنگاه باشد، M در متغیرها به مقداردهͬ نگاشت ͷی β و Lساختار، ͷی M اول، مرتبۀ Lفرمولِ ͷی φ اگر .۲

واقع در است). دیͽری دادن رخ عدم معنͬ به ͬͺی دادن رخ تعریف، به بنا واقع (در ͬ دهند نم رخ همدیͽر با اتفاق دو این هرگز و ␣φrβs

باشد. تناقض دادن رخ محل که نیست قرار تعریف، به بنا اول، مرتبۀ ساختار

مثالِ در اول فرمول سه مانند ما، فرمول وقتͬ اما دارد. بستگͬ متغیرهایش مقداردهͬ به ساختار ͷی در فرمول ͷی درستͬ ۱۵ تمرین̞ به بنا .۳

بخواهد گرفتنش مقدار که ندارد وجود متغیری واقع در ندارد. بستگͬ مقداردهͬ نگاشتهای به آن، درستͬ باشد، نداشته آزادی متغیر هیچ ۱۳

است. پرداخته موضوع این به بعدی تعریف باشد. داشته فرمول صدق در تأثیری

است؟ ضروری بالا تعریف برای فرمول ها» یͺتای «خوانش چرا که دهید توضیح ͬ توانید م آیا .۸ *تمرین

فرمولِ در x آزادِ متغیر هر برای که طوری به باشند M ساختارِ در متغیرها به مقداردهͬ نگاشتِ دو β1, β2 و Lفرمول ͷی φ کنید فرض .۱۵ قضیه

M |ù φrβ1s صورت این در باشند). مقدار هم φ در شده استفاده آزادِ متغیرهای روی نگاشت دو هر (یعنͬ .β1pxq “ β2pxq باشیم داشته φ

.M |ù φrβ2s اگر تنها و اگر

به دلخواه مقداردهͬ نگاشت ͷی β و باشد ترم ͷی t اگر که کنید دقت نخست ͬ کنیم. م اثبات φ فرمول پیچیدگͬ روی استقراء  به را حͺم اثبات.

واضح باشد. t1
.
“ t2 صورت به فرمولͬ φ فرمولِ اگر بنابراین دارد. بستگͬ t ترم در رفته کار به متغیرهای به فقط tMrβs مقدارِ آنگاه متغیرها،

.M |ù t1 “ t2rβ2s اگروتنهااگر M |ù t1 “ t2rβ1sپس .tM2 rβ1s “ tM2 rβ2s و tM1 rβ1s “ tM1 rβ2s که است

کنیم: اثبات را زیر موارد که است نیاز حال

است. برقرار هم ϕ فرمول برای حͺم آنگاه باشد، برقرار ψ فرمول برای حͺم و باشد ␣ψ صورت به ϕ فرمولِ اگر ●

است. برقرار هم φ فرمولِ برای حͺم آنگاه باشد، برقرار ψ2 و ψ1 فرمولهای برای حͺم و باشد pψ1 ^ ψ2q صورتِ به φ فرمول اگر ●

است. برقرار نیز φ برای حͺم آنگاه باشد، برقرار ψ فرمول برای حͺم و باشد Dxψ صورت به φ فرمولِ اگر ●

ͬ کنیم. م بسنده سوم مورد اثبات به تنها رها تمرین عنوان به را اول مورد دو اثبات

M |ù ψrβ2
a
x s استقراء، فرض به بنا .a P M ͷی برای M |ù ψrβ1

a
x s تعریف، به بنا صورت، این در .M |ù Dxψrβ1s کنید فرض

عبارتِ اما هستند. همقدار باشد، آنها از ͬͺی ͬ تواند م هم x البته، که ،ψ فرمولِ آزادِ متغیرهای تمام روی β2r ax s و β1r ax s ارزیابی̞ نگاشتِ دو زیرا

.M |ù Dxψrβ2s یعنͬ M |ù ψrβ2
a
x s

۸



ͬ شود. م گفته جمله باشد، نداشته آزادی متغیر هیچ که فرمولͬ به .۱۶ تعریف

ارزش دهͬ نگاشتِ دو هر برای ندارد، آزادی متغیر هیچ β که آنجا از ،۱۵ قضیۀ به بنا صورت این در باشد. Lجمله ͷی φ کنید فرض .۱۷ ملاحظه

وقتͬ صورت این در ندارد. بستگͬ ارزیابی نگاشتهای به جمله،  ͷی برقراری یعنͬ .M |ù φrβ2s اگروتنهااگر M |ù φrβ1s داریم β1, β2
.(β مقداردهͬ هرنگاشتِ برای معادلا˟ (و β مقداردهͬ نگاشت ͷی برای M |ù φrβs که است این منظورمان M |ù φ ͬ نویسیم م

آینده درسهای در ͬ کند. م آشͺار منطقͬ پدیدەهای بررسͬ در را آنها اهمیت ندارد، بستگͬ مقداردهͬ نگاشتهای به ارزششان که جملەها ویژگ̞ͬ این

شد. خواهد مشخص خواننده برای خودکار طور به گفته این معنای

.M |ù ␣φ یا و M |ù φ یا صورت این در باشد. Lساختار ͷی M و Lجمله ͷی φ کنید فرض .۱۸ نتیجه

داشته که بنویسید گونەای به را φ فرمولِ باشد. یLͷساختار M “ pM, fM, 0Mq کنید فرض و بͽیرید نظر در را L “ tf, 0u زبان .۹ تمرین

باشد. پوشا و ͷبەی ͷی تابع ͷی fM تابع اگروتنهااگر M |ù φ باشیم:

.M |ù ψrβs شود نتیجه M |ù φrβs از اگروتنهااگر M |ù pφÑ ψqrβs که دهید نشان .۱۰ تمرین

بͽیرید. نظر در Lساختار ͷی عنوان به را M “ pM, fM,ăM, 0Mq و باشد اول مرتبۀ زبانِ ͷی L “ tf,ă, 0u کنید فرض .۱۱ تمرین

تابع̧ اگروتنهااگر M |ù φpaq باشیم: داشته که بنویسید گونەای به را φpxq فرمولِ باشد. M مجموعۀ روی خطͬ ترتیب ͷی ăM که کنید فرض

باشد. پیوسته a نقطۀ در fM

ساختارِ دو در ترتیب به Dyfpy, yq .
“ x فرمولِ است. موضعͬ دو تابعͬ نماد ͷی f آن در که بͽیرید نظر در را L “ tfu زبانِ .۱۲ تمرین

دارد؟ معنایی چه pN, ¨q و pN,`q

بͽیرید. نظر در را L “ t`, ¨, 0u زبانِ .۱۳ تمرین

.a ă b اگروتنهااگر pR,`, ¨, 0q |ù φpa, bq که بنویسید گونەای به را φpx, yq فرمولِ .۱

pZ,`, ¨, 0q |ù φpa, bq است: درست رو پیش عبارت آیا که کنید بررسͬ نوشتەاید، اول قسمت پاسخ در که φpx, yq فرمولِ برای .۲

.a ă b اگروتنهااگر

.۱۴ تمرین

.b “ a`1 Nاگروتنهااگر |ù φpa, bq باشیم Nداشته “ pN,ăq ساختارِ در که بنویسید گونەای Lبه “ tău زبانِ در ,φpxرا yq فرمولِ .۱

اگروتنهااگر Q |ù φpa, bq است: درست رو پیش عبارت φpx, yq فرمولِ همان برای آیا بͽیرید. نظر در را Q “ pQ,ăq ساختارِ حال

.b “ a` 1

.Q |ù @x, y ␣φpx, yq که دهید نشان .۲

Lباشند. زبانِ در و اول مرتبۀ منطق در فرمولهایی ψ1, . . . , ψn و باشد گزارەها منطق در تاتولوژی ͷی fpp1, . . . , pnq کنید فرض .۱۵ *تمرین

.M |ù fpψ1, . . . , ψnqrβs داریم β : varÑM مقدارده̞ͬ نگاشت هر برای که دهید نشان باشد. Lساختار ͷی M که کنید فرض نیز

خواننده ذهن احتمالا˟ که دغدغەهایی نوع با ͬ پرسند، م عموماً دانشجویانش که سوالاتͬ به بنا هم و خود دانشجویی تجربیات به بنا هم نگارنده،

دغدغەهایی چنین نوع دو به زیر در است. کرده موکول مناسبی مͺان به را آنها از نوع هر به دادن پاسخ و اشاره اما است مطلع کرده، درگیر خود به را

است. شده اشاره

در فرمول یا جمله ͷی φ عبارت این در بͽیرید. نظر در را M |ù φ عبارت باشد. Lساختار ͷی L و اول مرتبۀ زبانِ ͷی L که کنید فرض

وقتͬ واقع در نیست. L زبانِ در |ù نمادِ زیرا است واضح این و نیست؛ L زبانِ در فرمول یا جمله ͷی M |ù φ عبارتِ خودِ اما است. L زبانِ

این انگار است. درست M ساختارِ در است L زبانِ در که φ جملۀ که گفتەایم چنین اما نکردەایم استفاده L اولِ مرتبۀ زبان از M |ù φ ͬ نویسیم م

درس این در که ͬ ای ریاض عبارات همۀ و چیست فرازبان این اما است. شده بیان است شده نوشته آن در φ جملۀ  که زبانͬ فرای زبان، ͷی در جمله

زیر جملۀ ͬ کنیم. م اشاره مشابه وضعیت ͷی به مثال عنوان به اما داد، نخواهیم را سوال این پاسخ لحظه این در هستند؟ زبانͬ چه در ͬ شوند م نوشتە

بͽیرید: نظر در را

۹



است. شده تشͺیل کلمه پنج از A horse is an animal عبارت

ͬ کند! م صحبت انگلیسͬ زبان در جملەای دربارۀ  حال عین در اما ͬ شود م محسوب فارسͬ زبان در جملەای بالا جملۀ

آمده Lساختار ͷی و اول مرتبۀ زبانِ ͷی تعریف در که است این باشد، بوده خواننده سوال مورد نوشته، این اینجای تا احتمالا که دیͽری مورد

مجموعەها نظریۀ باید اول آیا پس باشیم. داشته منطق به نیاز نیز چیست، مجموعه که این دانستن برای احتمالا˟ اما هستند. مجموعه اینها که است

را؟ منطق سپس ͬ کردیم م تدریس را

به انگیزەهای جزو سوالات این به دادن پاسخ بسا چه و ماند، نخواهند بی پاسخ نوشتار این در قبیل این از پرسشهای که ͬ دهیم م قول خواننده به

باشد. کتاب این درآمدن نگارش

که این برای قاعدەهایی و باشیم داشته علائم از مجموعەای که است نیاز اول مرتبۀ منطق در گفتن سخن برای که گفتیم قبلͬ فصل در

و کلمات کردن معنا برای است. کلمه خودِ  از مستقل چیزی کلمه، معنای ندارند. معنایی کلمەها این اما بسازیم؛ جمله و کلمه علائم آن با

مثال،  برای باشند. داشته مابازاء ما نظر مورد مفاهیم و کلمات آنها در که داریم ذهنͬ) یا (واقعͬ جهانهایی به نیاز ریاضͬ، منطق در جملات

معنای تا باشد داشته هست چیزی روی چیزی که این و میز، گربه، از تصوری باید شخص این است،  میز روی گربه ͬ گوییم، م کسͬ به وقتͬ

ولͬ باشند؛ داشته مختلفͬ درکهای جمله، ͷی از خودشان واقعͬ یا ذهنͬ جهان به بنا مختلف، افراد است ممͺن ضمن در بفهمد. را ما جملۀ 

میز روی گربه جملۀ از معنایی هم باز است، ͹س گربه، ͬ کند م فکر که کسͬ مثلا́ شوند. متصور ما جملۀ برای معنایی ͬ توانند م هم حال این در

است! میز روی ͹س ͬ کند م فکر دارد: ذهنش در است

ͬ نویسیم: م باشد، درست آن در φ جملۀ و باشد واقعͬ یا ذهنͬ جهان ͷی M اگر

M |ù φ.

۱۰
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