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فرمول جمله، کلمه، زبان، ۱ .۰
و رابطە ای نمادهایی تابعͬ، نمادهایی از متشͺل مجموعە ای اول، مرتبۀ زبان ͷی از منظور .۱ تعریف
تعداد کنندۀ مشخص طبیعͬ، عدد ͷی تابعͬ نماد هر و رابطە ای نماد هر برای است. ثوابت برای نمادهائͬ

ͬ شود. م گرفته مواضع

.۱ مثال

.L∅ = ∅ .۱

متغیره، دو تابع ͷی برای نماد ͷی g متغیره، تک تابعͬ نماد ͷی f آن در که L = {f, g, R, c} .۲
است. ثابت نماد ͷی c و دوموضعͬ، رابطۀ ͷی برای نماد ͷی R

.LR = {0, 1,+,−, ·} .۳

.LG = {e, ∗,−1 } .۴

.LO = {<} .۵

.LOR = LR ∪ LO .۶

.LN = {0, S,+, ·, <} .۷

.Lset = {∈} .۸

باشید. داشته نظر در را v0, v1, . . . از متشͺل متغیر، مجموعۀ ͷی

ͷی ͷی Lکلمه، ͷی از منظور باشد. اول مرتبۀ زبان ͷی L که کنید فرض ترمها). یا (کلمات، ۲ تعریف
است: آمده دست به زیر قوانین از استفاده با که است علائم از متناهͬ دنبالە ای Lترم،

است. Lترم ͷی متغیر هر .۱

است. Lترم ͷی L در ثابت نماد هر .۲

ft1 . . . tn آنگاه Lباشد، در nموضعͬ تابعͬ نماد ͷی f و باشند Lترم nتا تعداد t1, . . . , tn اگر .۳
است. Lترم ͷی

دهید. قرار بررسͬ مورد زیر زبانهای در را ترمها .۲ مثال

است. موضعͬ دو رابطە ای نماد ͷی R آن در که L = {R} ●

است. متغیره تک نمادتابعͬ ͷی s آن در که L = {s} ●

را 3v معنͬ به که ترمͬ که کنید بررسͬ است. دوموضعͬ تابعͬ نماد ͷی + آن در که L = {+} ●
با دارد فرقͬ چه است (v1 + v2) + v3 معنͬ به که ترمͬ نوشت؟ متفاوت طریق چند به ͬ توان م

است؟ v3 + (v1 + v + 2) معنͬ به که ترمͬ

است. ثابت ͷی 0 و موضعͬ دو نمادتابعͬ ͷی + آن در که L = {+, 0} ●

هستند. موضعͬ دو تابعͬ نمادهای +, · آن در که L = {+, ·} ●

هستند. ثابت نمادهای 0, 1 و موضعͬ دو تابعͬ نمادهای +, · آن در که L = {+, ·, 0, 1} ●

۱



ͷی R و موضعͬ دو تابعͬ نماد ͷی g موضعͬ، تک تابعͬ نماد ͷی f آن در که L = {f, g, R} ●
است. موضعͬ سه رابطە ای نماد

0 موضعͬ، دو تابعͬ نماد ͷی + موضعͬ، تک تابعͬ نماد ͷی s آن در که L = {s,+, 0, <} ●
است. موضعͬ دو رابطە ای نماد ͷی < و ثابت ͷی

نیست. دیͽری ترم ابتدائͬ بخش ترمͬ هیچ .۱ لم

رخ زیر حالات از ͬͺی صورت این در باشد. Lترم ͷی t که کنید فرض ترمها). یͺتای (خوانش ۱ قضیه
ͬ دهد: م

است. زبان در ثابت ͷی t .۱

است. متغیر ͷی t .۲

L زبان در ترمهایی ،t1, . . . , tn و است موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی f آن در که t = ft1 . . . tn .۳
هستند.

هستند. یͺتا t1, . . . , tn ترمهای و f تابع آخر حالت در

منطقͬ نمادهای و بسته و باز پرانتزهای همراه به L زبان در موجود نمادهای از فرمولها L ساختن برای
ͬ شود: م استفاده زیر

.v0, v1, . . . متغیرها: .۱

. .= تساوی: علامت .۲

.¬,∧ عطف: و نقیض رابطهای .۳

وجودی. سور .۴

دادە ایم. توضیح را L اول مرتبۀ   زبانِ ͷی در فرمول نویسͬ دقیق روش مرحله، به مرحله صورت به ادامه در

این منهای ترمها مجموعۀ که دهید نشان ٰ(راهنمایی: نیست. ترم ͷی t = v0v1 که دهید نشان .۱ تمرین
ترمهاست). مجموعۀ با برابر ترم

ͬ شوند. م ساخته زیر روش به اتمͬ Lفرمولهای اتمͬ). (فرمولهای ۳ تعریف

است. اتمͬ فرمول L ͷی t1
.
= t2 آنگاه باشند، Lترم دو t1, t2 اگر .۱

آنگاه باشند، L زبان در ترمهائͬ t1, . . . , tn و باشد L زبان در موضعͬ n رابطە ای نماد ͷیR اگر .۲
است. اتمͬ فرمول L ͷی Rt1 . . . tn

ͬ شوند: م ساخته زیر قواعد از استفاده با فرمولها L فرمولها). L) ۴ تعریف

هستند. فرمولها L جزو اتمͬ فرمولهای .۱

است. فرمول L ͷی نیز ¬ψ آنگاه باشد، فرمول L ͷی ψ اگر .۲

است. فرمول L ͷی (ψ1 ∧ ψ2) آنگاه باشند، فرمول L دو ψ1, ψ2 اگر .۳

است. فرمول L ͷی ∃xψ آنگاه باشد، متغیر ͷی x و فرمول L ͷی ψ اگر .۴

۲



سور بدون فرمولهای است، شده ستفاده ا ۳ تا ۱ قوانین از تنها آنها ساخت در که را فرمولهائͬ .۵ تعریف
ͬ نامیم. م

دوموضعͬ تابعͬ نمادهای +, · علامتهای دهید. قرار بررسͬ مورد زیر زبانهای در را فرمولها .۲ تمرین
است. ثابت نماد ͷی 0 و است رابطە ای نماد ͷی < و هستند

L = {+, 0} .۱

L = {+, ·, 0} .۲

.L = {+, ·, <, 0} .۳

.L = {<} .۴

باشد. 2xw2 + xy3z چندجملە  ایِ یادآورِ که بنویسید ترم ͷی L = {+, ·} زبانِ در .۳ تمرین

کرد: خواهیم استفاده کوتاە نویسͬ برای زیر نمادهای از

(ψ1 ∨ ψ2) = ¬(¬ψ1 ∧ ¬ψ2)

(ψ1 → ψ2) = (ψ1 ∨ ¬ψ2).

(ψ1 ↔ ψ2) = (ψ1 → ψ2) ∧ (ψ2 → ψ1)

گاهͬ .∃x1 . . . xn نوشت خواهیم ∃x1 . . . ∃xn جای به .t1Rt2 نوشت خواهیم Rt1t2 جای به گاهͬ
گذاشتن از هم گاهͬ حال این با ͬ کنیم. م استفاده بیشتری پرانتزهای از فرمولها شدن خوانده راحت تر برای

ͬ گیریم: م نظر در منطقͬ ادوات برای را زیر اهمیت ترتیب دوم حالت در ͬ کنیم. م صرف نظر پرانتز

¬, ∃, ∀
∧,∨
→,↔ .

داشت. خواهند اولویت شوند ظاهر زودتر کدام هر آمدە اند خط ͷی در که نمادهایی میان در

کنید: پرانتزگذاری را زیر فرمولهای .۴ تمرین

.¬ϕ ∧ ψ → χ ●

.∀xR(x, y) → ∃yS(y, z) ∧ t(u, v) ●

.∃xR(x, y) ∧ f(x) .= y → ∀yR(x, y) ●

شود. عوض فرمول بی آنکه برداشت را پرانتزها ͬ توان م زیر فرمول کدام از .۵ تمرین

.(∃xR(x, y)) → S(y, z) ●

.∃x(R(x, y) → S(y, z)) ●

.∃x, y(R(x, y) ∧ S(x, y)) → x
.
= y ●

نیست. دیͽری فرمول ابتدائͬ بخش فرمولͬ، هیچ .۲ لم

ͬ دهد. م رخ زیر موارد از ͬͺی ϕ فرمول L هر برای فرمولها). یͺتای (خوانش ۲ قضیه

۳



.ϕ = t1
.
= t2 که طوری به دارند وجود t1, t2 ترمهای ●

.ϕ = Rt1 . . . tn که طوری به موجودند t1, . . . , tn ترمهای و R ̞ͬ موضع n رابطۀ ●

.ϕ = ¬ψ که طوری به است موجود ψ فرمول ●

.ϕ = (ψ1 ∧ ψ2) که طوری به موجودند ψ1, ψ2 فرمولهای ●

.ϕ = ∃xψ که طوری به موجودند x متغیر و ψ فرمول ●

هستند. یͺتا بالا در ψ,ψ1, ψ2 فرمولهای ،R رابطۀ ،t1, . . . , tn ترمهای

شود. داده توضیح فرمولها روی استقرا بالا، قضیۀ از استفاده با

ایزومرفیسم تعبیر، ساختار، ۲ .۰

ͬ گیرد. م بر در را زیر مفاهیم M Lساختارِ ͷی باشد. اول مرتبۀ زبان ͷی L که کنید فرض .۶ تعریف

ͬ نامیم. م M Lساختارِ جهانِ را آن که M ̞ͬ ناته مجموعۀ ͷی .۱

،fM :Mnf →M تابع̧ ͷی f ∈ L ̞ͬ موضع nf تابعͬ نمادِ هر برای .۲

،RnR ⊆MnR مجموعۀ ͷی R ∈ L ̞ͬ موضع nR رابطۀ هر برای .۳

.cM ∈M عنصر ͷی c ∈ L ثابتِ نماد هر برای .۴

صورت به را M ساختارِ L ͷی معمولا˟

M = (M, fM, RM, cM : f,R, c ∈ L)

c ثابتِ تعبیر و R رابطە ای نماد تعبیر ،f تابعͬ نماد تعبیر ترتیب به را cM و RM ،fM و ͬ دهیم م نمایش
مشخص نیز را زبان ضمنͬ، طور به ͬ نویسیم م بالا صورت به را M ساختار وقتͬ ͬ نامیم. م M ساختارِ در

کردە ا یم.

است. ساختار L ͷی مرتب مجموعۀ هر و گراف هر L = {R} زبانِ برای .۳ مثال

هستند. ساختار L زیر موارد L = {f, g, R} زبانِ برای .۴ مثال

.N = (N,+, s, <) .۱

.R = (R, ·, ex, >) .۲

هستند. ساختار L زیر موارد L = {e, ·} زبانِ برای .۵ مثال

R = (R, ·, 1) .۱

R = (R,+, 15) .۲

N = (N, ·, 1) .۳

۴



Z = (Z,+, 0) .۴

.R = (R,+,−, ·, 0, 1) ساختارِ LOR زبانِ برای .۶ مثال

.R = (R, ex) و N = (N, x 7→ x+ 1) ساختار دو L = {s} زبانِ برای .۷ مثال

کردە ایم. فرض دانسته را M آن، جهان است Lساختار ͷی M وقتͬ بعد به این از

نشاندن L ͷی µ : M → N ͬ گوییم م باشند. Lساختار دو M,N کنید فرض (نشاندن). ۷ تعریف
که طوری به باشد ͷی به ͷی تابع ͷی µ :M → N هرگاه است

و f ∈ L تابعͬ نماد هر برای µ(fM(a1, . . . , anf
)) = fN(µ(a1), . . . , µ(anf

) .۱
.a1, . . . , anf

∈M

R ∈ L رابطۀ هر برای (µ(a1), . . . , µ(amR
)) ∈ RM اگروتنهااگر (a1, . . . , amR

) ∈ RM .۲
.a1, . . . , amR

∈M هر و

.c ∈ L ثابت هر برای µ(cM) = cN .۳

L ͷی N به M از همانͬ نگاشت و M ⊆ N اگر ͬ نامیم. م ایزومرفیسم L ͷی را پوشا Lنشاندن هر
.M ⊆ N ͬ نویسیم م و است N از زیرساختار ͷی M ͬ گوییم م باشد، نشاندن

.(Z,+, 0) ⊆ (R,+, 0) ⊆ (C,+, 0) .۸ مثال

است. (R, ·, 1) به (Z,+, 0) از نشاندن ͷی ex تابع L = {∗, e} زبانِ در .۹ مثال

.(Z,+, <) به (N,+, <) از نشاندن ͷی x 7→ x− 1 تابع L = {g,<} زبان در .۱۰ مثال

به (C,+, ·, 0, 1) ساختار از حلقە ها زبان در نشاندن ͷی x + iy 7→
(
x y
−y x

)
تابع .۱۱ مثال

ماتریسهاست. ضرب و جمع با حقیقͬ دوی در دو ماتریسهای ساختارِ

است. دو در دو ماتریسهای حلقۀ  در R حلقۀ نشاندن ͷی x 7→
(
x 0
0 x

)
تابع̧ .۱۲ مثال

ارزشدهͬ، نگاشت ͷی از منظور باشد. Lساختار ͷی M کنید فرض مقداردهͬ). (نگاشت ۸ تعریف
مانند تابعͬ

β : {v0, v1, . . .} →M

است. M ساختار L جهانِ به متغیرها همۀ مجموعۀ  از

M در مقداردهͬ نگاشت ͷی β و ترم L ͷی t ساختار، L ͷی M کنید فرض ترمها). (تعبیر ۹ تعریف
زیر استقرائͬ صورت به «β مقداردهͬ تحت M ساختار در t ترم «تعبیر ͬ شود م خوانده که tM[β] باشد.

ͬ شود. م تعریف

vMi [β] = β(vi). .۱

.cM[β] = cM .۲

.ft1 . . . tMn [β] = fM(tM1 [β], . . . , tM1 [β]) .۳

۵



دارد. معنا ترمها یͺتای خوانش̞ علت به بالا، استقرائͬ تعریف که کنید توجه

یͺسانͬ مقدار t ترم در رفته کار به متغیرهای روی که باشند مقداردهͬ نگاشت دو β, γ کنید فرض .۳ لم
.tM[β] = tM[γ] آنگاه باشند. داشته

،t(x̄) صورت به خلاصە تر صورت به یا ،t(x1, . . . , xn) صورت به را ترم ͷی وقتͬ که کنید توجه
رفتە اند کار به t ترم در که متغیرهائͬ و هستند متمایزی متغیرهای ها xi که است این منظورمان ͬ نویسیم م

آمدە اند. {x1, . . . , xn} مجموعۀ از
tM(a1, . . . , an) ͬ نویسیم م وقتͬ Mباشند، یLͷساختارِ جهان در عناصری a1, . . . , an اگر حال

.β(xi) = ai که طوری به است tM[β] همان منظورمان tM(ā) یا

،t1 = gv1c کنید فرض نیز .nf = 1, ng = 2 آن در که L = {f, g, c} کنید فرض .۱۳ مثال
.M2 = (N, s, ·, 0) M1و = (R, exp,+, 1) دهید قرار .t3 = gfgv1v2gv1fv2 ،t2 = fgcfv1

کنید: محاسبه را زیر مقادیر M = Mi از کدام هر در

tM1 (a1) .۱

tM2 (a1) .۲

.tM3 (a1, a2) .۳

مقداردهͬ نگاشت ͷی β و فرمول L ͷی ϕ ساختار، L ͷی M کنید فرض فرمولها). (تعبیر ۱۰ تعریف
رابطۀ صورت این در باشند. M در

M |= ϕ[β]

مدلͬ M «ساختار یا است» درست β مقداردهͬ تحت M ساختار L در ϕ «فرمول ͬ شود: م خوانده که
ͬ شود: م تعریف زیر استقرائͬ صورت به است»، β مقداردهͬ تحت ϕ فرمول برای

.M |= t1
.
= t2[β] ⇔ tM1 [β] = tM2 [β] .۱

.M |= Rt1 . . . tn[β] ⇔ RM(tM1 [β], . . . , tMn [β]) .۲

.M |= ¬ψ[β] ⇔ M 6|= ψ[β] .۳

.M |= (ψ1 ∧ ψ2)[β] ⇔ M |= ψ1[β] و M |= ψ2[β] .۴

آن در که M |= ψ[β a
x ] که طوری به باشد موجود a ∈ M عنصر اگروتنهااگر M |= ∃xψ[β] .۵

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که است مقداردهͬ نگاشت ͷی β a
x

β
a

x
(y) =

{
β(y) y 6= x

a y = x

.M |= ψ2[β] آنگاه M |= ψ1[β] هرگاه اگروتنهااگر M |= (ψ1 → ψ2)[β] که دهید نشان .۶ تمرین

باشند. متغیر دارای ͬ توانند م فرمولها دیدیم، فرمولها ساخت روش در که طور همان

تعریف باشد. نکرده اثر آن روی سوری هیچ گاه هر است آزاد ϕ فرمول در x متغیر ͬ گوییم م .۱۱ تعریف
است: زیر استقرائͯ صورت به فرمول، ͷی در متغیر بودن آزاد دقیق تر

باشد. t2 متغیرهای جزو یا و t1 متغیرهای جزو یا هرگاه است آزاد t1
.
= t2 فرمول در x متغیر .۱

۶



باشد. رفته کار به ها ti از ͬͺی در هرگاه است آزاد Rt1 . . . tn فرمول در x متغیر .۲

باشد. آزاد ψ در هرگاه است آزاد ¬ψ فرمول در x متغیر .۳

باشد. آزاد ψ2 یا ψ1 فرمولهای از ͬͺی حداقل در هرگاه است آزاد (ψ1 ∧ ψ2) فرمول در x متغیر .۴

.x 6= y و باشد آزاد ψ در x متغیر هرگاه است آزاد ∃yψ فرمول در x متغیر .۵

کنید: مشخص را زیر فرمولهای پای بند و آزاد متغیرهای .۷ تمرین

.∃x(∀yR(x, y) ∧ s(y)) .۱

.∃xs(x) → (s(x) → ∀xR(x, y)) .۲

.∃x(s(x) → ∃yR(x, y)) .۳

این در باشند. داشته یͺسانͬ مقادیر ϕ فرمول در رفته کار به آزاد متغیرهای روی γ, β کنید فرض .۴ لم
صورت

M |= ϕ[β] ⇔ M |= ϕ[γ].

که است این منظورمان ͬ نویسیم م ϕ(x1, . . . , xn) صورت به را فرمول ͷی وقتͬ

هستند. متفاوت دو به دو xi متغیرهای .۱

این اعضای همۀ لزوماً نه (و شدە اند انتخاب {x1, . . . , xn} مجموعۀ از ϕ فرمول آزاد متغیرهای .۲
هستند). فرمول آزاد متغیرهای جزو مجموعه

ͬ نویسیم م وقتͬ باشند. M ساختار جهان در عناصری a1, . . . , an کنید فرض حال

M |= ϕ(a1, . . . , an)

که است این منظورمان
M |= ϕ[β]

.β(xi) = ai که طوری به است مقداردهͬ نگاشت ͷی β و

.φ(x, y) = ∃zy .
= +x+ ·zz وقتͬ (R,+, ·) |= φ(2, 3) .۱۴ مثال

.ϕ(y) = ∃x++ · xxy .
= 0 وقتͬ (C,+, ·, 0) |= ϕ(2) .۱۵ مثال

ͬ گوییم. م جمله ͷی باشد، نداشته متغیر آزادی هیچ که فرمولͬ به .۱۲ تعریف

ͬ نویسیم م باشد ساختار L ͷی M و جمله ͷی φ اگر .۱۳ تعریف

M |= φ

هرگاه
M |= φ[β]

.β دهͬ مقدار نگاشت ͷی برای

است. مستقل β نگاشت انتخاب از بالا تعریف که کنید دقت

.(R,+, ·, 1) 6|= ∃x+ ·xx1 .
= 0 ولͬ (C,+, ·, 1) |= ∃x+ ·xx1 .

= 0 .۱۶ مثال

۷



تنها و اگر (R,−, f, <) |= φ که طوری به بنویسید φ فرمول ͷی L = {−, f, <} زبانِ در .۸ تمرین
.limx→a f(x) = f(a) اگر

این بیانگر (N, ·,+, 0, 1) در که بنویسید L = {·,+, 0, 1} زبانِ در فرمول ͷی ͬ توانید م آیا .۹ تمرین
کرد. تجزیه اول عوامل متناهͬ تعداد به ͬ توان م را عدد هر که باشد

f : که بنویسید (R,+, ·, 0, 1, <, f) ساختارِ برای و اول مرتبۀ فرمولهای با را زیر موارد .۱۰ تمرین
است. مشخص تابع ͷی R → R

است. دوم ریشۀ  ͷی دارای مثبت حقیقͬ عدد هر .۱

تابعͬ هر که نوشت را فرمول این ͬ شد م (آیا است ͷی به ͷی آنگاه باشد صعودی اکیدا f تابع اگر .۲
است؟) ͷی به ͷی است صعودی اکیدا که

است. پیوسته نقطه آن در باشد مشتق پذیر نقطه ͷی در f تابع اگر .۳

بͽویند که بنویسید جملاتͬ L = {R} زبانِ در .۱۱ تمرین

دارد. هم ارزی کلاس دو حداقل که است هم ارزی رابطۀ ͷی R .۱

دارد. عنصر ͷی از بیش آن کلاسهای از ͬͺی حداقل که است هم ارزی رابطۀ ͷی R .۲

M ≡ N ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م مقدماتͬ معادل را M,N ساختارِ دو مقدماتͬ). بودن (معادل ۱۴ تعریف
باشیم داشته زبان در φ جملۀ هر برای هرگاه

M |= φ⇔ N |= φ.

.(Z, <) 6≡ (Q, <) .۱ .۱۷ مثال

زوج عدد ͷی Z در زوج غیر عدد دو جمع (راهنمایی. L = {+, 0} زبان در Z ⊕ Z 6≡ Z .۲
است).

صورت این در باشد، ایزومرفیسم ͷی j : M → N کنید فرض ایزومرفیسم). (قضیۀ  ۳ قضیه

داریم a1, . . . , an ∈M ̞ͬ چندتائ هر و t ترم̧ هر برای .۱

j(tM(a1, . . . , an) = tN(j(a1), . . . , j(an))

داریم a1, . . . , an ∈M ̞ͬ چندتائ هر و φ(x1, . . . , xn) فرمولِ هر برای .۲

M |= φ(a1, . . . , an) ⇔ N |= φ(j(a1), . . . , j(an)).

داریم φ جملۀ هر برای .۳
M |= φ⇔ N |= φ.

هستند. مقدماتͬ معادل ایزومرف، ساختارِ دو یعنͬ

۸



شده تولید ساختار ۳ .۰
نوشت. خواهم باره این در بعدا

ایزومرفیسم قضیۀ مقدماتͬ، بودن معادل تعریف پذیری، ۴ .۰

مجموعۀ آنگاه باشد فرمول ͷی ϕ(x1, . . . , xn) اگر

{(a1, . . . , an) ∈Mn : M |= ϕ(a1, . . . , an)}

b1, . . . , bm ∈ M کنید فرض ͬ شود. م نامیده M ساختار در ϕ فرمول توسط تعریف پذیر مجموعۀ ͷی
مجموعۀ باشد. فرمول ͷی ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) و

{(a1, . . . , an ∈Mn : M |= ψ(a1, . . . , an, b1, . . . , bm)

ͬ نامیم. م b1, . . . , bm پارامترهای ͷکم با و ψ فرمول توسط M ساختار در تعریف پذیر مجموعۀ ͷی را

.۱۸ مثال

مجموعۀ باشد. چندجملە ای ͷی p(X) ∈ R[X] و R = (R,+,−, ·, 0, 1) کنید فرض .۱
تعدادی مشترک ریشە های مجموعۀ مشابهاً است. تعریف پذیر چندجملە ای این ریشە های

است. تعریف پذیر مشخص چندجملە ای

مجموعۀ صورت این در .R = (R,+, ·) کنید فرض .۲

{(a, b) ∈ R2 : a < b}

است. تعریف قابل ساختار این در (c, d) بازۀ هر همچنین است. تعریف قابل

مجموعۀ صورت این در .Z = (Z,+, ·) کنید فرض .۳

{(a, b) ∈ Z2 : a < b}

از متناهͬ حاصل جمعͬ نامنفͬ، صحیح عدد هر لاگرانژ از قضیە ای به بنا است. تعریف قابل
است. صحیح عدد چهار مربعات

است. تعریف قابل اول اعداد مجموعۀ صورت این در .N = (N,+, ·, 0, 1) کنید فرض .۴

است. تعریف قابل {x|x ≡5 2} مجموعۀ بالا ساختار در .۵

است؟ تعریف قابل پارامتر بدون ۱۰ از کمتر اعداد مجموعۀ  بالا ساختار در آیا .۶

مجموعۀ آیا است. تعریف قابل {0} مجموعۀ صورت این در .N = (N,+, ·) کنید فرض .۷
است؟ تعریف قابل {0, 1}

است. تعریف قابل f تابع ناپیوستگͬ نقاط مجموعۀ (R,+, <, f, 0) ساختارِ در .۸

است. تعریف قابل R مجموعۀ (R[X],+,−, ·, 0, 1) ساختار در .۹

است. تعریف قابل {i,−i} مجموعۀ C = (C,+, ·, 0, 1) ساختارِ در .۱۰

۹



برای نیست. آسان همیشه هستند، تعریف قابل مجموعە هایی چه ساختار ͷی در که این تشخیص
کنید: فکر تحویل!) به نیاز (بدون زیر تمرین به مثال

است؟ تعریف قابل {i} مجموعۀ (C,+, ·, 0, 1) در آیا .۱ .۱۲ تمرین

است؟ تعریف قابل R مجموعۀ (C,+, ·, 0, 1) در آیا .۲

است؟ تعریف قابل Z مجموعۀ (Q,+, ·, 0, 1) در آیا .۳

طور؟ چه Q مجموعۀ است؟ تعریف قابل Z مجموعۀ (R,+, ·, 0, 1) در آیا .۴

است؟ تعریف قابل گروه ͷی تابدارِ عناصر مجموعۀ  آیا .۵

نقطە وار را A که اتومرفیمسͬ L هر آنگاه باشد، Aتعریف پذیر مجموعۀ ͷی X ⊆ Mn اگر .۱ نتیجه
ͬ کند. م حفظ مجموعە وار را X کند، حفظ

نیست. تعریف قابل {(x, y) : x < y} مجموعۀ (R,+, 0) ساختارِ در .۱۹ مثال

نیست. تعریف قابل {i} مجموعۀ (C,+, ·, 0, 1) ساختارِ در .۲۰ مثال

نیست. تعریف قابل حقیقͬ اعداد مجموعۀ قبل، مثال ساختارِ در .۲۱ مثال

ͬ شوند. م حفظ زیرساختارها تحت سور بدون فرمولهای .۴ قضیه

درست همواره فرمولهای و معادل فرمولهای ۵ .۰
باشیم داشته M در β ارزیابی هر و M ساختار هر در هرگاه ͬ نامیم م درست همواره را ϕ فرمول

M |= ϕ[β].

ͬ نویسیم م صورت این در
|= ϕ.

باشیم داشته M در β ارزیابی هر برای و M مدل هر در هرگاه ͬ گوییم م معادل را ψ و ϕ فرمول دو

M |= ϕ↔ ψ[β].

باشد. درست همواره ϕ↔ ψ هرگاه یعنͬ

دارند: کلاه همه باشد، داشته کلاه او اگر که هست نفر ͷی همیشه .۲۲ مثال

∅ |= ∃x(H(x) → ∀yH(y)).

.۵ لم
|= ϕ ∧ (ψ1 ∨ ψ2) ↔ (ϕ ∧ ψ1) ∨ (ϕ ∧ ψ2).

نوشت. فصلها از عطفͬ و عطف ها از فصلͬ صورت در ͬ توان م را سور بدون فرمول هر .۵ قضیه

.۱ تمرین
∅ |= ∃xϕ(x, z̄) ↔ ∃yϕ(y, z̄)

۱۰



نباشد، آزاد ψ در x اگر .۶ لم
|= ∃xϕ ∧ ψ ↔ ∃x(ϕ ∧ ψ)

|= ∃xϕ ∨ ψ ↔ ∃x(ϕ ∨ ψ).

|= ∀xϕ ∧ ψ ↔ ∀x(ϕ ∧ ψ)

|= ∀xϕ ∨ ψ ↔ ∀x(ϕ ∨ ψ).

نیست. برقرار قبل لم باشد، آزاد ψ در بالا در x اگر که دهید نشان .۲ تمرین

نوشت. پیشوندی نرمال صورت در ͬ توان م را دلخواه فرمول هر .۶ قضیه

بنویسید. پیشوندی نرمال حالت در را زیر فرمولهای .۳ تمرین

.∀x∃yp(x, y) → ∀xp(x, x) .۱

.∀x∃y(p(x, y) → ∀xp(x, x)) .۲

.۷ لم

|= ϕ(x1, . . . , xn) ⇔|=L∪{c1,...,cn} ϕ(c1, . . . , cn) ⇔|= ∀x1, . . . , xnϕ(x1, . . . , xn).

که دهید نشان .۴ تمرین
|= ϕ→ ψ

با
|= ϕ⇒|= ψ

نیست. معادل

دهید نشان .۵ تمرین
∀x∃yH(x, y) 6≡ ∃y∀xH(x, y).

تئوری ها ۶ .۰
.۱۵ تعریف

باشد. L زبان در جملات از مجموعە ای هرگاه است تئوری L ͷی T ͬ گوییم م ●

برای M |= φ هرگاه M |= T ͬ نویسیم م و است T تئوری برای مدلͬ M ساختارِ L ͬ گوییم م ●
.φ ∈ T هر

طوری به شود پیدا T تئوری ͷی هرگاه ͬ نامیم م مقدماتͬ کلاس ͷی را ساختارها L از K کلاس ●
که

K = {M : M |= T}.

باشد. داشته مدل ͷی حداقل هرگاه ͬ نامیم م پذیر ارضا را T تئوری ●

ندارد. مدلͬ هیچ T = {∃x x = 0, ∀x x 6= 0} تئوری .۲۳ مثال

نامتناهͬ مجموعە های ● .۲۴ مثال

۱۱



گسسته) (چͽال، خطͬ مرتب مجموعە های ●

نامتناهͬ) کلاس دو دقیقا دارای (مثلا هم ارزی روابط ●

گرافها ●

مرتب) تاب، بدون (آبلͬ، گروە ها ●

برداری فضاهای ●

جبری). بستۀ میدانهای صفر، مشخصۀ  با میدانهای (میدانها، حلقە ها ●

پئانو اصول را زیر جملات مجموعۀ L = {+, ·, s, 0} زبانِ در طبیعͬ. اعداد برای پئانو اصول ●
ͬ نامیم. م طبیعͬ اعداد برای

∀xs(x) 6= 0 –
.∀x(x 6= 0 → ∃ys(y) = x –

∀x x+ 0 = x –
.∀x, y(x+ s(y) = s(x+ y)) –

∀xx · 0 = 0 –
.∀x, yx · s(y) = (x · y) + x –

∀w̄[ϕ(0, w̄) ∧ ∀v(ϕ(v, w̄) → ϕ(s(v), w̄)) → ∀xϕ(x, w̄)] –

تصمیم پذیر تئوری های کامل، تئوری های منطقͬ، التزام ۷ .۰

ͬ گوییم م باشند. L زبان در جمله ͷی φ و تئوری ͷی T کنید فرض .۱۶ تعریف

T |= φ

باشیم داشته M |= T مدل هر برای گاه هر

M |= φ.

است. درست همواره فرمول ͷی ϕ ͬ گوییم م و |= ϕ ͬ نویسیم م ∅ |= ϕ اگر

.T |= φ آنگاه φ ∈ T اگر .۲۵ مثال

صورت این در باشد. مرتب آبلͬ گروە های تئوری T کنید فرض L = {+, <, 0} زبان در .۲۶ مثال

T |= ∀x(x 6= 0 → x+ x 6= 0).

آنگاه است دو مرتبۀ آن عضو هر که باشد گروە هایی تئوری  T اگر

T 6|= ∃x1x2x3[(x1 6= x2) ∧ (x2 6= x3) ∧ (x3 6= x1))]

باشد گروە ها تئوری T کنید فرض

T 6|= ∀x, y(xy = yx).

۱۲



تناقض مستلزم T تئوری اگر بنابراین .T |= (φ∧¬φ) اگروتنهااگر ندارد مدلͬ هیچ T تئوری .۲ نتیجه
است. مدل دارای نباشد،

.T |=L ∀xϕ(x) آنگاه T |=L′ ϕ(c) اگر آنگاه c 6∈ L که طوری به L′ = L ∪ {c} اگر .۷ قضیه

مستلزم T ∪ {¬ϕ} اگروتنهااگر باشد نداشته مدلͬ هیچ T ∪ {¬ϕ} اگروتنهااگر T |= ϕ .۸ قضیه
باشد. تناقض

باشد. داشته مدلͬ T ∪ {¬ϕ} هرگاه T 6|= ϕ .۹ قضیه

T 6|= ϕ یعنͬ باشند؛ داشته مدل T ∪{¬ϕ} هم و T ∪{ϕ} هم ϕ جملۀ  ͷی برای که دارد امͺان .۱ تذکر
گروهها. تئوری در بودن آبلͬ جملۀ مثال: .T 6|= ¬ϕ و

.T |= ¬φ یا T |= φ باشیم داشته φ جملۀ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م کامل را T تئوری .۱۷ تعریف

یا است برقرار آن مدلهای درتمام همزمان یا دلخواه جملۀ  هر باشد، کامل T تئوری اگر دیͽر بیان به
نیست. برقرار آن مدلهای تمام در همزمان

است؟ کامل تئوری ͷی پئانو حساب تئوری آیا مهم. سوال

داریم ϕ جملۀ هر برای آنگاه باشد، آن از مدل ͷی M و باشد کامل T تئوری اگر جالب مشاهدۀ ͷی
.M |= ϕ اگروتنهااگر T |= ϕ

آن نتایج برخͬ و فشردگͬ قضیۀ ۸ .۰

باشد. مدل دارای آن از متناهͬ زیرمجموعۀ  هر هرگاه است مدل دارای T تئوری .۱۰ قضیه

T |=⊥ اگر معادلا .∆ ⊆ T متناهͬ زیرمجموعۀ ͷی برای ∆ |= ϕ اگروتنهااگر T |= ϕ .۳ نتیجه
است. تناقض مستلزم T از متناهͬ زیرمجموعۀ ͷی آنگاه

اگروتنهااگر M |= T∀ داریم دهید. نشان را T تئوری عمومͬ نتایج همۀ مجموعۀ T∀ با .۴ نتیجه
.M ⊆ N |= T

باشد. بسته زیرساختارها تحت آن مدلهای کلاس اگروتنهااگر است عمومͬ اصل بندی دارای T .۵ نتیجه

داریم. نیاز زیر لم دو به بالا نتیجۀ آسان ترِ قسمت اثبات برای

داریم ā ∈M هر و ϕ(x̄) سورِ بدون فرمولِ هر برای صورت این در .M ⊆ N کنید فرض .۱ .۸ لم

M |= ϕ(ā) ⇔ N |= ϕ(ā).

داریم ā ∈M هر و ∀ȳϕ(x̄, ā) ̞ͬ عموم فرمولِ هر برای .۲

N |= ∀xϕ(x, ā) ⇒ M |= ∀xϕ(x, ā).

هر به نامتناهͬ مدلهای دارای باشد، داشته بزرگ کافͬ اندازۀ به متناهͬ مدلهای T تئوری اگر .۶ نتیجه
کرد. اصل بندی ͬ توان نم را متناهͬ ساختارهای دیͽر، بیان به است. بزرگ دلخواه اندازۀ
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دارد. وجود پئانو حساب برای نااستاندارد مدل ͷی .۷ نتیجه

(بنابراین است غیرارشمیدسͬ که دارد وجود (R,+, ·, 0, 1) با مقدماتͬ هم ارز ساختارِ ͷی .۸ نتیجه
کرد). اصل بندی ͬ توان نم را بودن ارشمیدسͬ

کند؟ تعریف گروە ها در را متناهͬ مرتبۀ با عناصر که نوشت ϕ(x) فرمول ͷی ͬ توان م آیا .۹ نتیجه

کرد. مرتب ͬ توان م را تاب بدون آبلͬ گروه هر .۱۰ نتیجه

ͬ توان. م نیز Gرا خود کرد، رنگ آمیزی رنگ، k با بتوان گرافGرا از متناهͬ زیرگراف هر اگر .۱۱ نتیجه

باشند. مقدماتͬ دو هر K,Kc اگروتنهااگر است متناهͬ اصل بندی دارای K کلاس .۶ تمرین

معادلند: هم با زیر موارد دهید نشان .۷ تمرین

.limx→0 f(x) = 0 داریم R در .۱

است. ͷکوچ بی نهایت |f(x)| آنگاه باشد ͷکوچ بینهایت |x| اگر R∗ در .۲

جازم تئوریهای ۹ .۰

ایزومرف هم با تئوری، آن از κ اندازۀ با مدلهای همۀ هرگاه ͬ گوییم م جازم κ را T تئوری .۱۸ تعریف
باشند.

کاپای هر برای جازم κ بخش پذیر، و تاب بدون آبلͬ گروە  های تئوری L = {+, 0} زبان در .۲۷ مثال
نیست. الف صفرجازم ولͬ ناشماراست،

نیست. جازم k > ℵ0 اما است جازم ℵ0 نامتناهͬ، کلاس دو دارای هم ارزی روابط تئوری .۲۸ مثال

باشد، نداشته متناهͬ مدل و باشد جازم نامتناهͬ کاردینال ͷی در T تئوری اگر وات). ͷمح) ۱۱ قضیه
است. کامل

برگشتͬ و رفت سامانە های ۱۰ .۰
ͷی f : A→ B ͬ گوییم م .A ⊆M,B ⊆ N و باشند ساختار L دو M,N کنید فرض .۱۹ تعریف
را زبان نمادهای همۀ تعابیر f ∪ {(cM, cN) : c ∈ L} و باشد سوئͬ دو f هرگاه است جزئͬ نشاندن

کند. حفظ

باشد. M,N زیرمجموعە های برخͬ میان جزئͬ توابع از متشͺل مجموعە ای Γ کنید فرض .۲۰ تعریف
f ∈ Γ هر برای هرگاه است M,N بین برگشتͬ و رفت سامانۀ ͷی Γ ͬ گوییم م

جزئͬ نشاندن ͷی همچنان f ∪ {(a, b)} که کرد پیدا چنان را b ∈ N بتوان a ∈ M هر برای .۱
باشد.

جزئͬ نشاندن ͷی همچنان f ∪ {(a, b)} که یافت چنان را a ∈ M ͷی بتوان b ∈ N هر برای .۲
باشد.

.M ≡ N آنگاه باشد موجود M,N بین برگشتͬ و رفت سامانۀ ͷی اگر .۱۲ قضیه
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است. کامل انتها و ابتدا بدون چͽال خطͬ ترتیبهای تئوری .۱۲ نتیجه

است. کامل تصادفͬ گرافهای تئوری .۱۳ نتیجه

یا limN→∞ pN (φ) = 1 یا φ جملۀ  هر برای گرافها). برای ͷی و صفر (قانون ۱۴ نتیجه
.limN→∞ pN (φ) = 0

T |= φ φداریم جملۀ هر برای یعنͬ گرافهاست؛ مطمئن تقریبا تئوری تصادفͬ، گرافهای تئوری .۱۵ نتیجه
.limN→∞ pN (φ) = 1 اگروتنهااگر

فراسه اهغن فویشت بازیهای ۱۱ .۰
باشد. نداشته تابعͬ نماد هیچ و باشد متناهͬ L زبان کنید فرض

است. Gn(M,N) در برد استراتژی دارای بازیͺنان از ͬͺی .۱۳ قضیه

فرمولها). سور (عمق ۲۱ تعریف

صورت این در باشد. شده داده نظر مورد متغیرهای تعداد l و نظر مورد عمق n کنید فرض .۱۴ قضیه
است. متناهͬ است شده استفاده x1, . . . , xl متغیرهای از آنها در که n حداکثر عمق با فرمولهای تعداد

.M ≡n N اگروتنهااگر است Gn(M,N) در برد استراتژی دارای دوم نفر .۱۵ قضیه

.M ≡ N اگروتنهااگر است Gω(M,N) در برد استراتژی دارای دوم نفر .۱۶ نتیجه

است. کامل تئوری ͷی انتها و ابتدا بدون گسسته خطͬ ترتیبهای تئوری .۱۷ نتیجه
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۱ فصل

فشردگͬ اثبات و فرافیلترها
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۲ فصل

فشردگͬ اثبات و اثبات نظریۀ

عبارت با گذشته فصلهای در
T |= ϕ

عبارت با بخش این در است. ϕ جملۀ مستلزم T تئوری ͬ شد: م خوانده که شدیم آشنا

T ` ϕ

وجود T تئوری در موجود فرضیات از استفاده با ϕ جملۀ برای «اثباتͬ ͬ شود: م خوانده که شد خواهیم آشنا
که داد خواهیم نشان درس از قله ͷی در دارد.»

T |= ϕ⇔ T ` ϕ

کرد. خواهیم ثابت را فشردگͬ قضیۀ این از استفاده با و
صورت به عبارتهایی به هستیم. قاعده چند و اصل چند یادآوری نیازمند T ` ϕ تعریف برای

` ϕ

صورت به عبارتهای به و اصل
` ϕ⇒` ψ

ͬ گوییم. م قاعده

تاتولوژیها اثبات پذیری اصل

تاتولوژی های در اول مرتبۀ فرمولهای جای گذاری با هرگاه ͬ نامیم م تاتولوژی ͷی را ϕ اول مرتبۀ فرمول
باشد. شده ایجاد گزارە ها منطق

صورت این در باشد. تاتولوژی ͷی ϕ کنید فرض .۱۶ قضیه

|= ϕ.

.۲۹ مثال
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.|= (ϕ ∨ ¬ϕ) ●

.|= (¬¬ϕ↔ ϕ) ●

.|= ((ϕ ∧ (ϕ→ ψ)) → ψ) ●

.|= ϕ ∧ (ψ1 ∨ ψ1) ↔ (ϕ ∧ ψ1) ∨ (ϕ ∧ ψ2) ●

.|= (ϕ1 ∧ ϕ2 → ψ) → (ϕ1 → (ϕ2 → ψ)) ●

ͬ نویسیم م باشد تاتولوژی ͷی ϕ اگر .۲۲ تعریف

` ϕ.

وجودی سور معرفͬ قاعدۀ
صورت این در نباشد. آزاد متغیرهای جرو ψ فرمول در x متغیر کنید فرض .۱۷ قضیه

|= ϕ→ ψ ⇒|= ∃xϕ→ ψ.

صورت این در نباشد. آزاد ψ در x متغیر کنید فرض عمومͬ). سور معرفͬ (قاعدۀ ۲۳ تعریف

` ϕ→ ψ ⇒` ∃xϕ→ ψ.

وجودی سور اصل

هرگاه است s ترم توسط جانشینͬ قابل ϕ فرمول در x متغیر ͬ گوییم م .۲۴ تعریف

یا نباشد، آزاد ϕ در x .۱

پای بند را s از متغیری که نباشد سوری تأثیر تحت آزادش حضور هیچ باشد، آزاد ϕ در x اگر .۲
از ͬͺی فرمول این در سوری و باشد آزاد ϕ فرمول در x که نباشد گونه این دیͽر بیان به ͬ کند. م

بͽذارد. تأثیر x روی فرمول در جائͬ در که کند اثر نحوی به s متغیرهای از ͬͺی به متغیرهای

را بالا تعریف باشد. شده استفاده ϕ فرمول در s ترم که نیست نیازی بالا تعریف در که کنید دقت
درس). کلاس (در کرد دقیق استقرائͬ صورت به ͬ توان م

نیست. g(y) ترم توسط گذاری جای قابل x متغیر ∀yf(x, z) = 0 فرمول در .۱ .۳۰ مثال

نیست. g(y, z, x) ترم توسط حای گذاری قابل x متغیر ∀yf(x, y, z) = 0 فرمول در .۲

ولͬ نیست t(x, y, z) توسط جای نشینͬ قابل x اول حضور ∃yR(x, y) ∧ s(x, y) فرمول در .۳
نیست. ترم این توسط جانشینͬ قابل x کلͬ طور به حال این با هست. دوم حضور

جانشانͬ). (لم ۹ لم

.۱
(t
s

x
)M = tM[β

sM[β]

x
].
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آنگاه باشد t توسط جانشینͬ قابل ϕ در x اگر .۲

M |= ϕ
s

x
[β] ⇔ M |= ϕ[β

sM[β]

x
]

s′ = x2+z2 و s = x2+y2 ترمهای با را x متغیر ∃yϕ(x, y) فرمول در دوم بخش برای مثال عنوان به
کنید. بررسͬ متغیرها همۀ به ۲ مقداردهͬ تحت

.۱۸ قضیه
|= ϕ

t

x
→ ∃xϕ

باشد. t توسط جانشینͬ قابل x هرگاه

که کنید بررسͬ و بͽیرید نظر در t = y با را ∀yy = x فرمول بالا پدیدۀ  برای نقض مثال عنوان به
نیست. برقرار بالا قضیۀ

وجودی). سور (اصل ۲۵ تعریف

` ϕ t
x
→ ∃xϕ

باشد. t توسط جانشینͬ قابل x هرگاه

استثنائͬ قیاس قاعدۀ
.|= ψ آنگاه .|= ϕ→ ψ و |= ϕ کنید فرض .۱۹ قضیه

.` ψ آنگاه .` ϕ→ ψ و ` ϕ کنید فرض استثنائͬ). (قیاس ۲۶ تعریف

تساوی اصول

پذیری اثبات تعریف ۱ .۲

ͬ نویسم م و است پذیر اثبات ϕ فرمول ͬ گوییم م .۲۷ تعریف

` ϕ

هرگاه

یا باشد، تاتولوژی ͷی ϕ .۱

باشد. وجودی سور اصل از مصداق ͷی ϕ .۲

آید. دست به پذیر اثبات فرمول دو از استثنائͬ قیاس با ϕ .۳

آید. دست به اثبات پذیر فرمول ͷی از وجودی سور معرفͬ قاعدۀ با ϕ یا .۴

.` (ϕ ∧ ψ) که دهید نشان ` ψ و ` ϕ کنید فرض .۱ .۸ تمرین

.` ϕ→ ξ که دهید نشان .` ψ → ξ و ` ϕ→ ψ که کنید فرض .۲
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.` ψ آنگاه ` (ϕ1 ∧ ϕ2) → ψ و ` ϕ2 و ` ϕ1 اگر .۳

ͬ گوییم م .۲۸ تعریف
T ` ϕ

که طوری به باشند موجود ϕ1, . . . , ϕn ∈ T فرمولهای هرگاه

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn) → ψ

.ϕ1 ∧ . . .∧ ϕn ` ψ یعنͬ ∆ ` ϕ آنگاه باشد متناهͬ مجموعۀ ͷی ∆ = {ϕ1, . . . , ϕn} اگر بنابراین
دارد. فرق ` ψ آنگاه ` ϕ اگر با ϕ ` ψ که کنید توجه

.۱۰ لم
∆ ` ϕ⇔ ∆ ∪ {¬ϕ} `⊥ .

است: زیر قضیۀ اثبات هدفمان درس ادامۀ در

متناهͬ زیرمجموعۀ هر برای اگر معادلا .T `⊥ آنگاه T |=⊥ اگر گودل). تمامیت (قضیۀ ۲۰ قضیه
است. مدل دارای T آنگاه ∆ 6`⊥ باشیم داشته ∆ ⊆ T

ͬ شود. م نتیجه زیر موارد بالا قضیۀ از

فشردگͬ). (قضیۀ است مدل دارای T آنگاه باشد مدل دارای T از متناهͬ زیرمجموعۀ هر اگر .۱

.T ` ϕ آنگاه T |= ϕ اگر .۲

.T |= ϕ آنگاه T ` ϕ اگر درستͬ). (قضیۀ ۲۱ قضیه

هیلبرت دستگاه تقویت ۲ .۲
آنگاه باشد t توسط جانشینͬ قابل x اگر عمومͬ). سور (اصل ۱۱ لم

` ∀xϕ→ ϕ
t

x

` ϕ → آنگاه ` ϕ → ψ اگر آنگاه نباشد آزاد ϕ فرمول در x اگر عمومͬ). سور معرفͬ (قاعدۀ ۱۲ لم
∀xψ.

که دهید نشان .۹ تمرین
` ∃x∀yRxy → ∀y∃xRxy.

اگروتنهااگر `L∪{c̄} ϕ(c1, . . . , cn) صورت این در نباشند. L زبان در c ثوابت کنید فرض .۱۳ لم
`L ϕ(x1, . . . , xn).
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هنکینͬ تئوری ۳ .۲
صورت این در باشد. L زبان از خارج c ثابت و باشد فرمول L ͷی ϕ و T 6`⊥ کنید فرض .۱۴ لم

T ∪ {∃xϕ→ ϕ(c)} 6`⊥ .

آنگاه T 6`⊥ اگر کنید. اضافه زبان به cϕ ثابت ͷی ϕ فرمول L هر برای .۱۸ نتیجه

T ∪ {∃xϕ→ ϕ(cϕ)}ϕ 6`⊥

ϕ فرمولِ L ∪ C هر برای و T ′ 6`⊥ که طوری به است موجود T ⊆ T ′ تئوری L ∪ C ͷی .۱۹ نتیجه
.∃xϕ→ ϕ(c) ∈ T ′ طوری به است موجود c ∈ C ثابتِ ͷی

از که تئوری ای هر که است این بیانگر بالا نتیجه ͬ نامیم. م «هنکینͬ» تئوری ͷی را بالا در T ′ تئوری
ͬ شود. نم اثبات تناقض آن از که است هنکینͬ تئوری ͷی به توسیع قابل نشود اثبات تناقض آن

بیشینگͬ ۴ .۲
.T ∪{¬ϕ 6`⊥ یا و T ∪{ϕ} 6`⊥ یا صورت این در باشد. یLͷفرمول ϕ و T 6`⊥ کنید فرض .۱۵ لم

جملۀ هر برای و T ′ 6`⊥ که طوری به است موجود T شامل T ′ تئوری ͷی آنگاه T 6`⊥ اگر .۲۲ قضیه
.¬ϕ ∈ T یا ϕ ∈ T یا ϕ

است. سازگاری ويژگͬ با بیشینه) (یا ماکزیمال تئوری ͷی بالا قضیۀ در T ′ تئوری ͬ گوییم م اصطلاحا

باشد. بیشینه تئوری ͷی T کنید فرض .۱۶ لم

.ϕ ∈ T آنگاه T ` ϕ اگر .۱

.۲
(ϕ ∧ ψ) ∈ T ⇔ (ϕ ∈ T )&(ψ ∈ T ).

تمامیت قضیۀ اثبات ۵ .۲
را تناقض که است هنکینͬ تئوری ͷی به توسیع قابل ندهد اثبات تناقض که T تئوری هر که گفتیم اینجا تا
ͬ کنیم م ثابت پایان در است. بیشینه تئوری ͷی به توسیع قابل هنکینͬ تئوری این طرفͬ از ͬ کند. نم اثبات
دارای ندهد تناقض که تئوری ای هر که ͬ شود م نتیجه این از است. مدل دارای هنکینͬ بیشینۀ تئوری هر که

است. مدل

است. مدل دارای T آنگاه ͬ شود نم اثبات آن از تناقض که باشد هنکینͬ بیشینۀ تئوری ͷی T اگر .۲۳ قضیه

تصمیم پذیری معرفͬ ۶ .۲

که رسیدیم این اثبات به نهایتا گذشته بخش در

T |= ϕ⇔ T ` ϕ.

۲۱



ͬ شود م واقع در است. الͽوریتم توسط پیادە سازی قابل که است این راست سمت عبارت اهمیت مهمترین
را آن نتایج تئوری، ͷی داشتن دست در با بتواند تا داد، الͽوریتیم ͷی به را هیلبرت دستگاه قوانین تمام

کند. چاپ

را ϕ جملۀ  وقتͬ که باشد داشته وجود الͽوریتم ͷی هرگاه ͬ نامیم م تصمیم پذیر را T تئوری .۲۹ تعریف
خیر. بͽوید T 6|= ϕ اگر و بله؛ بͽوید T |= ϕ اگر بدهیم، بدان ورودی عنوان به

وقتͬ واقع در نیست. تئوری بودن کامل معنͬ به تصمیم پذیری که باشید داشته توجه بالا تعریف در
و تئوری ͷی بودن کامل میان زیر جالب رابطۀ این وجود با .T |= ¬ϕ که نیست معنͬ این به T 6|= ϕ

دارد. وجود آن تصمیم پذیری

چاپ قابل الͽوریتم ͷی توسط آن در موجود جملات تمام که باشد تئوری ͷی T کنید فرض .۲۴ قضیه
چاپ هم را T تئوری نتایج این، بر علاوه که کرد تقویت طوری را الͽوریتم ͬ توان م صورت این (در است

هست. نیز تصمیم پذیر T آنگاه است، کامل T تئوری که بدانیم اگر حال کند).

است، الͽوریتم ͷی توسط چاپ قابل است، آن مدلهای از ͬͺی طبیعͬ اعداد که پئانو حساب تئوری
است، پئانو حساب تئوری برای مدلͬ N چون صورت این در است. تصمیم پذیر باشد، کامل اگر پس

آیا که کند مشخص و بͽیرد را ϕ جملۀ ͷی ͬ تواند م ما الͽورتیم

N |= ϕ

دهد. پوشش را طبیعͬ اعداد حساب تمام ͬ تواند م ما الͽوریتم واقع در خیر. یا
ͷی نیست. تصمیم پذیر N کامل تئوری حتͬ و پئانو حساب تئوری که داد خواهیم نشان درس ادامۀ در

نیست. کامل پئانو تئوری که است این گفته این از نتیجه

۲۲



۳ فصل

گودل اول ناتمامیت و بازگشت نظریۀ

ثبت ماشین معرفͬ ۱ .۳
ثبت). (ماشین ۳۰ تعریف

ͬ گیریم. م نظر در A = {1} مجموعۀ را الفبا پس این از

محاسبە پذیر. جزئͬ تابع .۳۱ تعریف

.Lr ماشین̞ .۱ .۳۱ مثال

.Kr→s
h ماشین .۲

بازگشتͬ توابع معرفͬ ۲ .۳

باشد: شده ایجاد زیر قوانین توسط هرگاه ͬ نامیم م بازگشتͬ را f : Nn → N تابع̧ .۳۲ تعریف

پایه: قوانین .۱

است. بازگشتͬ s(x) = x+ 1 تابع ●
است. بازگشتͬ Ini (x1, . . . , xn) تصویر تابع ●

.c00 است: بازگشتͬ صفر ثابت موضعͬ صفر تابع ●

تابع̧ باشند بازگشتͬ h, g اگر ترکیب: قوانین .۲

f(x1, . . . , xn) = h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn))

است. بازگشتͬ

صورت به که f(x1, . . . , xn, y) تابع̧ آنگاه باشند بازگشتͬ توابع g, h اگر اولیه: بازگشت قانون .۳
است: بازگشتͬ ͬ شود، م تعریف زیر

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn)

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)).

۲۳



و باشد بازگشتͬ تابع ͷی g کنید فرض :µ بازگشت قانون .۴

∀x1, . . . , xn ∃y g(x1, . . . , xn, y) = 0

است: بازگشتͬ زیر تابع صورت این در

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0.

۲۴



۴ فصل

پرسبرگر حساب در سور حذف

۲۵



۵ فصل

تحویلͬ تمرینهای

۲۴ ساعت مهر ۱۵ پنج شنبه تحویل زمان اول، نوبت تمرین ۱ .۵

است. اجباری تمرین سه حداقل تحویل

ساختارِ نشاندن ͷی x+ iy 7→
(
x y
−y x

)
تابع̧ L = {+, ·, 0, 1} زبانِ در که دهید نشان .۱۳ تمرین

تعابیر و ماتریسها ضرب و جمع (با است دو در دو ماتریسهای از متشͺل M ساختار در (C,+, ·, 0, 1)

.1M =

(
1 0
0 1

)
و 0M =

(
0 0
0 0

)
f : که بنویسید (R,+, ·, 0, 1, <, f) ساختارِ برای و اول مرتبۀ فرمولهای با را زیر موارد .۱۴ تمرین

است. مشخص تابع ͷی R → R

است. دوم ریشۀ  ͷی دارای مثبت حقیقͬ عدد هر .۱

است ͷی به ͷی آنگاه باشد صعودی اکیدا f تابع اگر .۲

است؟ ͷی به ͷی است صعودی اکیداً که تابعͬ هر بͽوید که نوشت فرمول ͷی ͬ شود م آيا .۳

t2 = ،t1 = gv1c کنید فرض نیز .nf = 1, ng = 2 آن در که L = {f, g, c} کنید فرض .۱۵ تمرین
در .M2 = (N, s, ·, 0) و M1 = (R, exp,+, 1) دهید قرار .t3 = fggv1v2gv1fv2 ،fgcfv1

کنید: محاسبه را زیر مقادیر M = Mi از کدام هر

tM1 (a1) .۱

tM2 (a1) .۲

.tM3 (a1, a2) .۳

کنید: پرانتزگذاری را زیر فرمولهای .۱۶ تمرین

.¬ϕ ∧ ψ → χ ●

.∀xR(x, y) → ∃yS(y, z) ∧ t(u, v) ●

۲۶



.∃xR(x, y) ∧ f(x) .= y → ∀yR(x, y) ●

باشد. 2xw2 + xy3z چندجملە  ایِ یادآورِ که بنویسید ترم ͷی L = {+, ·} زبانِ در .۱۷ تمرین

آبان ۳ دوشنبه تحویل مهلت دوم، نوبت تمرین ۲ .۵

که دهید نشان ۱ تمرین
|= ϕ→ ψ

با
|= ϕ⇒|= ψ

ͬ شود). م نتیجه کدام از کدام که کنید (بحث نیست معادل

بͽوید که بنویسید جملە ای L = {R} زبانِ در ۲ تمرین

دارد. هم ارزی کلاس دو حداقل که است هم ارزی رابطۀ ͷی R .۱

دارد. عنصر ͷی از بیش آن کلاسهای از ͬͺی حداقل که است هم ارزی رابطۀ ͷی R .۲

در باشند. داشته یͺسانͬ مقادیر ϕ فرمول در رفته کار به آزاد متغیرهای روی γ, β کنید فرض ۳ تمرین
صورت این

M |= ϕ[β] ⇔ M |= ϕ[γ].

بنویسید. پیشوندی نرمال حالت در را زیر فرمولهای ۴ تمرین

.∀x∃yp(x, y) → ∀xp(x, x) .۱

.∀x∃y(p(x, y) → ∀xp(x, x)) .۲

باشد آزاد ψ در x اگر که دهید نشان ۵ تمرین

6|= ∃xϕ ∧ ψ → ∃x(ϕ ∧ ψ).

دهید نشان ۶ تمرین
∀x∃yH(x, y) 6≡ ∃y∀xH(x, y).

۲۷



آبان ۲۰ پنج شنبه تحویل: سوم، نوبت تمرین ۳ .۵

است. دوموضعͬ رابطە ای نماد ͷی E آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ͷی L = {E} کنید فرض تمرین

رابطۀ ͷیEM آنگاه M = (M,EM) |= T اگر که طوری به بنویسید T تئوریِ ͷی زبان این در .۱
باشد. نامتناهͬ کلاس̞ نامتناهͬ با هم ارزی

دارد؟ شمارا مدل چند T تئوری .۲

پاسخ 2ℵ0 با را سوال این چیست ℵ1 که ͬ دانید نم (اگر دارد؟ ℵ1 اندازۀ با مدل چند T تئوری .۳
دهید.)

نامتناهͬ گراف ͷی G کنید فرض کنید: ثابت فشردگͬ قضیۀ از استفاده با را اردوش رادو قضیۀ تمرین
است. چهاررنگ پذیر G که دهید نشان است. چهاررنگ پذیر آن متناهͬ زیرگراف هر که باشد

یازدهم جلسۀ فیلم ͬ آید نم یادتان اگر کردە ام، صحبت درس کلاس در رنگ آمیزی مفهوم دربارۀ راهنمائͬ
تک موضعͬ رابطۀ چهار کنید. اضافه زبان به ثابت ͷی G گراف رأس هر برای سوال، حل برای ببینید. را
معنͬ به آن داشتن مدل که بنویسید گونە ای به را T تئوری کنید. اضافه زبان به نیز رنگ آمیزی برای

باشد. G گراف بودن قابل رنگ آمیزی

آذر ۸ دوشنبه تحویل: چهارم. نوبت تمرین ۴ .۵

هستند. مقدماتͬ هم ارز آن مدل دو هر آنگاه باشد کامل T تئوری اگر دهید نشان اول تمرین

دقیقا زیر، تئوری و Trg که دهید نشان باشد. تصادفͬ گرافهای تئوری Trg کنید فرض دوم تمرین
دارند: یͺسانͬ مدلهای

T ′ = {ϕ : lim
N→∞

pN (ϕ) = 1}

هستند. گراف نظریۀ زبان در فرمولهائͬ بالا مجموعۀ های ϕ که

اگر که دهید نشان باشد. متناهͬ Lساختار ͷی M و متناهͬ زبان ͷی L کنید فرض سوم تمرین
.N ∼= M آنگاه N ≡ M

T آیا دارند. نامتناهͬ کلاس نامتناهͬ که باشد هم ارزی ای روابط تئوری T که کنید فرض چهارم تمرین
شود؟ کامل تا کرد اضافه T به جملە هائͬ ͬ توان م آیا است منفͬ جواب اگر است؟ کامل

۲۸



آذر ۲۹ دوشنبه تحویل: پنجم، نوبت تمرین ۵ .۵

نشان .¬ϕ ∈ T یا ϕ ∈ T یا ϕ جملۀ هر برای و T 6`⊥ هرگاه ͬ نامیم م بیشینه را T تئوری اول تمرین
باشد. T شامل اکیداً و ندهد نتیجه تناقض که ندارد وجود T ′ تئوری هیچ آنگاه باشد بیشینه T اگر که دهید

هرگاه است اصل پذیر K کلاس ͬ گوییم م باشد. ساختارها L از کلاس ͷی K کنید فرض دوم تمرین
یاد تئوری اگر باشند. T مدل که باشد شده تشͺیل ساختارهائͬ از دقیقا K که باشد موجود T تئوری ͷی

است. اصل پذیر متناهیا K کلاس ͬ گوییم م باشد، شده تشͺیل جمله متناهͬ از شده
دو هر Kc و K کلاس اگروتنهااگر است اصل پذیر متناهیاً ساختارها از K کلاس که دهید نشان

نیستند. K در که است ساختارهائͬ کلاس Kc از منظور باشند. اصل پذیر

که دهید نشان سوم تمرین

6|= (α→ β) → (∀xα→ ∀xβ).

.` (∀xα→ ∀xβ) آنگاه ` (α→ β) اگر که دهید نشان چهارم تمرین

۲۹



آذر ۲۵ پنج شنبه ریاضͬ، منطق درس میان ترم امتحان ۶ .۵

آنجا از باشید. آماده شفاهͬ امتحان برای و کنید تهیه اسلاید صفحه ۱۰ حداکثر تعداد به زیر سوال دو برای
را اثباتها که است نیاز پس پرسید. خواهم قضایا اثبات جزئیات تمامͬ از دارید، اختیار در را سوالها که
دقیقه بیست حداکثر مدت به کس هر برای و داشت خواهد نمره پنج امتحان باشید. بلد کامل جزئیات با

داد. خواهم قرار اختیارتان در بعداً را امتحان زمان بندی جدول کشید. خواهد طول

بسته زیرساختارها تحت اگر اگروتنها است عمومͬ اصل بندی دارای T تئوری که دهید نشان اول سوال
باشد.

کنید. اثبات و بیان را گودل تمامیت قضیۀ دوم سوال

۳۰
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