
۱ فصل

فُرسینگ

داشت: خواهیم ما نظر مدل در نیست. برقرار پیوستار فرضیه آن در که ͬ کنیم م معرفͬ ZFⅭ برای مدلͬ فصل این در

2ℵ0 “ ℵ2.

نظریۀ دوره ͷی در نیز و کوتاه، بخش این در شد. معرفͬ کوهن» «پاول توسط که ͬ پذیرد م صورت فُرسینگ روش از استفاده با مدلͬ چنین ساخت

دانشجویان به را ایده حدی، تا که کوشیدەایم حال عین در اما نیست؛  فرسینگ جزئیات همه به پرداختن امͺان کارشناسͬ، سطح در مجموعەها

کنیم. منتقل

شروط مجموعه − اولیه تعاریف ۱ .۱

هرگاه ͬ نامیم م جزئͬ مرتب مجموعه ͷی را pP,ďq ساختار .۱ تعریف

@x P P x ď x .۱

@x, y, z P P px ď y ^ y ď z Ñ x ď zq .۲

.@x, y P P px ď y ^ y ď xÑ x “ zq .۳

است». قوی تری «شرط p از q ͬ گوییم م ،q ď p وقتͬ که هستند گونەای به p, q P P وقتͬ ͬ نامیم. م «شرط» ͷی را P مجموعۀ عناصر از ͷی هر

هرگاه ͬ نامیم م فیلتر ͷی را G Ď P مجموعه باشد. جزئͬ مرتب مجموعه ͷی P کنید فرض .۲ تعریف

.p P G آنگاه باشد، q از قوی تری شرط p P P اگر ،q P G هر برای .۱

است. p, q دوی هر از قوی تری شرط که دارد وجود r P G عنصر ͷی ،p, q P G هر برای .۲

.G ‰ H .۳

داشته وجود q P D ͷی ،p P P هر برای هرگاه ͬ نامیم م چͽال P در را D Ď P مجموعۀ باشد. مرتب مجموعه ͷی P کنید فرض .۳ تعریف

باشد). p از قوی تری شرط q (یعنͬ q ď p که باشد

ͬͺورسͺسی − رازیوا قضیه ۲ .۱

P PM کنید فرض همچنین باشد. مجموعەها نظریه برای شمارا مدل ͷی M کنید فرض ͬ شود. م بحث وارد گیج کنندەای کمͬ نکات جا این از

که کنید دقت باشد. فیلتر ͷی G Ď P و باشد شروط از مجموعه ͷی

۱



ͷی G Ď P داریم V دیدِ از یعنͬ ͬ دهد. نم تشخیص را آنها بودن مجموعه M که بود خواهیم G Ď P مانند فیلترهایی به مند علاقه ما .۴ توجه

نیست. مجموعه که است گردایه ͷی G خودِ هستند، M در G اعضای همۀ که این با M دید از اما است، مجموعه

M به نسبت ͷژنری⁃P فیلتر ͷی G ͬ گوییم م باشد. فیلتر ͷی G Ď P و شروط، از مجموعه ͷی P PM مدل، ͷی M کنید فرض .۵ تعریف

باشد. داشته اشتراک است، چͽال P در که D ĎM زیرمجموعۀ هر با G هرگاه است

دارد: وجود ͷژنری فیلتر ͷی همیشه شروط، از مجموعه ͷی برای شمارا، مدل ͷی برای

ͷژنری⁃P فیلتر ͷی صورت این در .p P P که باشد جزئͬ مرتب مجموعه ͷیP و شمارا مدل ͷیM کنید فرض .(ͬͺورسͺرازیوا⁃سی) ۶ قضیه

است. p شامل که دارد وجود M روی

این به و شماراست M خودِ که کنید دقت هستند. چͽال P در که باشد M به متعلق مجموعەهای تمام از شمارشͬ pDnqnPN کنید فرض اثبات.

بسازید: زیر صورت به qn دنباله ͷی کردەایم. فرض شمارا را گردایه این علت

q0 “ p (۱)

qn`1 ď qn (۲)

.qn`1 P Dn (۳)

است. M روی ͷژنری⁃P فیلتر ͷی G صورت، این در ۱ باشد. qiها توسط شده تولید فیلتر G کنید فرض همچنین،

هرگاه هستند انطباق» «غیرقابل هم با q و r ͬ گوییم م باشند. شرط دو q و r کنید فرض .۷ تعریف

␣Dsps ď r ^ s ď qq.

.qKr ͬ نویسیم: م حالت این در

ͷی G Ď P داریم V دیدِ از یعنͬ ͬ دهد. نم تشخیص را آنها بودن مجموعه M که بود خواهیم G Ď P مانند فیلترهایی به مند علاقه ما .۸ توجه

نیست. مجموعه که است گردایه ͷی G خودِ هستند، M در G اعضای همۀ که این با M دید از اما است، مجموعه

کنید: مقایسه 8 توجه با را زیر قضیه

جزئͬ مرتب مجموعه ͷی P کنید فرض همچنین است. برقرار آن در تصریح اصل که که باشد متعدی شمارای مدل ͷی M کنید فرض .۹ قضیه

باشد: زیر ویژگͬ با

@p P P Dq, r P P
`

pq, r ď pq ^ qKr
˘

. ˚

آنگاه باشد، ͷژنری⁃P ،M روی G فیلتر اگر

G RM.

کند. .G RM نتیجه در P ´G RM که ͬ دهیم م نشان اثبات.

ثابت ادعا این اگر است. چͽال P در P ´G که ͬ دهد م نتیجه * شرط که ͬ کنیم م ادعا نخست .P ´G PM که کنید فرض خلف برهان به

ندارد. اشتراکͬ P ´G با G که است واضح اما کند قطع را چͽال مجموعەهای همه باید G چون ͬ رسیم م تناقض به شود

هستند. هم با انطباق قابل غیر و هستند قوی تر p از دو هر که دارند وجود q, r P P عنصر دو فرض، بنابر .p P P کنید فرض ادعا اثبات برای

است. P ´G در آنها از ͬͺی پس ͬ شوند. م انطباق قابل G بودن فیلتر به بنا صورت این در چون باشند، G در ͬ توانند نم شرطها این دوی هر
کرد. اضافه را قوی تر شرطهای شرط، هر برای باید فیلتری چنین ساختن برای ۱

۲



نام ها ۳ .۱

است. P⁃نام ͷی σ و p P P که باشد xσ, pyصورت به τ به متعلق عنصر هر هرگاه است P⁃نام ͷی τ ͬ گوییم م .۱۰ تعریف

بازگشت قضیۀ در ͬͺکم تابع عنوان به بودن، نام مشخصه» «تابع واقع در است. شده استفاده بازگشت قضیۀ از بالا، تعریف در که کنید دقت

است. شده استفاده

است. نام سادەترین تهͬ، مجموعه

P⁃نام هاست، تمام مجموعه V p .۱ .۱۱ تعریف

است). M نظر از «نام ها مجموعۀ با برابر Mp که داد نشان ͬ توان م که کنید دقت .Mp “ V p XM .۲

بازگشت) قضیۀ از استفاده با (دوباره زیر صورت به را G از استفاده با τ نام ارزش دهͬ صورت، این در .G P V و τ P V p کنید فرض .۱۲ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف

τG “ tσG | Dp P G xσ, py P τu

ͬ کنیم: م تعریف .p PM و باشد ترایایی M کنید فرض .۱۳ تعریف

MrGs “ tτG | τ PM
pu.

است. ZFⅭ مدل MrGs (۱) .۱۴ قضیه

هستند. V اردینال های همان ،MrGs اردینال های (۲)

آموزنده مثالهای ۴ .۱

یعنͬ ۱؛ و ۰ از شده تشͺیل متناهͬ دنبالەهای از عبارتند آن عناصر که باشد فرسینگ مفهوم ͷی P کنید فرض جدید). حقیقͬ عدد ͷی) ۱۵ مثال

است: زیر صورت به p P P هر

p “ xpp0q, pp1q, . . . , ppnqy

دنبالەهای و است زمینه مدل ͷی M این جا در که کنید دقت است). t0, 1u به n از تابع ͷی دنباله، از (منظور ۱ یا است، ۰ یا ppiq هر که طوری به

بͽیرید: نظر در را زیر ترتیب P روی است. شده گرفته نظر در M همین نظر از متناهͬ

p ă q ô q Ă p.

است. تابع ͷی V نظر از f که کنید دقت است. تابع ͷی f پس .f “
Ť

G دهید قرار باشد. ͷژنری فیلتر ͷی G Ď P کنید فرض

.Dompfq “ ω (ادعا)

.Dompfq “ ω بنابراین .GXDn ‰ H طرفͬ از است. چͽال P در Dn صورت این در .Dn “ tp P P | n P Dompu دهید قرار

است ͷی و صفر از دنباله ͷی f این نیست. M خود در که داریم را f عنصر MrGs در (یعنͬ نیست M در f تابع که ͬ دهیم م نشان حال

ͬ نامیم). م کوهن حقیقͬ عدد ͷی را f است. جدید» حقیقͬ «عدد ͷی واقع در f پس ͬ شناسد. نم را آن M که

Dg “ tp P دهید قرار .g PM کنید فرض است. متفاوت g PM هر با f که ͬ دهیم م نشان نیست، M در f که دهیم نشان که این برای

متفاوت g با f تابع یعنͬ GXDg؛ ‰ H داریم است، ͷژنری G که آن جایی از است. چͽال P در Dg که دید ͬ توان م آسانͬ به .P | p Ę gu

است.

مانند باشد. شمارا اردینال های از شده ساخته متناهͬ دنبالەهای مجموعه P و زمینەای مدل ͷی M کنید فرض کاردینال). ͷی (فروریزش ۱۶ مثال

.Dompfq “ ω که داد نشان ͬ توان م قبل مثال مشابه .f “
Ť

G و باشد ͷژنری فیلتر ͷی G کنید فرض ͬ کنیم. م مرتب را دنبالەها این قبل، مثال

.Rangepfq “ ωM
1 (ادعا)

۳



دهید قرار ،α ă ωM
1 هر برای

Eα “ tp P P | α P Rangeppqu.

ͬ شود. م اثبات ادعا نتیجه در و است چͽال Eα که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

ͬ گوییم. م کاردینال ͷی فروریختن عمل، این به شماراست. ωM
1 ،MrGs Ă N که N هر برای بنابراین،

تضمین را ͷی به ͷی تناظر این که تابعͬ است. ωM با ͷی به ͷی تناظر در V دید از اما ناشماراست. M خود دید از ωM
1 که کنید دقت

نیست. M در ͬ کند م

اساسͬ قضیۀ و فُرسینگ ۵ .۱

τ1, . . . , τn P و p P P کنید فرض همچنین باشد. فرمول ͷیφpx1, . . . , xnq و متعدی شمارای مدل ͷیM کنید فرض (فرسینگ). ۱۷ تعریف

باشیم داشته است، ͷژنری M روی که G هر برای هرگاه ͬ کند م اجبار را φpτ1, . . . , τnq فرمول برقرای p ͬ گوییم م صورت، این در .Mp

φMrGsppτ1qG, . . . , pτnqGq

.p ,P,M φpτ1, . . . , τnq ͬ نویسیم م صورت این در و

داریم بالا، فرضیات با فرسینگ). اساسͬ (قضیه ۱۸ قضیه

φMrGsppτ1qG, . . . , pτnqGq ô Dp P G p , φpτ1, . . . , τnq.

شنین قضیه و آفتابͽردان گل لم ۶ .۱

است. لازم پیوستار نقیض سازگاری اثبات برای که است ترکیبیاتͬ حاوی اما نیست. مربوط فرسینگ به مستقیماً بخش، این مطالب

هرگاه است آفتاب گردان) گل ͷی (یا ∆⁃سیستم ͷی W ͬ گوییم م باشد. U مجموعه ͷی زیرمجموعەهای از گردایەای W کنید فرض .۱۹ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود S Ď U مجموعه ͷی

@A,B PW AXB “ S.

از بیشتر اگر عضوی k مجموعەهای از متشͺل سیستم هر که دارد وجود fpk, rq عدد ͷی ،r ą 0 و k ą 0 هر برای (اردوش⁃رادو). ۲۰ قضیه

است. r اندازه با آفتاب گردان گل ͷی شامل آنگاه باشد، داشته عضو fpk, rq

شماراست. آفتاب گردان گل ͷی شامل عضوی، k مجموعەهای از شمارا گردایه هر اردوش⁃رادو) قضیه شمارای (معادل

Z ĂW ͷی صورت، این در باشد. متناهͬ مجموعەهای از ناشمارا گردایه ͷی W کنید فرض شنین). قضیه − ناشمارا آفتابͽردان (گل ۲۱ قضیه

است. ∆⁃سیستم ͷی که دارد وجود ناشمارا

داریم. n اندازه با مجموعه ناشمارا ͬ کنیم م فرض پس هستند. هم اندازه W در مجموعه ناشمارا تعداد به پس ناشماراست. W اثبات.

برای را نتیجه است. درست n برای حͺم کنید فرض است. برقرار n “ 1 برای حͺم وضوح، به ͬ کنیم. م اثبات n روی استقرا با را حͺم

وجود عنصری چنین کنید فرض ͬ شود. م اثبات حͺم است، X مجموعه ناشمارا در که باشد داشته وجود a مانند عنصری اگر ͬ کنیم. م اثبات n`1

ساخته قبلͬ مجموعەهای گاه هر کار، این برای ͬ سازیم. م pXξqξăα مانند تهͬ اشتراک با ناشمارا ∆⁃سیستم ͷی صورت، این در باشد. نداشته

را اثبات و فکر این (روی نیستند. قبلͬ مجموعەهای از هیچ کدام در که دهیم قرار عناصری خالͬ، جای n در ͬ توانیم م که ͬ کنیم م دقت باشند، شدە

کنید). دقیق 

۴



پیوستار نقیض سازگاری است: دو الف با برابر صفر الف توان به دو آن، در که مدلͬ ۷ .۱

است). سازگار پیوستار (نقیض 2ℵ0 ą ℵ1 آن در که دارد وجود V rGsͷژنری توسیع ͷی .۲۲ قضیه

در شمول را ترتیب بͽیرید. نظر در t0, 1u مجموعۀ به ω2 ˆ ω از متناهͬ توابع همۀ مجموعۀ را P ͬ شود. م تکمیل بعدی قضیۀ –با قضیه اثبات

.f “
Ť

G دهید قرار و باشد ͷژنری فیلتر ͷی G کنید فرض همچنین بͽیرید. نظر

است. ω2 ˆ ω با برابر f دامنه که ͬ کنیم م ادعا است. تابع ͷی بیرونͬ، دید از f

دهید قرار ادعا اثبات برای

Dα,n “ tp : pα, nq P domppqu

هاست. pα, nq تمام f دامنه پس ͬ کند؛ م قطع را ها Dα,n تمام است ͷژنری G که آنجا است. چͽال Dα,n هر که دهید نشان

دهید قرار است (کافͬ داریم t0, 1u به ω از fα تابع ͷی α P ω2 هر برای پس است. t0, 1u به ω2 ˆ ω از تابعͬ f که کنید دقت

ͬ کند. م نقض را پیوستار فرضیه حقیقͬ، عدد تعداد این وجود است! حقیقͬ عدد تا ω2 از لیستͬ pfαqαPω2
بنابراین (.fαptq “ fpα, tq

شود: تحقیق زیر مورد دو است نیاز شود، دقیق تر اثبات که این برای

هستند. متفاوت هم با ها fα تمام .۱

است. ℵ2 با برابر واقعاً ωM
2 اندازۀ .۲

است: چͽال زیر مجموعۀ که دهیم نشان معمول، مطابق است، کافͬ fα ‰ fβ که این اثبات برای .α, β P ω2 کنید فرض است. ساده اولͬ اثبات

D “ tp : ppα, nq ‰ ppβ, nqu.

داریم: قضیه و کار کمͬ به نیاز دوم، قسمت اثبات برای

صورت این در باشد). شمارا حداکثر آن در انطباق غیرقابل عناصر (تعداد دارد ⅭⅭⅭ ویژگͬ که باشد فرسینگ مفهوم ͷی P کنید فرض .۲۳ قضیه

هستند. هم اندازه کاردینال ها ،M و MrGs در

داراست. را ccc ویژگͬ قبل، اثبات نظر مورد فورسینگ که ͬ دهیم م نشان قبلͬ، اثبات ادامه در اما ͬ کنیم. نم اثبات را فوق قضیه

ͬ توانند نم عنصر تعداد این (یعنͬ هستند انطباق قابل F عناصر که ͬ دهیم م نشان باشد. P عناصر از ناشمارا مجموعه ͷی F کنید فرض اثبات.

دهید قرار باشند). انطباق قابل غیر

W “ tDomppq | p P F u.

این در آمده دست به مشترک دامنه کنید فرض دارد. وجود Z Ď W ناشمارای ∆⁃سیستم ͷی شنین) قضیه به (بنا پس ناشماراست فوق مجموعه

دهید قرار باشد. S با برابر سیستم دلتا

G “ tf | S “ Dompfqu.

نیست. انطباق غیرقابل F بنابراین برابرند. هم با دامنه این روی که دارند وجود تابع ناشمارا که دید ͬ توان م راحتͬ به

۵
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