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۱ فصل

پیوستگͬ و حد

حد مفهوم تعریف ۱ .۱

حد ͬ تر مقدمات مفهوم نیازمند مفهوم این دقیق بیان برای که آنجا از است. مشتق مفهوم حسابان بحث در اصلͬ مفاهیم از

برای ͬ پردازیم. م پیوستگͬ، یعنͬ آن، از خاص حالت ͷی و تابع یا حدپذیری و حد، مفاهیم بررسͬ به فصل این در هستیم،

ͬ کنیم. م تعریف را نقطه ͷی ͬͽهمسای ابتدا منظور این

ͬ دهیم، م نمایش Nr(x0) نماد با را آن که ،r > 0 شعاع به نقطه این ͬͽهمسای صورت این در .x0 ∈ R کنیم فرض

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به که حقیقͬ اعداد مجموعه از زیرمجموعەای از است عبارت

Nr(x0) = {x ∈ R; x0 − r < x < x0 + r} = {x ∈ R; |x− x0| < r}

R
x0 − r x0 + rx0

Nr(x0)−{x0} = {x ∈ R; 0 < |x−x0| < مجموعه است. حقیقͬ اعداد از (x0−r, x0+r) باز فاصله همان که

ͬ نامیم. م نقطه این محذوف ͬͽهمسای را r}

R
x0 − r x0 + rx0

ͷی بر شده تعریف حقیقͬ تابعͬ f کنیم فرض ͬ کنیم. م بیان را نقطه ͷی در تابع حد مفهوم از شهودی بیانͬ ابتدا

Nr(x0)−{x0} چون ،x0 محذوف ͬͽهمسای ͷی حاوی f تابع تعریف دامنه (یعنͬ باشد x0 ∈ R نقطه محذوف ͬͽهمسای

باشد).

۳



Rx0
R

ℓ

x f(x)

f

بتوانیم گاه هر ͬ دهیم م نشان lim
x→x0

f(x) = ℓ نماد با را خاصیت این و نامیم ℓ حد دارای x0 نقطه در را f صورت این در

درک باشد. شده ͷنزدی x0 به کافͬ اندازه به x که آن شرط به کنیم ℓ ͷنزدی دلخواه اندازه به را f(x) یعنͬ تابع، مقادیر

گردید بیان ریاضͬ زبان به زیر صورت به وایراشتراوس نام به ریاضیدانͬ توسط میلادی ۱۹ قرن اواخر در حد مفهوم از فوق

شد. پذیرفته حد ریاضͬ تعریف عنوان به ریاضیدانان سایر توسط بعد به آن از و

صورت این در باشد. شده تعریف x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در f : D → R کنیم فرض

،Nδ(x0) چون ،x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی ،Nϵ(ℓ) چون ،ℓ نقطه از ͬͽهمسای هر برای هرگاه lim
x→x0

f(x) = ℓ

،f تعریف دامنه در و Nδ(x0)− {x0} محذوف ͬͽهمسای از x انتخاب با که گونەای به باشد داشته وجود

فوق تعریف ریاضͬ، نمادهای از استفاده با بͽیرند. قرار Nϵ(ℓ) ͬͽهمسای در ،f(x) یعنͬ تابع، متناظر مقادیر

هرگاه lim
x→x0

f(x) = ℓ ͬ شود. م بیان زیر خلاصه صورت به

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D
(
0 < |x− x0| < δ → |f(x)− ℓ| < ϵ

)

تعریف

R
x0 − δ x0 + δx0

R
ℓ− ϵ ℓ+ ϵℓ

x f(x)

f

برای اینجا، در ما ولͬ است حد به مربوط ریاضͬ قضایای اثبات فوق ریاضͬ تعریف اصلͬ نقش که داشت توجه باید

ͬ کنیم. م بررسͬ آن از استفاده با را ساده مثال چند تعریف، این با بیشتر آشنایی

کنید. بررسͬ حد ریاضͬ تعریف از استفاده با را زیر حدود از ͷی هر صحت مثال.

.lim
x→2

3x− 7 = −1 الف)

(a = 2 ͬͽهمسای شعاع نقش (در δ > 0 عدد (ℓ = −1 نقطه ͬͽهمسای شعاع نقش (در ϵ > 0 هر برای دهیم نشان باید

،x ∈ R هر برای که گونەای به دارد وجود

0 < |x− 2| < δ ⇒ |(3x− 7)− (−1)| < ϵ

۴



داشت خواهیم ،|(3x− 7)− (−1)| < ϵ یعنͬ نهایی، نامساوی از شروع با ،ϵ > 0 داشتن اختیار در فرض با

|(3x− 7)− (−1)| = |3x− 6| = 3|x− 2| < ϵ ⇔ |x− 2| < ϵ

3

0 < |x − 2| < δ شرط با x ∈ R اگر صورت این در کنیم. انتخاب δ ≤ ϵ

3
شرط با را δ > 0 است کافͬ این بنابر

.|(3x− 7)− (−1)| < ϵ آنگاه شود انتخاب

حد های ویژگͬ ۲ .۱

شدەاند. بیان زیر قضیه در حد اولیه های ویژگͬ از برخͬ

صورت این در باشد. شده تعریف x0 محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنیم فرض

. lim
x→x0

|f(x)| = 0 اگر تنها و اگر lim
x→x0

f(x) = 0 الف)

مقدار آن از نقطه هر در که دارد وجود x0 حول محذوفͬ ͬͽهمسای آنگاه ℓ 6= 0 و lim
x→x0

f(x) = ℓ اگر ب)

آن حد باشد، منفͬ x0 نقطۀ محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع اگر دیͽر، بیان به باشد. هم علامت ℓ با f

باشد. مثبت ͬ تواند نم

شده تعریف x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در g و f تابع دو کنیم فرض توابع) ضرب و جمع (حد ج)

ثابت) λ ∈ R) λf ،f ± g توابع از ͷی هر صورت این در . lim
x→x0

g(x) = m و lim
x→x0

f(x) = ℓ و باشند

داریم داشته، حد نقطه این در نیز fg و

lim
x→x0

(
f(x)± g(x)

)
= ℓ±m , lim

x→x0

(
λf(x)

)
= λℓ , lim

x→x0

(
f(x)g(x)

)
= ℓm

ℓ

m
برابر حد نقطه این در شده تعریف x0 محذوف ͬͽهمسای ͷی در f

g
تابع آنگاه m 6= 0 اگر علاوه، به

دارد.

هر برای شده، تعریف x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در h و g ،f تابع سه کنیم فرض فشردگͬ) (قضیۀ د)

این در نیز g تابع آنگاه lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = ℓ اگر .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ͬͽهمسای این در x

. lim
x→x0

g(x) = ℓ داریم داشته، حد نقطه

قضیه

۵



limx→a f(x)g(x) آنگاه باشد نداشته وجود limx→a g(x) و limx→a f(x) = l 6= 0 اگر که است این بالا قضیۀ از نتیجه ͷی

در د، قسمت ۷ (تمرین (.limx→a g(x) =
l2
l1

باشیم. داشته باید آنگاه limx→a f(x)g(x) = l2 اگر (زیرا ندارد وجود

کنید). مشاهده را ۲۰ صفحۀ

۱ از بزرگتر طبیعͬ عددی n ∈ N اگر کلͬ، حالت در . lim
x→x0

√
x =

√
x0 دهید نشان .x0 > 0 کنید فرض مثال.

. lim
x→x0

n
√
x = n

√
x0 دهید نشان باشد

اینکه به توجه با

0 ≤ |
√
x−

√
x0| = |

(
√
x−√

x0)(
√
x+

√
x0)√

x+
√
x0

| = |x− x0|√
x+

√
x0

≤ 1
√
x0

|x− x0|

lim
x→x0

|
√
x−

√
x0| = 0 داشت خواهیم فشردگͬ قضیه از استفاده با ،x → x0 وقتͬ راست، سمت عبارت حد بودن صفر و

ͬ آید. م دست به مطلوب نتیجه آن از که

xو 1
n برابر را a مقدار an − bn = (a− b)(an−1 + abn−2 + · · ·+ abn−2 + bn−1) اتحاد در اگر نیز کلͬ حالت برای

آنگاه دهیم قرار x
1
n
0 برابر را b

(x
1
n )n − (x

1
n
0 )

n = (x
1
n − x

1
n
0 )(x

n−1
n + x

n−2
n x

1
n
0 + · · ·+ x

n−1
n

0 )

آنجا از و

0 ≤ | n
√
x− n

√
x0| =

|x− x0|

(x
n−1
n + x

n−2
n x

1
n
0 + · · ·+ x

n−1
n

0 )
≤ 1

x
n−1
n

0

|x− x0|

ͬ آید. م دست به فشردگͬ قضیه از استفاده با قبل قسمت مانند نتیجه اکنون

.lim
x→0

sin x

x
= 1 ͬ دهیم م نشان مثال.

کنید) مشاهده را ۱۷ صفحۀ اثبات، (برای .cos x <
sin x

x
< 1 ،(−π

2
,
π

2
)− {0} محذوف ͬͽهمسای در x هر برای

.lim
x→0

sin x

x
= 1 فشردگͬ، قضیه بنابر ،lim

x→0
1 = 1 و lim

x→0
cos x = cos 0 = 1 اینکه به توجه با اکنون

جای به باید شدیم مواجه sin(x) با صفر سمت به حدی در هرگاه که ͬ آموزند م دبیرستان در دانشجویان از بسیاری سوال

حد ͬ خواهیم م کنید فرض است: صورت بدین گفته این توجیه ͬ گویند). م هم ارزی از استفاده کار این به (و بͽذاریم x آن

۶



ͬ نویسیم م کنیم. حساب را limx→0
sin(x)
2x+1

lim
x→0

sin(x)

2x+ 1
= lim

x→0

sinx
x
x

2x+ 1
= lim

x→0

x

2x+ 1
.

ͬͽهمسای این بر g تابع بوده، x0 ∈ R نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی بر شده تعریف تابع دو g و f کنید فرض تمرین.

.(|g(x)| ≤ M محذوف، ͬͽهمسای این در x هر برای که باشد داشته وجود M > 0 عدد (یعنͬ باشد کراندار محذوف

. lim
x→x0

f(x)g(x) = 0 دهید نشان lim
x→x0

f(x) = 0 اگر

کنیم. تعریف را نقطه ͷی در تابع ͷی راست و چپ حدهای مفاهیم ͬ توانیم م کردیم، تعریف را حد مفهوم که همانگونه

در باشد. (r > 0 ͬ کنیم م فرض آن در (که ،(x0, x0 + r) چون بازەای بر شده تعریف تابعͬ f کنیم فرض

ͬ دهیم م نشان lim
x→x+

0

f(x) = ℓ نماد با را آن و نامیم ℓ برابر راست حد دارای x0 نقطه در را f صورت این

هرگاه

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (x0, x0 + r)
(
x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

)

تعریف.

است. تعریف قابل مشابه نحو به نقطه ͷی در تابع چپ حد مفهوم

دو هر و موجود نقطه این در تابع راست و چپ حدهای اگر تنها و اگر دارد ℓ برابر حدی x0 نقطه در f تابع

اگر تنها و اگر دارد ℓ برابر حدی x0 نقطه در f تابع دیͽر، عبارت به باشند. ℓ برابر

lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = ℓ.

قضیه

هستند. برقرار نیز یͷ طرفه حدود برای حد، برای شده بیان خاصیت های ͬ شود م مشاهده سادگͬ به

کنید. تعیین دلیل ذکر با را زیر یͷ طرفه حدود از ͷی هر مثال.

. lim
x→0+

sin 3x

x
الف)

۷



در .lim
x→0

sin 3x

3x
= 1 داشت خواهیم ،x جای به 3x کردن جایͽزین با ترتیب این به .lim

x→0

sin x

x
= 1 کردیم مشاهده قبلا

نتیجه

lim
x→0

sin 3x

x
= 3 lim

x→0

sin 3x

3x
= 3× 1 = 3

پس است. آن حد برابر راست حد مقدار داشته نیز راست حد نقطه این در تابع این دارد حد x = 0 در sin 3x

x
تابع چون

lim
x→0+

sin 3x

x
= lim

x→0

sin 3x

x
= 3

. lim
x→0+

√
x sin(

1

x
) ب)

،(0,∞) بازه بر sin( 1
x
) تابع بودن کراندار به توجه با . lim

x→0+

√
x = 0 ͬ شود م مشاهده حد تعریف از استفاده با سادگͬ به

. lim
x→0+

√
x sin(

1

x
) = 0 داریم

کنید. تعیین را آن مقدار و دارد وجود lim
x→5+

f(x) که دهید نشان . lim
x→5+

f(x)− 2

x− 5
= 11 کنید فرض مثال.

طرفۀ ͷی محذوف ͬͽهمسای ͷی در ، lim
x→5+

f(x)− 2

x− 5
= 11 که این به توجه با بͽیرید. نظر در را ϵ = 1 عدد پاسخ.

داریم 0 < x < x0 + δ مانند x0 = 5 عدد

11− 1 <
f(x)− 2

x− 5
< 11 + 1.

دیͽر بیان به

10(x− 5) < f(x)− 2 < 12(x− 5).

.limx→5+ f(x) = 2 داشت خواهیم نتیجه در و limx→5+ f(x)− 2 = 0 داریم فشردگͬ، قضیۀ از استفاده با حال

بی نهایت در حد و نهایت بی حد ۳ .۱

مقدار ͬ کند م میل x0 به x وقتͬ گوییم باشد. شده تعریف x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنیم فرض تعریف.

کنیم بزرگ دلخواه اندازه به را f مقادیر بتوانیم هرگاه ͬ دهیم م نشان lim
x→x0

f(x) = ∞ با را آن و ͬ کند، م میل بینهایت به f

هرگاه limx→x0 f(x) = ∞ ریاضͬ، زبان به باشند. شده ͷنزدی x0 به کافͬ اندازه به x مقادیر آنکه شرط به

∀M > 0 ∃δ > 0 ∀x 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > M

۸



هرگاه limx→x0 f(x) = −∞ گوییم ترتیب، همین به

∀M > 0 ∃δ > 0 ∀x 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < −M.

،M مثبت عدد برای دهیم نشان باید تعریف، این بنابر .lim
x→0

1√
|x|

= ∞ ͬ دهیم م نشان فوق تعریف از استفاده با مثال.

اما . 1√
|x|

> M آنگاه 0 < |x| < δ اگر که دارد وجود δ > 0 عدد

1√
|x|

> M ⇔
√

|x| < 1

M
⇔ |x| < 1

M2

0 < |x| < δ اگر ͬ شود م تحقیق سادگͬ به صورت این در کنیم. انتخاب δ ≤ 1

M2
شرط با را δ > 0 است کافͬ این بنابر

. 1√
|x|

> M آنگاه

ℓ برای شده تعیین پیش از ͬͽهمسای ͷی در تابع مقادیر ،x مقادیر افزایش با هرگاه نامیم ℓ حد دارای بی نهایت در را f تابع

هرگاه lim
x→∞

f(x) = ℓ گوییم دقیق، بیان به گیرند. قرار

∀ϵ > 0 ∃N > 0 ∀x x > N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

ͬ شود. م بیان زیر صورت به ریاضͬ لحاظ از lim
x→−∞

f(x) = ℓ عبارت ترتیب، همین به

∀ϵ > 0 ∃N > 0 ∀x x < −N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

،ϵ > 0 دلخواه مثبت عدد برای که کنیم ثابت باید .limx→∞
3x3+2
x3+1

= 3 که ͬ دهیم م نشان بالا تعریف از استفاده با مثال.

باشیم: داشته x > N هرگاه که طوری به دارد وجود N > 0 عدد

∣∣∣∣3x3 + 2

x3 + 1
− 3

∣∣∣∣ < ϵ.

داریم x > 0 برای که ͬ کنیم م دقت

∣∣∣∣3x3 + 2

x3 + 1
− 3

∣∣∣∣ = 1

x3 + 1
< ϵ ⇔ x >

3

√
1

ϵ
− 1.

۹



بͽیریم. نظر در 3

√
1
ϵ
− 1 دهیم قرار از بیشتر عددی را N است کافͬ ϵ > 0 شده داده فاصله ازای به بنابراین،

کنید. تحقیق ϵ = 0.01 برای را ادعا این درستͬ فوق، مثال بهتر درک برای

ͬ گذاریم. م خواننده عهده به را آن که هستند تعریف قابل مشابه نحو به نیز lim
x→±∞

f(x) = ±∞ فرم به عباراتͬ

پیوستگͬ ۴ .۱

مقداری x0 نقطه در f تابع خاص، طور به (پس باشد شده تعریف x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی بر f کنیم فرض

در f گوئیم . lim
x→x0

f(x) = f(x0) هرگاه نامیم پیوسته نقطه این در را f صورت این در دارد.) f(x0) برابر

را f آنگاه lim
x→x−

0

f(x) = f(x0) اگر ترتیب، همین به . lim
x→x+

0

f(x) = f(x0) اگر است راست پیوسته x0

ͬ نامیم. م چپ پیوسته نقطه این در

تعریف.

باشد. راست پیوسته و چپ پیوسته هم زمان طور به نقطه این در اگر تنها و اگر است پیوسته x0 نقطه در f که است روشن

ͷی I هرگاه نامیم بازه این برای درونͬ نقطەای را x0 ∈ I نقطه باشد. حقیقͬ اعداد از بازەای I ⊂ R کنیم فرض

بازه این انتهایی نقطه یا ابتدایی نقطه یا آنگاه نباشد درونͬ نقطەای x0 ∈ I اگر باشد. داشته بر در را نقطه این از ͬͽهمسای

انتهای و ابتدا نقاط در بوده، پیوسته I درونͬ نقاط تمام در تابع این هرگاه نامیم پیوسته I بازه بر را f : I → R تابع است.

راست پیوسته وجود) شرط (به بازه ابتدای نقطه در (یعنͬ باشد. داشته یͷ طرفه پیوستگͬ بازه) به تعلق و وجود شرط (به بازه

باشد.) چپ پیوسته وجود) شرط (به انتهایی نقطه در و

است. پیوسته [0,∞) بازه بر f(x) = n
√
x دستور با f : [0,∞) → R تابع دهید نشان .n ∈ N کنید فرض مثال.

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو x0 ∈ [0,∞) برای

بازه بر f پس . lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

n
√
x = n

√
x0 = f(x0) کردەایم مشاهده قبلا حالت این در .x0 ∈ (0,∞) الف)

است. پیوسته (0,∞)

این برای بود. خواهد راست پیوسته x0 = 0 در f صورت این در و lim
x→0+

f(x) = f(0) ͬ  دهیم م نشان .x0 = 0 ب)

،x ∈ [0,∞) هر برای که دارد وجود δ > 0 عدد ϵ > 0 هر برای ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م استفاده تعریف از منظور

0 ≤ x < 0 + δ ⇒ | n
√
x− n

√
0| = | n

√
x| < ϵ

کنیم. اختیار δ ≤ ϵn شرط با را δ > 0 است کافͬ فوق استلزام داشتن برای ،ϵ > 0 برای
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بود. خواهد پیوسته [0,∞) بر قبل، قسمت بنابر بوده، راست پیوسته نیز x0 = 0 در f پس

کنیم. استفاده زیر قضیه از ͬ توانیم م توابع از برخͬ پیوستگͬ بررسͬ برای

صورت این در باشند. پیوسته نقطه این در شده تعریف x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی در g و f توابع کنیم فرض

g(x0) 6= 0 اگر علاوه به هستند. پیوسته نقطه این در نیز fg و ثابت) λ ∈ R) λf ،f ± g توابع از ͷی هر

است. پیوسته نقطه این در نیز f
g

تابع آنگاه

قضیه

هر ͬ شود م مشاهده فوق قضیه از مͺرر استفاده با ،R بر ثابت توابع و f(x) = x تابع پیوستگͬ به توجه با

است. پیوسته R از نقطه هر در p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 چون چندجملەای تابع

نتیجه

lim
x→x0

sin x = داریم: x0 نقطۀ هر برای که دهیم نشان باید گفته، این اثبات برای است. پیوسته نقاط تمامͬ در sin تابع مثال.

.sin x0

ͬ دهیم م نشان

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R
(
0 < |x− x0| < δ ⇒ | sin x− sin x0| < ϵ

)
اینکه به توجه با ،ϵ > 0 برای اکنون .| sin θ| ≤ |θ| رادیان) حسب (بر θ زاویه هر برای ͬ کنیم م مشاهده بعداً

| sin x− sin x0| = |2 sin(x− x0

2
) cos(

x+ x0

2
)|

≤ 2| sin(x− x0

2
)| ≤ 2|x− x0

2
| = |x− x0|

آنگاه 0 < |x − x0| < δ اگر ͬ شود م مشاهده راحتͬ به صورت این در شود. انتخاب δ ≤ ϵ شرط با δ > 0 است کافͬ

.| sin x− sin x0| < ϵ

. lim
x→x0

cos x = cos x0 د)

هستند. پیوسته R بر cos و sin توابع این بنابر ͬ شود. م گذاشته خواننده عهده به تمرین عنوان به بوده، قبل قسمت مشابه
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قضیه البته است. پیوسته توابع ترکیب قضیه دارد زیادی کاربردهای توابع پیوستگͬ بررسͬ برای که قضایایی از دیͽر ͬͺی

ͬ پردازد. م موضوع این به دقیق تر بیانͬ با زیر

ͬͽهمسای ͷی در g تابع اگر . lim
x→x0

f(x) = ℓ شده، تعریف x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در f کنیم فرض

داریم داشته، حد x0 نقطه در g ◦ f تابع آنگاه باشد پیوسته نقطه این در شده تعریف ℓ نقطه

lim
x→x0

g
(
f(x)

)
= g(ℓ) = g

(
lim
x→x0

f(x)
)

بود. خواهد پیوسته نقطه این در نیز g ◦ f تابع آنگاه باشد پیوسته x0 در نیز f تابع اگر خصوص، به

قضیه

ͬ کند. م بیان را اثبات ایده زیر شͺل ͬ شود. م نتیجه قضیه مفروضات از استفاده و تعریف از سادگͬ به قضیه اثبات

R
x0

R
ℓ

R
g(ℓ)

x f(x) g
(
f(x)

)
f g

g ◦ f

ͬ پردازیم. م قضیه این از استفاده نحوه به مثال چند با اثبات، ارائه جای به

کنید. بررسͬ R بر را f(x) =


sin(

x

1 + x3
) x ≥ 0

sin x

sin2 x+ 1
x < 0

دستور با f تابع پیوستگͬ مثال.

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت سه x0 برای ،f ضابطه به توجه با باشد. دلخواه نقطەای x0 ∈ R کنیم فرض

ͬͽهمسای این بر جا همه نتیجه در دارد. وجود (0,∞) بازه در نقطه این از ͬͽهمسای ͷی صورت این در .x0 > 0 الف)

و p توابع آنگاه q(x) = x3 + 1 و p(x) = x دهیم قرار اگر بود. خواهد f(x) = sin(
x

1 + x3
) ضابطه دارای f

تابع نتیجه در .q(x0) = x3
0 + 1 6= 0 ،x0 > 0 چون علاوه به هستند. پیوسته x0 در نتیجه در و چندجملەای q

بوده، پیوسته y0 =
x0

x3
0 + 1

نقطه در جمله از و R بر جا همه نیز sin تابع است. پیوسته x0 نقطه در p(x)

q(x)
=

x

1 + x3

بود. خواهد پیوسته x0 در sin( x

x3 + 1
) تابع اخیر، قضیه بنابر

گرفتن نظر در با داشت. خواهد f(x) =
sin x

1 + sin2 x
ضابطه نقطه این ͬͽهمسای ͷی در f قبل، حالت مانند .x0 < 0 ب)
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g
(
sin x

)
=

sin x

sin2 x+ 1
تابع فوق قضیه بنابر ،sin تابع پیوستگͬ و است، پیوسته R بر جا همه که g(x) =

x

1 + x2
تابع

است. پیوسته x0 در خصوص به و R بر

که همانطور شود. بررسͬ نقطه این در تابع راست و چپ پیوستگͬ است لازم تابع، تعریف نحوه به توجه با .x0 = 0 ج)

است. پیوسته نیز x0 = 0 در تابع این خصوص به است. پیوسته R بر جا همه sin x

sin2 x+ 1
تابع شد، اشاره (ب) قسمت در

پس

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin x

sin2 x+ 1
= lim

x→0

sin x

sin2 x+ 1
=

sin 0

sin2 0 + 1
= 0

(−1,∞) بازه بر جا همه sin(
x

x3 + 1
) تابع داد نشان ͬ توان م کردیم، مشاهده (ب) و (الف) در آنچه مشابه استدلالͬ با

نتیجه در است. پیوسته نیز x0 = 0 نقطه در تابع این خصوص به است. پیوسته

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sin(
x

x3 + 1
) = lim

x→0
sin(

x

x3 + 1
) = sin(

0

03 + 1
) = 0

R بر f آنجا از بوده، پیوسته نیز x0 = 0 در f پس .limx→0− f(x) = limx→0+ f(x) = f(0) = 0 ترتیب این به

است. پیوسته

میانͬ مقدار قضیۀ ۵ .۱

این خاص حالت ابتدا ͬ کنیم. م بررسͬ را میانͬ، مقادیر قضیه نام تحت پیوسته، توابع مهم خاصیت های از ͬͺی بخش این در

ͬ کنیم. م بیان را ͬ شود م شناخته بولتسانو قضیه نام به که قضیه

مختلف علامت های f(b) و f(a) عدد دو اگر باشد. پیوسته تابعͬ بازه این بر f : [a, b] → R کنیم فرض

.f(c) = 0 که دارد وجود c ∈ [a, b] آنگاه باشند داشته

بولتسانو قضیه

قضیه این اثبات ͬ کنیم. م مشاهده را پیوسته تابع صفرهای یا صفر وجود بر مبنͬ بولتسانو قضیه حͺم زیر شͺل های در

ͬ شود. م صرف نظر اینجا در آن ارائه از که است کمال اصل نام تحت حقیقͬ اعداد مجموعه از خاصیتͬ بر مبتنͬ
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x

y

a b

y = f(x)

f(a)

f(b)

c
x

y

a b

f(a)

f(b)

y = f(x)

c1

c2

c3

ͬ کنیم. م مشاهده را آن نمونه ͷی زیر در که است معادلات برای ریشه وجود اثبات بولتسانو قضیه کاربردهای از ͬͺی

است. حقیقͬ ریشه ͷی حداقل دارای x5 + x4 − x+ 2 = 0 معادله دهید نشان مثال.

است. پیوسته R بر نتیجه در و چندجملەای ͷی f آنگاه باشد شده تعریف f(x) = x5 + x4 − x+2 دستور با f تابع اگر

اینکه به توجه با

f(−2) = −32 + 16 + 2 + 2 < 0 و f(0) = 2 > 0

قضیه بنابر ،[−2, 0] بازه بر f تابع پیوستگͬ به توجه با دارد. مختلف علامت های b = 0 و a = −2 نقطه دو در f مقدار

را ریشه ͷی حداقل فوق معادله پس .c5 + c4 − c + 2 = 0 یا ،f(c) = 0 که دارد وجود c ∈ [−2, 0] عدد بولتسانو،

داشت. خواهد

نام به که را زیر خاصیت آن کاربردهای از دیͽر ͬͺی عنوان به باشد. داشته ͬ تواند م نیز دیͽری کاربردهای بواتسانو قضیه

ͬ کنیم. م مشاهده ͬ شود م نامیده ثابت نقطه

دهید نشان a ≤ f(x) ≤ b ،x ∈ [a, b] هر برای اگر باشد. بازه این بر پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنید فرض مثال.

.f(c) = c که دارد وجود c ∈ [a, b]

پیوسته [a, b] بر نیز g تابع ،f پیوستگͬ به توجه با باشد. g(x) = f(x)− x ضابطه با تابع g : [a, b] → R کنیم فرض

،a ≤ f(a) , f(b) ≤ b اینکه به توجه با حال عین در است.

g(a) = f(a)− a ≥ 0 و g(b) = f(b)− b ≤ 0

در .g(c) = 0 که دارد وجود c ∈ [a, b] بولتسانو، قضیه بنابر نتیجه در دارند. متفاوت علامت های نیز g(b) و g(a) پس
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.f(c) = c نتیجه

کنیم. بیان را میانͬ مقادیر قضیه تا آمادەایم اکنون

باشد. f(b) و f(a) بین حقیقͬ عددی k ∈ R بوده، [a, b] بازه بر پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنیم فرض

.f(c) = k که دارد وجود c ∈ [a, b] صورت این در

میانͬ مقادیر قضیه

و g(a) عدد دو قضیه، فرض به بنا بوده، پیوسته [a, b] بر g آنگاه باشد شده تعریف g(x) = f(x) − k دستور با g : [a, b] → R اگر اثبات.

■ .f(c) = k نتیجه در .f(c)− k = 0 یا g(c) = 0 که دارد وجود c ∈ [a, b] عدد بولتسانو، قضیه بنابر دارند. مختلف علامت های g(b)

x

y

a b

f(a)

f(b)

k

c

y = f(x)

f(c) = که دارد وجود c ∈ [a, b] دهید نشان باشد. بازه این بر پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنید فرض مثال.

.f(a) + f(b)

2

.f(a) ≤ k ≤ f(b) آنگاه k :=
f(a) + f(b)

2
دهیم قرار اگر .f(a) ≤ f(b) کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون

c ∈ [a, b] ͬ شود م نتیجه میانͬ مقادیر قضیه از ،[a, b] بازه بر f پیوستگͬ بنابر است. f(b) و f(a) بین عددی k یعنͬ

.f(c) = k =
f(a) + f(b)

2
که دارد وجود

با را یͺتا عدد (این .bn = a که دارد وجود b > 0 یͺتای عدد ،n ∈ N هر برای دهید نشان .a > 0 کنید فرض مثال.

ͬ دهیم.) م نشان n
√
a یا a 1

n نماد

حال عین در است. پیوسته R بر f که است روشن است. f(x) = xn ضابطه با تابع f کنیم فرض

f(0) = 0 و f(a+ 1) = (a+ 1)n ≥ a+ 1 > a

میانͬ مقادیر قضیه بنابر ،[0, 1 + a] بازه بر f پیوستگͬ به توجه با بوده، f(1 + a) و f(0) بین عددی a ترتیب این به

۱۵



خاصیت با b بودن یͺتا اثبات .b > 0 داریم ،a 6= 0 اینکه به توجه با .bn = a یا f(b) = a که دارد وجود b ∈ [0, 1+a]

ͬ گذاریم. م خواننده عهده به تمرین عنوان به را فوق

قضیه. چند اثبات ۶ .۱

هم علامت ℓ با f مقدار آن از نقطه هر در که دارد وجود x0 حول محذوفͬ ͬͽهمسای آنگاه ℓ 6= 0 و lim
x→x0

f(x) = ℓ اگر

باشد. مثبت ͬ تواند نم آن حد باشد، منفͬ x0 نقطۀ محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع اگر دیͽر، بیان به باشد.
از استفاده با کنیم)، انتخاب ϵ برای ͬ توانستیم م نیز دیͽری مقادیر که است (بدیهͬ ϵ =

ℓ

2
انتخاب با صورت این در .ℓ > 0 کنیم فرض اثبات.

،Nδ(x0)− {x0} محذوف ͬͽهمسای در x هر برای که دارد وجود δ > 0 عدد ،ℓ برابر حد وجود فرض

|f(x)− ℓ| < ϵ =
ℓ

2

آنجا از و

− ℓ

2
< f(x)− ℓ <

ℓ

2

بود. خواهند مثبت همه محذوف ͬͽهمسای این در f مقادیر دیͽر، عبارت به .0 <
ℓ

2
= ℓ− ℓ

2
< f(x) محذوف، ͬͽهمسای این در این بنابر و

ͬ آید. م دست به مشابه طور به نتیجه ϵ = − ℓ

2
انتخاب با ،ℓ < 0 که حالتͬ در

ͬͽهمسای قبل، قسمت بنابر آنگاه ℓ < 0 اگر .f(x) ≥ 0 ،x ∈ Nr(x0)− {x0} هر برای که باشد داشته وجود Nr(x0) ͬͽهمسای کنیم فرض

،x ∈ Nr′(x0)−{x0} هر برای که دارد وجود r′ > 0 عدد یعنͬ باشد. منفͬ نتیجه در و هم علامت ℓ با f آن بر جا همه که دارد x0وجود از محذوفͬ

.f(x) < 0 فوق، نتیجه طبق دیͽر، طرف از و f(x) ≥ 0 فرض طبق طرف ͷی از ،x0 غیر x ∈ Nr(x0) ∩Nr′(x0) برای اکنون .f(x) < 0

■ .ℓ ≥ 0 ͬ دهد م نشان حاصل تناقض

این در x هر برای شده، تعریف x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در h و g ،f تابع سه کنیم فرض فشردگͬ) (قضیۀ

داریم داشته، حد نقطه این در نیز g تابع آنگاه lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = ℓ اگر .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ͬͽهمسای

. lim
x→x0

g(x) = ℓ

|g(x)−ℓ| < ،Nδ(x0)−{x0} محذوف ͬͽهمسای در x هر برای که گونەای به دارد وجود δ > 0 عدد دهید نشان باید ϵ > 0 برای اثبات.
طبق دیͽر طرف از .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ،Nr(x0) − {x0} محذوف ͬͽهمسای در x هر برای که دارد وجود r > 0 عدد فرض بنابه .ϵ
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،h و f توابع برای ℓ برابر حد وجود فرض

∃δ1 > 0 ∀x
(
0 < |x− x0| < δ1 ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ یا ℓ− ϵ < f(x) < ℓ+ ϵ

)
∃δ2 > 0 ∀x

(
0 < |x− x0| < δ2 ⇒ |h(x)− ℓ| < ϵ یا ℓ− ϵ < h(x) < ℓ+ ϵ

)

نامساوی 0 < |x− x0| < δ شرط با x برای ͬ شود م مشاهده سادگͬ به آنگاه کنیم اختیار δ ≤ min{r, δ1, δ2} شرط با را δ > 0 عدد اگر اکنون

■ بود. خواهد برقرار |g(x)− ℓ| < ϵ

:۶ صفحۀ مثال برای نیاز مورد نامساوی

∀θ ∈ (−π

2
, 0) ∪ (0,

π

2
), cos θ <

sin θ

θ
< 1

باشد) شده بیان رادیان حسب بر (که θ مرکزی زاویه نظیر دایره از قطاعͬ مساحت ،r شعاع به دایره ͷی در ͬ کنیم م یادآوری

با برابر دایره کل مساحت که این به توجه با ساده، تناسب ͷی از ͬ توانید م گفته، این اثبات برای بود. خواهد 1

2
θr2 برابر

کنید. استفاده است πr2

θ
r

قطاع مساحت = 1

2
θr2

باشد. (1 برابر شعاع و مختصات مبدا مرکز به (دایرەای مثلثاتͬ دایره در مرکزی زاویه 0 < θ <
π

2
کنیم فرض اکنون

بود. خواهد tan θ برابر AD پارەخط طول و sin θ برابر BC پارەخط طول زیر، شͺل مطابق صورت این در

O A

C

B

θ
sin θ

D

tan θ

نیز آن و دایره از OAC قطاع مساحت از کمتر OAC مثلث مساحت ͬ شود، م مشاهده نیز شͺل این در که همانطور

خواهیم است، 1 برابر و دایره شعاع برابر OA پارەخط طول اینکه به توجه با بود. خواهد OAD مثلث مساحت از کمتر

۱۷



داشت

OAC مثلث مساحت =
1

2
sin θ < OAC قطاع مساحت =

1

2
θ < OAD مثلث مساحت =

1

2
tan θ

حالت این در ترتیب، این به

sin θ < θ < tan θ

داشت خواهیم فوق بحث از استفاده با ،−θ ∈ (0,
π

2
) اینکه به توجه با ،−π

2
< θ < 0 که حالتͬ در

− sin θ = sin(−θ) < −θ < tan(−θ) = − tan θ

سادگͬ به نامساوی ها این از استفاده با .| sin θ| < |θ| < | tan θ| داشت خواهیم 0 < |θ| < π

2
شرط با θ زاویه برای پس

ͬ شود م دیده

∀θ ∈ (−π

2
, 0) ∪ (0,

π

2
), cos θ <

sin θ

θ
< 1

پاسخ. با تمرین چند ۷ .۱

. lim
x→−1

2x

x2 + 1
= −1 که دهید نشان تمرین.

ͬ دهیم م نشان

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R
(
0 < |x− (−1)| < δ ⇒ | 2x

x2 + 1
− (−1)| < ϵ

)
اینکه به توجه با ،ϵ > 0 برای

| 2x

x2 + 1
+ 1| = |2x+ x2 + 1

x2 + 1
| = |x+ 1|2

1 + x2
≤ |x+ 1|2

کافͬ منظور این برای .|x + 1|2 < ϵ که کنیم انتخاب گونەای به را δ > 0 است کافͬ | 2x

x2 + 1
+ 1| < ϵ داشتن برای

شود. انتخاب δ ≤
√
ϵ است

است. پیوسته R بر f(x) =


sin x

x3 + x
x 6= 0

1 x = 0
دستور با f : R → R تابع دهید نشان تمرین.

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو x0 ∈ R برای

ضابطه با جا همه f ͬͽهمسای این بر نتیجه در نبوده، 0 حاوی دارد وجود x0 از ͬͽهمسای ͷی حالت این در .x0 6= 0 الف)
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p(x) = x3 + x چندجملەای تابع و sin توابع پیوستگͬ به توجه با حالت این در است. شده داده f(x) = sin x

x(x2 + 1)

است. پیوسته نقطه این در f(x) = sin x

x(x2 + 1)
تابع قبل، قضیه بنابر ،p(x0) = x0(x

2
0 + 1) 6= 0 که این و x0 در

.lim
x→0

f(x) = f(0) ͬ دهیم م نشان حالت این در .x0 = 0 ب)

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sin x

x(x2 + 1)
= lim

x→0

sin x

x

1

1 + x2
= 1× 1

1 + 12
= 1 = f(0)

است. پیوسته R بر آنجا از بوده، پیوسته نیز نقطه این در f پس

بیابید. را lim
x→0−

x[
1

x
] حد حاصل تمرین.

آنگاه دهیم قرار 1

x
برابر را a مقدار رابطه این در اگر اکنون .a− 1 < [a] ≤ a ͬ دانیم م ،a حقیقͬ عدد هر برای

1

x
− 1 < [

1

x
] ≤ 1

x

خواهیم ͬ شود، م نامساوی ها جهت تغییر باعث x بودن منفͬ اینکه به توجه و x در فوق نامساوی طرفین ضرب با نهایتا

داشت

1− x > x[
1

x
] ≥ 1

. lim
x→0−

x[
1

x
] = 1 داریم یͷ طرفه) حدود (برای فشردگͬ قضیه از استفاده با ، lim

x→0−
(1−x) = lim

x→0−
1 = 1 اینکه به توجه با

تمرین ها ۸ .۱

دهید نشان را زیر حدود از ͷی هر صحت حد، ریاضͬ تعریف از استفاده با .۱

(الف lim
x→−3

(1− 4x) = 13 (ب lim
x→0

x2 + x− 4

x+ 2
= −2

(ج lim
x→2

(x2 − 4x+ 5) = 1 (د lim
x→3

(x2 − 1) = 8

(.|
√
x−

√
a| = |x− a|√

x+
√
a

که کنید توجه (راهنمایی: .lim
x→a

√
x =

√
a ،a > 0 هر برای دهید نشان .۲
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کنید. محاسبه را زیر حدود از ͷی هر مقدار .۳

(الف lim
x→0

x√
1 + 3x− 1

(ب lim
x→0

3
√
1 + cx− 1

x
ثابت) c) (ج lim

x→1

3
√
x− 1√
x− 1

ͷی هر ،limx→0− f(x) = b و lim
x→0+

f(x) = a اگر باشد. شده تعریف x = 0 ͬͽهمسای ͷی در f کنید فرض .۴

کنید. تعیین را زیر حدود از

(الف lim
x→0+

f(x3 − x) (ب lim
x→0−

f(x3 − x)

(ج lim
x→0+

f(x2 − x4) (د lim
x→0−

f(x2 − x4)

وجود lim
x→2

g(x) مقدار آیا . lim
x→2+

g(x) و lim
x→2−

g(x) محاسبه است مطلوب .g(x) = x2 + x− 6

|x− 2|
کنید فرض .۵

دهید. توضیح دارد؟

و lim
x→a

f(x) حدود از ͷهیچی ولͬ باشد داشته وجود lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
عبارت دارد امͺان دهید نشان مثالͬ با .۶

باشند. نداشته وجود lim
x→a

g(x)

دهید. توضیح را خود دلیل مورد هر در است؟ نادرست ͷکدامی و درست زیر گزارەهای از ͷکدامی .۷

.lim
x→4

( 2x

x− 4
− 8

x− 4

)
= lim

x→4

2x

x− 4
− lim

x→4

8

x− 4
الف)

.lim
x→1

x− 3

x2 − 4
=

limx→1(x− 3)

limx→1(x2 − 4)
ب)

ندارد. وجود lim
x→a

f(x)

g(x)
آنگاه lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0 اگر ج)

دارد. وجود نیز lim
x→a

g(x) آنگاه باشند داشته وجود lim
x→a

f(x) و lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
اگر د)

.lim
x→0

f(x) > 1 آنگاه باشد داشته وجود lim
x→0

f(x) و f(x) > 1 ،x هر برای اگر ه)

دارد. حد نقطه این در نیز f تابع آنگاه باشد داشته حد a نقطه در |f | تابع اگر و)

کنید. تعیین را lim
x→1

f(x) مقدار .lim
x→1

f(x)− 8

x− 1
= 10 کنید فرض .۸

کنید. بررسͬ بینهایت و x = 0 در را f(x) = x sin(
1

x
) تابع حد .۹

کنید. تعیین را lim
x→0

f(x)

x
و lim

x→0
f(x) حدود از ͷی هر مقدار آنگاه lim

x→0

f(x)

x2
= 5 اگر .۱۰

.lim
x→0

√
x3 + x2 sin(

π

x
) = 0 دهید نشان فشردگͬ قضیه از استفاده با .۱۱
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عددی C > 0 آ« در که ،|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y| شرط در x, y ∈ R هر برای f : R → R کنید فرض .۱۲

است. پیوسته R از نقطه هر در f دهید نشان نماید. صدق است، ثابت

پیوسته آن بر شده داده تابع که کنید تعیین را حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه بزرگترین زیر، توابع از ͷی هر مورد در .۱۳

باشد.

(الف f(x) =


x2 − x

x2 − 1
x 6= −1, 1

1 x = −1 یا 1
(ب f(x) =

 cos x x < 0

1− x2 x ≥ 0

است. پیوسته خود تعریف دامنه بر توابع این از ͷی هر دهید نشان کرده، تعیین را زیر توابع از ͷی هر تعریف دامنه .۱۴

(الف f(x) =
3
√
x− 2

x3 − 2
(ب f(x) =

sin x

x+ 1

(ج g(x) =
tan x√
4− x2

(د g(x) = sin
(√

1 + 1
x

)
(ه h(x) = 4

√
x+ x3 cos(x2 − 1)

است. پیوسته R بر f(x) =

 x3 sin 1
x

x 6= 0

0 x = 0
ضابطه با f تابع دهید نشان .۱۵

نماید. صدق f(xy) = f(x) + f(y) رابطه در x, y ∈ (0,∞) هر برای f : (0,∞) → R کنید فرض .۱۶

.f(1) = 0 دهید نشان الف)

است. پیوسته (0,∞) بر f دهید نشان باشد پیوسته x = 1 در f اگر ب)

است. ریشه ͷی حداقل دارای زیر معادلات از ͷی هر دهید نشان .۱۷

(الف x10 − 10x2 + 5 = 0 (ب cos x = x2

(ج
√
x− 5 =

1

x+ 3

وجود |c| < 1 شرط با c دهید نشان .f(1) = 4 و f(−1) = 2 و باشد [−1, 1] بر پیوسته تابعͬ f کنید فرض .۱۸

.f(c) = π که دارد

دارای f(x) = sin x معادله دهید نشان .f(2) > 1 و f(0) < 0 و باشد [0, 2] بر پیوسته تابعͬ f کنید فرض .۱۹

است. ریشه ͷی حداقل
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.f(c) = c که دارد وجود c ∈ [a, b] دهید نشان باشد. پیوسته تابعͬ f : [a, b] → [a, b] کنید فرض .۲۰

دهید نشان f(b) < g(b) و f(a) > g(a) اگر باشند. [a, b] بازه بر پیوسته تابع دو f, g : [a, b] → R کنید فرض .۲۱

ͬ کنند. م قطع را یͺدیͽر نقطه ͷی در حداقل تابع دو نمودار

تکمیلͬ تمرین های

ͬ شود. م نامیده دیریͺله تایع نام به f(x) =

 1 x ∈ Q

0 x ∈ R−Q
دستور با f : R → R تابع .۱

نیست. پیوسته نقطەای هیچ در تابع این دهید نشان پیوستگͬ، تعریف از استفاده با الف)

کنید.) ثابت را خود (ادعای باشد. پیوسته نقطه ͷی در فقط که بزنید مثال تابعͬ فوق، تابع از استفاده با ب)

f(c) > 0 که باشد داشته وجود c ∈ (a, b) اگر باشد. پیوسته تابعͬ (a, b) بازه بر f : (a, b) → R تابع کنید فرض .۲

است. مثبت تابعͬ نقطه این از ͬͽهمسای ͷی در f دهید نشان

x هر برای اگر باشد. داشته ℓ برابر حدی نقطه این در شده تعریف a نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در f کنید فرض .۳

.ℓ ≥ 0 دهید نشان f(x) ≥ 0 محذوف ͬͽهمسای این در

c ∈ [a, b] دهید نشان باشند α+β = 1 شرط با مثبت عدد دو β و α اگر باشد. [a, b] بر پیوسته تابعͬ f کنید فرض .۴

.f(c) = αf(a) + βf(b) که دارد وجود

را خاصیت این و نامیم، ℓ حد دارای بی نهایت در را f باشد. [a,∞) چون بازەای بر شده تعریف تابعͬ f کنیم فرض .۵

مقادیر آنکه شرط به کنیم ͷنزدی ℓ به را f مقادیر بتوانیم دلخواه اندازه هر به هرگاه ͬ دهیم م نشان lim
x→∞

f(x) = ℓ با

N > 0 عدد ϵ > 0 عدد هر برای هرگاه lim
x→∞

f(x) = ℓ گوییم ریاضͬ، زبان به باشند. شده بزرگ کافͬ اندازه به x

که گونەای به باشد داشته وجود

∀x ∈ [a,∞) x > N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

هرگاه lim
x→−∞

f(x) = ℓ گوییم آنگاه باشد شده تعریف (−∞, a] چون بازەای بر f اگر ترتیب همین به

∀ϵ > 0 ∃N > 0 ∀x ∈ (−∞, a] x < −N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

دهید. نشان را زیر حدود از ͷی هر صحت بالا، تعریف ͷکم به
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(الف lim
x→∞

x2 − x

x2 + 1
= 1 (ب lim

x→−∞
(x+

√
x2 − x) =

1

2
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۲ فصل

طبیعͬ لͽاریتم تابع معرفͬ و مشتق

مشتق تعریف ۱ .۲

مشاهده را مشتق گیری، اصطلاحاً یا توابع، مشتق تعیین روش کرده، مطرح را متغیره ͷی توابع مشتق مفهوم بخش این در

ͬ کنیم. م بیان را داشتەاند مهمͬ نقش مشتق تعریف ارائه در که تاریخͬ بحث دو ابتدا بحث، این شروع از قبل اما ͬ کنیم. م

ͷی بر شده تعریف پیوسته تابعͬ f کنیم فرض است. نقطه ͷی در منحنͬ ͷی بر مماس خط شیب هندسͬ مفهوم اول بحث

x0+∆x نظیر Qنقطه ∈ C x0و نظیر Pنقطه ∈ C کنیم فرض باشد. تابع این Cنمودار ⊂ R2 x0و ∈ R نقطه ͬͽهمسای(
x0 + ∆x, f(x0 + ∆x)

)
مختصات به نقطەای نیز Q و

(
x0, f(x0)

)
مختصات به نقطەای P ترتیب این به باشد.

مفهوم ما اینجا در کنید (توجه باشد. داشته وجود P نقطه در C منحنͬ بر مماس خط L کنیم فرض همچنین بود. خواهد

ͬ کنیم.) م بسنده خط این شهودی درک به فقط نکرده، تعریف را مماس خط

x0

P

x0 +∆x

Q

L

مقدار اگر بود. خواهد f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
برابر خط این شیب ،Q و P نقطه دو از کذرنده خط گرفتن نظر در با

گذرنده قاطع خطوط شده، نزدیͺتر و ͷنزدی P نقطه به منحنͬ روی بر Q نقطه آنگاه شود انتخاب کوچͺتر و ͷکوچ ∆x
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عبارت برابر را مماس خط شیب که است طبیعͬ ترتیب این به ͬ کنند. م میل P نقطه در C بر مماس خط به Q و P از

کنیم. فرض lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

بر متحرکͬ کنیم فرض ͬ کند. م بیان را متحرک ͷی لحظەای سرعت مفهوم شده، مقدماتͬ ͷفیزی به مربوط دوم بحث

t لحظه در که است این فوق حرکت قانون از منظور باشد. حرکت حال در d = d(t) قانون با و مستقیم مسیر ͷی روی

متحرک (∆t > 0 اینکه فرض (با [t0, t0 +∆t] زمانͬ بازه در ترتیب این به است. d(t) برابر حرکت مبدا تا متحرک فاصله

متوسط سرعت نام تحت ͷفیزی در d(t0 +∆t)− d(t0)

∆t
عبارت است. کرده طͬ را d(t0 + ∆t) − d(t0) مسافت

آمده دست به نسبت شود انتخاب کوچͺتر ∆t هرچه که است روشن ͬ شود. م نامیده [t0, t0 +∆t] زمانͬ بازه در متحرک

lim
∆t→0

d(t0 +∆t)− d(t0)

∆t
اگر مبنا، این بر ͬ دهد. م دست به فوق زمانͬ بازه در متحرک رفتار مورد در دقیق تری اطلاعات

ͬ نامیم. م t = t0 زمان در متحرک لحظەای سرعت را آن باشد داشته وجود

مشاهده زمینه آن خاص تعابیر با نیز دیͽر زمینەهای از بسیاری در است ظاهرشده فوق مثال دو در آنچه مانند ساختارهایی

کنیم. تعریف آن خاص تعبیر از مستقل و ریاضͬ صورتͬ به را ساختار این که است بهتر بنابراین ͬ شود. م

این با ∆x نمو انتخاب با صورت این در باشد. شده تعریف x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنیم فرض

نسبی تغییرات نام به f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
عبارت بͽیرد، قرار f تعریف دامنه در x0+∆x که خاصیت

نامیده ،∆x < 0 که حالتͬ در ،[x0+∆x, x0] بازه بر یا ،∆x > 0 که حالتͬ در ،[x0, x0+∆x] بازه بر f

نقطه در f تابع تغییرات سرعت را آن آنگاه باشد داشته وجود lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
اگر ͬ شود. م

در را f صورت این در و ͬ دهیم م نشان df

dx
(x0) یا f ′(x0) نماد با و نامیده ،a در f مشتق اصطلاحا یا ،x0

ͬ نامیم. م مشتق پذیر x0

تعریف

.x → x0 اگر تنها و اگر ∆x → 0 که است روشن و ∆x = x− x0 آنگاه x := x0 +∆x دهیم قرار اگر ،∆x نمو برای

داشت خواهیم ،x0 در f مشتق پذیری صورت در این بنابر

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
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R R
x0 x0 +∆x = x f(x0) f(x0 +∆x) = f(x)

f

کنید. بررسͬ شده داده نقاط در را زیر توابع از ͷی هر مشتق پذیری مثال.

.x0 = 0 نقطۀ در f(x) = sin(x) تابع الف)

کنیم: بررسͬ را زیر حد باید x0 = 0 در sin(x) تابع پذیری مشتق بررسͬ برای

lim
x→0

sin(x)− sin(0)

x− 0
.

.sin′(0) = 1 بنابراین است. ۱ با برابر و موجود فوق حد ۶ صفحۀ مثال به توجه با

.x0 = 0 نقطه در f(x) =

 x2 sin(
1

x
) x 6= 0

0 x = 0
ب)

،x 6= 0 برای
f(x)− f(0)

x− 0
=

x2 sin( 1
x
)− 0

x
= x sin(

1

x
)

نتیجه در

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0
x sin(

1

x
) = 0

.f ′(0) = 0 بوده، مشتق پذیر x0 = 0 نقطه در تابع این پس

.x0 = 1 نقطه در f(x) = 3
√
x2 − x ج)

داریم

lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

3
√
x2 − x− 0

x− 1

= lim
x→1

3
√

x(x− 1)

x− 1
= lim

x→1

3
√
x

3
√

(x− 1)2
= ∞

نیست. مشتق پذیر نقطه این در تابع این نتیجه در

ͷی بر مشتق پذیری ͬ توانیم م اکنون تعریف، این از استفاده با کردیم. تعریف را نقطه ͷی در مشتق پذیری مفهوم اینجا تا

نامیم مشتق پذیر بازه این بر را f : I → R تابع باشد. حقیقͬ اعداد از باز بازەای I ⊆ R کنیم فرض کنیم. تعریف را بازه

بود. خواهد تعریف قابل I بر x 7→ f ′(x) دستور با جدیدی تابع حالت این در باشد. مشتق پذیر I از نقطه هر در f هرگاه
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ͬ دهیم. م نشان f ′ نماد با را آن نامیده f مشتق تابع را تابع این

کنید. تعیین مورد هر در را مشتق تابع ضابطه کرده، بررسͬ R بر را زیر توابع از ͷی هر مشتق پذیری مثال.

.(n ∈ N) ،f(x) = xn الف)

صورت این در باشد. دلخواه نقطەای x0 ∈ R کنیم فرض

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

xn − xn
0

x− x0

= lim
x→x0

(x− x0)(x
n−1 + xn−2x0 + · · ·+ xn−1

0 )

x− x0

= nxn−1
0

مشتق تابع بوده، مشتق پذیر R بر f ترتیب این به .f ′(x0) = nxn−1
0 و است مشتق پذیر x0 دلخواه نقطه در f نتیجه در

بود. خواهد f ′(x) = nxn−1 ضابطه دارای

.f(x) = sin x ب)

ͬ کنیم م توجه ابتدا ،x0 ∈ R چون نقطەای برای قبل، مثال مانند

sin x− sin x0 = 2 sin(
x− x0

2
) cos(

x+ x0

2
)

ترتیب این به

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

sin x− sin x0

x− x0

= lim
x→x0

2 sin(x−x0

2
) cos(x+x0

2
)

x− x0

= lim
x→x0

sin(x−x0

2
)

x−x0

2

cos(
x+ x0

2
) = cos x0

R بر sin تابع ،x0 ∈ R بودن دلخواه به توجه با .f ′(x0) = cos x0 و است مشتق پذیر x0 نقطه در فوق تابع نتیجه در

است. f ′(x) = cos x دستور با تابعͬ مشتق تابع و است مشتق پذیر

.f(x) = |x| ج)

تابع تعریف نحوه به توجه با ،x0 ∈ R برای اکنون کنیم. بیان f(x) =

 x x ≥ 0

−x x < 0
صورت به را تابع این ͬ توانیم م

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت سه ،f
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ترتیب این به .f(x) = x نتیجه در بوده مثبت نیز x نقطه، این ͷنزدی کافͬ اندازه به x برای آنگاه x0 > 0 اگر −۱

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

x− x0

x− x0

= 1

.f ′(x0) = 1 و است مشتق پذیر نقطه این در f پس

آنجا از و f(x) = −x نتیجه در بوده منفͬ نیز x ،x0 ͷنزدی x مقادیر برای آنگاه x0 < 0 اگر ترتیب همین به −۲

.f ′(x0) = −1

،x0 = 0 که حالتͬ در −۳

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

|x|
x

نیست. مشتق پذیر x0 = 0 در فوق تابع بنابر ندارد. وجود حد این که ͬ دانیم م و

ضابطه با تابعͬ مشتق تابع بوده، مشتق پذیر (−∞, 0)∪ (0,∞) بر f(x) = |x| دستور با f تابع فوق، بررسͬ سه اساس بر

است. زیر

∀x ∈ R− {0}, f ′(x) =

 1 x > 0

−1 x < 0
=

|x|
x

.f ′(x) = − sin x و است مشتق پذیر R بر f(x) = cos x دستور با f تابع دهید نشان تمرین عنوان به

است. شده بیان زیر قضیه در که است توابع این پیوستگͬ مشتق پذیر توابع مهم خاصیت های از ͬͺی

است. پیوسته نقطه این در f آنگاه باشد مشتق پذیر x0 نقطه در f تابع اگر

قضیه.

،ͬͽهمسای این در x 6= x0 برای است. شده تعریف x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی در f فرض طبق اثبات.

f(x) = f(x0) +
(
f(x)− f(x0)

)
= f(x0) +

f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0)

نتیجه در

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

(
f(x0)+

f(x)− f(x0)

x− x0
(x−x0)

)
= f(x0)+ lim

x→x0

(f(x)− f(x0)

x− x0
(x−x0)

)
= f(x0)+f ′(x0)×0 = f(x0)

■ است. پیوسته x0 در f پس

مشاهده سادگͬ به مثال، طور به بود. نخواهد نیز مشتق پذیر نقطه این در باشد ناپیوسته نقطەای در f اگر ترتیب، این به
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داشت توجه باید نیست. مشتق پذیر نقطه این در تابع این نتیجه در است. ناپیوسته x = 1 در f(x) = x[x] تابع ͬ شود م

نقطه ͷی در تابع پیوستگͬ صرف که معنͬ این به نیست. کافͬ شرط این ولͬ است مشتق پذیری برای لازم شرط پیوستگͬ

است پیوسته x = 0 نقطه در f(x) = |x| تابع کردیم مشاهده قبلا مثال، طور به نیست. نقطه آن در تابع مشتق پذیری باعث

نیست. مشتق پذیر نقطه این در f ولͬ

شده داده تابع مشتق موارد، این در ͬ آیند. م دست به سادەتر ساختار با توابع روی بر جبری اعمال از استفاده با توابع از برخͬ

آوریم. دست به کردەاند شرکت آن ساختار در که سادەتری توابع مشتق از استفاده با ͬ توانیم م را

λ ∈ R) λf ،f ± g توابع از ͷی هر صورت این در باشند. مشتق پذیر x0 نقطه در g و f توابع کنیم فرض

داریم بوده، مشتق پذیر x0 در نیز fg و ثابت)

(f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0),

(λf)′(x0) = λf ′(x0),

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0).

و است مشتق پذیر x0 در نیز f
g

تابع آنگاه g(x0) 6= 0 اگر علاوه به

(f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)(

g(x0)
)2 .

قضیه

تابع مشتق پذیری فقط اینجا در ͬ آید. م دست به g و f توابع مشتق پذیری فرض از استفاده و مشتق تعریف از استفاده با ساده بسیار اثبات اثبات.
اینکه به توجه با ͬ کنیم. م بررسͬ را f

g

f(x)

g(x)
− f(x0)

g(x0)
=

(f(x)− f(x0))g(x0)− f(x0)(g(x)− g(x0))

g(x)g(x0)
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داشت خواهیم

lim
x→x0

f(x)
g(x) −

f(x0)
g(x0)

x− x0
= lim

x→x0

1

x− x0

( (f(x)− f(x0))g(x0)− f(x0)(g(x)− g(x0))

g(x)g(x0)

)
= lim

x→x0

1

g(x)g(x0)

( (f(x)− f(x0))g(x0)− f(x0)(g(x)− g(x0))

x− x0

)
= lim

x→x0

1

g(x)g(x0)

(f(x)− f(x0)

x− x0
g(x0)− f(x0)

g(x)− g(x0)

x− x0

)
=

1(
g(x0)

)2 (f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

)
=

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)(

g(x0)
)2

■

و R از نقطه هر در fn(x) = xn ،. . . ،f2(x) = x2 ،f1(x) = x توابع از ͷی هر مشتق پذیری به توجه با

p(x) = anx
n + · · · + مانند چندجملەای تابع هر فوق، قضیه از مͺرر استفاده با ثابت، تابع مشتق پذیری

و است مشتق پذیر R از نقطه هر در a1x+ a0

p′(x) = nanx
n−1 + · · ·+ 2a2x+ a1

نتیجه

کنید. بررسͬ R بر را f(x) =


x

x3 + 1
x ≥ 0

x cos x x < 0
ضابطه با f : R → R تابع مشتق پذیری مثال.

ͬ گیریم. م نظر در x0 برای را زیر حالت سه ،f تعریف نحوه به توجه با باشد. دلخواه نقطەای x0 ∈ R کنیم فرض

قرار (0,∞) بازه در آن نقاط تمام که دارد وجود (x0−r, x0+r) چون x0 از ͬͽهمسای ͷی صورت این در .x0 > 0 الف)

مشتق پذیری به توجه با ͬ شود. م داده f(x) = x

x3 + 1
ضابطه توسط ͬͽهمسای این بر جا همه f تابع ترتیبب این به و گیرد

قضیه بنابر ،q(x0) = x3
0 + 1 6= 0 ،x0 > 0 فرض به توجه با که، این و q(x) = x3 + 1 و p(x) = x چندجملەای های

و است مشتق پذیر نقطه این در f قبل،

f ′(x0) =
p′(x0)q(x0)− p(x0)q

′(x0)

q2(x0)
=

x3
0 + 1− x0(3x

2
0)

(x3
0 + 1)2

=
1− 2x3

0

(1 + x3
0)

2

حاصل ضرب که شده داده f(x) = x cos x ضابطه توسط f ،x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی در ترتیب همین به .x0 < 0 ب)

و است مشتق پذیر نقطه این در f قبل، قضیه بنابر مجددا پس است. مشتق پذیر تابع دو

f ′(x0) = cos x0 + x0(− sin x0) = cos x0 − x0 sin x0

۳۰



ضابطه اینکه توجه با کنیم. بررسͬ را lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
حد وجود است لازم حالت این در .x0 = 0 ج)

ͬ کنیم. م بررسͬ را فوق عبارت چپ حد و راست حد است، متفاوت x0 = 0 نقطه چپ سمت و راست سمت f

lim
x→0−

f(x)

x
= lim

x→0−

x cos x

x
= lim

x→0−
cos x = 1

lim
x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

x
1+x3

x
= lim

x→0+

1

1 + x3
= 1

صورت به مشتق تابع ضابطه فوق، محاسبات به توجه با است. مشتق پذیر نیز x0 = 0 در f پس .lim
x→0

f(x)

x
= 1 نتیجه در

است. زیر

∀x ∈ R, f ′(x) =


1− 2x3

(1 + x3)2
x > 0

1 x = 0

cos x− x sin x x < 0

صفر نقطۀ در تابع مشتق محاسبۀ برای چرا که است این مثال این با رویارویی از پس دانشجویان ͬͽهمیش تقریباً سوال ͷی

این پاسخ ندادیم. قرار دیͽر نقاط در محاسبەشده مشتق در را صفر مقدار ــ شنیدەایم احتمالا دبیرستان در که طور همان ــ

بͽیرید: نظر در را زیر تابع مثال برای است! غلط کار این زیرا است: ساده سوال

f(x) =


1 x 6= 0

0 x = 0

ͷی است. صفر با برابر صفر مخالف نقاط تمام در f ′(x) اما نیست)  پیوسته (زیرا نیست مشتق پذیر صفر نقطۀ در تابع این
۱ است. ۳۳ صفحۀ تمرین شده، یاد حل راه درستͬ عدم برای بهتر مثال

بررسͬ زیر قضیه است. توابع ترکیب از استفاده جدید توابع ساختن برای متداول روش های از ͬͺی ͬ دانیم م که همانطور

ͬ سازد. م امͺان پذیر ترکیب در کننده شرکت توابع مشتق اساس بر را مرکب تابع مشتق

g ◦ f تابع صورت این در باشد. y0 = f(x0) در مشتق پذیر تابعͬ g و x0 در مشتق پذیر تابعͬ f کنیم فرض

.(g ◦ f)′(x0) = g′
(
f(x0)

)
f ′(x0) = g′(y0)f

′(x0) و است مشتق پذیر x0 نقطه در

قضیه

ͬ شود. م صرف نظر اینجا در آن ارائه از بحث، شدن طولانͬ از جلوگیری جهت بوده، ریاضͬ دقت کمͬ نیازمند قضیه این اثبات

.f ′(a) = limx→a f
′(x) آنگاه باشد موجود limx→a f

′(x) و باشد مشتق پذیر a نقطۀ در f تابع اگر اما ۱

۳۱



تابع ضابطه بوده، مشتق پذیر (0,∞) بر f(x) = x
1
n دستور با f تابع دهید نشان .n ∈ N کنید فرض الف) مثال.

کنید. تعیین را مشتق

به را مشتق تابع و است مشتق پذیر (0,∞) بر f(x) = xr تابع دهید نشان باشد، مثبت گویای عدد ͷی r ∈ Q اگر ب)

آورید. دست

بنابر نیستند. استفاده قابل کردەایم بیان تاکنون که قضایایی f(x) = x
1
n تابع مشتق پذیری برای که ͬ کنیم م توجه الف)

این در باشد. دلخواه نقطەای x0 ∈ (0,∞) کنیم فرض ͬ کنیم. م بررسͬ تعریف از استفاده با را تابع این مشتق پذیری این

صورت

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

x
1
n − x

1
n
0

x− x0

،n ∈ N طبیعͬ عدد هر برای و ،β و α حقیقͬ عدد دو هر برای ͬ دهیم. م قرار توجه مود را زیر اتحاد فوق حد محاسبه برای

αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1)

داشت خواهیم دهیم، قرار را x
1
n
0 ،β جای به و x 1

n عبارت α جای به اگر اتحاد این در اکنون

(x
1
n )n − (x

1
n
0 )

n = (x
1
n − x

1
n
0 )(x

n−1
n + x

n−2
n x

1
n
0 + · · ·+ x

1
nx

n−2
n

0 + x
n−1
n

0 )

آنجا از و
x

1
n − x

1
n
0

x− x0

=
1

(x
n−1
n + x

n−2
n x

1
n
0 + · · ·+ x

1
nx

n−2
n

0 + x
n−1
n

0 )

نتیجه در

lim
x→x0

x
1
n − x

1
n
0

x− x0

= lim
x→x0

1

(x
n−1
n + x

n−2
n x

1
n
0 + · · ·+ x

1
nx

n−2
n

0 + x
n−1
n

0 )

=
1

x
n−1
n

0 + x
n−1
n

0 + · · ·+ x
n−1
n

0 )
=

1

n
x

1
n
−1

0

و h(x) = x
1
n دهیم قرار اگر اکنون .r = m

n
که دارند وجود m,n ∈ N طبیعͬ اعداد r ∈ Q مثبت گویای عد برای ب)

آنگاه p(x) = xm

f(x) = xr = x
m
n =

(
x

1
n

)m
= p

(
h(x)

)

۳۲



مرکب، تابع مشتق قضیه بنابر است. مشتق پذیر نیز p(x) چندجملەای بوده، مشتق پذیر h(x) تابع قبل، قسمت به توجه با

و است مشتق پذیر f(x) تابع

f ′(x) = p′
(
h(x)

)
h′(x)

= m
(
h(x)

)m−1 1

n
x

1
n
−1

=
m

n
x

m−1
n x

1−n
n =

m

n
x

m−n
n = rxr−1

ͬ کند. م پیروی q(x) = xn چندجملەای تابع مشتق قانون همان از f(x) = xr تابع مشتق نیز حالت این در دیͽر عبارت به

استفاده فوق بحث از ،xr =
1

xs
اینکه به توجه و s = −r دادن قرار با باشد منفͬ گویای عدد ͷی r ∈ Q که حالتͬ در

ͬ کند. م پیروی فوق قانون همان از مجددا f(x) = xr تابع مشتق دهید نشان کرده،

آورید. دست به را زیر توابع از ͷی هر مشتق مثال.

(الف f(x) = sin(
x

1 + x2
) (ب f(x) = tan(x2) (ج f(x) = 3

√
x4 + x

قبل، قضیه به توجه با الف)

f ′(x) = sin′(
x

1 + x2
)(

x

1 + x2
)′ = cos(

x

1 + x2
)(
(1 + x2)− x(2x)

(1 + x2)2
) =

1− x2

(1 + x2)2
cos(

x

1 + x2
)

(الف)، قسمت مانند ب)

f ′(x) = tan′(x2)(x2)′ = 2x
(
1 + tan2(x2)

)
نتیجه در .f(x) = g

(
p(x)

)
آنگاه p(x) = x4 + x و g(x) = 3

√
x دهیم قرار اگر ج)

f ′(x) = g′
(
p(x)

)
p′(x) =

1

3

(
p(x)

)− 2
3p′(x) =

1

3

(
x4 + x

)− 2
3 (4x3 + 1)

ضابطه کرده، بررسͬ R بر را f(x) =

 x2 sin
( 1

x3 + x

)
x 6= 0

0 x = 0
ضابطه با f : R → R تابع مشتق پذیری تمرین.

کنید. تعیین را مشتق تابع
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بالاتر مراتب مشتق های ۲ .۲

I بر f ′ نماد با مشتق تابع نام به جدیدی تابع حالت این در کردیم اشاره قبلا باشد. مشتق پذیر I ⊆ R بازه بر f کنیم فرض

نامیده x0 در f دوم مشتق را (f ′)′(x0) آنگاه باشد مشتق پذیر x0 ∈ I چون نقطەای در اخیر تابع اگر است. شده تعریف

ͬ شوند. م تعریف مشابه نحو به بالاتر مراتب مشتقات ͬ دهیم. م نشان f ′′(x0) نماد با را آن

کنید. تعیین را f(x) = sin(
√
x) دستور با f تابع دوم مرتبه مشتق مثال.

مرکب تابع مشتق فرمول از استفاده با

f ′(x) = cos(
√
x)(

1

2
√
x
) =

cos(
√
x)

2
√
x

ترتیب این به

f ′′(x) =
(
f ′(x)

)′
=

− sin(
√
x) 1

2
√
x
2
√
x− cos(

√
x) 2

2
√
x

(2
√
x)2

=
− sin(

√
x)− cos(

√
x)√

x

4x

طبیعͬ لͽاریتم تابع معرفͬ ۳ .۲

عدد هر برای است. شده رسم y و t حسب بر مختصات دستگاه ͷی در که بͽیرید نظر در t > 0 برای را y = 1
t

تابع

0 < x < 1 برای همچنین، ͬ شود. م تعریف t = x تا t = 1 از y = 1
t

تابع منحنͬ زیر مساحت با برابر ln x ،x ≥ 1

ͬ شود: م تعریف t = 1 تا t = x از y = 1
t

تابع منحنͬ زیر مساحت قرینه برابربا ln x مقدار

.ͷی از کوچͺتر مثبت مقادیر و ͷی مساوی بزرگتر مقادیر برای lnx تابع عملͺرد نحوه :۱ .۲ شͺل
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0 < x < 1 برای است، مثبت تابع، این مقدار x > 1 برای است. تابع ͷی ln : (0,∞) → R فوق، تعریف به بنا

.ln 1 = 0 داریم و است منفͬ تابع این مقدار

است. 1
x

با برابر x نقطۀ هر در آن مشتق و است مشتق پذیر تابع ͷی ln تابع که دید خواهیم زیر قضیۀ در

داریم x > 0 هر برای

ln′(x) =
d

dx
ln x =

1

x
.

قضیه

که دهیم نشان باید باشد. دلخواه x > 0 کنید فرض اثبات.

lim
h→0

ln(x+ h)− ln x

h
=

1

x
.

را، شده زده هاشور مساحت یعنͬ ،x + h تا x از y = 1
t

تابع زیر مساحت ln(x + h) − ln x عبارت زیر، شͺل مطابق

هستند): بررسͬ قابل مشابه طور به دیͽر (حالات باشد: زیر شͺل شبیه ͬ تواند م حالت ͷی در که ͬ دهد، م نشان

داریم: پس است، مستطیل دو مساحت بین نظر، مورد مساحت

h× 1

x+ h
< ln(x+ h)− ln x < h× 1

x
.

داریم باشد) مثبت h که صورتͬ (در نتیجه در و

1

x+ h
<

ln(x+ h)− ln x

h
<

1

x
.

رسید. خواهیم خود مطلوب نتیجۀ به ،h → 0 وقتͬ طرفین از گرفتن حد با

۳۵



است: زیر صورت به ln تابع نمودار که دید خواهیم بعدی بخشهای در

x

y

1

y = lnx

e

1

آورید: دست به را زیر حد حاصل مثال.

lim
x→1

ln(x)

x− 1
.

است. ۱ با برابر آن حاصل پس ͬ دهد. م نشان x = 1 نقطۀ در را ln تابع مشتق فوق حد

آورید: دست به را زیر حد حاصل قبل، مثال نکتۀ  به توجه با تمرین.

lim
x→0

ln(1 + x)

x
.

آورید. دست به را زیر توابع از ͷی هر مشتق مثال.

.f(x) = ln(x2 + 2x) الف)

مشاهده درس دوم فصل در آنچه بنابر آنگاه باشند داشته قرار (0,∞) بازه در آن مقادیر بوده، مشتق پذیر تابعͬ u(x) اگر

داریم بوده، مشتق پذیر نیز ln
(
u(x)

)
مرکب تابع کردیم،

d

dx
ln
(
u(x)

)
= ln′ (u(x))u′(x) =

1

u(x)
u′(x) =

u′(x)

u(x)

داشت خواهیم (x2 + 2x > 0 که نقاطͬ (یعنͬ f(x) = ln(x2 + 2x) تابع تعریف دامنه نقاط در ترتیب، این به

f ′(x) =
1

x2 + 2x

d

dx
(x2 + 2x) =

2x+ 2

x2 + 2x

.f(x) = ln |x| ب)

فصل در است. مشتق پذیر f تعریف، دامنه نقاط تمام بر و است R−{0} برابر تابع این تعریف دامنه که ͬ کنیم م توجه ابتدا

۳۶



نتیجه در .u′(x) =
x

|x|
=

|x|
x

داریم بوده، مشتق پذیر R− {0} بر جا همه u(x) = |x| تابع کردیم مشاهده دوم

d

dx

(
ln |x|

)
=

d

dx
ln
(
u(x)

)
=

u′(x)

u(x)
=

|x|
x

|x|
=

1

x

دارد. جواب ͷی حداقل (0,∞) بازه در x+ ln x = 2 معادله دهید نشان مثال.

که کنید دقت است. مشتق پذیر و پیوسته تابعͬ (0,∞) بازه بر f صورت این در .f(x) := x + ln x − 2 کنیم فرض

f(x) = 0 معادله ͬ دهیم م نشان بولتسانو، قضیه از استفاده با ابتدا ͬ شود. م نتیجه آن مشتق پذیری از تابع، این پیوستگͬ

داشت خواهیم ،b = 2 و a = 1 نقاط انتخاب با است. ریشه ͷی حداقل دارای

f(1) = 1 + ln 1− 2 = −1 < 0 و f(2) = 2 + ln 2− 2 = ln 2 > 0

.c+ ln c = 2 یا ،f(c) = 0 که دارد وجود c ∈ [a, b] عدد بولتسانو، قضیه بنابر و ،[1, 2] بازه بر f پیوستگͬ به توجه با

هندسͬ رفتار تعیین و مشتق ۴ .۲

که: دیدەاید دبیرستان حسابان در است. مشتق پذیر I بازۀ ͷی نقاط تمام در که باشد تابع ͷی f کنید فرض

است. ثابت تابع ͷی بازه، این در f باشد، صفر با برابر I بازۀ نقاط تمام در f مشتق اگر .۱

است. صعودی بازه، این در f باشد، مثبت اکیداً I بازۀ نقاط تمام در f مشتق اگر .۲

است. نزولͬ بازه این در f باشد، منفͬ I بازۀ نقاط تمام در f مشتق اگر .۳

آورد. دست به مختلف توابع دربارۀ هندسͬ شهود ͬ توان، م آن ͷکم با که است حسابان قضایای مهم ترین از ͬͺی قضیه، این

به دستیابی برای نوشتار، این در اما بریم. کار به را آن کنیم اثبات را قضیەای که آن از پیش که است نامرسوم ریاضیات، در

نگرانͬ جای البته کند. فرض دانسته را بالا قضیۀ که ͬ خواهیم م دانشجو از طبیعͬ، لͽاریتم تابع بهتر شناخت برای امͺاناتͬ

رساند! خواهیم اثبات به لازم، دانش کسب از پس را قضیه این ۶۸ صفحۀ در بود، نخواهد

x > 0 نقطۀ هر در آن مشتق که است ویژگͬ این دارای است (0,+∞) آن دامنۀ که ln تابع که دیدیم قبل بخش در

کرد: کسب تابع این دربارۀ دیͽری مهم اطلاع ͬ توان م فوق، قضیۀ از استفاده با حال .ln(1) = 0 همچنین است. 1
x

با برابر

هر برای صورت این f(1)،در = 0 اگر .f ′(x) =
1

x
بوده، مشتق پذیر تابعͬ f : (0,∞) → R کنید فرض قضیه.

.f(ab) = f(a) + f(b) ،a, b ∈ (0,∞)

g آنگاه باشد g(x) = f(ax)− f(x) ضابطه با تابعͬ g اگر باشد. شده داده عددی a ∈ (0,∞) کنیم فرض اثبات، برای

۳۷



داریم است. مشتق پذیر تابعͬ (0,∞) بر

∀x ∈ R g′(x) = f ′(ax)× a− f ′(x) =
1

ax
a− 1

x
= 0

.g(x) = C ،x ∈ (0,∞) هر برای که دارد وجود C ∈ R عدد یعنͬ است. ثابت تابع (0,∞) بر g قبل، قضیه بنابر

نتیجه در .g(1) = C فوق، فرض طبق ͬ کنیم. م استفاده f(1) = 0 شرط از ثابت مقدار این تعیین برای اکنون

C = g(1) = f(a× 1)− f(1) = f(a)

ترتیب این به

∀x ∈ (0,∞) g(x) = f(ax)− f(x) = f(a) یا f(ax) = f(a) + f(x)

ͬ شود. م حاصل نظر مورد رابطه دهیم قرار را b ∈ (0,∞) مقدار x جای به فوق رابطه در اگر

طبیعͬ لͽاریتم تابع بهتر شناخت ۵ .۲

کردیم: اثبات و بررسͬ را زیر مثال ۳۷ صفحۀ در

جمع به را ضرب f تابع آنگاه ،f(1) = 0 اگر .f ′(x) =
1

x
بوده، مشتق پذیر تابعͬ f : (0,∞) → R کنید فرض مثال.

.f(ab) = f(a) + f(b) ،a, b ∈ (0,∞) هر برای یعنͬ: ͬ کند؛ م تبدیل

باشد. داشته وجود ͬ تواند م تابعͬ چنین آیا کنیم سئوال که است طبیعͬ

زیر مساحت بود لازم x نقطۀ ͷی در تابع این مقدار یافتن برای کردیم. تعریف ویژگͬ این با را ln تابع ۳۴ صفحۀ در

آینده فصل های در اما باشد، عجیب برایمان کمͬ شاید تابع، تعریف روش این بͽیریم. نظر در x تا 1 از y = 1
t

نمودار

که: دیدیم همچنین است. توابع ساخت برای استاندارد روشͬ روش، این که دید خواهیم

۳۸



داریم x > 0 هر برای

ln′(x) =
d

dx
ln x =

1

x
.

داریم a, b > 0 هر برای پس

ln(ab) = ln(a) + ln(b).

قضیه

کرد: خواهیم اثبات ویژگͬ دو این ͷکم با را زیر موارد زیر، در

است. صعودی تابعͬ ln .۱

.limx→∞ ln x = +∞ .۲

.limx→0+ ln x = −∞ .۳

کرد. خواهیم رسم را ln تابع نمودار فوق، موارد از استفاده با و

،x > 0 هر برای که کنید توجه نخست

0 = ln 1 = ln(x× 1

x
) = ln x+ ln

1

x

آنگاه باشد طبیعͬ عددی n ∈ N اگر .ln 1

x
= − ln x نتیجه در

ln(xn) = ln(x× xn−1) = ln x+ ln xn−1 = ln x+ ln x+ ln xn−2 = · · · = n ln x

نتیجه در .n = −m و m := −n ∈ N آنگاه باشد منفͬ عددی n ∈ Z که حالتͬ در

ln xn = ln(x−m) = ln(
1

xm
) = − ln(xm) = −m ln x = n ln x

،x ∈ (0,∞) برای و n ∈ N برای ترتیب، همین به

ln(x) = ln((x
1
n )n) = n ln(x

1
n )

هر برای واقع در کنیم. ثابت دلخواه گویای عدد هر برای را خاصیت این ͬ توانیم م اکنون .ln(x
1
n ) =

1

n
ln(x) نتیجه در

۳۹



به قبل قسمت های از استفاده با اکنون .r =
m

n
که کنیم پیدا n ∈ N و m ∈ Z صحیح اعداد ͬ توانیم م r گویای عدد

.ln(xr) = r ln(x) ،x ∈ (0,∞) برای ͬ شود م مشاهده سادگͬ

و limx→∞ ln x = ∞ ͬ دهیم م نشان است. صعودی اکیدا تابعͬ ln این بنابر .ln′(x) =
1

x
> 0 کردیم مشاهده

عدد M > 0 حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم م نشان تعریف، طریق از اول خاصت اثبات برای .limx→0+ ln x = −∞

که گونەای به دارد وجود N > 0 حقیقͬ

∀x ∈ (0,∞) x > N ⇒ ln x > M

برای آنگاه N := 2n0 دهیم قرار کرده، انتخاب n0 > M
ln 2

خاصیت با را n0 طبیعͬ عدد اگر ،M > 0 حقیقͬ عدد برای

داشت خواهیم ،ln بودن اکید صعودی به توجه با ،x > N هر

ln x > lnN = ln 2n0 = n0 ln 2 > M.

t =
1

x
یا x =

1

t
متغیر تغییر از اگر دوم، رابطه اثبات برای .limx→∞ ln x = ∞ کردیم ثابت تعریف از استفاده با پس

نتیجه در .t → ∞ اگر تنها و اگر x → 0+ آنگاه کنیم استفاده

lim
x→0+

ln x = lim
t→∞

ln(
1

t
) = − lim

t→∞
ln t = −∞

داشت. خواهیم تابع این برای را زیر تقریبی نمودار فوق، رفتارهای اساس بر

x

y

1

y = lnx

e

1

وجود اویلر) (نماد e نماد با فردی به منحصر عدد خصوص به بود. خواهد R تمام برابر تابع این برد ،ln پیوستگͬ به توجه با

غیرگویا عدد ͷی e ≈ 2.7182 که ͬ شود م اثبات پیشرفتەتر ریاضیات در ͬ نامیم. م ن˼پِر˂ عدد را عدد این .ln e = 1 که دارد

۴۰



است. غیرجبری) حتͬ (و

است. کمتر چندجملەای ها تمام از طبیعͬ لͽاریتم تابع رشد که دادەایم نشان ۸۶ صفحۀ در تذکر ͷی در

مثال.

کنید. محاسبه را f(x) = ln
( x√

x+ 2

)
تابع مشتق

لͽاریتم تابع خواص بنابر که ͬ کنیم م توجه مشتق، محاسبه از قبل

f(x) = ln
( x√

x+ 2

)
= ln x− ln(

√
x+ 2) = ln x− 1

2
ln(x+ 2)

ترتیب این به

f ′(x) =
1

x
− 1

2

1

x+ 2
.

تمرین ۶ .۲

ضابطه سپس باشد. مشتق پذیر آن بر شده داده تابع که کنید تعیین را دامنەای بزرگترین زیر توابع از ͷی هر مورد در .۱

کنید. تعیین بازه این بر را مشتق تابع

(الف f(x) =
x2 − 4x+ 6

x
(ب f(x) = x

5
3 − x

2
3

(ج f(x) = (x+ x−1)2 (د f(x) =
(√

x+
1
3
√
x

)2
(ه g(x) = x|x| (و h(x) = 3

√
1 + sin x

(ز f(x) = ln(
√
1 + x) (ح f(x) =

√
x+ 1

x− 1

(ط f(x) =
√

x−
√
x (ی f(t) = 3

√
t(t2 + t−1)

ک) f(x) = ln(
√
x)

ل f(x) = ln(x2 ln(x)).

n طبیعͬ عدد هر برای کنید ثابت مساحت ها) حسب (بر طبیعͬ لͽاریتم تابع تعریفِ از استفاده با .۲

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< lnn < 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n− 1
.

۴۱



آورید. دست به را مشتق تابع ضابطه کرده، بررسͬ R بر را زیر توابع از ͷی هر مشتق پذیری .۳

(الف f(x) =

 sin2 x x > 0

x3 x ≤ 0
(ب f(x) =


x

1 + x2
x ≥ 0

x3 − x x < 0
(ج f(x) =


1− cos x

x
x 6= 0

0 x = 0

کنید: بررسͬ x0 = 1 در را زیر تابع پیوستگͬ .۴

f(x) =


ln(x)
x−1

x 6= 1

1 x = 1.

را مشتق تابع ضابطه است. مشتق پذیر تابعͬ R بر f(x) =

 x2 sin(
1

x
) x 6= 0

0 x = 0
دستور با f تابع دهید نشان .۵

نیست. پیوسته x = 0 در مشتق تابع دهید نشان آورید. دست به

مشتق پذیر R بر f تابع دهید باشد.نشان f(x) =

 x2 sin
(x+ 1

x

)
x > 0

x3 x ≤ 0
دستور با تابعͬ f کنید فرض .۶

دارد؟ وجود x = 0 در f دوم مشتق آیا آورید. دست به را مشتق تابع ضابطه و است

کند. صدق f(x+ y) = f(x)f(y) رابطه در x, y ∈ R هر برای f : R → (0,+∞) کنید فرض .۷

.f(0) = 1 دهید نشان الف)

است. مشتق پذیر R بر f دهید نشان باشد مشتق پذیر x = 0 در f اگر ب)

دهید نشان باشد. x = a در مشتق پذیر تابعͬ f کنید فرض .۸

lim
x→a

xf(a)− af(x)

x− a
= f(a)− af ′(a)

آورید. دست به را g(x) =
√
sin x+ sin(

√
x) ضابطه با g تابع دوم و اول مشتق .۹

دست به x = 1 نقطه در را زیر توابع از ͷی هر مشتق .g′(1) = 0 و g(1) = 2 ،f(1) = f ′(1) = 1 کنید فرض .۱۰

آورید.

h(x)(الف = f(x)

g(x)
h(x)(ب = g(x)

1 + f(x)
h(t)(ج = t

f(t) + g(t)

۴۲



است. زوج تابعͬ فرد، تابعͬ مشتق و فرد تابعͬ زوج، تابعͬ مشتق دهید نشان .۱۱

همه f که کنید تعیین گونەای به را b و a مقادیر است. مفروض f(x) =

 x2 x ≤ 2

ax+ b x > 2
دستور با f تابع .۱۲

کنید. تعیین را مشتق تابع ضابطه باشد. مشتق پذیر جا

کنید. محاسبه توابع، این مشتق از استفاده و مناسب توابعͬ معرفͬ با را زیر حدود از ͷی هر .۱۳

(الف lim
x→0

sin(3x)

x
(ب lim

x→0

tan 4x

sin 5x

(ج lim
x→1

sin(x− 1)

x2 + x− 2
(د lim

x→π
4

1− tan x

sin x− cos x

(ه lim
x→0

sin(sin x)

x
(و lim

x→2

tan(x2 − 4)

x− 2

(ز lim
x→1

ln(2x− x2)

x− 1
.

.F ′(0) مقدار تعیین است مطلوب ،F (x) = f
(
xf(x)

)
و f ′(0) = 2 ،f(0) = 1 اگر .۱۴

با g تابع اگر باشد. f ′(0) = 1 و f(0) = 0 با x = 0 در مشتق پذیر و R بر پیوسته تابعͬ f : R → R کنید فرض .۱۵

است. پیوسته تابعͬ R بر g دهید نشان باشد شده تعریف g(x) =


f(sin x)

x
x 6= 0

1 x = 0
دستور

دهید. توضیح را خود نظر مورد هر در است؟ نادرست ͷکدامی و درست زیر گزارەهای از ͷکدامی .۱۶

.f ′(0) = 0 آنگاه f(x) =

 x+
sin x

x
x 6= 0

0 x = 0
اگر الف)

. d
dx

|x2 + x| = |2x+ 1| ب)

. d
dx

(tan2 x) =
d

dx
(sec2 x) ج)

است. پیوسته نقطه این ͬͽهمسای ͷی در f آنگاه باشد مشتق پذیر a نقطه در f اگر د)

دهید نشان f ′(x) = 1 +
(
f(x)

)2 اگر .f
(
g(x)

)
= x و باشند مشتق پذیر تابع دو g و f کنید فرض .۱۷

.g′(x) = 1

1 + x2

آورید. دست به f ′(a) حسب بر را زیر حد مقدار باشد. a ∈ (0,∞) نقطه در مشتق پذیر تابعͬ f کنید فرض .۱۸

lim
x→a

f(x)− f(a)√
x−

√
a

۴۳



کنید. پیدا را C ثابت مقدار باشد مماس y = x خط بر y = x2 + C سهمͬ اگر .۱۹

باشد. مماس x محور بر خم نقاط آن در که کنید تعیین را y = sin(x− sin x) معادله به خم از نقاطͬ .۲۰

۴۴



۳ فصل

نمایی وارون، تابع تابع مشتق

خاصیت های و وارون تابع مفهوم به نیاز بحث حین در که آنجا از ولͬ است؛ نمایی توابع با آشنایی فصل این در اصلͬ هدف

ͬ دهیم. م قرار ملاحظه مورد را آن خاصیت های برخͬ و یادآوری، را وارون تابع فصل این ابتدای در داریم، آن

آن مشتق و وارون تابع ۱ .۳

داریم. نیاز تابع ͷی تصویر مجموعه و ͷی به ͷی تابع مفهوم دو به وارون، تابع مفهوم بیان برای

،x1, x2 ∈ A متمایز نقطه دو برای هرگاه نامیم ͷی به ͷی تابعͬ را f : A → B تابع باشند. مجموعه دو B و A کنیم فرض

f(x1) = اگر x1, x2 ∈ A برای هرگاه است ͷی به ͷی f معادل، عبارت به باشند. متمایز B در f(x2) و f(x1) نقاط

R بر f(x) = x4 تابع مقابل، در است. ͷی به ͷی تابعͬ R بر f(x) = 2x3 تابع مثال طور به .x1 = x2 آنگاه f(x2)

f : A → B اگر ،A,B ⊂ R که حالتͬ در .f(x1) = f(x2) داریم x2 = 1 و x1 = −1 برای زیرا نیست ͷی به ͷی

تمام از متشͺل مجموعه باشد. مفروض تابعͬ f : A → B کنیم فرض است. ͷی به ͷی f آنگاه باشد یͺنوا اکیدا تابعͬ

Im(f) با را آن نامیده، f تصویر مجموعه را ͬ آید م دست به ،A یعنͬ تابع، این تعریف دامنه در x تغییر با که f(x) مقادیر

پس ͬ دهیم. م نشان f(A) یا

۴۵



fA B

x

f(x)

f(A) = Im(f)

Im(f) = f(A) = {f(x) ∈ B | x ∈ A} ⊆ B

ͬ شود م مشاهده سادگͬ به صورت این در بͽیریم نظر در R بر تابعͬ عنوان به را آن و f(x) = x3 + 1 اگر مثال، طور به

[1,∞) بازه برابر ،Im(f) همان یا ،f(R) آنگاه باشد f(x) = x4 + 1 دستور با تابع f : R → R اگر .Im(f) = R

یعنͬ باشد. f تابع تصویر مجموعه برابر C بوده، ͷی به ͷی تابعͬ f : A → B کنیم فرض اکنون بود. خواهد

C = Im(f) = {f(x); x ∈ A}

که داشت خواهد وجود x ∈ A فرد به منحصر عضو y ∈ C هر برای ،f بودن ͷی به ͷی به توجه با صورت این در

نیز x ،C در y تغییر با که گونەای به ͬ کند م x و y متغیرهای بین بستگͬ ایجاد y = f(x) رابطه ترتیب این به .y = f(x)

خواهد C در y انتخاب از تابعͬ A در x تغییر اساس، این بر بماند. برقرار y = f(x) رابطه که ͬ کند م تغییر گونەای به A در

ͬ دهیم. م نشان f−1 نماد با را آن نامیده f وارون تابع را تابع این است. تعریف قابل A در C از جدیدی تابع پس بود.

fA B

x = f−1(y)

y = f(x)

f−1

C = Im(f)

۴۶



x = f−1(y) ،y ∈ C برای که خاصیت این با است تابعͬ f−1 : C → A پس ͬ نامیم. م وارون پذیر را f حالت این در

نتیجه در .y = f(x) اگر تنها و اگر

∀x ∈ A, f−1
(
f(x)

)
= x و ∀y ∈ C, f

(
f−1(y)

)
= y

است. شده بیان زیر گزاره در دادیم انجام که بحث هایی خلاصه

وارون تابع تعریف دامنه حالت، این در است. وارون پذیر تابع این آنگاه باشد ͷی به ͷی تابعͬ f : A → B اگر

.Im(f−1) = Df = A ترتیب همین به .Df−1 = Im(f) یعنͬ بود، خواهد f تصویر مجموعه برابر

گزاره

وارون پذیر آنجا از و ͷی به ͷی نتیجه در و صعودی اکیدا تابعͬ f(x) = x3 + 2 ضابطه با f : R → R تابع مثال.

برابر تابع تصویر مجموعه ،limx→∞ f(x) = ∞ و limx→−∞ f(x) = −∞ که این و f پیوستگͬ به توجه با است.

f−1 : R → R ضابطه آوردن دست به برای بود. خواهد Im(f) = R دامنه با تابعͬ وارون تابع نتیجه در است. R

x = 3
√
y − 2 ترتیب، این به آوریم. دست به y حسب بر را x متغیر y = f(x) = x3 + 2 معادله از است کافͬ

آنگاه کنیم، استفاده f−1 تابع مستقل متغیر عنوان به x از مجددا اگر حالت، این در .f−1(y) = 3
√
y − 2 نتیجه در و

.f−1(x) = 3
√
x− 2

دشوار بسیار ͬ تواند م وارون پذیر تابعͬ وارون ضابطه تعیین کلͬ حالت در فوق، مثال خلاف بر که کنیم توجه باید

خاصیت های چͽونه تابع، ͷی وارون پذیری صورت در که ͬ شود م مطرح سئوال این ترتیب این به باشد. غیرعملͬ حتͬ یا

قرار توجه مورد را زیر تذکر دو ابتدا سئوال، این به پاسخ از قبل کنیم. بررسͬ ͬ توانیم م آن، ضابطه تعیین بدون را، وارون تابع

ͬ دهیم. م

کردەایم فرض اینجا (در باشد f−1 : B → A وارون با وارون پذیر تابعͬ f : A → B و A,B ⊂ R کنیم فرض .۱ تذکر

پس .a = f−1(b) نتیجه در .b = f(a) آنگاه باشد f تابع نمودار بر واقع نقطەای (a, b) ∈ R2 اگر .(Im(f) = B

آنگاه شوند ترسیم مختصات دستگاه ͷی در تابع دو نمودار اگر ترتیب این به است. f−1 تابع نمودار بر واقع نقطەای (b, a)

بود. خواهند یͺدیͽر قرینه y = x خط به نسبت نمودار دو این

۴۷



x

y
y = f−1(x)

y = f(x)

(a, b)

a

b

(b, a)

b

a

استفاده با صورت این در باشد. بازه این بر شده تعریف پیوسته تابعͬ f : I → R و بازه ͷی I ⊂ R کنیم فرض .۲ تذکر

بود. خواهد R در بازه ͷی نیز f تصویر مجموعه کرد ثابت ͬ توان م میانͬ مقدار قضیه از

حد در زیر قضیه اثبات اینکه با کنیم. بیان را آن وراون تابع و f تابع خاصیت های برخͬ بین ارتباط تا آمادەایم اکنون

ͬ کنیم. م صرف نظر آن اثبات ارائه از زمان در صرفەجویی جهت ولͬ است درس این دانشجویان

باشد. f−1 وارون با ͷی به ͷی تابعͬ f : I → R و بازه ͷی I ⊂ R کنیم فرض

صعودی اکیدا خود تعریف دامنه بر نیز f−1 آنگاه باشد نزولͬ) (اکیدا صعودی اکیدا تابعͬ I بر f اگر الف)

است. نزولͬ) (اکیدا

است. پیوسته J بازه بر f−1 تابع آنگاه J := Im(f) دهیم قرار و باشد پیوسته I بر f اگر ب)

نقطه در f−1 تابع آنگاه f ′(x0) 6= 0 و باشد مشتق پذیر x0 ∈ I درونͬ نقطه در و پیوسته I بر f اگر ج)

بوده، مشتق پذیر نیز بود) خواهد درونͬ نقطەای (که y0 = f(x0) ∈ J

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)

قضیه

مشتق پذیر تابعͬ وارون تابع بوده، وارون پذیر R بر f(x) = 2x + cos x دستور با f : R → R تابع دهید نشان مثال.

.(f−1)′(1) تعیین است مطلوب است.

به ͷی خود تعریف دامنه بر تابع این دهیم نشان باید f وارون پذیری اثبات برای کردیم، اشاره بخش این ابتدای در آنچه بنابر
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ͬ دهیم. م قرار توجه مورد را f مشتق منظور، این برای است. ͷی

∀x ∈ R f ′(x) = 2− sin x

اکیدا R بر f پس است. مثبت مقداری 2 − sin x عبارت دارند، قرار 1 و −1 بین همواره sin x مقادیر اینکه به توجه با

است. صفر غیر نتیجه در و f ′(x) > 0 ،x ∈ R هر برای کردیم، اشاره که همانطور است. ͷی به ͷی نتیجه در و صعودی

تحقیق باید ابتدا (f−1)′(1) تعیین برای نهایتا است. مشتق پذیر تابعͬ جا همه خود تعریف دامنه بر f−1 فوق، قضیە بنابر

ͬ شود م مشاهده ساده تحقیق ͷی با است. 1 برابر نقطەای چه در f مقدار کنیم

f(0) = 2× 0 + cos(0) = 1

داشت خواهیم قبل قضیه در y0 = f(x0) = 1 و x0 = 0 دادن قرار با ترتیب این به

(f−1)′(1) = (f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(0)
=

1

2

آورید. بدست را (f−1)′(2) مقدار .f(x) = 2x+ ln x کنید فرض تمرین.

مثلثاتͬ وارون توابع ۲ .۳

همانگونه ͬ دهیم. م قرار توجه مورد را مثلثاتͬ، وارون توابع عنوان تحت غیرجبری، توابع از دیͽری دسته فصل، این انتهای در

فرمول های در مثلثاتͬ وارون توابع اصلͬ اهمیت است. مثلثاتͬ توابع وارون توابع از دسته این است، آشͺار توابع این نام از که

ͬ کنیم. م آغاز سینوس تابع واورن با را خود بحث ͬ شوند. م بیان توابع این اساس بر که است نامعین) انتگرال (یا اولیه تابع

کردن محدود با ولͬ نیست. ͷی به ͷی R بر وجه هیچ به نتیجه در بوده، متناوب تابعͬ sin تابع ͬ دانیم، م که همانطور

بر را سینوس تابع اساس این بر کنیم. تبدیل وارون پذیر آنجا از و ͷی به ͷی تابعͬ به را آن ͬ توانیم م تعریف، دامنه مناسب

ͬ گیریم. م نظر در [−π

2
,
π

2
] دامنه
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x

y

y = sinx

−π
2

−1

1

π
2

مقادیر فوق، بازه در x تغییر با اینکه به توجه با بود. خواهد وارون پذیر نتیجه در و صعودی اکیدا تابعͬ دامنه این بر سینوس

را سینوس وارون اگر پس بود. خواهد [−1, 1] برابر sin تصویر مجموعه ͬ کند، م اتخاذ را 1 و −1 بین مقادیر کلیه سینوس

است. پیوسته و صعودی اکیدا تابعͬ sin−1 : [−1, 1] → [−π

2
,
π

2
] آنگاه دهیم نمایش sin−1 نماد با

x

y

y = sinx

−π
2

π
2

y = sin−1 x

−π
2

−1

1

π
2

اینکه به توجه با علاوه به

∀x ∈ (−π

2
,
π

2
) sin′(x) = cos x 6= 0

که ͬ کنیم م توجه ،(−1, 1) بازه بر تابع این مشتق محاسبه برای است. مشتق پذیر (−1, 1) بر sin−1 تابع

∀x ∈ (−1, 1) sin
(
sin−1 x

)
= x

داشت خواهیم رابطه، این طرفین از مشتق گیری با نتیجه در

cos
(
sin−1 x

) d

dx
sin−1 x = 1

نتیجه در .cos
(
sin−1 x

)
=

√
1− x2 ،(−1, 1) بازه در x هر برای که ͬ شود م مشاهده سادگͬ به اما

∀x ∈ (−1, 1)
d

dx
sin−1 x =

1√
1− x2

تابعͬ cos : [0, π] → [−1, 1] تابع ،[0, π] بازه به کسینوس تابع تعریف دامنه کردن محدود با قبل، حالت مانند دقیقا
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تابع ،[0, π] بر cos تابع ͬ های ویژگ به توجه با است. شده تعریف [−1, 1] بازه بر cos−1 نماد با وارون تابع بوده، وارون پذیر

است. مشتق پذیر (−1, 1) بر بوده، [−1, 1] بر پیوسته و نزولͬ اکیدا تابعͬ cos−1 : [−1, 1] → [0, π]

x

y

1

π
2

y = cosx−1

π

y = cos−1 x

π
2

1−1

π

که ͬ شود م مشاهده دادیم، انجام sin−1 تابع مشتق آوردن دست به برای آنچه مشابه روشͬ با

∀x ∈ (−1, 1)
d

dx
cos−1 x = − 1√

1− x2

صعودی اکیدا تابعͬ tan : (−π

2
,
π

2
) → R تابع است. تانژانت تابع است برخوردار اهمیت از آن وارون که دیͽری تابع

و تعریف دامنه این کران های در تانژانت تابع حدی رفتار به توجه با است. وارون پذیر آنجا، از و ͷی به ͷی نتیجه در و

داده نمایش tan−1 نماد با که آن، وارون تابع این بنابر بود. خواهد R تمام برابر آن تصویر مجموعه بازه، این بر آن پیوستگͬ

تابع ،(−π

2
,
π

2
) بر تانژانت تابع خاصیت های اساس بر است. (−π

2
,
π

2
) بازه در مقادیر با R بر شده تعریف تابعͬ ͬ شود، م

است. مشتق پذیر و پیوسته صعودی، اکیدا تابعͬ tan−1 : R → (−π

2
,
π

2
)

x

y

−π
2

π
2

y = tanx

−π
2

π
2

y = tan−1 x

همچنین

lim
x→−∞

tan−1 x = −π

2
و lim

x→∞
tan−1 x =

π

2
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رابطه به توجه با

∀x ∈ R tan
(
tan−1 x

)
= x

داشت خواهیم آن، طرفین از مشتق گیری و

tan′(tan−1 x)
d

dx
tan−1 x = 1 یا

(
1 + tan2(tan−1 x)

) d

dx
tan−1 x = 1

نتیجه در

∀x ∈ R
d

dx
tan−1 x =

1

1 + x2

تابع دهید نشان ͬ دهیم. م نشان sec x نماد با را آن نامیده سͺانت را 1

cos x
تابع x 6= kπ +

π

2
برای تمرین.

sec : [0,
π

2
) ∪ (

π

2
, π] → {x ∈ R; |x| ≥ 1}

،|x| > 1 با x هر برای دهید نشان دهیم نشان sec−1 نماد با را وارون تابع اگر است. وارون پذیر تابعͬ

d

dx
sec−1 x =

1

x
√
x2 − 1

تمرین ۳ .۳

کنید. محاسبه را sec−1(g(x)) و tan−1(g(x)) و sin−1(g(x)) توابع مشتق .۱

کنید. بررسͬ را x = 0 در f تابع مشتق پذیری و پیوستگͬ .۲

f(x) =

 x tan−1( 1
x
) x 6= 0

0 x = 0.

کنید. بررسͬ را x = 0 در را f تابع مشتق پذیری و پیوستگͬ .۳

f(x) =

 x2 tan−1( 1
x
) x 6= 0

0 x = 0.

است. پیوسته x = 0 در f ′ تابع که دهید نشان
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صفر نقاط تمام در آن مشتق که کنید تعریف جدید تابع ͷی (راهنمایی: sin−1(x) + cos−1(x) =
π

2
کنید ثابت .۴

کنید. مشاهده را ۶۸ صفحۀ مثال مشابهاً کنید). عمل ۳۷ صفحۀ قضیۀ اثبات مشابه و است

نمایی تابع ۴ .۳

آنجا از و ͷی به ͷی نتیجه در و صعودی اکیدا تابعͬ (0,∞) یعنͬ خود، تعریف دامنه بر ln تابع که دیدیم قبل بخش در

با ، lim
x→∞

ln x = ∞ و lim
x→0+

ln x = −∞ اینکه و (0,∞) بر تابع این پیوستگͬ به توجه با همچنین است. وارون پذیر

لͽاریتم وارون تابع نتیجه در است. R برابر تابع این تصویر مجموعه ͬ شود م مشاهده سادگͬ به میانͬ، مقدار قضیه از استفاده

تابع پس ͬ نامیم. م نمایی تابع را آن داده نمایش exp نماد با را تابع این بود. خواهد R تمام بر شده تعریف تابعͬ طبیعͬ

ͬ کند. م صدق زیر خاصیت در ln تابع وارون عنوان به exp : R → (0,∞)

∀x ∈ Dln = (0,∞) exp(ln x) = x و ∀x ∈ Dexp = R ln(exp x) = x

x

y

1

y = lnx

e

1

1

y = exp(x)

ͬ آوریم. م دست به نمایی تابع برای را زیر خاصیت های ،ln تابع خاصیت های و روابط این به توجه با

.exp(1) = e و exp(0) = 1 داریم ،ln e = 1 و ln 1 = 0 اینکه به توجه با الف)

نتیجه در .b = lnB و a = lnA آنگاه B := exp(b) و A := exp(a) دهیم قرار اگر ،a, b ∈ R هر برای ب)

a+ b = ln(A) + lnB = ln(AB)

آنجا از و

exp(a+ b) = AB = exp(a) exp(b)
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نحو به دقیقا است. ضرب به اعداد جمع تبدیل لͽاریتم، تابع وارون عنوان به نمایی، تابع اصلͬ خاصیت دیͽر، عبارت به

،r ∈ Q هر و a, b ∈ R هر برای ͬ شود م دیده مشابه

exp(−a) =
1

exp(a)
، exp(a− b) =

exp(a)

exp(b)
، exp(ra) =

(
exp(a)

)r
،x ∈ (0,∞) هر برای بوده، مشتق پذیر و پیوسته صعودی، اکیدا تابعͬ ln : (0,∞) → R تابع اینکه به توجه با ج)

رابطه به توجه با است. مشتق پذیر و پیوسته صعودی، اکیدا تابعͬ exp : R → (0,∞) تابع ،ln′(x) =
1

x
6= 0

داشت خواهیم مرکب تابع مشتق از استفاده با و ln
(
exp(x)

)
= x

ln′ ( exp(x)) exp′(x) = 1

نتیجه در
1

exp(x)
exp′(x) = 1

در نمایی تابع مقدار برابر نقطه هر در نمایی تابع مشتق دیͽر عبارت به .exp′(x) = exp(x) ،x ∈ R هر برای آنجا از و

توابع سایر به نسبت فرد به منحصر نحوی به را نمایی تابع خاصیت این ͬ کنیم م مشاهده مثال ͷی در بعدا است. نقطه همان

ͬ کند. م متمایز

صورت این در ͬ کنیم. م استفاده x = ln t متغیر تغییر از تعریف دامنه کران های در حدی تابع رفتار بررسͬ برای د)

lim
x→−∞

exp(x) = lim
t→0+

exp(ln t) = lim
t→0+

t = 0

lim
x→∞

exp(x) = lim
t→∞

exp(ln t) = lim
t→∞

t = ∞

آنجا از و exp(ra) = exp(a)r ،r ∈ Q هر و a ∈ R هر برای کردیم مشاهده فوق خاصیت های در تذکر.

exp(r) = exp(r × 1) =
(
exp(1)

)r
= er

زمانͬ را ex است، شده تعریف گنگ) و گویا از (اعم x حقیقͬ عدد هر برای exp(x) که این و رابطه این به توجه با

برابر نداشت، خاصͬ معنͬ زمان این تا که ،e
√
2 مثال طور به پس ͬ کنیم. م تعریف exp(x) برابر باشد گنگ عددی x که

فوق، مشاهده و تعریف این مبنای بر ترتیب، این به . eπ := exp(π) ترتیب همین به ͬ شود. م تعریف exp(
√
2)

∀x ∈ R ex = exp(x)
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خاصیت های جدید نمایش این در ͬ کنیم. م استفاده ex نماد از ساده طور به exp(x) نماد از استفاده جای به نیز بعد به این از

رابطه ،b و a حقیقͬ عدد دو هر برای مثال طور به ͬ شوند. م بیان توان قوانین بر منطبق دقیقا و طبیعͬ نحوی به نمایی تابع

است. توان برای متعارف قانون یادآور که ͬ شود م بیان e(a+b) = eaeb صورت به exp(a+ b) = exp(a) exp(b)

کنید. محاسبه را eg(x) تابع مشتق مثال.

داریم: پس .eg(x) = exp(g(x)) یعنͬ است؛ f و exp تابع های ترکیب شده، ذکر تابع

(
exp(g(x))

)′
= g′(x) exp′(g(x)) = g′(x) exp(g(x))

.g′(x)eg(x) با است برابر eg(x) تابع مشتق بنابراین

دهید نشان f(0) = 1 اگر .f ′(x) = f(x) ،x ∈ R هر برای بوده، مشتق پذیر تابعͬ f : R → R کنید فرض مثال.

.f(x) = ex

به است. صفر غیر نتیجه در و مثبت مقداری exp(x) همان یا ex ،x ∈ R هر برای نمایی، تابع خاصیتهای به توجه با

هر برای و است R بر مشتق پذیر تابعͬ g آنگاه باشد شده تعریف g(x) = f(x)

ex
دستور با g : R → R اگر ترتیب، این

،x ∈ R

g′(x) =
f ′(x)ex − f(x)ex

(ex)2
=

f(x)ex − f(x)ex

e2x
= 0

که دارد وجود C ∈ R ثابت یعنͬ است. ثابت تابع R بر g نتیجه در

∀x ∈ R g(x) = C یا f(x)

ex
= C

اینکه به توجه با کنیم. استفاده f(0) = 1 شرط از است کافͬ C ثابت تعیین برای اکنون .f(x) = Cex نتیجه در

داشت خواهیم اخیر رابطه در x = 0 جایͽذاری با ،e0 = 1 یا ،exp(0) = 1

f(0) = Ce0 یا 1× C = 1

.f(x) = ex آنجا از و C = 1 نتیجه در
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تمرین ها ۵ .۳

مقدار ،g(x) = 1

f−1(x)
اگر .f ′(3) = 1

9
و f(3) = 2 بطوریͺه باشد مشتق پذیر و ͷی به ͷی تابع f کنید فرض .۱

آورید. بدست را g′(2)

کنید ثابت .f ′(x) 6= 0 که بەطوری باشد مشتق پذیر دوبار و ͷی به ͷی تابع ͷی f کنید فرض .۲

(f−1)′′(x) = − f ′′(f−1(x))

(f ′(f−1(x)))3
.

است. پایین به رو f−1 تقعر آن گاه باشد، بالا به رو f تقعر اگر کنید ثابت

آورید. بدست را g(x) =
√
1− ln x و f(x) = ln ln x توابع برد و دامنه .۳

.ln(1 + x) >
tan−1 x

x+ 1
،x > 0 هر برای دهید نشان .۴

این مقدار سپس است. صعودی دهید نشان و بͽیرید نظر در را f(x) = ln(1 + x) − tan−1 x

x+ 1
تابع راهنمایی.

کنید. محاسبه صفر در را تابع

دارد. ریشه ͷی دقیقاً ex + x = 0 معادله دهید نشان .۵

اکید صعودی تابع این که دهید نشان سپس دارد. ریشه ͷی حداقل دهید نشان بولتزانو قضیۀ از استفاده با راهنمایی:

ͬ شود. نم صفر دیͽری جای در پس است

lim
x→(π/2)+

etanx ب) lim
x→+∞

e−2x cos x الف) آورید: دست به را زیر حدود مقدار .۶

کلͬ حالت در لͽاریتمͬ و نمایی توابع ۶ .۳

داشت خواهیم ln(ar) = r ln(a) رابطه به توجه با ،r گویای عدد هر برای صورت این در .a > 0 کنیم فرض

ar = exp(r ln a)

مقدار مبنا، این بر است. شده تعریف گنگ) و گویا از (اعم r حقیقͬ مقادیر همه برای exp(r ln a) عبارت ͬ کنیم م توجه

مقدار مثال، طور به پس ͬ کنیم. م تعریف ،er ln a همان یا ،exp(r ln a) برابر باشد غیرگویا عددی r که زمانͬ برای را ar

این به ͬ شود. م تعریف exp(
√
2 ln 2) واقع در یا ،e

√
2 ln 2 برابر اکنون نداشت خاصͬ معنͬ این از پیش تا که 2

√
2 عبارت

فوق، تعریف اساس بر ترتیب،

∀x ∈ R ax = ex ln a
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و x حقیقͬ عدد دو هر برای هستند. تحقیق قابل نمایی عبارت این برای سادگͬ به زیر خاصیت های فوق، تعریف اساس بر

،y

a(x+y) = axay ، ax−y =
ax

ay
، (ax)y = axy

هر برای بوده، R برابر f تعریف دامنه فوق، تعریف بنابر آنگاه f(x)باشد = ax دستور با تابع f اگر .a > 0 کنیم فرض

و است مشتق پذیر و پیوسته تابعͬ f همچنین .f(x) = ax = ex ln a > 0 ،x ∈ R

∀x ∈ R f ′(x) = (ln a)ex ln a

بود. خواهد متفاوت تابع رفتار باشد ͷی مساوی یا کوچͺتر بزرگتر، a مثبت عدد اینکه به بسته بنابراین

اکیدا تابعͬ f حالت این در یعنͬ .f ′(x) < 0 ،x ∈ R هر برای حالت این در نتیجه در .ln a < 0 آنگاه a ∈ (0, 1) اگر

حالت همین در بود. خواهد R بر نزولͬ

lim
x→−∞

ax = lim
x→−∞

ex ln a = ∞ و lim
x→∞

ax = lim
x→∞

ex ln a = 0

x

y

y = ax (0 < a < 1)

اکیدا R بر f حالت این در یعنͬ .f ′(x) > 0 ،x ∈ R هر برای نتیجه در بوده، مثبت عددی ln a ،a > 1 که حالتͬ در

همچنین است. صعودی

lim
x→−∞

ax = lim
x→−∞

ex ln a = 0 و lim
x→∞

ax = lim
x→∞

ex ln a = ∞

x

y

y = ax (1 < a)
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بود. خواهد 1 ثابت تابع f آنگاه a = 1 اگر نهایتا

نزولͬ اکیدا تابعͬ g(x) = (0.3)x دستور با g تابع و صعودی اکیدا تابعͬ f(x) = 2x دستور با f تابع مثال، طور به پس

هستند. R بر

دهیم. قرار بررسͬ مورد زیر صورت به را نمایی توابع از وسیعتری رده ͬ توانیم م ax عبارت تعریف نحوه به توجه با تذکر.

برای صورت این در باشند. ،x ∈ I هر برای ،u(x) > 0 شرط با تابع دو u, v : I → R و بازه ͷی I ⊂ R کنیم فرض

uv صورت به جدیدی تابع ترتیب این به بود. خواهد ev(x) lnu(x) برابر و شده تعریف عبارتͬ u(x)v(x) عبارت x ∈ I هر

داریم بوده، مشتق پذیر نیز uv = ev lnu تابع باشند مشتق پذیر دو هر v و u که حالتͬ در است. بررسͬ قابل

(
u(x)v(x)

)′
=

(
v(x)

u′(x)

u(x)
+ v′(x) ln u(x)

)
u(x)v(x)

آورید. دست به را زیر حدود از ͷی هر مثال.

.lim
x→0

(1 + x)
1
x الف)

نمایی توابع تعریف به توجه با

(1 + x)
1
x = e

1
x
ln(1+x)

ln تابع مشتق تعریف نظر، مورد حد ͬ کنیم. م بررسͬ x → 0 وقتͬ را ln(1 + x)

x
عبارت حدی رفتار ابتدا اساس، این بر

داریم: پس است، ۱ نقطۀ در

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

e1 به e
ln(x+1)

x مقدار ، ln(x+ 1)

x
→ 1 وقتͬ ،1 نقطه در خصوص به و ،R سراسر بر exp تابع پیوستگͬ به توجه با اکنون

دیͽر عبارت به ͬ کند. م میل

lim
x→0

(1 + x)
1
x = lim

x→0
e

ln(1+x)
x = e1 = e

. lim
x→π

2
−
(1 + sin 2x)tanx ب)

ͬ کنیم. م استفاده نمایی توابع تعریف از ابتدا

(1 + sin 2x)tanx = etanx ln(1+sin 2x)
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حالت این در اینکه به توجه با ͬ کنیم. م بررسͬ x → π

2

−
وقتͬ را tan x ln(1 + sin 2x) عبارت حدی رفتار اکنون

داریم: دارد. +∞× 0 مبهم رفتار فوق عبارت ،tan x → +∞ و ln(1 + sin 2x) → ln 1 = 0

lim
x→π

2
−
tan x ln(1 + sin 2x) = lim

x→π
2
−

sin x ln(1 + sin 2x)

cos x

ͬ کنیم: م ضرب sin(2x) در را مخرج و صورت فوق، حد محاسبۀ برای

lim
x→π

2
−

sin x ln(1 + sin 2x)

cos x
= lim

x→π
2
−

sin x

cos x

ln(1 + sin 2x)

sin 2x
sin 2x

با است برابر فوق حد پس

lim
x→π

2
−

sin x

cos(x)
sin(2x) = lim

x→π
2
−

sin x

cos(x)
2 sin(x) cos(x) = 2 = lim

x→π
2
−
2 sin2(x) = 2.

است. e2 با برابر سوال نظر مورد حد بنابراین

است کافͬ limx→a f(x)
g(x) محاسبۀ برای دهید نشان .limx→a g(x) = ∞ و limx→a f(x) = 1 کنید فرض تمرین.

کنید. محاسبه را قبل مثال دو حدهای ،ͷتکنی این از استفاده با کنیم. محاسبه را limx→a e
g(x)(f(x)−1)

نتیجه در و یͺنوا اکیدا تابعͬ a 6= 1 و a > 0 برای f(x) = ax دستور با f : R → (0,∞) تابع کردیم مشاهده تذکر.

تابع است. شده تعریف بازه این بر وارون تابع است (0,∞) برابر f تابع تصویر مجموعه اینکه به توجه با است. وارون پذیر

خاصیت با تابعͬ loga : (0,∞) → R پس ͬ دهیم. م نشان loga نماد با را آن نامیده a مبنای بر لͽاریتم تابع را f وارون

است. زیر

∀x ∈ R, loga(a
x) = x و ∀x ∈ (0,∞), aloga x = x

برای پس .y =
ln x

ln a
آنجا از و y ln a = ln x نتیجه در .ay = x آنگاه y := loga x دهیم قرار اگر x ∈ (0,∞) برای

آوریم. دست به ͬ توانیم م اخیر رابطه به توجه با را loga تابع خاصیت های .loga x =
ln x

ln a
،x ∈ (0,∞) هر
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تمرین ۷ .۳

که کنید تعیین طوری را a مقدار .۱

lim
x→+∞

(
x+ a

x− a

)x

= e.

کنید: محاسبه را زیر حد حاصل .۲

lim
x→0+

ln(1 + x2)

x
.

آورید. بدست را زیر حدود مقدار .۳

lim
x→∞

e3x − e−3x

e3x + e−3x
lim(آ)

x→0+
x− lnx (ب)

کند. صدق y + y′ = y′′ معادله در y = eax تابع که کنید تعیین طوری را a مقدار .۴

کنید: محاسبه را زیر توابع مشتق .۵

y = sin(x)ln(x) (آ)

.y = cos−1(sin−1(t)) (ب)

.y = (tan−1(x))2 (ج)

.y = x sec−1(x3) (د)

.g(x) = arccos(
√
x) (ه)

.y = tan−1(x−
√
1− x2) (و)

.f(x) = arcsin(ex) (ز)

.f(x) =
√
1− x2 arcsin(x) (ح)

.f(x) = arctan(x2 − x) (ط)

.y = x sin−1(x) + sin−1(2x−1
3

) (ی)

کنید. استخراج f(x)g(x) تابع مشتق محاسبۀ برای فرمولͬ .۶
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۴ فصل

اولیه تابع و میانگین مقدار قضیۀ

نهایی مقادیر قضیۀ و مطلق اکسترمم های ۱ .۴

منظور این برای ͬ کنیم. م مطالعه هستند حصول قابل آن مشتق تابع بررسͬ با که را تابع ͷی از خاصیت هایی فصل این در

ͬ کنیم. م آغاز تابع ͷی مینیمم و ماکزیمم مفاهیم یادآوری با را خود بحث

D بر مطلق) (مینیمم مطلق ماکزیمم دارای c ∈ D نقطه در را f : D → R تابع .D ⊂ R کنیم فرض

را D بر f مطلق مینیمم و ماکزیمم مقادیر .(f(x) ≥ f(c)) f(x) ≤ f(c) ،x ∈ D هر برای هرگاه نامیم

ͬ نامیم. م D بر f مطلق اکسترمم های وجود) صورت (در

تعریف.

f تابع نمودار از
(
c, f(c)

)
نقطه آنگاه باشد I بر f نامنفͬ تابع مطلق ماکزیمم نظیر نقطه c ∈ D اگر هندسͬ، نظر از

دارد. نمودار نقاط سایر بین در x محور به نسبت را ارتفاع بیشترین

x

y

f(c)

c

y = f(x)

مجموعه ͷی بر تابع ͷی مطلق مینیمم و ماکزیمم داد. ارائه مشابهͬ تعبیر ͬ توان م نیز مجموعه ͷی بر تابع مطلق مینیمم برای

نسبی اکسترمم های مفهوم این با مرتبط مفاهیم از ͬͺی ͬ نامیم. م مجموعه آن بر تابع مطلق اکسترمم های وجود صورت در را
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است. موضعͬ یا

c نقطه از ͬͽهمسای ͷی مجموعه این هرگاه نامیم D ⊂ R مجموعه برای درونͬ نقطه ͷی را c ∈ D نقطه

نامیم موضعͬ یا نسبی اکسترمم ͷی دارای c ∈ D درونͬ نقطه در را f : D → R تابع باشد. داشته بر در را

این به تابع تعریف دامنه کردن محدود با و (c − r, c + r) ⊂ D که باشد داشته وجود r > 0 عدد هرگاه

و باشد، مطلق اکسترمم ͷی دارای c ∈ (c− r, c+ r) نقطه در f : (c− r, c+ r) → R تابع ،ͬͽهمسای

ͬ نامیم. م D بر f نسبی اکسترمم ͷی را f(c) صورت این در

تعریف.

وجود r > 0 عدد آنگاه باشد داشته نسبی ماکزیمم ͷی c ∈ D درونͬ نقطه در f : D → R تابع اگر مثال، طور به پس

ثانͬ در و (c− r, c+ r) ⊂ D اولا که دارد

∀x ∈ (c− r, c+ r) f(x) ≤ f(c)

x

y

c

f(c)

c− r c+ r

f(x)

x

این آنگاه باشد داشته مطلق اکسترمم ͷی c ∈ D درونͬ نقطه در f : D → R تابع اگر که است روشن بالا تعریف طبق

در که تابع ͷی مطلق اکسترمم مقادیر خلاف بر که داشت توجه باید بود. خواهد f برای نیز نسبی اکسترمم ͷی نظیر نقطه

یا (ماکزیمم نوع ͷی از متعددی نسبی اکسترمم های ͬ تواند م مجموعه ͷی بر تابع ͷی هستند، فرد به منحصر وجود صورت

است. شده بیان زیر قضیه در نسبی اکسترمم های نظیر نقاط در تابع ͷی مهم رفتارهای از ͬͺی باشد. داشته مینیمم)

یا نیست مشتق پذیر c در f یا آنگاه باشد داشته نسبی اکسترمم ͷی c ∈ D درونͬ نقطه در f : D → R اگر

.f ′(c) = 0 مشتق پذیری، صورت در

قضیه.
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c

f ′(c) = 0

c

ندارد وجود c در f مشتق

(c − چون ͬͽهمسای پس است. مشتق پذیر نقطه این در f کنیم فرض همچنین باشد. داشته موضعͬ ماکزیمم ͷی c در f کنیم فرض اثبات.
از و f(x) − f(c) ≤ 0 ،x ∈ (c− r, c) هر برای ترتیب، این به .f(x) ≤ f(c) ،x ∈ (c− r, c + r) برای که دارد وجود r, c + r) ⊂ D

وجود lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
عبارت ،c در f مشتق پذیری فرض به توجه با .f(x)− f(c)

x− c
≥ 0 داشت خواهیم ،x− c < 0 اینکه به توجه با آنجا،

نتیجه در دارد.

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c−

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0

نتیجه در .f(x)− f(c)

x− c
≤ 0 آنجا از و f(x)− f(c) ≤ 0 ،x ∈ (c, c+ r) هر برای ترتیب، همین به

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c+

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0

■ .f ′(c) = 0 ترتیب این به

مشتق پذیری، صورت در یا نیست مشتق پذیر تابع آنها در که تابع ͷی تعریف دامنه از درونͬ نقاط اخیر، قضیه به توجه با

کنیم فرض دقیق تر، طور به ͬ نامیم. م تابع بحرانͬ نقاط را نقاط این است. برخوردار اهمیت از است صفر برابر آن مشتق

نباشد مشتق پذیر c در f یا هرگاه نامیم f : D → R تابع برای بحرانͬ نقطه ͷی را نقطه این باشد. درونͬ نقطەای c ∈ D

نقطه ͷی D بر f نسبی اکسترمم ͷی نظیر نقطه هر فوق، قضیه بنابر .f ′(c) = 0 نقطه، این در مشتق پذیری صورت در یا

با تابع برای بحرانͬ نقطه ͷی x = 0 نقطه مثال طور به نیست. برقرار لزوما خاصیت این عکس ولͬ است. تابع این بحرانͬ

ندارد. اکسترممͬ f نقطه این در ولͬ است f(x) = x3 ضابطه

عنوان تحت خاصیت این ͬ کنیم. م بیان را کراندار و بسته بازەای بر پیوسته تابعͬ مهم خاصیت های از ͬͺی بحث، ادامه از قبل

ͬ شود. م نامیده نهایی مقادیر قضیه یا مطلق اکسترمم های قضیه

اتخاذ بازه این بر را خود مطلق اکسترمم های f آنگاه باشد [a, b] بازه بر پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R اگر

.f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) ،x ∈ [a, b] هر برای که دارد وجود p, q ∈ [a, b] چون نقاطͬ یعنͬ ͬ کند. م

مطلق. اکسترمم های قضیه

اینجا در آن ارائه از لذا بوده، فراتر درس این سطح از که است کراندار و بسته بازەهای از خاصیتͬ نیازمند فوق قضیه اثبات

ͬ شود. م صرف نظر
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این بر بود. خواهند f برای بحرانͬ نقطه ͷی آنگاه باشند [a, b] بازه درون q یا p نقاط از ͷی هر اگر قبل، بحث بنابر

داشت. خواهیم را کراندار و بسته بازەای بر پیوسته تابعͬ مطلق اکسترمم های تعیین برای زیر دستورالعمل مبنا

مطلق اکسترمم های تعیین برای باشد. [a, b] کراندار و بسته بازه بر پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنیم فرض

نقاط این در f مقادیر مقایسه با سپس ͬ آوریم. م دست به را (a, b) بازه بر f بحرانͬ نقاط ابتدا ،[a, b] بر f

ͬ کنیم. م تعیین را f مقدار کمترین و مقدار بیشترین ،b و a نقاط و

کراندار و بسته بازەای بر پیوسته تابع ͷی مطلق اکسترمم های یافتن العمل دستور

کنید. تعیین [0, 3] بازه بر را f(x) = x3 + 6x2 − 15x− 1 ضابطه با f تابع مطلق اکسترمم های مثال.

و بسته بازه بر تابع این پس است. پیوسته R بر بوده چندجملەای ͷی f(x) = x3 + 6x2 − 15x − 1 ضابطه با f تابع

ͬ رسد. م بازه این در خود مطلق اکسترمم مقادیر به تابع این مطلق، اکسترمم های قضیه بنابر بوده، پیوسته نیز [0, 3] کراندار

چون ͬ کنیم. م تعیین (0, 3) باز بازه بر را f بحرانͬ نقاط ابتدا فوق، دستورالعمل با مطابق اکسترمم، مقادیر این یافتم برای

بود. خواهند f ′(x) = 0 معادله جواب های R بر فوق تابع بحرانͬ نقاط است، مشتق پذیر R بر چندجملەای تابع هر

f ′(x) = 3x2 + 12x− 15 = 3(x− 1)(x+ 5) = 0 ⇒ x1 = 1 و x2 = −5

نقاط در را f تابع مقدار اکنون است. (0, 3) بازه در x1 = 1 فقط دو، آن از و دارد بحرانͬ نقطه دو R بر f تابع این بنابر

ͬ کنیم. م مقایسه هم با داده تشͺیل بازه درون بحرانͬ نقطه و انتها و ابتدا

f(0) = −1 , f(1) = −9 , f(3) = 35

و b = 3 نقطه در آن مقدار بیشترین و f(1) = −9 برابر و x1 = 1 نقطه در [0, 3] بازه بر f مقدار کمترین ترتیب، این به

کردیم مشاهده آنچه بنابر ͬ کنیم م توجه است. f(3) = 35 برابر

∀x ∈ [0, 3] − 9 ≤ f(x) = x3 + 6x2 − 15x− 1 ≤ 17

کنید. تعیین [0, 2] بازه بر را f(x) = xe−x تابع مطلق اکسترمم های مثال.

در f مطلق، اکسترمم های قضیه بر بنا است. پیوسته [0, 2] کراندار و بسته بازه بر آنجا از و R بر f تابع ͬ کنیم م توجه ابتدا

تعیین (0, 2) باز بازه بر را f بحرانͬ نقاط نخست مطلق، اکسترمم های این تعیین برای دارد. مطلق اکسترمم های بازه، این

بر است. f ′(x) = 0 معادله جواب های R بر تابع این بحرانͬ نقاط است، مشتق پذیر R نقاط تمام در f که آنجا از ͬ کنیم. م
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مبنا این

f ′(x) = e−x + x(−e−x) = (1− x)e−x = 0

ͷی فقط R بر تابع این پس است. x = 1 فوق معادله جواب تنها است، صفر غیر نتیجه در و مثبت همواره e−x که آنچا از

و ابتدا در آن مقادیر با درون بحرانͬ نقطه در را f تابع مقدار اکنون است. (0, 2) بازه به متعلق نیز آن که دارد بحرانͬ نقطه

ͬ کنیم. م مقایسه هم با بازه انتهای

x 0 1 2

f(x) f(0) = 0 f(1) = 1
e

f(2) = 2
e2

ͬ شود م مشاهده فوق مقادیر مقایسه با نتیجه در . 2
e2

<
1

e
آنجا از و 2

e
< 1 است، 2 از بزرگتر e عدد اینکه به توجه با

.max
[0,2]

f = f(1) =
1

e
و min

[0,2]
f = f(0) = 0

کنید. تعیین [0, 1] بازۀ در را f(x) = ln(x2 + 4x+ 5) تابع مطلق اکسترمم های مثال.

صفر گاه هیچ دوم عبارت x2 + 4x + 5 = (x + 2)2 + 1 که این به توجه با .f ′(x) = (2x + 4) 1
(x2+4x+5)

داریم

بنابراین نیست. ما نظر مورد بازۀ در نقطه، این که است صفر با برابر x0 = −2 نقطۀ در تنها تابع این مشتق بنابراین ͬ شود؛ نم

در f تابع که است واضح مساحت ها، اساس بر ln تابع تعریف به توجه با کنیم. بررسͬ 0, 1 نقاط در را تابع مقدار باید تنها

دارد. مطلق مینیمم x0 = 0 در و مطلق ماکزیمم x0 = 1

کنید. محاسبە [−5, 5] بازۀ در را f(x) = x 3
√
x2 − x تابع مطلق اکسترمم های تمرین.

میانگین مقدار و رˀل قضایای ۲ .۴

حاصل نتایج برخͬ پرداخته، میانگین مقدار قضیه عنوان تحت مشتق پذیر توابع مهم ͬ های ویژگ از ͬͺی بیان به بخش این در

به که قضیه این خاص حالت با را خود بحث ͬ دهیم. م قرار توجه مورد بعد بخش در را مشتق پذیر توابع برای قضیه این از

ͬ کنیم. م شروع ͬ شود م نامیده رˀل قضیه نام

آنگاه f(a) = f(b) اگر باشد. (a, b) بر مشتق پذیر و [a, b] بر پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنیم فرض

.f ′(c) = 0 که دارد وجود c ∈ (a, b)

رل قضیه
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x

y

a b

f(a) = f(b)

c

f ′(c) = 0

ماکزیمم و مطلق مینیمم اگر است. مطلق ماکزیمم دارای هم و مطلق مینیمˀم دارای هم [a, b] بازۀ در f تابع مطلق، اکسترممهای قضیۀ به بنا اثبات.

(a, b) بازۀ در جا همه آن مشتق پس است؛ ثابت f تابع که ͬ گیریم م نتیجه f(a) = f(b) که آنجا از دهند، رخ انتهائͬ نقاط در دو هر تابع این مطلق

■ است. صفر مشتق نقطه آن در دهد، رخ انتهائͬ نقاط از غیر نقطەای در مطلق، اکسترممهای از ͬͺی اگر اما است. صفر

دارد. جواب ͷی دقیقاً (0,∞) بازه در x+ ln x = 2 معادله دهید نشان مثال.

از استفاده با ابتدا است. مشتق پذیر و پیوسته تابعͬ (0,∞) بازه بر f صورت این در .f(x) := x+ ln x− 2 کنیم فرض

خواهیم ،b = 2 و a = 1 نقاط انتخاب با است. ریشه ͷی حداقل دارای f(x) = 0 معادله ͬ دهیم م نشان بولتسانو، قضیه

داشت

f(1) = 1 + ln 1− 2 = −1 < 0 و f(2) = 2 + ln 2− 2 = ln 2 > 0

.c + ln c = 2 یا ،f(c) = 0 که دارد وجود c ∈ [a, b] عدد بولتسانو، قضیه بنابر و ،[1, 2] بازه بر f پیوستگͬ به توجه با

است. f(x) = 0 معادلۀ  ریشه تنها c ͬ دهیم م نشان اکنون

مشتق اما شود. صفر دو میان نقطه ͷی در f مشتق باید رˀل قضیه به بنا شود، صفر نقطه دو در f تابع باشد قرار اگر

،x > 0 هر برای است. زیر صورت به f تابع

f ′(x) = 1 +
1

x
> 0

.c3 = 1

1 + c2
که دارد وجود c ∈ R ͷی تنها و ͷی دهید نشان مثال. ͬ شود. نم صفر نقطەای هیچ در f مشتق یعنͬ

مشاهده سادگͬ به دوم، و اول فصل قضایای از استفاده با باشد. f(x) = x3 − 1

1 + x2
ضابطه با تابع f کنیم فرض

است. مشتق پذیر و پیوسته R بر f ͬ شود م

f(0) = −1 < 0 و f(1) =
1

2
> 0

.f(c) = c3 − 1

1 + c2
= 0 که دارد وجود c ∈ [0, 1] عدد بولتسانو، قضیه بنابر ،[0, 1] بازه بر f پیوستگͬ به توجه با
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ͬ کنیم م توجه ابتدا .f(c′) = 0 یا c′3 = 1

1 + c′2
که باشد داشته وجود c′ 6= c عدد کنیم فرض قبل، مثال مانند

c′3 =
1

1 + c′2
> 0

به است. مشتق پذیر (c′, c) بر و پیوسته [c′, c] بر f حالت، این در .c′ < c کنیم فرض است. مثبت عددی c′ نتیجه در

داریم ،c′ > 0 اینکه به توجه با .f ′(d) = 0 که دارد وجود d ∈ (c, c′) عدد رل، قضیه بنابر .f(c′) = 0 = f(c) علاوه،

که ͬ کنیم م توجه اما .d > 0

∀x > 0 f ′(x) = 3x2 − −2x

(1 + x2)2
= 3x2 +

2x

(1 + x2)2
> 0

باشد. داشته وجود ͬ تواند نم f ′(d) = 0 خاصیت با d > 0 عدد نتیجه در

ندارد. وجود فوق خاصیت با c′ عدد نتیجه در ͬ شود. م بحث مشابه نحو به c′ > c حالت

ͬ نماییم. م اثبات و بیان ͬ شود، م محسوب رل قضیه از ͬ تری کل حالت واقع در که را میانگین مقدار قضیه ادامه، در

مشتق پذیر (a, b) بر و پیوسته [a, b] بازه fبر : [a, b] → R تابع کنیم فرض میانگین: مقدار قضیه −۱۳

.f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
که دارد وجود c ∈ (a, b) صورت این در باشد.

میانگین مقدار قضیه

x

y

a b

f(a)

f(b)

c

ضابطه با تابع g : [a, b] → R کنیم فرض اثبات.

g(x) = f(x)− f(a)−
(f(b)− f(a)

b− a

)
(x− a)

بنابر .g(a) = g(b) پس .g(b) = 0 و g(a) = 0 علاوه، به است. مشتق پذیر (a, b) بر و پیوسته [a, b] بر g تابع قضیه، فرض به توجه با باشد.

■ .f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
یا f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
− 0 نتیجه در .g′(c) = 0 که دارد وجود c ∈ (a, b) رل، قضیه
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. x

x+ 1
≤ ln(1 + x) ،x ≥ 0 هر برای دهید نشان مثال.

.f(x) = ln(1+x) دهید قرار ͬ کنیم. م فرض مثبت را x ادامه در پس است؛ برقرار نظر مورد رابطۀ x = 0 برای وضوح به

که طوری به است موجود c ∈ (0, x) عدد پس است؛ برقرار میانگین مقدار قضیۀ شرایط [0, x] بازۀ در

f(x)− f(0)

x
=

ln(1 + x)

x
= f ′(c) =

1

1 + c
.

داریم 0 < c < x که آنجا از
1

1 + c
>

1

1 + x
.

بنابراین
ln(1 + x)

x
=

1

1 + c
>

1

1 + x
,

ͬ رساند. م مطلوب نتیجۀ به را ما فوق، عبارت x بودن مثبت به توجه با که

ثابت تابع f دهید نشان باشد. صفر بازه، این نقاط تمام در f مشتق و باشد مشتق پذیر I بازۀ در f تابع کنید فرض مثال.

است.

وجود a < c < b نقطۀ میانگین، مقدار قضیۀ به بنا .b > a که طوری به باشند I بازه در دلخواه نقطۀ دو a, b کنید فرض

برای امر این .f(a) = f(b) پس ،f ′(c) = 0 داریم فرض، به بنا اما .f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) که طوری به دارد

است. ثابت نظر مورد تابع پس است، برقرار نیز بازه این در a, b دیͽرِ دلخواه نقطۀ دو هر

هر برای که دهید نشان باشد. مثبت بازه، این نقاط تمام در آن مشتق و باشد پذیر مشتق I بازۀ در f تابع کنید فرض مثال.

.f(a) < f(b) داریم a < b

f ′(c) > 0 که آن جا از .f(b)−f(a) = f ′(c)(b−a) که طوری به دارد وجود a, b بین c عدد میانگین، مقدار قضیۀ به بنا

.f(b) > f(a) که ͬ شود م نتیجه رابطه این از

.tan−1 x+ tan−1 1

x
=


π

2
x > 0

−π

2
x < 0

،x 6= 0 هر برای دهید نشان مثال.

(0,∞) و (−∞, 0) بازەهای بر f صورت این در باشد. f(x) = tan−1 x + tan−1(
1

x
) دستور با تابع f کنیم فرض

داریم است. مشتق پذیر و پیوسته تابعͬ

∀x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) f ′(x) =
1

1 + x2
+

1

1 + 1
x2

(− 1

x2
) =

1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0
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که دارند وجود C2 و C1 ثوابت یعنͬ است. ثابت تابع (0,∞) و (−∞, 0) بازەهای از ͷی هر بر f نتیجه در

∀x ∈ (−∞, 0) f(x) = C1 و ∀x ∈ (0,∞) f(x) = C2

C2 = f(1) = ترتیب همین به .C1 = f(−1) = −π

4
− π

4
= −π

2
داشت خواهیم ،x = −1 انتخاب با ترتیب این به

.π
4
+

π

4
=

π

2

. b− a

1 + b2
≤ tan−1 b− tan−1 a ≤ b− a

1 + a2
دهید نشان 0 < a < b شرط با a, b ∈ R برای مثال.

(a, b) بر و پیوسته [a, b] بر تابع این پس است. مشتق پذیر و پیوسته تابعͬ R بر tan−1 تابع کردیم، اشاره که همانطور

که دارد وجود c ∈ (a, b) عدد میانگین، مقدار قضیه بنابر است. مشتق پذیر

tan−1 b− tan−1 a

b− a
= (tan−1)′(c) =

1

1 + c2
(۱ .۴)

نتیجه در و 1 + a2 < 1 + c2 < 1 + b2 ،0 < a < c < b که آنجا از اما

1

1 + b2
<

1

1 + c2
<

1

1 + a2

فوق نامساوی های در (۱ .۴) رابطه از 1

1 + c2
عبارت جایͽذاری با

1

1 + b2
<

tan−1 b− tan−1 a

b− a
<

1

1 + a2

ͬ آید. م دست به شده خواسته نامساوی است مثبت مقداری که b− a در فوق رابطه طرفین ضرب با نهایتا

پاسخ. با تمرین چند ۳ .۴

برای اگر .f(a) = g(a) و باشند (a, b) بر مشتق پذیر و بازه این بر پیوسته توابعͬ f, g : [a, b] → R کنید فرض تمرین.

.f(b) < g(b) دهید نشان f ′(x) < g′(x) ،x ∈ (a, b) هر

(a, b) بر و پیوسته [a, b] بر h صورت این در باشد. h(x) = f(x) − g(x) دستور با تابع h : [a, b] → R کنیم فرض

که دارد وجود c ∈ (a, b) عدد میانگین، مقدار قضیه بنابر است. مشتق پذیر

h(b)− h(a) = (b− a)h′(c)
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h(a) = همچنین .(b − a)h′(c) < 0 ،b − a > 0 که آنجا از .h′(c) = f ′(c) − g′(c) < 0 فرض، به توجه با

نتیجه در .f(a)− g(a) = 0

f(b)− g(b) = h(b) = h(b)− h(a) = (b− a)h′(c) < 0

.f(b) < g(b) نتیجه در و

کنید. ثابت را زیر نامساوی های از ͷی هر تمرین.

,a∀(الف b ∈ R, | sin b−sin a| ≤ |b−a| ,a∀(ب b ∈ (−π

2
,
π

2
), |a−b| ≤ | tan a−tan b|

a 6= b کنیم فرض پس بود. خواهد برقرار شده، تساوی به تبدیل نظر مورد نامساوی آنگاه a = b اگر ،a, b ∈ R برای الف)

میانگین، مقدار قضیه بنابر ،(a, b) بازه بر آن مشتق پذیری و [a, b] بر sin تابع پیوستگͬ به توجه با .a < b مثال، طور به و

که داشت خواهد وجود c ∈ (a, b) عدد

sin′(c) =
sin b− sin a

b− a
یا sin b− sin a = (b− a) cos c

نتیجه در

| sin b− sin a| = |(b− a) cos c| = |b− a|| cos c| ≤ |b− a|

ͬ آید. م دست به مشابه نحو به نظر مورد نامساوی مجددا فوق، روابط در b و a نقش کردن جابجا با ،a > b که حالتͬ در

طور به و a 6= b کنیم فرض پس بود. خواهند برابر نظر مورد نامساوی طرفین آنگاه a = b اگر ،a, b ∈ (−π

2
,
π

2
) برای ب)

(−π

2
,
π

2
) بر tan تابع مشتق پذیری و پیوستگͬ به توجه با ͬ شود.) م بررسͬ مشابه نحو به a > b (حالت .a < b مثال،

عدد میانگین، مقدار قضیه بنابر است. مشتق پذیر (a, b) بر و پیوسته [a, b] بر tan تابع ،[a, b] ⊂ (−π

2
,
π

2
) که این و

که دارد وجود c ∈ (a, b)

tan′(c) =
tan b− tan a

b− a
یا tan b− tan a = (b− a)

1

cos2 c

آنجا از و

| tan b− tan a| = |(b− a)
1

cos2 c
| = |b− a|| 1

cos2 c
| ≥ |b− a|
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هر برای دهید نشان f(0) = 0 اگر .f ′(x) =
1

1 + x4
بوده، مشتق پذیر تابعͬ f : R → R کنید فرض تمرین.

.|f(x)| ≤ |x| ،x ∈ R

در را زیر حالت دو .x 6= 0 کنیم فرض .|f(0)| = |0| داریم ،f(0) = 0 فرض به توجه با آنگاه x = 0 اگر ،x ∈ R برای

ͬ گیریم. م نظر

است. مشتق پذیر (0, x) بر و پیوسته [0, x] بر f تابع فرض، طبق ͬ گیریم. م نظر در ثابت را x حالت این در .x > 0 الف)

که دارد وجود c ∈ (0, x) عدد میانگین، مقدار قضیه طبق نتیجه در

f ′(c) =
f(x)− f(0)

x− 0
=

f(x)

x

نتیجه f(x)x∣∣∣∣در

∣∣∣∣ = |f ′(c)| = 1

1 + c4
≤ 1

.|f(x)| ≤ |x| آنجا از و

مقدار قضیه بنابر است. مشتق پذیر (x, 0) بر و پیوسته [x, 0] بر f تابع ،x انگاشتن ثابت با مجددا آنگاه x < 0 اگر ب)

میانگین،

∃c ∈ (x, 0) f ′(c) =
f(0)− f(x)

0− x
=

−f(x)

−x
=

f(x)

x

نتیجه f(x)x∣∣∣∣در

∣∣∣∣ = |f ′(c)| = 1

1 + c4
≤ 1

ͬ آید. م دست به نیز حالت این در نتیجه ترتیب این به و

است. مفروض f(x) =


3
√
x3 − 3x x ≥ 0

x2 + 2x x < 0
دستور با f تابع تمرین.

کنید. تعیین را R بر f بحرانͬ نقاط الف)

آورید. دست به را [−1, 2] بازه بر f مطلق اکسترمم های ب)

،f تعریف نحوه به توجه با ͬ کنیم. م تعیین R بر را f مشتق ابتدا f بحرانͬ نقاط تعیین برای الف)

f ′(x) =


3(x2 − 1)

3 3
√

(x3 − 3x)2
x > 0 و x 6=

√
3

2(x+ 1) x < 0
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.
√
3 نقطه ابتدا ͬ کنیم. م استفاده مشتق تعریف از 0 و

√
3 نقاط در f مشتق تعیین برای

lim
x→

√
3

f(x)− f(
√
3)

x−
√
3

= lim
x→

√
3

3

√
x(x+

√
3)(x−

√
3)

x−
√
3

= ∞

،0 نقطه برای است. f برای بحرانͬ نقطه ͷی نقطه این نبوده، مشتق پذیر نقطه این در f پس

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

3
√
x3 − 3x− 0

x
= lim

x→0+

x 3

√
1− 3

x2

x
= −∞

نقطه ͷی نیز نقطه این پس نیست. مشتق پذیر x0 = 0 در f نتیجه در و نداشته وجود lim
x→0

f(x)− f(0)

x
ترتیب این به

بود. خواهند f ′(x) = 0 معادله جواب های تابع دیͽر بحرانͬ نقاط است. f برای بحرانͬ

∀x > 0 f ′(x) =
(x2 − 1)

3
√
(x3 − 3x)2

= 0 ⇒ x = ±1

f ′(x) = 0 شرط در صادق x > 0 ناحیه در f بحرانͬ نقطه تنها x1 = 1 پس ͬ کند. نم صدق x > 0 شرط در x = −1 اما

بود. خواهد

∀x < 0 f ′(x) = 2(x+ 1) = 0 x = −1

دارد. را x4 = −1 و x3 = 1 ،x2 =
√
3 و x1 = 0 بحرانͬ نقطه چهار R بر f تابع ترتیب، این به

بر پیوسته تابع این اکسترمم های تعیین برای است. پیوسته [−1, 2] بر نتیجه در و R بر f ͬ شود م مشاهده سادگͬ به ب)

و x1 = 0 (الف)، قسمت بنابر ͬ کنیم. م تعیین را (−1, 2) باز بازه بر f بحرانͬ نقاط ابتدا [−1, 2] کراندار و بسته بازه

را f تابع مقدار اکنون .x4 = −1 /∈ (−1, 2) که ͬ کنیم م توجه هستند. بازه این در f بحرانͬ نقاط x3 = 1 و x2 =
√
3

ͬ کنیم. م مقایسه هم با را مقادیر این کرده، حساب b = 2 و a = −1 ،x3 = 1 ،x2 =
√
3 ،x1 = 0 نقاط در

f(−1) = (−1)2 + 2(−1) = −1 , f(0) =
3
√
03 − 3× 0 = 0 , f(

√
3) = 0

f(1) = 3
√
−2 , f(2) =

3
√
2

نتیجه در

min
[−1,2]

f = f(1) = − 3
√
2 و max

[−1,2]
f = f(2) =

3
√
2
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است. R در ریشه ͷی دقیقاً دارای x5 + 5x− 1 = 0 معادله دهید نشان تمرین.

پیوسته R سراسر بر نتیجه در بوده، چندجملەای ͷی تابع این باشد. f(x) = x5 + 5x − 1 ضابطه با تابع f کنیم فرض

است. ریشه ͷی حداقل دارای f ͬ دهیم م نشان بولتسانو، قضیه از استفاده با ابتدا است.

f(0) = −1 < 0 و f(1) = 5 > 0

کنیم فرض اکنون .f(c) = 0 که دارد وجود c ∈ (0, 1) بولتسانو، قضیه بنابر و [0, 1] بازه بر f پیوستگͬ به توجه با

توجه .c < c′ ͬ کنیم م فرض کلیت دادن دست از بدون .f(c′) = 0 که باشد داشته وجود c′ 6= c چون دیͽری عدد

فوق، فرض طبق علاوه، به است. مشتق پذیر (c, c′) بر خصوص به و R بر جا همه بوده، پیوسته [c, c′] بازه بر f تابع ͬ کنیم م

اما .f ′(d) = 0 که دارد وجود d ∈ (c, c′) چون عددی رل، قضیه بنابر .f(c′) = 0 = f(c)

∀x ∈ R f ′(x) = 5x4 + 5 > 0

c5+5c−1 خاصیت= با c عدد ͷی فقط نتیجه در بوده، f(c′) = خاصیت0 با c′ نقطه وجود فرض از ناشͬ حاصل تناقض

دارد. وجود 0

کنند قطع را یͺدیͽر نقطه دو در حداقل تابع دو نمودار اگر باشند. مشتق پذیر توابعͬ f, g : R → R کنید فرض تمرین.

.f ′(c) = g′(c) که دارد وجود c ∈ R چون نقطەای دهید نشان

تابع h : [a, b] → R اگر .f(b) = g(b) و f(a) = g(a) که دارند وجود a < b شرط با a, b ∈ R نقاط فرض طبق

[a, b] بر h نتیجه در است. مشتق پذیر و پیوسته R بر h مسئله، فرض بنابر آنگاه، باشد h(x) = f(x) − g(x) دستور با

علاوه به است. مشتق پذیر (a, b) بر و پیوسته

h(a) = f(a)− g(a) = 0 و h(b) = f(b)− g(b) = 0

،f ′(c)−g′(c) = 0 نقطه این در نتیجه در .h′(c) = 0 که دارد وجود c ∈ (a, b) عدد رل، قضیه بنابر .h(a) = h(b) پس

.f ′(c) = g′(c) یا

سه در حداقل را mx + d معادله به L خط f نمودار اگر باشد. مشتق پذیر بار دو تابعͬ f : R → R کنید فرض تمرین.

.f ′′(c) = 0 که دارد وجود c ∈ R چون نقطەای دهید نشان کند قطع نقطه

a2 ،a1 اعداد فرض، طبق است. مشتق پذیر بار دو تابعͬ R بر g آنگاه باشد g(x) = f(x)−mx− d ضابطه با تابع g اگر

b1 ∈ (a1, a2) نقاط ͬ شود م نتیجه رل قضیه از .g(a1) = g(a2) = g(a3) = 0 که دارند وجود a1 < a2 < a3 با a3 و
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تابع گرفتن نظر در با اکنون .f ′(b1) = f ′(b2) = m نتیجه در و g′(b1) = g′(b2) = 0 که دارند وجود b2 ∈ (a2, a3) و

مشتق پذیر بار دو R بر f که کنیم (توجه است مشتق پذیر (b1, b2) بر بوده پیوسته بازه این بر تابع این ،[b1, b2] بازه بر f ′

که دارد وجود c ∈ (b1, b2) عدد ،f ′ تابع برای رل قضیه بنابر .f ′(b1) = f ′(b2) = m فوق، نتایج بنابر علاوه، به است).

.f ′′(c) = 0 یا (f ′)′(c) = 0

سه در mx + d خط و f مقادیر که آنجا از کرد: حل زیر صورت به نیز قبلͬ مثال کارگیری به با ͬ شد م را فوق تمرین

ͷی در دوم مشتق رˀل، قضیۀ به بنا حال است. m با برابر نقطه دو در حداقل f مشتق قبل، مثال به بنا برابرند، هم با نقطه

ͬ شود. م صفر نقطه

تمرین ۴ .۴

آورید. دست به شده داده بازەهای بر را زیر پیوسته توابع از ͷی هر مطلق اکسترمم های .۱

(الف f(x) = x
√
4− x2 [−1, 2] (ب f(x) =

 4− x2 x < 0

2x+ 4 x ≥ 0
[−2, 2]

(ج f(x) = 2x3 − 3x2 − 36x [0, 4] (د f(x) = x4/5(x− 4)2 [−1, 5]

(ه f(x) = 3x4 − 4x3 − 12x+ 1 [−2, 3] (و f(x) = ln(x2 + 3) [−1, 2]

کنید. تعیین [−2, 2] بازۀ در را f(x) = xe−
x2

2 تابع مطلق اکسترمم های .۲

آورید. دست به [1
3
, 3] بازۀ در را f(x) = x

1
x و f(x) = xx تابع دو مطلق اکسترمم های .۳

دارد؟ جواب ͷی دقیقاً ln x = cx2 معادله c از مقادیری چه ازای به .۴

[0, 1] بازه بر را f(x) = xr(1−x)s دستور با f تابع مطلق ماکزیمم باشند. مثبت گویای عدد دو s و r کنید فرض .۵

کنید. تعیین

کنید. تعیین (3
2
, 0) نقطه تا را y =

√
x معادله به خم از نقطه نزدیͺترین .۶

،x ∈ R هر برای دهید نشان .f ′(x) =
x

1 + x2
و f(0) = 0 بوده، R بر مشتقپذیر تابعͬ f کنید فرض .۷

کنید؟ تعیین را f ضابطۀ ͬ توانید م آیا .|f(x)| ≤ 1

2
|x|

h اگر کنند. صدق f ′′(x) = −f(x) و f ′(x) = g(x) روابط در بوده، مشتق پذیر بار دو توابعͬ g و f کنید فرض .۸

آورید. دست به را h(10) مقدار ،h(0) = 5 و باشد h(x) = f 2(x) + g2(x) دستور با تابعͬ
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،x ∈ (a, b) هر برای و f(a) = g(a) اگر باشند. (a, b) بر مشتق پذیر و [a, b] بر پیوسته توابعͬ g و f کنید فرض .۹

.f(b) < g(b) دهید نشان f ′(x) < g′(x)

.
√
x+ 1 < 1 +

1

2
x ،x > 0 هر برای دهید نشان .۱۰

،x هر برای و باشد مشتق پذیر تابعͬ f کنید فرض .f(a) = a هرگاه نامیم f تابع برای ثابت نقطه ͷی را a عدد .۱۱

دارد. ثابت نقطه ͷی حداکثر f دهید نشان .f ′(x) 6= 1

.(1 + x)p < 1 + px ،x > 0 هر برای دهید نشان باشد. گویا عددی p ∈ (0, 1) کنید فرض .۱۲

،x ∈ (0, 4) هر برای اگر .f(0) = 1 و باشد (0, 4) بر مشتق پذیر و [0, 4] بر پیوسته تابعͬ f کنید فرض .۱۳

.9 ≤ f(4) ≤ 21 دهید 2نشان ≤ f ′(x) ≤ 5

.ex ≥ 1 + x داریم x ≥ 0 هر برای کنید ثابت الف) .۱۴

.ex ≥ 1 + x+
x2

2
داریم x ≥ 0 هر برای کنید ثابت الف، ͷکم با ب)

.ex ≥ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
داریم ،n طبیعͬ عدد هر و x ≥ 0 هر برای کنید ثابت ج)

. lim
x→+∞

ex

xn
= +∞ کنید ثابت طبیعͬ n هر برای (ج) ͷکم با د)

کنید. بررسͬ را آن بودن نزولͬ یا صعودی و تابع این دامنۀ .axa−1 با است برابر xa تابع مشتق که دهید نشان .۱۵

تکمیلͬ. تمرین های

g دهید نشان باشد نسبی ماکزیمم مقدار ͷی دارای a > 0 نقطه در g اگر باشد. فرد تابعͬ g : R → R کنید فرض .۱

دارد. نسبی ͬ نیمم م مقدار ͷی −a نقطه در

باشد. منفͬ باید b و a بین نقطەای در f ′ دهید نشان .f(b) < f(a) بوده، [a, b] بر مشتق پذیر تابعͬ f کنید فرض .۲

دارد. [−2, 2] بازه در ریشه ͷی حداکثر x3 − 15x+ c = 0 معادله دهید نشان ،c ثابت برای .۳

دهید نشان توابع، اکسترمم های روش از استفاده با .a > 0 آن در که f(x) = ax2 + 2bx + c کنید فرض الف) .۴

.b2 − ac ≤ 0 اگر تنها و اگر f(x) ≥ 0 ،x ∈ R هر برای

f(x) = (a1x+b1)
2+· · ·+(anx+bn)

2 تابع گرفتن نظر در با bn ،. . . ،b1 و an ،. . . ،a1 حقیقͬ اعداد برای ب)

یعنͬ شوراتز، نامساوی

(a1b1 + · · ·+ anbn)
2 ≤ (a21 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + · · ·+ b2n)
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کنید. ثابت را

داشته متمایز ریشه سه حداقل f(x) = 0 معادله اگر باشد. پیوسته f ′′ تابع بوده، مشتق پذیر دوبار تابعͬ f کنید فرض .۵

است. ریشه ͷی حداقل دارای f ′′(x) = 0 معادله دهید نشان باشد

معادله دهید نشان f ′′(x) > 0 ،x هر برای باشد.اگر پیوسته f ′′ تابع بوده، مشتق پذیر دوبار تابعͬ f کنید فرض .۶

باشد. داشته ریشه دو ͬ تواند م حداکثر f(x) = 0

f ′(a) = 0 اگر باشد. پیوسته ͬͽهمسای این بر f ′′ تابع بوده، مشتق پذیر بار دو x = a ͬͽهمسای ͷی در f کنید فرض .۷

است. ͬ نیمم م مقدار ͷی دارای x = a در f دهید نشان f ′′(a) > 0 و

چون نقطەای در اگر .f(x) ≤ g(x) ،x ∈ R هر برای بوده، مشتق پذیر توابعͬ f, g : R → R کنید فرض .۸

.f ′(x0) = g′(x0) نقطه این در دهید نشان f(x0) = g(x0) ،x0 ∈ R

فرض علاوه به باشد. x ∈ R هر برای ،f ′(x) = f(x) شرط با مشتق پذیر و مثبت تابعͬ f : R → R کنید فرض .۹

.f(a+ b) = f(a)f(b) ،a, b ∈ R هر برای دهید نشان .f(0) = 1 کنید

کنید. تعیین را f(x) = 1

1 + |x|
+

1

1 + |x− 2|
ضابطه با f تابع مطلق ماکزیمم .۱۰

نامعین انتگرال اولیه: تابع ۵ .۴

،x ∈ I هر برای هرگاه نامیم I بر f : I → R برای اولیه تابع ͷی را F : I → R تابع .I ⊆ R کنیم فرض

R بر f(x) = 3x2 برای اولیەای توابع G(x) = x3 + 4 و F (x) = x3 توابع از ͷی هر مثال، طور به .F ′(x) = f(x)

تابع ͷی نیز F + C تابع ،C ∈ R ثابت هر برای آنگاه باشد I بر f تابع برای اولیەای تابع F اگر که است روشن هستند.

قضیه ͬ شود؟ م حاصل صورت همین به f اولیه تابع هر آیا که ͬ شود م مطرح مهم سؤال این اکنون بود. خواهد f برای اولیه

ͬ دهد. م ارائه را سؤال این پاسخ زیر

آن در که است F + C صورت به I بر f اولیه تابع هر آنگاه باشد I باز بازه بر f برای اولیه تابع ͷی F اگر

است. ثابت مقداری C ∈ R

قضیه.

تابع گرفتن نظر در با آنگاه باشد تابع همین برای دیͽری اولیه تابع نیز G اگر باشد. I بازه بر f تابع برای اولیه تابع ͷی F کنیم فرض اثبات
،I بازه بر H := G− F

∀x ∈ I H ′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0
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هر برای نتیجه در و H(x) = C ،x ∈ I هر برای که دارد وجود C ∈ R ثابت یعنͬ است. ثابت تابع I باز بازه بر H ،۶۸ صفحۀ مثال بنابر

■ .G(x) = F (x) + C ،x ∈ I

است F + C صورت به I بر f اولیه تابع هر آنگاه باشد I باز بازه بر f برای اولیه تابع ͷی F اگر که گفتیم

ͬ نویسیم: م صورت این در است. ثابت مقداری C ∈ R آن در که

∫
f = F + C

دقیق تر: طور به ∫یا
f(x)dx = F (x) + c

ͬ نامیم. م نامعین» انتگرال «نماد را
∫

نماد

نمادگذاری

عدد برای داشت. خواهیم را زیر نامعین انتگرال های دیدەایم، توابع مشتق محاسبه در دوم فصل در تاکنون آنچه اساس بر

،n ∈ N ∫طبیعͬ
xn dx =

1

n+ 1
xn+1 + C

مشابه نحو به آنگاه باشد −1 از غیر گویا عددی r اگر کلͬ، حالت در

∫
xr dx =

1

r + 1
xr+1 + C

داشت خواهیم را زیر روابط ، d

dx
cos x = − sin x و d

dx
sin x = cos x روابط به توجه با

∫
sin x dx = − cos x+ C و

∫
cos x dx = sin x+ C

آنگاه باشد ثابت عددی a 6= 0 اگر کنیم. بیان نیز ͬ تر کل کمͬ را فوق روابط ͬ توانیم م

∫
sin(ax) dx = −1

a
cos(ax) + C و

∫
cos(ax) dx =

1

a
sin(ax) + C
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،x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) برای داشت. خواهیم را اولیه تابع برای زیر مهم فرمول همچنین

∫
1

x
dx = ln |x|+ C.

∫
ax dx =

1

ln a
ax + C

آموختیم: مثلثاتͬ وارون توابع بارۀ در آنچه به بنا هم چنین

∫
1√

1− x2
dx = sin−1 x+ C

∫
1√

1− x2
dx = − cos−1 x+ C

∫
1

1 + x2
dx = tan−1 x+ C∫

1

x
√
x2 − 1

dx = sec−1 x+ C

داشت خواهیم سعͬ این بنابر دارد. کارآیی معین انتگرال های از ͬͺکوچ دسته محاسبه برای فوق اطلاعات که است بدیهͬ

روشͬ راستا این در موثر روش های از ͬͺی دهیم. گسترش را اولیه، تابع همان یا نامعین، انتگرال مورد در اطلاعات مان حیطه

f(g(x)) مرکب تابع بوده، مشتق پذیر تابعͬ g اگر باشد. f برای اولیەای تابع F کنیم فرض است. متغیر تغییر به موسوم

داشت خواهیم
(
F (g(x))

)′
= F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x) رابطه به توجه با آنگاه باشد تشͺیل قابل

∫
f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) + C

آنجا از و du

dx
= g′(x) یعنͬ لایب نیتز، نماد از استفاده و u = g(x) متغیر معرفͬ با فرمول، این سپردن خاطر به برای

(صوری) جایͽذاری با نتیجه در بود. خواهد بیان قابل du = g′(x)dx صورت به فوق رابطه دیفرانسیلͬ، نماد از استفاده

داشت خواهیم نامعین، انتگرال در روابط این

∫
f
(
g(x)

)
g′(x) dx =

∫
f(u) du = F (u) + C = F

(
g(x)

)
+ C

است. معروف نامعین انتگرال در متغیر تغییر به فوق فرمول

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های از ͷی هر مثال
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.
∫

x2 cos(x3 + 1) dx الف)

این با نتیجه در .x2 dx = 1
3
du آنجا از و du = 3x2 dx آنگاه شود معرفͬ u = x3 + 1 صورت به u جدید متغیر اگر

متغیر تغییر

∫
x2 cos(x3 + 1) dx =

∫
1

3
cos u du =

1

3
sin u+ C =

1

3
sin(x3 + 1) + C

.
∫

x√
1− 4x2

dx ب)

این به .x dx = −1

8
du نتیجه در و du = −8x dx داشت خواهیم u = 1 − 4x2 صورت به u جدید متغیر معرفͬ با

ترتیب

∫
x√

1− 4x2
dx =

∫
1√

1− 4x2
x dx =

∫
1√
u
(−1

8
du) = −1

4

√
u+ C = −1

4

√
1− 4x2 + C

.
∫

x3
√
1 + x2dx ج)

نتیجه در .2x dx = du نتیجه در و x2 = u− 1 داشت خواهیم u = 1 + x2 متغیر تغییر با

∫
x3
√
1 + x2 dx =

∫
x2
√
1 + x2x dx =

∫
(u− 1)

√
u
1

2
du

=
1

2

∫
(u

3
2 − u

1
2 ) du =

1

2

(2
5
u

5
2 − 2

3
u

3
2

)
+ C

=
1

5
(1 + x2)

5
2 − 1

3
(1 + x2)

3
2 + C

آورید. دست به را زیر انتگرال های از ͷی هر مثال.

.
∫

1

x− 2
dx الف)

نتیجه در .du = dx آنگاه کنیم استفاده u = x− 2 متغیر تغییر از اگر

∫
1

x− 2
dx =

∫
1

u
du = ln |u|+ C = ln |x− 2|+ C

.
∫

tan x dx ب)

در و du = − sin x dx صورت این در ͬ کنیم. م استفاده u = cos x متغیر تغییر از ،tan x =
sin x

cos x
اینکه به توجه با

۷۹



آنجا از و sin x dx = −du نتیجه

∫
tan x dx =

∫
1

cos x
sin x dx =

∫
1

u
(−du) = − ln |u|+ C

= − ln | cos x|+ C = ln | 1

cos x
|+ C = ln | sec x|+ C

.
∫

ln x

x
dx ج)

نامعین: انتگرال در متغیر تغییر نحوه به توجه با این بنابر .du =
1

x
dx داشت خواهیم u = ln x متغیر تغییر از استفاده با

∫
ln x

x
dx =

∫
u du =

1

2
u2 + C =

(ln(x))2

2
+ C.

زیر. انتگرال های از ͷی هر محاسبه است مطلوب مثال

.
∫

x

1 + x4
dx الف)

نتیجه در .x dx =
1

2
du یا و du = 2x dx آنگاه کنیم استفاده u = x2 متغیر تغییر از اگر

∫
x

1 + x4
dx =

∫
1

1 + u2

1

2
du =

1

2
tan−1 u+ C =

1

2
tan−1(x2) + C

.
∫

1√
2− x2

dx ب)

du = داشت خواهیم u =
x√
2

متغیر تغییر از استفاده با ترتیب این به .2 − x2 = 2(1 − (
x√
2
)2) که ͬ کنیم م توجه

نتیجه در . 1√
2
dx

∫
1√

2− x2
dx =

∫
1

√
2
√

1− ( x√
2
)2

dx =

∫
du√
1− u2

= sin−1 u+ C = sin−1(
x√
2
) + C.

تمرین ۶ .۴

کنید. محاسبه را
∫

1√
x2 + 1

سپس و f(x) = ln(x+
√
1 + x2) تابع مشتق .۱

کنید: محاسبه را زیر نامعین انتگرالهای .۲

∫
e1/x

x2
dx (آ)

∫ √
1 + e−x

ex
dx (ب)

∫
etanx sec2 x dx (ج)

۸۰



کنید: محاسبه را زیر نامعین انتگرال های .۳

∫
sin x

1 + cos2 x
dx ∫(آ)

1 + x

1 + x2
dx (ب)

∫
sin−1(x)√
1− x2

dx ∫(ج)
ex√

1− e2x
dx (د)

∫
ex

1 + e2x
dx ∫(ه)

1

x(1 + (ln x)2)
dx (و)

آورید: دست به را زیر نامعین انتگرال های .۴

∫
dx

x ln x
(آ)

∫
sin 2x

1 + cos2 x
dx (ب)

∫
sin(ln x)

x
dx (ج)

آورید. دست به را
∫

2x

2x + 1
dx نامعین انتگرال  .۵

کنید. محاسبه را
∫

2x2 + 5

x2 + 1
نامعین انتگرال .۶

کنید.) فکر مثلثاتͬ وارون توابع به و 2x2 + 5 = 2(x2 + 1) + 3 بنویسید (راهنمایی.

کنید: حساب را زیر نامعین انتگرال های حاصل .۷

∫
cos(x)esin(x) dx (آ)

∫
xex

2

dx (ب)
∫

x

ex2 dx (ج)
∫

sin(
√
x)√

x
dx (د)

کنید: محاسبه را زیر انتگرالهای حاصل .۸

∫ 1√
2x− x2

dx ∫(آ) 1

x2 + 2x+ 3
dx ∫(ب) 1√

5− x2
dx (ج)

∫ 1

5 + x2
dx ∫(د) 1√

5− x2 − 4x
dx (ه)

5− x2 − 4x = 1− (x− 2)2 ،2x− x2 = 1− (x− 1)2 راهنمایی:

تکمیلͬ تمرین

آورید: دست به را زیر نامعین انتگرال های حاصل .۱

۸۱



∫
cos2(x) dx ∫(آ)
sin2(x) dx ∫(ب)
tan2(x) dx ∫(ج)
sin3(x) dx (د)

∫
cos3(x) dx ∫(ه)
sec2(x) dx ∫(و)
1

√
x
√
1− x

dx ∫(ز)
1

√
x
√
1 + x

dx (ح)

راهنمایی:

cos2(x) = 1+cos(2x)
2

(آ)

sin2(x) = 1−cos(2x)
2

(ب)

sin3(x) = sin(x) sin2(x) = sin(x)(1− cos2 x) (ج)

cos3(x) = cos(x) cos2(x) = cos(x)(1− sin2 x) (د)

tan2(x) = (1 + tan2(x))− 1 (ه)

sec2(x) = 1
cos2(x)

(و)

.u =
√
x (ز)

۸۲



۵ فصل

میانگین: مقدار قضیۀ از مهم کاربرد دو

تیلور چندجملەای و هوپیتال قاعده

کوشͬ میانگین مقدار قضیه نام تحت بوده، میانگین مقدار قضیه از تعمیمͬ ͬ کنیم م مشاهده فصل این در که مطلبی اولین

ͬ شود. م نامیده

صورت این در باشند. (a, b) بر مشتق پذیر و بازه این بر پیوسته توابعͬ f, g : [a, b] → R توابع کنیم فرض

هر برای اگر خصوص به .
(
f(b) − f(a)

)
g′(c) =

(
g(b) − g(a)

)
f ′(c) که دارد وجود c ∈ (a, b)

.f
′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
آنگاه g′(x) 6= 0 ،x ∈ (a, b)

قضیه

دستور با تابع h : [a, b] → R کنیم فرض اثبات

h(x) =
(
f(x)− f(a)

)
(g(b)− g(a)

)
+
(
f(b)− f(a)

)(
g(b)− g(x)

)
علاوه، به است. مشتق پذیر (a, b) بر و پیوسته [a, b] بازه بر h تابع قضیه، مفروضات به توجه با باشد.

h(a) =
(
f(b)− f(a)

)(
g(b)− g(a)

)
= h(b)

اما .h′(c) = 0 که دارد وجود c ∈ (a, b) عدد رل، قضیه بنابر

h′(x) = f ′(x)
(
g(b)− g(a)

)
−
(
f(b)− f(a)

)
g′(x)

۸۳



■ ͬ آید. م دست به نظر مورد نتیجه آن از که f ′(c)
(
g(b)− g(a)

)
−

(
f(b)− f(a)

)
g′(c) = 0 فوق، c مقدار برای نتیجه در

هوپیتال قاعدۀ ۱ .۵

قاعده این بیان های از ͬͺی کنیم. اشاره هوپیتال قاعده به ͬ توانیم م کوشͬ میانگین مقدار قضیه کاربردهای از ͬͺی عنوان به

مشتق پذیر توابع x0 چون نقطەای به x متغیر شدن ͷنزدی با که زمانͬ برای را f(x)

g(x)
فرم به عباراتͬ از ابهام رفع برای روشͬ

را قضیه این از سادەای حالت ابتدا قاعده این رسمͬ بیان از قبل ͬ دهد. م قرار توجه مورد ͬ کنند م میل صفر به دو هر g و f

ͬ کنیم. م بررسͬ زیر در

فرض به توجه با .f(x0) = g(x0) = 0 و باشند مشتق پذیر x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی در g و f توابع کنیم فرض

lim
x→x0

g(x) = و lim
x→x0

f(x) = f(x0) = 0 خصوص به بود. خواهند نیز پیوسته ͬͽهمسای این در تابع دو هر مشتق پذیری،

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
کنیم فرض فوق، مفروضات بر علاوه اکنون، است. مبهم lim

x→x0

f(x)

g(x)
عبارت ترتیب این به .g(x0) = 0

حالت، این در نباشد. صفر نظیر محذوف ͬͽهمسای از نقطەای هیچ در g′ تابع علاوه به و باشد ℓ عدد برابر بوده موجود

وجود c ∈ (x0, x) عدد کوشͬ، میانگین مقدار قضیه از استفاده با آنگاه ،x > x0 اگر ،x0 از غیر فوق ͬͽهمسای در x برای

که دارد
f(x)

g(x)
=

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=

f ′(c)

g′(c)

که داشت خواهد وجود (x, x0) بازه در c عدد ،x < x0 که حالتͬ در

f(x)

g(x)
=

−f(x)

−g(x)
=

f(x0)− f(x)

g(x0)− g(x)
=

f ′(c)

g′(c)

در کرده، میل x0 به نیز c آنگاه ،x → x0 اگر اکنون .f(x)
g(x)

=
f ′(c)

g′(c)
که دارد وجود x0 و x بین c عدد حالت هر در پس

ترتیب این به .f
′(c)

g′(c)
→ ℓ نتیجه

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= ℓ = lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

f(x) = توابع که ͬ کنیم م توجه آوریم. دست به هوپیتال قاعده از استفاده با را lim
x→0

sin ax

bx
عبارت مقدار ͬ خواهیم م مثال.

حال عین در ͬ کنند. م صدق فوق شرایط در g(x) = bx و sin ax

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

a cos ax

b
=

a

b

۸۴



.lim
x→0

sin ax

bx
=

a

b
پس

.lim
x→0

1− cos x

x2
عبارت محاسبه است مطلوب مثال.

داشت خواهیم هوپیتال، قاعده از استفاده با فوق، شرایط برقراری به توجه با

lim
x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

sin x

2x

این از استفاده بدون و سادگͬ به اخیر عبارت مقدار (البته ͬ کنیم. م استفاده هوپیتال قاعده از دوباره نیز اخیر عبارت برای

است.) محاسبه قابل اول فصل مطالب بنابر نیز قاعده

lim
x→0

sin x

2x
= lim

x→0

cos x

2
=

1

2

کنیم. بیان زیر صورت به متوالͬ محاسبات قالب در ͬ توانیم م را نهایی نتیجه

lim
x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

sin x

2x
= lim

x→0

cos x

2
=

1

2
.

کنید: محاسبه را زیر حد حاصل مثال.

lim
x→1

ln x

x2 − 1
.

ͬ کنیم: م استفاده هوپیتال قاعدۀ از است، صفر با برابر دو هر مخرج، و صورت حد که این به توجه با

lim
x→1

1
x

2x
=

1

2

نتیجه، در

lim
x→1

ln x

x2 − 1
=

1

2
.

کنیم. بیان زیر صورت به را هوپیتال قاعده حالت های از ͬͺی ͬ توانیم م اکنون
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باشد. صفر غیر آن در g′ تابع بوده، مشتق پذیر x0 نقطه محذوف ͬͽهمسای ͷی در g و f توابع کنیم فرض

اگر

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

یا

lim
x→x0

f(x) = ±∞ و lim
x→x0

g(x) = ±∞

آنگاه باشد) ±∞
±∞

یا 0
0

مبهم فرم به lim
x→x0

f(x)

g(x)
عبارت اگر دیͽر، عبارت (به

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

باشد. ±∞ برابر یا باشد داشته وجود lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
عبارت آنکه شرط به

هوپیتال قاعده

منفͬ و بی نهایت در حدود و (x → x±
0 ) یͺطرفه حدود برای مناسب، شرایط برقراری صورت در هوپیتال قاعده تذکر.

،x مقادیر افزایش با هرگاه نامیم ℓ حد دارای بی نهایت در را f تابع ͬ کنیم م یادآوری است. کارگیری به قابل نیز بی نهایت

هرگاه lim
x→∞

f(x) = ℓ گوییم دقیق، بیان به گیرند. قرار ℓ برای شده تعیین پیش از ͬͽهمسای ͷی در تابع مقادیر

∀ϵ > 0 ∃N > 0 ∀x x > N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

ͬ شود. م بیان زیر صورت به ریاضͬ لحاظ از lim
x→−∞

f(x) = ℓ عبارت ترتیب، همین به

∀ϵ > 0 ∃N > 0 ∀x x < −N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

ͬ گذاریم. م خواننده عهده به را آن که هستند تعریف قابل مشابه نحو به نیز lim
x→±∞

f(x) = ±∞ فرم به عباراتͬ

درک برای آوریم. دست به طبیعͬ لͽاریتم تابع رشد سرعت دربارۀ جالبی نتیجۀ  ͬ توانیم م هوپیتال، قاعدۀ از استفاده با تذکر.

خصوص به ͬ کنیم. م مقایسه x مختلف توان های با کران ها این در را آن رفتار تعریف، دامنه کران های در ln تابع رفتار بهتر

بزرگ را n طبیعͬ عدد اگر ͬ شود م مشاهده سادگͬ به ͬ کنیم. م مقایسه f(x) = x
1
n دستور با f تابع با را آن رفتار ∞ در

در تابع این مقدار n = 1000 برای مثال، طور (به ͬ کنند. م رشد کم بسیار سرعت با f(x) = x
1
n مقادیر آنگاه کنیم انتخاب
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هوپیتال قاعده از استفاده با اکنون بود.) خواهد 2 برابر 21000 نقطه

lim
x→∞

ln x

x
1
n

= lim
x→∞

1
x

1
n
x

1
n
−1

= lim
x→∞

n

x
1
n

= 0

مقادیر ،x → 0+ وقتͬ ترتیب، همین به است. کمتر نیز توابع دسته این از ln تابع مقایر افزایش سرعت ترتیب این به

x =
1

t
متغیر تغییر از مجددا اگر lim

x→0+
x

1
n ln x حد رفتار بررسͬ در اکنون ͬ کنند. م میل 0 به کمͬ سرعت با f(x) = x

1
n

داشت خواهیم کنیم استفاده

lim
x→0+

x
1
n ln x = lim

t→∞

1

t
1
n

ln(
1

t
) = − lim

t→∞

ln t

t
1
n

= 0

برقرار r مثبت و گویا عدد هر برای که lim
x→∞

ln x

xr
= 0 و lim

x→0+
xr ln x = 0 حدی رفتارهای از استفاده با ترتیب، همین به

،r مثبت و گویا عدد هر برای داشت. خواهیم را نمایی تابع برای زیر رفتارهای هستند،

lim
x→−∞

xr exp(x) = 0 و lim
x→∞

xr

exp(x)
= 0

است. بیشتر x از توانͬ هر از بی نهایت در نمایی تابع رشد سرعت که ͬ کند م بیان خاص طور به دوم خاصیت

حد حاصل ͬ خواهیم م کنید فرض مثال، برای است. مهم قضیه شرایط به توجه هوپیتال، قاعدۀ از استفاده هنگام نکته.

کنیم: حساب را زیر

lim
x→0

x2 sin( 1
x
)

sin(x)
.

میل ۱ سمت به x → 0 وقتͬ x
sin(x)

تابع طرفͬ از ͬ کند. م میل  صفر سمت به x → 0 وقتͬ x sin( 1
x
) تابع که ͬ دانیم م

وجود زیر، حد کنیم. استفاده هوپیتال قاعدۀ از بخواهیم کنید فرض اما است. صفر با برابر فوق حد حاصل پس ͬ کند. م

ندارد:

lim
x→0

2x sin( 1
x
)− cos( 1

x
)

cos(x)

دهید. توضیح تمرین، ͷی عنوان به را اشتباه این علت ͬ اندازد. م اشتباه به را ما قاعده، از استفاده بنابراین

است: زیر مورد هوپیتال، قاعدۀ از جالب کاربرد ͷی

limx→x0 f
′(x) = l اگر صورت این در باشد. پذیر مشتق x0 نقطۀ محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض نکته.

نیست. مشتق پذیر x0 نقطۀ در f تابع limx→x0 f
′(x) = ∞ اگر همچنین .f ′(x0) = l آنگاه
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ͬ شود: م محاسبه زیر فرمول با x0 نقطۀ در f تابع مشتق اثبات.

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

است: طور همین نیز فوق حد باشد، بی نهایت یا موجود زیر حد اگر هوپیتال، قاعدۀ به بنا

lim
x→x0

f ′(x)

1
.

همچنین .f ′(x) = 1
2
√
x

داریم صفر مخالف نقاط در زیرا نیست. مشتق پذیر 0 نقطۀ در f(x) =
√
x تابع فوق، نکتۀ بر بنا

باشد: زیر صورت به ضابطەای با f تابع کنید فرض همچنین .limx→0 f
′(x) = ∞

f(x) =


h(x) x > a

k(x) x ≤ a

کنید: فرض همچنین

f ′(x) =


h′(x) x > a

k′(x) x < a.

حل را ۷۱ صفحۀ مثال دیͽر بار یادشده، نکتۀ از استفاده با .f ′(a) = l آنگاه limx→a h
′(x) = limx→a k

′(x) = l اگر

کنید.

تمرین ۲ .۵

کنید: محاسبه را زیر حدهای حاصل  .۱

. lim
x→0+

x ln x (آ)

. lim
x→0+

xx (ب)

. lim
x→0+

x(ln x)2 (ج)

. lim
x→0+

ln x

x
(د)

. lim
x→0+

x
1
x (ه)

. lim
x→+∞

(ln x)3√
x

(و)

. lim
x→+∞

x3e−x + x−3ex (ز)

. lim
x→0+

1

x
− 1

sin(x)
(ح)

.lim
x→0

tan(x)− x

x3
(ط)

۸۸



.lim
x→1

x

x− 1
− 1

ln(x)
.(ی) lim

x→0+

ln(sin(2x))

sin(2x)
(ک)

نیست. مشتق پذیر اما است پیوسته صفر در f دهید نشان f(x) =

 |x|x x 6= 0

1 x = 0
کنید فرض .۲

که کنید تعیین طوری را a مقدار .۳

lim
x→+∞

(
x+ a

x− a

)x

= e.

کنید. محاسبه را زیر حدود هوپیتال قاعده از استفاده با .۴

lim
x→+∞

ln x√
x

(آ)

lim
x→0

sin−1 x

x
(ب)

lim
x→0

cot x− 1

x
(ج)

lim
x→1+

x1/(1−x) (د)

lim
x→+∞

(ex + x)
1
x (ه)

lim
x→0+

(cos x)1/x
2 (و)

lim
x→0+

(sin x) ln x (ز)

.lim
x→a

(f(x))g(x) = 0 که دهید نشان ،lim
x→a

g(x) = +∞ و lim
x→a

f(x) = 0 اگر باشد. مثبت تابع ͷی f کنید فرض .۵

تیلور چندجملەای های ۳ .۵

تقریب خود، نظر مد خطای میزان با چندجملەای ها، از استفاده با را توابع که ͬ کند م ͷکم ما به کوشͬ، میانگین مقدار قضیۀ

بزنیم.

بین c ͬͽهمسای این در x هر برای دهید نشان باشد. مشتق پذیر دوبار تابعͬ x0 ͬͽهمسای ͷی در f کنید فرض مثال

که دارد وجود x0 و x

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(c)

2
(x− x0)

2

رابطه اکنون است. مشتق پذیر بار دو آن بر f که دارد وجود x0 نقطه حول (x0 − r, x0 + r) چون ͬͽهمسای فرض طبق

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت های نقطه این برای ͬ کنیم. م ثابت x1 ∈ (c− r, c+ r) دلخواه نقطه هر برای را فوق

ͬ شود. م حاصل فوق تساوی صورت این در کنیم. اختیار x1 = x0 برابر را c است کافͬ آنگاه x1 = x0 اگر −۱

و h(x) = f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x − x0) تابع دو گرفتن نظر در با حالت این در .x1 > x0 کنیم فرض −۲

در هستند. مشتق پذیر (x0, x1) بر و پیوسته [x0, x1] بر تابع دو هر که است روشن ،[x0, x1] بازه بر g(x) = (x− x0)
2

۸۹



که دارد وجود c1 ∈ (x0, x1) عدد کوشͬ، میانگین مقدار قضیه بنابر نتیجه

h(x1)− h(x0)

g(x1)− g(x0)
=

h′(c1)

g′(c1)
یا f(x1)− f(x0)− (x1 − x0)f

′(x0)

(x1 − x0)2
=

f ′(c1)− f ′(x0)

2(c1 − x0)
(۱ .۵)

بر و پیوسته بازه این بر f ′ دارد)، قرار (x0 − r, x0 + r) ͬͽهمسای در (که [x0, c1] بازه بر f ′ تابع گرفتن نظر در با اکنون

بنابر است.) مشتق پذیر بار دو (x0 − r, x0 + r) ͬͽهمسای بر f فرض، طبق که کنیم (توجه است. مشتق پذیر (x0, c1)

که دارد وجود c ∈ (x0, c1) عدد میانگین، مقدار قضیه

f ′(c1)− f ′(x0)

c1 − x0

= (f ′)′(c) = f ′′(c)

داشت خواهیم ،(۱ .۹) رابطه در نتیجه این جایͽذاری با

f(x1)− f(x0)− (x1 − x0)f
′(x0)

(x1 − x0)2
=

f ′(c1)− f ′(x0)

2(c1 − x0)
=

1

2
f ′′(c)

آنجا از و

f(x1)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) =
f ′′(c)

2!
(x1 − x0)

2

است. نظر مورد رابطه همان که

فوق مانند را بحث گرفته، نظر در [x1, x0] بازه بر این بار را قبل قسمت در g و h تابع دو همان ،x1 < x0 که حالͬ در −۳

کنید. کامل

انجام روش همان به باشد، داشته بالاتری مراتب مشتقات f که حالتͬ برای ͬ توانیم م را کردیم مشاهده قبل مثال در که بحثͬ

آوریم. دست به را زیر قضیه داده

n+1 ͬͽهمسای این بر ،n ∈ N عدد برای بوده، x0 نقطه ͬͽهمسای ͷی بر شده تعریف تابعͬ f کنیم فرض

که دارد وجود x0 و x بین c عدد ͬͽهمسای این در x هر برای صورت این در باشد. مشتق پذیر بار

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

=
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

قضیه
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جمله و x0 نقطه حول f تابع n درجۀ تیلور چندجملەای را
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k جمله فوق عبارت در

در x مقادیر برای باقیمانده جمله مقدار اگر ͬ نامیم. م x0 نقطه در f تابع تیلور باقیمانده را f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x − x0)

n+1

کنیم. استفاده زیر تقریب از ͬ توانیم م آنگاه باشد ͷکوچ x0 ͬͽهمسای

f(x) ≈
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

آورید. دست به x0 = 0 حول را ۳ و ۲ ،۱ درجەهای از sin تابع تیلور چندجملەای های مثال.

چندجملەای های آنگاه دهیم Tn(x)نشان نماد با nرا درجۀ از نظر مورد تابع تیلور چندجملەای اگر کردیم، اشاره بالا در آنچه بنابر

دارند. زیر صورت به ساختاری شده خواسته

T1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

T2(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2

T3(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 +
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3

داشت خواهیم x0 = 0 نقطه در sin تابع برای ترتیب، این به

T1(x) = x

T2(x) = x

T3(x) = x− 1

3!
x3

بͽیرید: نظر در k گویای عدد برای x0 = 0 نقطۀ حول را f(x) = (1 + x)k تابع تمرین.
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است: زیر صورت به صفر نقطۀ  حول تابع این ام n درجۀ تیلور جملەای چند

1 + kx+
k(k − 1)

2!
x2 +

k(k − 1)(k − 2)

3!
x3 + . . .+

k(k − 1) . . . (k − (n− 1))

n!
xn.

ͬ گیرید؟ م نتیجەای چه است، طبیعͬ عدد ͷی k وقتͬ

ͬ خواهیم م کنید فرض مثال، برای است. توابع برخͬ تیلور چندجملەای زدن حدس برای قوی بسیار فرمولͬ فوق، فرمول

داریم کنیم. پیدا صفر نقطۀ حول را f(x) =
√
1 + x تابع تیلور چندجملەای های

f(x) = (1 + x)
1
2 = 1 +

1

2
x+

1

2

(1
2
− 1)

2!
x2 +

(1
2
)(1

2
− 1)(1

2
− 2)

3!
x3 + . . .

حدس را f(x) = 1√
4−x2 و f(x) = 1

1−x
و f(x) = 1

1+x
توابع تیلور چندجملەای های فوق نکتۀ از استفاده با تمرین.

بزنید.

صورت به صفر، نقطۀ حول آن ام n درجۀ تیلور چندجملەای که کنید تحقیق و بͽیرید نظر در را f(x) = ex تابع مثال.

1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ . . .+

xn

n!

است.

صورت به صفر نقطۀ  حول f(x) = ln(1 + x) تابع برای ام n درجۀ تیلور چندجملەای که کنید تحقیق مثال.

x− x2

2
+

1

3
x3 − 1

4
x4 + . . .+ (−1)n+1 1

n
xn

است.

ͬ آیند. م دست به تیلور» «چندجملەای های از که پرداختەایم تیلور» «سری های به ۲۰۶ صفحۀ در تذکر

تمرین. ۴ .۵

که کنید ثابت تیلور، چندجملەای های از استفاده با .۱

lim
x→0

sin x

x
= 1.

کنید. نگاه را بعدی سوال راهنمایی̞
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آورید: دست به را زیر حد حاصل تیلور چندجملەای های از استفاده با .۲

lim
x→0

sin x− x

x3
.

پس .sin x − x = −x3

3!
+ x4

4!
sin(c) که طوری به دارد وجود c عدد x هر برای که کنید دقت راهنمایی.

.−x3

3!
− x4

4!
≤ sin x− x ≤ −x3

3!
+ x4

4!

.
√
x+ 1 < 1 +

1

2
x ،x > 0 هر برای که دهید نشان تیلور چندجملەای های از استفاده با .۳

کنید: حساب را زیر حد حاصل تیلور، چندجملەای های از استفاده با .۴

lim
x→∞

√
x+ 1− 1− 1

2
x.

تیلور: چندجملەای های از استفاده با .۵

.ex ≥ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
داریم ،n طبیعͬ عدد هر و x ≥ 0 هر برای کنید ثابت (آ)

. lim
x→+∞

ex

xn
= +∞ کنید ثابت طبیعͬ n هر برای (آ) ͷکم با (ب)

آورید. دست به تیلور چندجملەای از استفاده با cos(43◦) برای تقریبی مقداری .۶

کنید. استفاده درجه 45 زاویۀ حول cos تابع تیلور چندجملەای از و 43 = 45− 2 دهید: قرار راهنمایی.
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۶ فصل

مشتق پذیر توابع هندسͬ رفتار

مشتق پذیر. توابع هندسͬ رفتار

برای نماییم. مطرح را مشتق تابع از استفاده با تابع رفتار تعیین ͬ توانیم م میانگین، مقدار قضیه کاربردهای از ͬͺی عنوان به

ͬ کنیم. م یادآوری را زیر ساده تعریف ابتدا منظور این

شرط با x1, x2 ∈ I نقطه دو هر برای هرگاه نامیم (نزولͬ) صعودی تابعͬ I ⊂ R بازه بر را f : I → R تابع

(اکیدا صعودی اکیدا I بر را f ترتیب همین به .(f(x1) ≥ f(x2)) f(x1) ≤ f(x2) باشیم داشته x1 < x2

.(f(x1) > f(x2)) f(x1) < f(x2) فوق، شرط با x1, x2 ∈ I دلخواه نقاط برای هرگاه نامیم نزولͬ)

تعریف.

نزولͬ) اکیدا یا صعودی (اکیدا نزولͬ تابعͬ یا صعودی تابعͬ بازه این بر f گاه هر نامیم یͺنوا) (اکیدا یͺنوا I بر را f تابع

ͬ دهد. م نشان مشتق پذیر تابع ͷی یͺنوایی تعیین در را مشتق تابع نقش زیر قضیه باشد.
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مشتق پذیر I درونͬ نقاط در و بازه این بر پیوسته تابعͬ f : I → R و حقیقͬ اعداد از بازەای I کنیم فرض

صورت این در باشد.

صعودی) (اکیدا صعودی I بر f آنگاه (f ′(x) > 0) f ′(x) ≥ 0 ،x ∈ I درونͬ نقطه هر برای اگر الف)

است.

نزولͬ) (اکیدا نزولͬ تابعͬ I بر f آنگاه (f ′(x) < 0) f ′(x) ≤ 0 ،x ∈ I درونͬ نقطه هر برای اگر ب)

است.

است. ثابت I بر f آنگاه f ′(x) = 0 ،x ∈ I درونͬ نقطه هر برای اگر ج)

قضیه.

،[x1, x2] ⊂ I اینکه به توجه با ،x1 < x2 شرط با x1, x2 ∈ I نقاط برای .f ′(x) ≥ 0 ،I بازه از x درونͬ نقطه هر برای کنیم فرض الف) اثبات.
بازه این بر f است، I بازه درونͬ نقاط از زیرمجموعەای (x1, x2) بازه چون همچنین است. پیوسته بازه این بر f : [x1, x2] → R فرض، بنابه و

که دارد وجود c ∈ (x1, x2) میانگین، مقدار قضیه بنابر نتیجه در بود. خواهد مشتق پذیر نیز باز

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(c)

f(x2)−f(x1) داشت≤ خواهیم x2−x1 > 0 که آنجا از .f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≥ 0 نتیجه در .f ′(c) ≥ 0 اثبات، شروع فرض طبق ͬ کنیم م توجه

است. صعودی I بر f پس .f(x1) ≤ f(x2) یا و 0

■ ͬ شوند. م ثابت ترتیب همین به قضیه قسمت های سایر

تابع اگر باشد. مشتق پذیر نقطه این محذوف ͬͽهمسای بر و پیوسته تابعͬ c ͬͽهمسای ͷی در f کنیم فرض

،x < c برای اگر داشت. خواهد اکسترمم ͷی c نقطه در f آنگاه دهد علامت تغییر c نقطه از گذر در مشتق

،x < c برای اگر و نسبی، مینیمم مقدار ͷی c در f آنگاه f ′(x) > 0 ،x > c برای و f ′(x) < 0

دارد. نسبی ماکزیمم مقدار ͷی c در f آنگاه f ′(x) < 0 ،x > c برای و f ′(x) > 0

اول) مشتق (آزمون قضیه

ͬ شود. م صرف نظر اینجا در اثبات ارائه از شده، نتیجه قبل قضیه از سادگͬ به فوق قضیه

کنید. رسم آن برای تقریبی نموداری و کنید تعیین را f(x) = xe−
x2

2 تابع اکسترمم های کلیۀ مثال.
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ͬ دهیم: م قرار بحرانͬ نقاط تعیین برای

f ′(x) = (1− x2)e−
x2

2 = 0.

صعودی بازه، این در تابع رو این از و است مثبت تابع، مشتق (−1, 1) بازۀ در هستند. x = ±1 بالا معادلۀ جواب های

نسبی ماکزیمم ͷی 1 و نسبی مینیموم ͷی −1 بنابراین است. نزولͬ تابع و است منفͬ تابع مشتق بازه، این خارج در است.

است: نظر مورد تابع برای

کنید. تعیین (0,∞) بر را f(x) = x
1
x دستور با f تابع اکسترمم های مثال.

،x > 0 هر برای ͬ کنیم. م تعیین (0,∞) بر را f بحرانͬ نقاط ابتدا

f ′(x) =
d

dx
(x

1
x ) =

d

dx
(e

ln x
x ) =

1− ln x

x2
e

ln x
x

اکنون ͬ آید. م دست به f بحرانͬ نقطه تنها عنوان به x = e آن از که ln x = 1 اگر تنها و اگر f ′(x) = 0 ترتیب این به

ͬ دهیم م قرار توجه مورد را تابع تغییرات جدول

x 0 e ∞

f ′(x) + 0 −

f(x) ↗ f(e) = e
1
e ↘

تابع رفتار خود، بررسͬ تکمیل برای است. f(e) = e
1
e برابر و x = e نقطه در مطلق ماکزیمم ͷی دارای f این بنابر

نتیجه در کرده، میل −∞ به ln x
x

عبارت ،x → 0+ وقتͬ ͬ دهیم. م قرار توجه مورد نیز را تعریف دامنه کران های در f

.e ln x
x → 1 نتیجه در و ln x

x
→ 0 کردەایم مشاهده قبلا که همانطور ،x → ∞ وقتͬ دیͽر، کران در .f(x) = e

ln x
x → 0

. x

1 + x
≤ ln(x+ 1) ،x ≥ 0 هر برای دهید نشان مثال.

حل دیͽری روش با را کردەایم. ارائه دیͽری حل راه جا این در کردەایم. حل بار ͷی ۶۸ صفحۀ در را مثال این که کنید دقت

f(x) = ln(x+ 1)− x

1 + x
دستور با f تابع مقدار ،x ≥ 0 هر برای دهیم نشان ͬ توانیم م فوق، نامساوی اثبات برای کردەایم:
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داریم است. مشتق پذیر (0,∞) بازه بر و پیوسته [0,∞) بازه بر اخیر تابع است. نامنفͬ

∀x > 0 f ′(x) =
1

x+ 1
− (1 + x)− x

(1 + x)2
=

1

x+ 1
− 1

(1 + x)2

،x > 0 هر برای نتیجه در . 1

x+ 1
>

1

(1 + x)2
نتیجه در و 1 + x < (1 + x)2 ،1 + x > 1 اینکه به توجه با

تابعͬ [0,∞) بر f کردیم، مشاهده مشتق پذیر توابع هندسͬ رفتار مورد در درس، سوم فصل در چه آن به بنا .f ′(x) > 0

،x ≥ 0 هر برای نتیجه در است. اکید صعودی

f(x) = ln(x+ 1)− x

1 + x
≥ f(0) = ln(1) = 0

است. مسئله خواسته همان که

تمرین ها ۱ .۶

آورید. بدست را (0, 1) نقطه در xey + yex = 1 معادله به منحنͬ بر مماس خط معادله .۱

کنید: بررسͬ را زیر توابع هندسͬ رفتار .۲

f(x) = x2e−x (آ)

f(x) = (ln x) + x2 + x (ب)

u(x) = xx (ج)

.g(x) = (
1

x
)x (د)

.f(x) = ex + e−x (ه)

.h(x) = ex − e−x (و)

k(x) =
ex − 1

ex + 1
(ز)

x
1
x2 (ح)
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۷ فصل

هذلولوی توابع

هذلولوی توابع ۱ .۷

تابع دو نتیجه در هستند. مشتق پذیر و پیوسته R بر e−x =
1

ex
و ex تابع دو کردیم، مشاهده قبل بخش های در آنچه بنابر

سینوس و کسینوس ترتیب به را تابع دو این بود. خواهند مشتق پذیر و پیوسته R بر نیز 1
2
(ex − e−x) و 1

2
(ex + e−x)

پس ͬ دهیم. م نشان sinh و cosh نمادهای را آنها و ͬ نامیم م هذلولوی

∀x ∈ R cosh(x) :=
ex + e−x

2
و sinh(x) :=

ex − e−x

2
(۱ .۷)

داشت خواهیم فوق، روابط طرفین از مشتق گیری با

∀x ∈ R cosh′(x) =
ex − e−x

2
= sinh(x) و sinh′(x) =

ex − (−e−x)

2
=

ex + e−x

2
= cosh(x)

بعدا مثال طور به دارند. زیادی تفاوت های شدەاید آشنا قبلا که کسینوس و سینوس توابع با تابع دو این که نماییم توجه باید

وجود با هستند. کراندار توابعͬ کسینوس و سینوس توابع که حالͬ در هستند. بیͺران تابع دو هر این که ͬ کنیم م مشاهده

روابط این از برخͬ با ادامه در است. مثلثاتͬ توابع بین حاکم روابط به شبیه بسیار تابع دو این بین حاکم روابط برخͬ این،

داشت خواهیم کنیم، تفریق یͺبار و جمع هم با یͺبار را (۱ .۷) روابط طرفین اگر ͬ شویم. م آشنا

cosh(x) + sinh(x) = ex و cosh(x)− sinh(x) = e−x
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ͬ آید. م دست به زیر صورت به هذلولوی کسینوس و سینوس بین رابطه یͺدیͽر، در فوق رابطه دو طرفین ضرب با اکنون

∀x ∈ R cosh2(x)− sinh2(x) = 1

،x, y ∈ R برای

sinh(x) cosh(y) + sinh(y) cosh(x) =
(ex − e−x)(ey + e−y)

4
+

(ey − e−y)(ex + e−x)

4

=
2ex+y − 2e−x−y

4
=

e(x+y) − e−(x+y)

2

= sinh(x+ y)

ͬ آید. م دست به زیر صورت به رابطەای رابطه، این در y = x دادن قرار با خصوص به

∀x ∈ R sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x)

،x, y ∈ R هر برای ͬ شود م دیده سادگͬ به فوق، محاسبات مشابه

cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) = cosh(x+ y)

،y = x دادن قرار با آنجا از و

∀x ∈ R cosh(2x) = cosh2(x) + sinh2(x)

ͬ گذاریم. م علاقەمند دانشجویان عهده به را تابع دو این بین روابط سایر بررسͬ

با است. متفاوت مثلثاتͬ توابع برای نظیر خواص با کاملا که ͬ پردازیم م تابع دو این خواص از برخͬ بررسͬ به اکنون

زیر نامساوی به توجه

∀a > 0 a+
1

a
≥ 2

داریم

∀x ∈ R cosh(x) =
ex + e−x

2
=

1

2
(ex +

1

ex
) ≥ 1
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نتیجه در است. 1 مساوی و بزرگتر همواره cosh تابع مقدار دیͽر عبارت به

∀x ∈ R sinh′(x) = cosh(x) ≥ 1 > 0

این بنابر است. صعودی اکیدا تابعͬ sinh تابع یعنͬ

∀x ∈ R x > 0 ⇒ sinh(x) > sinh(0) = 0 و x < 0 ⇒ sinh(x) < sinh(0) = 0

اکیدا تابعͬ [0,∞) بر و نزولͬ اکیدا تابعͬ (−∞, 0] بر cosh تابع ،cosh′(x) = sinh(x) اینکه به توجه با اساس، این بر

ͬ کنیم. م مشاهده زیر در را تابع دو این نمودار و تعریف دامنه کران های در تابع دو این حدی رفتارهای است. صعودی

lim
x→−∞

sinh x = lim
x→−∞

−e−x

2
= −∞ lim

x→∞
sinh x = lim

x→∞

ex

2
= ∞

lim
x→−∞

cosh x = lim
x→−∞

e−x

2
= ∞ lim

x→∞
cosh x = lim

x→∞

ex

2
= ∞

x

y
y = sinhx

1

y = coshx

پیوسته تابعͬ R بر sinh
cosh

تابع ،cosh x 6= 0 ،x ∈ R هر برای اینکه و R بر cosh و sinh تابع دو مشتق پذیری به توجه با

پس ͬ دهیم. م نشان tanh نماد با را آن نامیده هذلولوی تانژانت را تابع این است. مشتق پذیر و

∀x ∈ R tanh x :=
sinh x

cosh x

داریم

∀x ∈ R tanh′(x) =
cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x
=

1

cosh2 x
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زیر صورت به نیز تعریف دامنه کران های در تابع این حدی رفتارهای نهایتا است. صعودی اکیدا تابعͬ R بر tanh نتیجه در

هستند.

lim
x→−∞

tanh(x) = lim
x→−∞

ex − e−x

ex + e−x
= −1

lim
x→∞

tanh(x) = lim
x→∞

ex − e−x

ex + e−x
= 1

ͬ کنیم. م مشاهده زیر در را تابع این نمودار

x

y

y = −1

y = 1

y = tanhx

دارند. قرار −1 و 1 بین همواره tanh تابع مقادیر ͬ شود م مشاهده که طور همان

.| tanh x| ≤ |x| ≤ | sinh x| ،x ∈ R هر برای دهید نشان مثال.

برقرار تساوی شده، صفر برابر نامساوی طرف دو آنگاه x = 0 اگر .|x| ≤ | sinh(x)| ،x مقادیر همه برای ͬ دهیم م نشان

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو .x 6= 0 کنیم فرض پس است.

بازه بر و پیوسته بازه این بر تابع این که است روشن ،[x, 0] بازه بر sinh تابع گرفتن نظر در با حالت این در .x < 0 الف)

که دارد وجود (x, 0) بازه در c عدد میانگین، مقدار قضیه بنابر است. مشتق پذیر (x, 0) باز

sinh(0)− sinh(x)

0− x
= sinh′(c) = cosh(c) یا sinh(x)

x
= cosh(c)

نتیجه sinh(x)∣∣∣در
x

∣∣∣ = | sinh(x)|
|x|

= | cosh(c)| = cosh(c) ≥ 1

ͬ آید. م دست به | sinh(x)| ≥ |x| نامساوی حالت این در ترتیب این به

مجددا پس است. مشتق پذیر (0, x) بازه بر و پیوسته [0, x] بازه بر sinh تابع حالت این در قبل، حالت مانند .x > 0 ب)
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که دارد وجود c ∈ (0, x) عدد میانگین، مقدار قضیه بنابر

sinh(x)− sinh(0)

x− 0
=

sinh(x)

x
= cosh(c)

ͬ دهد. م نتیجه را | sinh(x)| ≥ |x| نامساوی مجددا که
∣∣∣sinh(x)

x

∣∣∣ = cosh(c) ≥ 1 داشت خواهیم قبل مانند آنجا از و

است. دانشجویان عهده به بوده، مشابه نحو به دقیقا | tanh(x)| ≤ |x| نامساوی اثبات

وارون هذلولوی توابع ۲ .۷

وارون پذیر آنجا از و ͷی به ͷی نتیجه در صعودی، اکیدا تابعͬ sinh : R → R تابع کردیم، مشاهده بالا در که همانگونه

کردیم مشاهده است.

lim
x→−∞

sinh(x) = −∞ و lim
x→∞

sinh(x) = ∞

تابع این تصویر مجموعه ͬ شود م مشاهده میانͬ مقادیر قضیه از استفاده با ،R بر تابع این پیوستگͬ به توجه با ترتیب، این به

هذلولوی سینوس وارون تابع است. شده تعریف ،R یعنͬ ،sinh تابع تصویر مجموعه بر وارون تابع پس است. R برابر

اکیدا و پیوسته تابعͬ sinh−1 : R → R تابع ،sinh تابع خواص بنابر ترتیب، این به ͬ دهیم. م نمایش sinh−1 نماد با را

است. صعودی

x

y y = sinhx

y = sinh−1 x

که آنجا از علاوه به

∀x ∈ R sinh′(x) = cosh(x) 6= 0
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رابطه به توجه با تابع، این مشتق تعیین برای است. مشتق پذیر R بر sinh−1 تابع

∀x ∈ R sinh
(
sinh−1 x

)
= x

داشت خواهیم هستند، مشتق پذیر فوق ترکیب در تابع دو هر اینکه و

sinh′ ( sinh−1 x
) d

dx
sinh−1(x) = 1 (۲ .۷)

داشت خواهیم ،cosh2 t− sinh2 t = 1 رابطه به توجه با ،t هر برای حال، عین در

sinh′(t) = cosh(t) =
√

1 + sinh2 t

نتیجه در

sinh′ ( sinh−1(x)
)
=

√
1 + sinh2

(
sinh−1(x)

)
=

√
1 + x2

،(۲ .۷) رابطه در فوق عبارت جایͽذاری با

∀x ∈ R
d

dx
sinh−1 x =

1√
1 + x2

ͬ آید. م دست به زیر صورت به اولیه تابع برای مهم فرمول ͷی اینجا از و

∫
1√

1 + x2
dx = sinh−1 x+ C

در نیست. ͷی به ͷی R سراسر بر cosh تابع ͬ کنیم م توجه ابتدا ͬ دهیم. م انجام cosh تابع برای را فوق بحث مشابه اکنون

در بحث برای پس است. صعودی اکیدا تابعͬ [0,∞) بر و نزولͬ اکیدا تابعͬ (−∞, 0] بر تابع این کردیم مشاهده واقع

تابع این تعریف دامنه اگر نماییم. محدود مناسب نحو به را تابع این تعریف دامنه ابتدا است لازم ،cosh وارون تابع مورد

است. وارون پذیر نتیجه در و صعودی اکیدا تابعͬ بازه این بر cosh : [0,∞) → R آنگاه کنیم، محدود [0,∞) بازه به را

با است برابر cosh تصویر مجموعه حالت این در ͬ کنیم م توجه

{cosh(x); x ≥ 0} = [cosh(0),∞) = [1,∞)
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با ͬ دهیم. م نشان cosh−1 نماد با را وارون تابع این است. شده تعریف [1,∞) بازه بر هذلولوی کسینوس وارون تابع پس

است. صعودی اکیدا و پیوسته تابعͬ cosh−1 : [1,∞) → [0,∞) تابع ،[0,∞) بازه بر cosh تابع خاصیت های به توجه

علاوه به

∀x ∈ (0,∞) cosh′(x) = sinh(x) 6= 0

است. مشتق پذیر تابعͬ (1,∞) بازه بر cosh−1 پس

x

y

1

y = coshx

1

y = cosh−1 x

که ͬ کنیم م مشاهده ،sinh−1 تابع مشابه استدلالͬ با

∀x ∈ (1,∞)
d

dx
cosh−1 x =

1√
x2 − 1

ͬ آوریم. م دست به اولیه تابع برای دیͽری مهم فرمول آنجا از و

∫
1√

x2 − 1
dx = cosh−1(x) + C

که وارون، تابع بوده، وارون پذیر تابعͬ tanh : R → (−1, 1) تابع ͬ کنیم م مشاهده فوق، قسمت دو مشابه بحثͬ با نهایتا

و است مشتق پذیر و پیوسته صعودی، اکیدا تابعͬ (−1, 1) بر ͬ دهیم، م نشان tanh−1 نماد با را آن

∀x ∈ (−1, 1)
d

dx
tanh−1 x =

1

1− x2
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x

y

y = tanhx

y = tanh−1 x

−1 1

نتیجه ∫در
1

1− x2
dx = tanh−1 x+ C

این برای فقط فوق اولیه تابع دستور است، (−1, 1) بازه برابر که tanh−1 تابع تعریف دامنه به توجه با ͬ کنیم، م توجه البته

،(−∞,−1) بازەهای بر 1

1− x2
عبارت برای جامع تری اولیه تابع انتگرال گیری، روش های فصل در بعدا است. برقرار بازه

ͬ آوریم. م دست به (1,∞) و (−1, 1)

ͬ کنیم. م بررسͬ را توابع از دسته این مورد در مثال هایی آنها، وارون و هذلولوی توابع با بیشتر آشنای برای ادامه در

.sinh−1 x = ln(x+
√
x2 + 1) ،x ∈ R هر برای الف) دهید نشان مثال.

.cosh−1 x = ln(x+
√
x2 − 1) ،x ≥ 1 هر برای ب)

.tanh−1 x =
1

2
ln(

1 + x

1− x
) ،x ∈ (−1, 1) هر برای ج)

(ب) قسمت فقط است، یͺدیͽر مشابه بند سه هر ایده که آنجا از کرد. حل ͬ توان م روش دو به را فوق بندهای از ͷی هر

ͬ گذاریم. م دانشجویان عهده به را (ج) و (الف) حل کرده، حل اینجا در را

صورت این در .y := cosh−1 x ͬ دهیم م قرار فوق تساوی اثبات برای اول. روش ب)

x = cosh y =
ey + e−y

2
=

e2y + 1

2ey

معادله این حل با ͬ شود. م تبدیل t2 − 2xt+ 1 = 0 یا x =
t2 + 1

2t
صورت به فوق معادله آنگاه t := ey دهیم قرار اگر

داشت خواهیم ،t برای ۲ درجه

t = x±
√
x2 − 1
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داریم ،x ≥ 1 اینکه به توجه با

x−
√
x2 − 1 =

1

x+
√
x2 − 1

≤ 1

جواب t برای آمده دست به جواب دو از پس .t = ey ≥ 1 داریم است مثبت مقداری y = cosh−1 x چون دیͽر، طرف از

ترتیب این به است. قبول قابل t = x+
√
x2 − 1

ey = t = x+
√
x2 − 1

آنجا از و

cosh−1 x = y = ln(ey) = ln(x+
√
x2 − 1)

بر و پیوسته تابعͬ بازه این بر f(x) = cosh−1 x − ln(x +
√
x2 − 1) ضابطه با f : [1,∞) → R تابع دوم. روش

داریم است. مشتق پذیر تابعͬ (1,∞)

∀x ∈ (1,∞) f ′(x) =
1√

x2 − 1
−

1 + x√
x2−1

x+
√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1
−

√
x2 − 1 + x√

x2 − 1(x+
√
x2 − 1)

=
1√

x2 − 1
− 1√

x2 − 1
= 0

که دارد وجود C ∈ R یعنͬ است. ثابت تابع [1,∞) بر f ترتیب این به

∀x ∈ [1,∞) f(x) = cosh−1 x− ln(x+
√
x2 − 1) = C

ͬ شود. م اثبات نظر مورد رابطه آنجا از بوده، صفر برابر نیز C ثابت مقدار ،f(1) = 0 اینکه به توجه با

.sinh−1 x ≤ x ،x ≥ 0 هر برای دهید نشان مثال.

بر و پیوسته بازه این بر f صورت این در باشد. [0,∞) بازه بر f(x) = x − sinh−1 x ضابطه با تابع f کنیم فرض

،(0,∞) بر f مشتق محاسبه با است. مشتق پذیر (0,∞)

∀x ∈ (0,∞) f ′(x) = 1− 1√
x2 + 1

> 0
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پس .f(x) ≥ f(0) = 0− sinh−1(0) = 0 آنگاه x ≥ 0 اگر آنجا از و است صعودی اکیدا تابعͬ [0,∞) بر f نتیجه در

∀x ≥ 0 f(x) = x− sinh−1 x ≥ 0 یا x ≥ sinh−1 x

کنید. حساب را زیر انتگرال های از ͷی هر مقدار مثال.

.
∫

sinh x cosh2 x dx الف)

نتیجه در .du = sinh x dx آنگاه کنیم استفاده u = cosh x متغیر تغییر از اگر

∫
sinh x cosh2 x dx =

∫
u2 du =

1

3
u3 + C =

1

3
cosh3 x+ C

.
∫

1√
x2 − 9

dx ب)

نتیجه در .dx = 3 du داشت خواهیم کنیم استفاده x = 3u متغیر تغییر از اگر

∫
1√

x2 − 9
dx = 3

∫
1√

9u2 − 9
du =

∫
du√
u2 − 1

= cosh−1 u = cosh−1(
x

3
).

.
∫

tanh x dx ج)

در و dx = sinh x dx صورت این در ͬ کنیم. م استفاده u = cosh x متغیر تغییر از ،tanh x =
sinh x

cosh x
اینکه به توجه با

نتیجه

∫
tanh x dx =

∫
sinh x

cosh x
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln | cosh x|+ C = ln(cosh x) + C

کردەایم. استفاده هذلولوی کسینوس بودن مثبت از آخر تساوی در

کنید. محاسبه را زیر حدود از ͷی هر مثال.

.lim
x→0

cosh x− 1

x
الف)

.f(0) = g(0) = 0 بوده، مشتق پذیر و پیوسته 0 ͬͽهمسای در تابع دو هر آنگاه g(x) = x و f(x) = cosh x−1 دهیم قرار اگر

هوپیتال قاعده از استفاده با است. 0
0

مبهم صورت به فوق حد این بنابر

lim
x→0

cosh x− 1

x
= lim

x→0

sinh x

1
= 0
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.lim
x→0

x− sinh x

x3
ب)

هوپیتال قاعده از پیاپی استفاده با قبل، قسمت مانند

lim
x→0

x− sinh x

x3
= lim

x→0

1− cosh x

3x2

= lim
x→0

− sinh x

6x

= lim
x→0

− cosh x

1
= −6

. lim
x→∞

sinh−1 x

x
ج)

هوپیتال قاعده از استفاده با قبل، قسمت دو مانند

lim
x→∞

sinh−1 x

x
= lim

x→∞

1√
x2+1

1
= lim

x→∞

1√
x2 + 1

= 0

پنجم. فصل تمرین های

آورید. بدست را زیر نامعین انتگرال های .۱

∫
dx√

x(1− x)
∫(آ)

dx
√
x(
√
1 + x)

∫(ب)
tanh x dx (ج)

∫
sinh(1 + 4x) dx ∫(د)

ex

1− e2x
dx (ه)

1√
16t2 + 1

dx (و)

.u =
√
x ب: و آ برای راهنمایی

.| tanh x| ≤ |x| ،x ∈ R هر برای دهید نشان .۲

کنید. محاسبه را زیر حدود هوپیتال قاعده از استفاده با .۳

lim
x→0

sinh x− x

x3
ج) lim

x→0

tanh x

tan x
ب)

آورید. دست به را cosh و sinh توابع n درجۀ تیلور چندجملەای های .۴

کنید: حساب را زیر انتگرالهای حاصل .۵
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.a > 0 برای
∫

1√
x2+a

(آ)

.a > 0 برای
∫

1√
x2−a

(ب)

.a, b > 0 برای
∫

1√
ax2+b

(ج)

.a, b > 0 برای
∫

1√
ax2−b

(د)

.a, b > 0 برای
∫

1√
−ax2+b

(ه)

∫
1√

2x2+5
(و)

∫
1√

2x2−5
(ز)

1
x2−a

(ح)

1
x2−a

(ط)

بͽیرید. فاکتور رادیͺال زیر a از راهنمایی:

کنید. محاسبه a < 0 و a > 0 حالت دو در را
∫

1√
ax2+bx+c

انتگرال حاصل .۶

کنید. تبدیل AX2 +B2 صورت به عبارتͬ به ax2 + bx+ c عبارت راهنمایی:

کنید: حساب را زیر انتگرالهای حاصل .۷

∫
1√

x2+2x
∫(آ)

1√
x2−2x

(ب)

.
∫

1√
2x−x2 ∫(ج)
1√

x2−2x+4
(د)

.x2 + 2x = (x+ 1)2 − 1 راهنمایی:

که کنید دقت .۸
1

1− x2
=

1

2

(
1

1− x
+

1

1 + x

)
با ͬ گیرید؟ م tanh−1 تابع مورد در نتیجەای چه کنید. محاسبه را

∫ 1

1− x2
انتگرال حاصل فوق، نکتۀ از استفاده با

کنید. مقایسه ج قسمت ۱۰۵ صفحۀ

کنید. محاسبه a < 0 و a > 0 حالات گرفتن نظر در با را
∫

1
ax2+bx+c

انتگرال حاصل .۹

تکمیلͬ. تمرین های

کنید. ثابت را زیر روابط .۱

.sinh(x+ y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y الف)

.cosh(x+ y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y ب)

.tanh(x+ y) =
tanh x+ tanh y

1 + tanh x tanh y
ج)
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داریم xy 6= 1 برای کنید ثابت .۲

tan−1(x) + tan−1(y) = tan−1 x+ y

1− xy
.
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۸ فصل

معین انتگرال

انتگرال تعریف انگیزه ایجاد در که تاریخͬ مثال دو با را خود بحث نیز اینجا در کردیم، مشاهده درس دوم فصل در آنچه مانند

ͬ کنیم. م آغاز بودەاند سهیم معین

این نمودار بین محصور ناحیه D بوده، نامنفͬ و پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنیم فرض نمودار. ͷی زیر مساحت تعیین

باشد. x = b و x = a خطوط بین ،x محور و تابع

x

y

a

y = f(x)

b

D

و a بین نقاطͬ xn−1 ،. . . ،x2 ،x1 کنیم فرض کنیم. آغاز را زیر صورت به روندی ͬ توانیم م D ناحیه مساحت تعیین برای

ͬ دهیم. م نشان xn با را b و x0 با را a نقطه نامͽذاری، در هماهنگͬ جهت باشند. x1 < x2 < · · · < xn−1 شرط با b

تقسیم [xn−1, xn] ،. . . ،[x1, x2] ،[x0, x1] بازه زیر n به را [a, b] بازه {x0, x1, . . . , xn} نقاط مجموعه صورت این در

طول ∆xi آن در که ،f(ci)∆xi عبارت آنگاه باشد دلخواه نقطەای ci ∈ [xi−1, xi] اگر ،i = 1, . . . n هر برای ͬ کند. م

تقریبی بوده، f(ci) برابر ارتفاعͬ با و بازه زیر این بر شده بنا مستطیل مساحت برابر است، xi−xi−1 برابر و [xi−1, xi] بازه

تقریبی
n∑

i=1

f(ci)∆xi ترتیب این به بود. خواهد x = xi و x = xi−1 خطوط بین و x محور بالای نمودار زیر مساحت از

است. D ناحیه مساحت از
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x

y

x1 x2 xi−1 xi xn−1c1 c2 ci cn
a

y = f(x)

b· · · · · ·

· · · · · ·

افزایش n یعنͬ ،[a, b] بازه تقسیمات تعداد است کافͬ شود دقیق تر فوق تقریب آنکه برای ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی

بͽوییم ͬ توانیم م روند، این بنابر شود. کوچͺتر و ͷکوچ حاصل بازەهای زیر از ͷی هر طول حال عین در یافته

D ناحیه مساحت = lim
n → ∞

∆xi → 0

n∑
i=1

f(ci)∆xi

نماد این واقع در ͬ کند. م فرق کردیم مشاهده درس اول فصل در آنچه با فوق تعریف در شده ظاهر حد نماد که ͬ کنیم م توجه

بی نهایت سمت به [a, b] بازه تقسیمات تعداد وقتͬ ͬ دهد م نشان را
n∑

i=1

f(ci)∆xi حاصل جمع های تغییر نحوه اینجا در

کند. میل صفر به بازەها زیر از ͷی هر طول همزمان کرده، میل

نیوتن F بزرگͬ به نیرویی اگر کردەایم، مشاهده مقدماتͬ ͷفیزی در آنجه بنابر جسم. ͷی جابجایی در نیرو از حاصل کار

از حاصل کار آنگاه شود متر d اندازه به جسم آن جابجایی باعث ͬ شود م وارد صلب جسم ͷی به حرکت مسیر امتداد در که

ͬ شود. م تعریف W = F × d صورت به جابجایی این در نیرو این

F

d

اعمال جسم به محور این راستای در نیز F نیروی گرفته، قرار x محور امتداد در ما نظر مورد جسم کنیم فرض اکنون

x از تابعͬ F دیͽر بیان (به باشد. داشته x محور روی بر جسم موقعیت به بستگͬ نیرو مقدار کنیم فرض همچنین گردد.

،x محور بر واقع ،[a, b] مͺانͬ بازه در جسم جابجایی در را نیرو این از حاصل کار شرایط، این تحت ͬ خواهیم م باشد.)

[xn−1, xn] ،. . . ،[x0, x1] کوچͺتر بازه زیر n به را [a, b] بازه قبل، مثال مانند ͬ توانیم م منظور این برای کنیم. محاسبه

ͷکوچ کافͬ اندازه به [xi−1, xi] بازه زیر هر طول که صورتͬ در است. b برابر نیز xn و a همان x0 آن در که کنیم تقسیم
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در نیرو مقدار برابر مثال طور به و ثابت تقریبا بازه زیر این روی بر جابجایی طول در نیرو کنیم فرض ͬ توانیم م آنگاه باشد

برابر تقریبا [xi−1, xi] بازه روی جابجایی در F نیروی از حاصل کار ترتیب این به باشد. ci ∈ [xi−1, xi] چون نقطەای

برابر تقریبا [a, b] بازه بر جابجایی در فوق نیروی از حاصل کار بوده، ∆Wi = F (ci)∆xi

n∑
i=1

∆Wi =
n∑

i=1

F (ci)∆xi

از ͷی هر طول داده افزایش را [a, b] بازه تقسیات تعداد است کافͬ بهتر تقریب داشتن برای که است روشن بود. خواهد

بͽوییم ͬ توانیم م قبل مثال مانند روندی با ترتیب، این به دهیم. کاهش همزمان را ها بازه زیر

W = lim
n → ∞

∆xi → 0

n∑
i=1

F (ci)∆xi

دقیقͬ تعریف داشتن برای هستند. معین انتگرال تعریف در اصلͬ انگیزەهای زمینەها، سایر در مشابه مثال های و فوق مثال دو

دهیم. قرار توجه مورد را بازه ͷی افراز مفهوم است لازم نخست مفهوم این از

مجموعه توسط افراز ͷی نمایش در .a, b ∈ P هرگاه نامیم بازه این از افراز ͷی را [a, b] بازه از P متناهͬ زیرمجموعه

از افرازی P = {x0, x1, . . . , xn} اگر ترتیب این به باشند. شده مرتب صعودی ترتیب به نقاط ͬ کنیم م فرض آن، نقاط

.x0 = a < x1 < · · · < xn = b آنگاه باشد [a, b] بازه

x
a = x0 x1 x2 xi−1 xi xn−1 xn = b· · · · · ·

ͬ دهیم م قرار همچنین ͬ دهیم. م نشان ∆xi نماد با را ،[xi−1, xi] یعنͬ iام، بازۀ طول ،1 ≤ i ≤ n هر برای و افراز این برای

نحوه به توجه با ͬ نامیم. م P افراز (norⅿ) نرم اصطلاحا یا افراز، اندازه را اخیر نماد .‖P‖ := max{∆x1, . . . ,∆xn}

حاصل بازەهای زیر از ͷی هر طول همزمان یافته افزایش n آنگاه شود ͷکوچ ‖P‖ اگر است روشن افراز، اندازه تعریف

طور به ،i = 1, . . . n هر برای ،∆xi → 0 و n → ∞ شرط دو معادل ‖P‖ → 0 این بنابر ͬ یابد. م کاهش افراز این از

هم با همه حاصل بازەهای زیر طول هرگاه نامیم منظم را [a, b] بازه از P = {x0, x1, . . . xn} افراز بود. خواهد همزمان

هرگاه دیͽر، عبارت به باشند. برابر

∆x1 = ∆x2 = · · · = ∆xn

.∆x =
b− a

n
که است روشن حالت این در ͬ دهیم. م نشان ∆x نماد با را مشترک مقدار این صورت این در و
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کنیم. بیان را معین انتگرال مفهوم تا آمادەایم اکنون

با ،[a, b] بازه از P = {x0, x1, . . . , xn} افراز برای باشد. کراندار تابعͬ f : [a, b] → R کنیم فرض

ͷی را
n∑

i=1

f(ci)∆xi حاصل جمع دلخواه)، طور (به cn ∈ [xn−1, xn] ،. . . ،c1 ∈ [x0, x1] نقاط انتخاب

تغییر با اگر ͬ دهیم. م نشان S(f, P ) نماد با را آن نامیده، P افراز نظیر [a, b] بر f تابع ریمان حاصل جمع

انتگرال پذیر [a, b] بر را f آنگاه شوند A چون عددی به همͽرا فوق عبارات ،‖P‖ → 0 که گونەای به P فراز

پس ͬ دهیم. م نشان
∫ b

a

f(x) dx یا
∫ b

a

f نماد با را A عدد نامیده (ریمان)

∫ b

a

f = lim
∥P∥→0

S(f, P )

تعریف

ͬ کنیم. م تعیین را
∫ b

a

f انتگرال و است انتگرال پذیر [a, b] بازه هر بر f(x) = k ثابت تابع ͬ دهیم م نشان مثال.

،ci ∈ [xi−1, xi] نقاط انتخاب هر برای صورت این در باشد. [a, b] بازه از افرازی P = {x0, x1, . . . , xn} کنیم فرض

S(f, P ) =
n∑

i=1

f(ci)∆xi =
n∑

i=1

k∆xi = k
n∑

i=1

∆xi = k(b− a)

با که است روشن خواهد. k(b − a) ثابت مقدار [a, b] بازه از P دلخواه افراز هر ازای به S(f, P ) مقدار ترتیب این به

پس بود. خواهد فوق ثابت مقدار همان همواره نکرده تغییر S(f, P ) مقدار شود ͷکوچ ‖P‖ که گونەای به P افراز تغییر

بͽوییم ͬ توانیم م

lim
∥P∥→0

S(f, P ) = k(b− a)

.
∫ b

a

f =

∫ b

a

k dx = k(b− a) و است انتگرال پذیر [a, b] بازه بر فوق تابع تعریف، طبق ترتیب، این به

کلͬ حالت در تعریف از استفاده با دلخواه تابع ͷی انتگرال پذیری بررسͬ فوق، ساده مثال خلاف بر که داشت توجه باید

توابع از دستەای ͬ پذیریم، م اثبات بدون را آن که زیر، قضیه است. عملͬ غیر موارد برخͬ در حتͬ و دشوار بسیار کاری

ͬ دهیم. م قرار توجه مورد را توابع ناپیوستگͬ از خاصͬ نوع ابتدا آن بیان از قبل ولͬ ͬ کند. م مشخص را انتگرال پذیر

جهشͬ ناپیوستگͬ دارای نقطه این در را f صورت این در باشد. شده تعریف x0 نقطه از ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنیم فرض

f(x0) حالت این در نباشند. مساوی ولͬ باشند داشته وجود دو هر lim
x→x−

0

f(x) و lim
x→x+

0

f(x) یͷ طرفه حدود هرگاه نامیم

باشد. داشته ͬ تواند م مقداری هر نیز
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x

y
y = f(x)

x0

داشته، جهش نوع از ناپیوستگͬ [a, b] بازه از نقطه متناهͬ تعداد حداکثر در f : [a, b] → R تابع کنیم فرض

تابع هر خاص، طور به است. انتگرال پذیر [a, b] بر f صورت این در . باشد. پیوسته بازه این نقاط سایر در

است. انتگرال پذیر بازه این بر [a, b] بازه بر پیوسته

قضیه

بازه هر بر f(x) = x[x] یا f(x) = x − sin x ،f(x) = x2 − 2x ضابطەهای با توابع از ͷی هر مثال طور به پس

مفروض بازه بر را توابع این انتگرال مقدار ͬ توانیم م چͽونه که ͬ شود م مطرح سئوال این اینجا در هستند. انتگرال پذیر [a, b]

کنیم. محاسبه زیر تذکر اساس بر ͬ توانیم م را توابع برخͬ معین انتگرال مقدار کنیم. محاسبه

خاصͬ رده برای را lim
∥P∥→0

S(f, P ) ͬ توانیم م
∫ b

a

f محاسبه برای آنگاه باشد انتگرال پذیر [a, b] بازه بر f اگر تذکر.

کنیم. محاسبه ci ∈ [xi−1, xi] نقاط عتوان به خاصͬ نقاط انتخاب با یا منظم)، افرازهای (مثلا افرازها از

P = دلخواه افراز برای اکنون است. انتگرال پذیر [a, b] بازه هر بر نتیجه در و پیوسته تابعͬ f(x) = x تابع مثال.

[xi−1, xi] بازه در نقطەای ci آنگاه ci :=
xi+1 + xi

2
،i = 1, . . . , n هر برای اگر ،[a, b] بازه از {x0, x1, . . . , xn}

داشت خواهیم بوده،

S(f, P ) =
n∑

i=1

f(ci)∆xi =
n∑

i=1

(
xi + xi−1

2
)(xi − xi−1) =

1

2

n∑
i=1

(x2
i − x2

i−1) =
b2 − a2

2

تابع این برای نتیجه ∫در b

a

x dx = lim
∥P∥→0

S(f, P ) =
b2 − a2

2

.
∫ b

a

x2 dx محاسبه است مطلوب مثال.
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مقدار محاسبه برای نتیجه در است. انتگرال پذیر [a, b] بازه هر بر نتیجه در و پیوسته تابعͬ f(x) = x2 تابع ͬ کنیم م توجه

خاص نحو به نیز را ci ∈ [xi−1, xi] نقاط انتخاب کرده، استفاده منظم افرازهای خاص رده از ͬ توانیم م lim
∥P∥→0

S(f, P )

این در کردیم، اشاره قبلا آنچه بنابر باشد. [a, b] بازه از منظم افرازی P = {x0, x1, . . . , xn} کنیم فرض پس دهیم. انجام

،i = 1, . . . , n هر برای ͬ شود م مشاهده سادگͬ به همچنین .∆x1 = ∆x2 = · · · = ∆xn = ∆x =
b− a

n
حالت

آنگاه کنیم انتخاب xi برابر نیز را [xi−1, xi] بازه در ci نقطه اگر .xi = a+ i∆x = a+ i
b− a

n

S(f, P ) =
n∑

i=1

f(ci)∆xi =
n∑

i=1

(
a+ i

b− a

n
)2
b− a

n

= (
b− a

n
)

n∑
i=1

(
a2 + 2a

b− a

n
i+ (

b− a

n
)2i2

)
= (

b− a

n
)

[( n∑
i=1

a2
)
+
(
(2a

b− a

n
)

n∑
i=1

i
)
+
(
(
b− a

n
)2
∑
i=1

ni2
)]

روابط از استفاده با اکنون

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
و

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

داشت خواهیم هستند، اثبات قابل ریاضͬ استقرای از استفاده با سادگͬ به که

S(f, P ) = (
b− a

n
)
(
na2 + 2a

b− a

n

n(n+ 1)

2
+ (

b− a

n
)2
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)
نتیجه در .n → ∞ اگر تنها و اگر ‖P‖ → 0 منظم، افرازهای برای دیͽر، طرف از

∫ b

a

x2 dx = lim
∥P∥→0

S(f, P ) = lim
n→∞

S(f, P ) = a2(b− a) + a(b− a)2 +
(b− a)3

3
=

b3

3
− a3

3

f(x) = xn فرم به توابعͬ حداکثر به گسترش قابل بوده، محدود بسیار معین، انتگرال محاسبه در فوق روش که ͬ کنیم م توجه

دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه ͷکم به کلͬ، حالت در معین، انتگرال محاسبه کرد، خواهیم مشاهده که همانگونه است.

ͬ دهیم. م قرار توجه مورد را معین انتگرال از مهم خاصیت چند نخست قضیه، این بیان از قبل ولͬ ͬ گیرد. م انجام انتگرال و

معین. انتگرال خاصیت های
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بازه این بر نیز (λ ∈ R ثابت (برای λf و f + g توابع آنگاه باشند انتگرال پذیر [a, b] بازه بر g و f اگر اول. خاصیت

و هستند ∫انتگرال پذیر b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g و
∫ b

a

(λf) = λ

∫ b

a

f

.
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g آنگاه f(x) ≤ g(x) بازه، این در x هر برای و باشند انتگرال پذیر [a, b] بازه بر g و f اگر دوم. خاصیت

هستند. اثبات قابل معین انتگرال تعریف از استفاده با سادگͬ به فوق خاصیت دو

.
∫ 2

1

(x2 − 2x) dx انتگرال محاسبه است مطلوب مثال.

کردیم مشاهده قبل مثال های در آنچه بنابر

∫ 2

1

x dx =
22 − 12

2
=

3

2
و

∫ 2

1

x2 dx =
23 − 13

3
=

7

3

(الف)، خاصیت بنابر نتیجه در

∫ 2

1

(x2 − 2x) dx =

∫ 2

1

x2 dx− 2

∫ 2

1

x dx =
7

3
− 2

3

2
= −2

3

.3 ≤
∫ 4

1

√
x dx ≤ 6 دهید نشان مثال.

ͬ شود م مشاهده سادگͬ به

∀x ∈ [1, 4] 1 ≤
√
x ≤ 2

آنگاه باشند h(x) = 2 و g(x) = 1 ثابت توابع g, h : [1, 4] → R اگر نتیجه در

∀x ∈ [1, 4] g(x) ≤
√
x ≤ h(x)

کردەایم، مشاهده قبلا که ثابت تابع معین انتگرال مقدار به توجه با و بالا، در (ب) خاصیت بنابر نتیجه در

3 = 1(4− 1) =

∫ 4

1

g(x) dx ≤
∫ 4

1

√
x dx ≤

∫ 4

1

h(x) dx = 2(4− 1) = 6

در که است ظریف نکته چند نیازمند خاصیت این دقیق اثبات ͬ شود. م بیان زیر صورت به معین انتگرال دیͽر مهم خاصیت
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ͬ شود. م صرف نظر اینجا در آن ارائه از نبوده، درس این سطح

[c, b] و [a, c] بازەهای از ͷی هر بر اگر تنها و اگر است انتگرال پذیر [a, b] بر f آنگاه c ∈ (a, b) اگر سوم. خاصیت

.
∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f صورت این در و باشد انتگرال پذیر

x
a c b

معین. انتگرال هندسͬ تعبیر

ناحیه مساحت آنگاه باشد [a, b] بازه بر نامنفͬ و پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R اگر کردیم مشاهده فصل این ابتدای در
n∑

i=1

f(ci)∆xi فرم به عبارتͬ با تقریب قابل صفحه در x = b و x = a خطوط و x محور ،f نمایش منحنͬ بین محصور

نقطەای ci ،i = 1, . . . , n هر برای بوده، [a, b] بازه از افرازی {x0, x1, . . . , xn} نقاط مجموعه آن در که بود خواهد

نرم که ͬ شود م حاصل دقیق طور به زمانͬ مزبور ناحیه مساحت کردیم اشاره همچنین است. [xi−1, xi] بازه زیر در دلخواه

حالت این در معین، انتگرال تعریف اساس بر ترتیب، این به نماید. میل صفر سمت به شده کوچͺتر و ͷکوچ فوق افراز

x

y

a

y = f(x)

b

D

∫ b

a

f(x) dx = D ناحیه مساحت

انتگرال خاصیت های بنابر آنگاه نماید صدق x ∈ [a, b] هر برای ،f(x) ≤ 0 شرط در [a, b] بازه بر f تابع که حالتͬ در

شده تشͺیل ناحیه مساحت منفͬ برابر آن مقدار حالت این در ͬ شود م مشاهده سادگͬ به بوده منفͬ عددی
∫ b

a

f مقدار معین

تابع که حالتͬ در نهایتا است. x = b و x = a خطوط همان و x محور دارد)، قرار x محور زیر در (که f تابع نمودار بین

x محور زیر نواحͬ مساحت منهای x محور بالای نواحͬ مساحت برابر
∫ b

a

f مقدار دهد، علامت تغییر [a, b] بازه بر f

بود. خواهد
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x

y

a

y = f(x)

b

+

−

و x محور بالای نواحͬ که است معنا بدین صفر مقدار صورت آن در که
∫ b

a

f = 0 دارد امͺان حالت این در ترتیب این به

است. شده صفر برابر آنها تفاضل داشته، مساوی مساحت های محور این زیر

انتگرال. و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضایای

اساسͬ قضایای کرد، خواهیم مشاهده که همانطور ͬ شویم. م آشنا توابع معین انتگرال محاسبه اصولͬ روش با بخش این در

از قبل اما ͬ گذارند. م ما اختیار در اولیه تابع اساس بر معین انتگرال مقدار محاسبه برای روشͬ انتگرال و دیفرانسیل حساب

ͬ کنیم. م مشاهده را کردیم مشاهده قبل بخش در که معین انتگرال سوم خاصیت مورد در تذکر ͷی آن،

.
∫ b

a

f := −
∫ a

b

f ͬ دهیم م قرار a > b که حالتͬ در .a < b طبیعͬ طور به
∫ b

a

f انتگرال تعریف در تذکر.

عدد سه حاوی بازەای بر f اگر داد، قرار این با ͬ کنیم. م تعریف صفر برابر را انتگرال مقدار a = b که حالتͬ در همچنین

برقرار
∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f رابطه عدد، سه این ترتیب از مستقل آنگاه باشد انتگرال پذیر) (یا پیوسته تابعͬ c و b ،a

معین، انتگرال سوم خاصیت بنابر صورت این در .a < b < c کنیم فرض مثل طور به بود. خواهد

x
a b c

∫ c

a

f =

∫ b

a

f +

∫ c

b

f

ترتیب این به .
∫ b

c

f = −
∫ c

b

f فوق، داد قرار بنابر دیͽر، طرف از

∫ b

a

f =

∫ c

a

f −
∫ c

b

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

ͬ شوند. م تحقیق مشابه نحو به c و b ،a عدد سه نسبی حالت های سایر
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هستیم. پیوسته توابع انتگرال برای زیر خاصیت نیازمند انتگرال و دیفرانسیل حساب اول اساسͬ قضیه اثبات برای

.
∫ b

a

f = f(c)(b− a) که دارد وجود c ∈ [a, b] صورن این در باشد. پیوسته تابعͬ [a, b] بر f کنیم فرض

انتگرال. برای میانگین مقدار قضیه

که دارند وجود p, q ∈ [a, b] نقاط مطلق، اکسترمم های قضیه بنابر است، پیوسته [a, b] بازه بر f تابع چون اثبات.

∀x ∈ [a, b] f(p) ≤ f(x) ≤ f(q)

معین انتگرال دوم خاصیت بنابر نتیجه در

f(p)(b− a) =

∫ b

a

f(p) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

f(q) dx = f(q)(b− a)

داشت خواهیم ،b− a عدد به رابطه این طرفین تقسیم با

f(p) ≤ k :=
1

b− a

∫ b

a

f ≤ f(q)

f(c) مقدار که دارد وجود q و p نقاط بین c عدد شدیم، آشنا آن با درس اول فصل در که پیوسته توابع برای میانͬ مقدار قضیه بنابر ترتیب، این به

پس باشد. k برابر

∃c ∈ [a, b] f(c) = k =
1

b− a

∫ b

a

f

■ است. شده خواسته رابطه همان که

چون نقطەای آنگاه باشد نامنفͬ [a, b] بازه بر f پیوسته تابع اگر دارد. زیر صورت به تعبیری هندسͬ نظر از فوق قضیه

شده بنا مستطیل مساحت برابر x = b و x = a خطوط بین f نمودار زیر مساحت که گونەای به دارد وجود [a, b] بازه در c

باشد f(c) ارتفاع با [a, b] پارەخط بر

.
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x

y

a bc

f(c)

y = f(x)

است امر این بر تاکید فوق نماد در x متغیر است. حقیقͬ عدد ͷی
∫ b

a

f(x) dx کردەایم مشاهده قبلا که همانطور تذکر.

بوده، زائد متغیر ͷی نماد این در x واقع در ͬ کند. م تغییر [a, b] بازه در متغیر این بوده، x متغیر حسب بر تابعͬ f که

عبارات مثال طور به پس کنیم. جایͽزین دیͽر متغیر) (یا نماد هر با را آن ͬ توانیم م این بنابر ندارد. انتگرال مقدار در نقشͬ

ͬ کنند. م مشخص را
∫ b

a

f یعنͬ مقدار ͷی همه
∫ b

a

f(u) du یا
∫ b

a

f(t) dt ،
∫ b

a

f(x) dx

ترتیب همین به .
∫ b

a

x2 dx =
1

3
(a3 − b3) ،a < b شرط با b و a عدد دو هر برای کردیم مشاهده قبلا مثال، طور به

∫ b

a

t2 dt =
1

3
(a3 − b3) و

∫ b

a

u2 du =
1

3
(a3 − b3)

ظاهر انتگرال، پایین یا بالا کران مانند دیͽری، نقش در x متغیر که است ضروری زمانͬ معین انتگرال متغیر در نام تغییر این

این در دیͽر، عبارت به ͬ کند. م تغییر کلͬ حالت در انتگرال مقدار کرده تغییر انتگرال کران x تغییر با حالت این در شود.

x متغیر از b ثابت جای به فوق مثال های در اگر مثال، طور به بود. خواهد x متغیر حسب بر تابعͬ انتگرال مقدار حالت

آنگاه کنیم ∫استفاده x

a

t2 dt =
1

3
(x3 − a3)

ͬ باشد. م x متغیر حسب بر تابعͬ حالت این در معین انتگرال نتیجه ͬ شود م مشاهده که همانطور

،a ∈ I چون نقطەای برای باشد. بازه این بر پیوسته تابعͬ f : I → R و بازه ͷی I ⊂ R کنیم فرض

،x ∈ I درونͬ نقطه هر برای آنگاه باشد شده تعریف F (x) =

∫ x

a

f دستور با F : I → R اگر

است. I بر f برای اولیه تابع ͷی F یعنͬ ،F ′(x) = f(x)

انتگرال و دیفرانسیل حساب اول اساسͬ قضیه

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو ،x0 محذوف ͬͽهمسای ͷی در x ∈ I هر برای صورت این در باشد. درونͬ نقطەای x0 ∈ I کنیم فرض اثبات.
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بخش، این ابندای تذکر از استفاده با حالت این در .x > x0 الف)

F (x)− F (x0) =

∫ x

a

f −
∫ x0

a

f =
( ∫ x0

a

f +

∫ x

x0

f
)
−
∫ x0

a

f =

∫ x

x0

f

نتیجه در .
∫ x

x0

f = f(c)(x− x0) که دارد وجود c ∈ [x0, x] عدد انتگرال، برای میانگین مقدار قضیه بنابر

F (x)− F (x0)

x− x0
=

∫ x

x0

f

x− x0
=

f(c)(x− x0)

x− x0
= f(c)

پس .f(c) → f(x0) ،f پیوستگͬ بنابر نتیجه در کرده، میل x0 سمت به نیز است x0 و x بین که c عدد ،x → x+
0 وقتͬ اکنون

lim
x→x+

0

F (x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x+
0

f(c) = f(x0)

نیز حالت این در .x < x0 ب)

F (x)− F (x0) =

∫ x

a

f −
∫ x0

a

f =

∫ x

x0

f = −
∫ x0

x

f = −f(c)(x0 − x) = f(c)(x− x0)

قبلͬ استدلال همان با مجددا است. [x, x0] بازه در عددی c بار این آن در که

lim
x→x−

0

F (x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x−
0

f(c) = f(x0)

■ .F ′(x0) = f(x0) بوده، مشتق پذیر x0 ∈ I دلخواه نقطه در F تابع ترتیب این به

آورید. دست به را زیر توابع از ͷی هر مشتق مثال.

.F (x) =

∫ x

0

sin(t2) dt الف)

اول اساسͬ قضیه بنابر ،R سراسر بر f(t) = sin(t2) تابع پیوستگͬ به توجه با

F ′(x) = sin(x2)

.F (x) =

∫ x2

1

√
1 + t4 dt ب)

آنگاه u(x) = x2 دهیم قرار اگر واقع در است. x حسب بر تابعͬ انتگرال بالای کران اینجا در ͬ شود، م مشاهده که همانطور

F (x) =

∫ u(x)

1

√
1 + t4 dt
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آنگاه G(x) :=

∫ x

1

√
1 + t4 dt اگر اساس، این بر

F (x) =

∫ u(x)

1

√
1 + t4 dt = G

(
u(x)

)
مرکب، تابع مشتق دستور از استفاده با اکنون

F ′(x) = G′(u(x))u′(x)

نتیجه در .G′(x) =
√
1 + x4 اول، اساسͬ قضیه به توجه با

F ′(x) =
√

1 + u(x)4(2x) = 2x
√
1 + x8

.F (x) =

∫ 1
x

x

dt

1 + t6
ج)

گرفتن نظر در با و ،R در ،0 مثلا دلخواه، نقطەای انتخاب با است. پیوسته R بر f آنگاه f(t) := 1

1 + t6
دهیم قرار اگر

بخش این ابتدای تذکر از استفاده با ،1
x

و 0 ،x نقطه سه

∫ 1
x

x

f(t) dt =

∫ 0

x

f(t) dt+

∫ 1
x

0

f(t) dt = −
∫ x

0

f(t) dt+

∫ 1
x

0

f(t) dt

داشت خواهیم u(x) =
1

x
دادن قرار با آنگاه G(x) :=

∫ x

0

f(t) dt اگر ترتیب، این به

F (x) = −G(x) +G
(
u(x)

)
نتیجه در

F ′(x) = −G′(x) +G′(u(x))u′(x)

نتیجه در .G′(x) = f(x) =
1

1 + x6
اول، اساسͬ قضیه بنابر

F ′(x) = − 1

1 + x6
+

1

1 + u(x)6
u′(x) = − 1

1 + x6
+

1

1 + 1
x6

(− 6

x7
)
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مثال.

است مطلوب است. مشتق پذیر وارون تابع بوده، وارون پذیر f(x) =

∫ x

3

√
1 + t2 dt دستور با f تابع دهید نشان

.(f−1)′(0) تعیین

و ͷی به ͷی نتیجه در یͺنوا، اکیدا تابعͬ تعریف دامنه بر نظر مورد تابع ͬ دهیم م نشان مشتق تابع بررسͬ با قبل، مثال مانند

اول اساسͬ قضیه بنابر است. وارون پذیر آنجا از

∀x ∈ R f ′(x) =
√
1 + x2 > 0

بر f−1 پس .f ′(x) 6= 0 ،x ∈ R هر برای ͬ شود م مشاهده حال عین در ͬ شود. م ثابت f وارون پذیری ترتیب این به

نظیر 0 به f تابع تحت نقطەای چه کنیم تعیین باید ابتدا (f−1)′(0) تعیین برای است. مشتق پذیر جا همه خود تعریف دامنه

معین انتگرال خاصیت های به توحه با ͬ شود. م

f(3) =

∫ 3

3

√
1 + t2 dt = 0

قبل قضیه بنابر ترتیب، این به .y0 = f(x0) = 0 آنگاه x0 = 3 دهیم قرار اگر پس

(f 1)′(0) = (f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(3)
=

1√
1 + 32

=
1√
10

قرار اختیارمان در معین انتگرال محاسبه برای روشͬ که انتگرال و دیفرانسیل حساب دوم اساسͬ قضیه تا آمادەایم اکنون

کنیم. بیان را ͬ دهد، م

هر برای صورت این در باشد. I بر f برای اولیه تابع ͷی F بوده، پیوسته تابعͬ I بازه بر f کنیم فرض

.
∫ b

a

f = F (b)− F (a) ،a, b ∈ I

انتگرال و دیفرانسیل حساب دوم اساسͬ قضیه

اولیه تابع ͷی G اول، اساسͬ قضیه بنابر آنگاه باشد شده تعریف G(x) =

∫ x

a

f(t) dt دستور با G : I → R اگر ،a ∈ I نقطه برای اثبات.
فصل در که قضیەای بنابر است. I بازه همین بر f پیوسته تابع برای دیͽری اولیه تابع نیز F قضیه، فرض بنابر دیͽر طرف از بود. خواهد I بر f برای

که دارد وجود C ∈ R چون ثابتͬ کردیم، ثابت اولیه تابع بخش سوم

∀x ∈ I G(x) = F (x) + C
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.F (a)+C = G(a) =

∫ a

a

f(t) dt = 0 داشت خواهیم بوده، برقرار نیز x = a برای خصوص به است، برقرار x ∈ I هر برای رابطه این چون

ترتیب این به .C = −F (a) نتیجه در

∀x ∈ I G(x) =

∫ x

a

f = F (x) + C = F (x)− F (a)

آنگاه دهیم قرار را b مقدار x جای به فوق رابطه در اگر

∫ b

a

f = F (b)− F (a)

■

محاسبه صورت آن در کنیم. پیدا f تابع برای اولیەای تابع است کافͬ
∫ b

a

f چون عبارتͬ محاسبه برای فوق، قضیه بنابر

ͬ باشد. م انجام قابل f نظیر اولیه تابع از استفاده با سادگͬ به است، ریمان حاصل جمع ͷی حد آن اولیه معنͬ که فوق، عبارت

ͬ شویم. م متذکر را زیر جزئͬ نکته دو مثال، چند مشاهده از قبل

تابع نیز G = F + C تابع ،C ∈ R ثابت برای که کردیم مشاهده آنگاه باشد f برای اولیەای تابع F اگر اینکه اول نکته

F جای به G تابع از ͬ توانیم م
∫ b

a

f معین انتگرال محاسبه برای فوق، قضیه اساس بر حال بود. خواهد f برای اولیەای

صورت این در کنیم. استفاده

∫ b

a

f = G(b)−G(a) =
(
F (b) + C

)
−
(
F (a) + C

)
= F (b)− F (a)

معین انتگرال محاسبه در اساس، این بر ندارد. معین انتگرال محاسبه در اثری اولیه تابع در ثابت مقدار درج دیͽر عبارت به

ͬ گیریم. م نظر در را ثابت) (بدون اولیه تابع فرم سادەترین معمولا فوق قضیه اساس بر
∫ b

a

f

به را فوق عبارت عمل در است.
∫ b

a

f معین انتگرال مقدار عنوان به F (b) − F (a) عبارت نمایش مورد در دوم نکته

بیان زیر صورت به دوم اساسͬ قضیه ،f برای F اولیه تابع داشتن صورت در پس ͬ دهیم. م نمایش نیز F (x)
∣∣∣b
a

صورت

ͬ شود. ∫م b

a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a)

کنید. حساب را زیر معین انتگرال های ار ͷی هر مثال.

.
∫ π

0

(x− sin x) dx الف)
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اولیه تابع ͷی F (x) =
1

2
x2 + cos x تابع ͬ شود م تحقیق سادگͬ به صورت این در f(x) := x− sin x دهیم قرار اگر

فوق، قضیه بنابر است. R بر f برای

∫ π

0

(x− sin x) dx =

∫ π

0

f(x) dx = F (x)
∣∣∣π
0
= F (π)−F (0) = (

π2

2
+cos π)− (

02

2
+cos 0) =

π2

2
− 2

.
∫ 9

1

x− 1√
x

dx ب)

تابع ͬ شود م مشاهده صورت این در .f(x) =
√
x− 1√

x
= x

1
2 − x− 1

2 آنگاه f(x) = x− 1√
x

دهیم قرار اگر

F (x) =
1
3
2

x
3
2 − 1

1
2

x
1
2 =

2

3
x

3
2 − 2x

1
2

نتیجه در است. (0,∞) بازه بر f برای اولیه تابع ͷی

∫ 9

1

x− 1√
x

dx = F (x)
∣∣∣9
1
= F (9)− F (1) = (

2

3
9

3
2 − 2× 9

1
2 )− (

2

3
− 2) =

40

3

.
∫ 5

2

|x− 3| dx ج)

معین، انتگرال سوم خاصیت اساس بر است. انتگرال پذیر نتیجه در و پیوسته تابعͬ f آنگاه f(x) := |x− 3| اگر

∫ 5

2

f(x) dx =

∫ 3

2

f(x) dx+

∫ 5

3

f(x) dx

بازه در و f(x) = |x − 3| = 3 − x ،[2, 3] بازه در ͬ کنیم م توجه فوق، رابطه راست سمت عبارات محاسبه در اکنون

نتیجه در .f(x) = |x− 3| = x− 3 ،[3, 5]

∫ 5

2

|x− 3| dx =

∫ 3

2

(3− x) dx+

∫ 5

3

(x− 3) dx

= (3x− 1

2
x2)

∣∣∣3
2
+ (

1

2
x2 − 3x)

∣∣∣5
3
=

1

2
+ 2 =

5

2

.
∫ 3

1

x[x] dx محاسبه است مطلوب مثال.

معین انتگرال محاسبه برای اساسͬ قضیه شرایط لذا نیست. پیوسته جا همه [1, 3] بازه بر f(x) = x[x] تابع ͬ کنیم م توجه

مبنا، این بر است. انتگرال پذیر نتیجه در و پیوسته قطعه به قطعه بازه این بر تابع این ͬ دانیم م حال عین در ولͬ نیست. مهیا
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معین انتگرال سوم خاصیت از استفاده با

∫ 3

1

x[x] dx =

∫ 2

1

x[x] dx+

∫ 3

2

x[x] dx

که ͬ کنیم م توجه

∀x ∈ [1, 2] f(x) = x[x] =

 x x ∈ [1, 2)

4 x = 2
و ∀x ∈ [2, 3] f(x) =

 2x x ∈ [2, 3)

9 x = 3

∫ 2

1

f(x) dx محاسبه در ͬ توانیم م ندارد، انتگرال مقدار و تابع انتگرال پذیری در اثری نقطه ͷی در تابع مقدار تغییر که آنجا از

پس ͬ کند. م پیروی f(x) = x دستور از f بازه این در جا همه کنیم فرض

∫ 2

1

f(x) dx =

∫ 2

1

x dx =
1

2
x2
∣∣∣2
1
=

3

2

ترتیب همین ∫به 3

2

f(x) dx =

∫ 3

2

2x dx = x2
∣∣∣3
2
= 5

نتیجه ∫در 3

1

x[x] dx =

∫ 2

1

x[x] dx+

∫ 3

2

x[x] dx =
3

2
+ 5 =

13

2

کنید. حساب را آن ها مقدار معین انتگرال ͷی به زیر حدود از ͷی هر تبدیل با مثال.

. lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n
)4 الف)

صورت به [a, b] چون بازەای بر f چون مناسب تابعͬ انتخاب با را فوق عبارت ͬ کنیم م سعͬ مسئله، صورت به توجه با

f(x) = x4 ضابطه با f : [0, 1] → R تابع اگر ، 1
n

n∑
i=1

(
i

n
)4 عبارت ساختار به توجه با کنیم. بیان lim

∥P∥→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi

خواهیم ،ci = xi ∈ [xi−1, xi] نقاط انتخاب با آنگاه بͽیریم نظر در را [0, 1] بازه از P = {x0, x1, . . . , xn} منظم افراز و

داشت

∆x =
1− 0

n
=

1

n
و xi = 0 + i∆x =

i

n

نتیجه در

S(f, P ) =
n∑

i=1

f(ci)∆xi =
n∑

i=1

(xi)
4 1

n
=

1

n

n∑
i=1

(
i

n
)4
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داریم ،n → ∞ اگر تنها و اگر ‖P‖ → 0 فوق، منظم افراز برای اینکه به توجه با

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n
)4 = lim

∥P∥→0
S(f, P )

=

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

x4 dx

=
1

5
x5
∣∣∣1
0
=

1

5

. lim
n→∞

n∑
i=1

1
√
n
√
n+ i

ب)

ͬ دهیم. م قرار lim
∥P∥→0

S(f, P ) قالب در را فوق عبارت ،[a, b] مانند بازەای بر f چون مناسبی تابع انتخاب با قبل، مثال مانند

که ͬ کنیم م توجه منظور این برای

1
√
n
√
n+ i

=
1

√
n
√
n
√

1 + i
n

=
1√
1 + i

n

1

n

این از P = {x0, x1, . . . , xn} منظم افراز انتخاب با آنگاه باشد [0, 1] بازه بر f(x) = 1√
1 + x

دستور با تابع f اگر

داشت خواهیم قبل، مثال مانند محاسباتͬ با ،ci = xi ∈ [xi−1, xi] انتخاب و بازه

lim
n→∞

n∑
i=1

1
√
n
√
n+ i

= lim
n→∞

n∑
i=1

1√
1 + xi

∆xi

= lim
∥P∥→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi =

∫ 1

0

f(x) dx

=

∫ 1

0

1√
1 + x

dx

(−1,∞) بازه بر f(x) = 1√
1 + x

برای اولیەای تابع F (x) = 2
√
1 + x ͬ شود م مشاهده مشتق گیری) (با سادگͬ به

با بود خواهد برابر شده خواسته حد مقدار نتیجه در است.

∫ 1

0

1√
1 + x

dx = F (x)
∣∣∣1
0
= F (1)− F (0) = 2(

√
2− 1)

نامعین. انتگرال
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ͷی عنوان به F چون تابعͬ است کافͬ
∫ b

a

f عبارت محاسبه برای انتگرال، و دیفرانسیل حساب دوم اساسͬ قضیه بنابر

انتگرال مقابل در داده، نمایش
∫

f(x) dx نماد با را f اولیه تابع کلͬ ساختار اساس، این بر کنیم. تعیین f برای اولیه تابع

آنگاه باشد f برای اولیه تابع ͷی F اگر پس ͬ نامیم. م نیز f تابع نامعین انتگرال را آن معین،

∫
f(x) dx = F (x) + C

∫
f(x) dx نامعین انتگرال است، عدد ͷی آن مقدار که

∫ b

a

f(x) dx معین انتگرال خلاف بر ͬ شود، م مشاهده که همانگونه

پس است. f اولیه تابع کلͬ فرم شد، اشاره که همانطور تابع، این و ͬ دهد م نشان را x حسب بر تابعͬ

d

dx

(∫
f(x) dx

)
= f(x)

عدد برای داشت. خواهیم را زیر نامعین انتگرال های دیدەایم، توابع مشتق محاسبه در دوم فصل در تاکنون آنچه اساس بر

،n ∈ N ∫طبیعͬ
xn dx =

1

n+ 1
xn+1 + C

مشابه نحو به آنگاه باشد −1 از غیر گویا عددی r اگر کلͬ، حالت در

∫
xr dx =

1

r + 1
xr+1 + C

داشت خواهیم را زیر روابط ، d

dx
cos x = − sin x و d

dx
sin x = cos x روابط به توجه با

∫
sin x dx = − cos x+ C و

∫
cos x dx = sin x+ C

آنگاه باشد ثابت عددی a 6= 0 اگر کنیم. بیان نیز ͬ تر کل کمͬ را فوق روابط ͬ توانیم م

∫
sin(ax) dx = −1

a
cos(ax) + C و

∫
cos(ax) dx =

1

a
sin(ax) + C

داشت خواهیم سعͬ این بنابر دارد. کارآیی معین انتگرال های از ͬͺکوچ دسته محاسبه برای فوق اطلاعات که است بدیهͬ

روشͬ راستا این در موثر روش های از ͬͺی دهیم. گسترش را اولیه، تابع همان یا نامعین، انتگرال مورد در اطلاعات مان حیطه

f(g(x)) مرکب تابع بوده، مشتق پذیر تابعͬ g اگر باشد. f برای اولیەای تابع F کنیم فرض است. متغیر تغییر به موسوم
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داشت خواهیم
(
F (g(x))

)′
= F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x) رابطه به توجه با آنگاه باشد تشͺیل قابل

∫
f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) + C

آنجا از و du

dx
= g′(x) یعنͬ لایب نیتز، نماد از استفاده و u = g(x) متغیر معرفͬ با فرمول، این سپردن خاطر به برای

(صوری) جایͽذاری با نتیجه در بود. خواهد بیان قابل du = g′(x)dx صورت به فوق رابطه دیفرانسیلͬ، نماد از استفاده

داشت خواهیم نامعین، انتگرال در روابط این

∫
f
(
g(x)

)
g′(x) dx =

∫
f(u) du = F (u) + C = F

(
g(x)

)
+ C

است. معروف نامعین انتگرال در متغیر تغییر به فوق فرمول

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های از ͷی هر مثال

.
∫

x2 cos(x3 + 1) dx الف)

این با نتیجه در .x2 dx = 1
3
du آنجا از و du = 3x2 dx آنگاه شود معرفͬ u = x3 + 1 صورت به u جدید متغیر اگر

متغیر تغییر

∫
x2 cos(x3 + 1) dx =

∫
1

3
cos u du =

1

3
sin u+ C =

1

3
sin(x3 + 1) + C

.
∫

x√
1− 4x2

dx ب)

این به .x dx = −1

8
du نتیجه در و du = −8x dx داشت خواهیم u = 1 − 4x2 صورت به u جدید متغیر معرفͬ با

ترتیب

∫
x√

1− 4x2
dx =

∫
1√

1− 4x2
x dx =

∫
1√
u
(−1

8
du) = −1

4

√
u+ C = −1

4

√
1− 4x2 + C

.
∫ 2

0

x3
√
1 + x2dx ج)

در و x2 = u− 1 داشت خواهیم u = 1+ x2 متغیر تغییر با ͬ کنیم. م حساب را
∫

x3
√
1 + x2 dx نامعین انتگرال ابتدا
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نتیجه در .2x dx = du نتیجه

∫
x3
√
1 + x2 dx =

∫
x2
√
1 + x2x dx =

∫
(u− 1)

√
u
1

2
du

=
1

2

∫
(u

3
2 − u

1
2 ) du =

1

2

(2
5
u

5
2 − 2

3
u

3
2

)
+ C

=
1

5
(1 + x2)

5
2 − 1

3
(1 + x2)

3
2 + C

اساسͬ قضیه بنابر آنگاه F (x) :=
1

5
(1 + x2)

5
2 − 1

3
(1 + x2)

3
2 دهیم قرار اگر

∫ 2

0

x3
√
1 + x2 dx = F (x)

∣∣∣2
0
= F (2)− F (0)

ͬ شود. م واگذار خواننده به آخر عبارت محاسبه

بوده، [a, b] بر پیوسته تابعͬ g′ کنیم فرض کنیم. استفاده نیز معین انتگرال در مستقیما ͬ توانیم م را متغیر تغییر روش

صورت این در است. f برای اولیەای تابع F کنیم فرض همچنین باشد. پیوسته g برد حاوی بازەای بر f

∫ b

a

f
(
g(x)

)
g′(x) dx = F

(
g(x)

)∣∣∣b
a
= F

(
g(b)

)
− F

(
g(a)

)
= F (u)

∣∣∣g(b)
g(a)

=

∫ g(b)

g(a)

f(u) du

.
∫ 1

0

x

(1 + x2)2
dx معین انتگرال محاسبه است مطلوب مثال.

توجه همچنین .x dx =
1

2
du آنجا از و du = 2x dx آنگاه کنیم استفاده u = g(x) = 1 + x2 متغیر تغییر از اگر

u مقدار آنگاه x = 1 وقتͬ بالا، کران در و g(0) = 1 برابر u مقدار x = 0 وقتͬ اصلͬ، انتگرال پایین کران در ͬ کنیم م

متغیر تغییر این تحت نتیجه، در بود. خواهد g(1) = 2 برابر

∫ 1

0

x

(1 + x2)2
dx =

∫ 2

1

1

u2

1

2
du =

1

2

∫ 2

1

u−2 du = −1

2
u−1

∣∣∣2
1
=

1

4

.
∫ 3

0

xf(x2) dx محاسبه است مطلوب .
∫ 9

0

f(x) dx = 4 بوده، پیوسته تابعͬ f کنید فرض مثال.

و ،0 برابر u مقدار x = 0 وقتͬ متغیر، تغییر این تحت همچنین .x dx =
1

2
du داریم u = x2 متغیر تغییر از استفاده با
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پس بود. خواهد 9 برابر u مقدار x = 3 وقتͬ

∫ 3

0

xf(x2) dx =

∫ 9

0

f(u)
1

2
du =

1

2

∫ 9

0

f(u) du

بود. خواهد 1

2
× 4 = 2 برابر مطلوب مقدار نتیجه در .

∫ 9

0

f(u) du =

∫ 9

0

f(x) dx = 4 مسئله، فرض طبق

.
∫ π

2

0

f(sin x) dx =

∫ π
2

0

f(cos x) dx دهید نشان باشد. پیوسته تابعͬ f کنید فرض مثال.

مناسب تغییر با متغیر، تغییر این تحت ترتیب، این به .dx = −du داشت خواهیم u =
π

2
− x متغیر تغییر از استفاده با

داشت خواهیم انتگرال، کران های

∫ π
2

0

f(sin x) dx =

∫ 0

π
2

f
(
sin(

π

2
− u)

)
(−du) =

∫ π
2

0

f
(
sin(

π

2
− u)

)
du =

∫ π
2

0

f(cos u) du

دیͽری متغیر هر از ͬ توانیم م نداشتته، انتگرال مقدار در اثری انتگرال متغیر نام معین انتگرال در گردید، اشاره قبلا که همانطور

ͬ شود. م حاصل مسئله مطلوب نتیجه کنیم تبدیل x به را u متغیر آخر انتگرال در اگر مبنا، این بر کنیم. استفاده نیز آن جای به

معین. انتگرال هندسͬ کاربردهای برخͬ

تابع دو نمودار بین ناحیه مساحت تعیین کاربرد، اولین ͬ کنیم. م مشاهده را معین انتگرال هندسͬ کاربرد دو بخش این در

است. صفحه در پیوسته

بین ناحیه مساحت A اگر .f(x) ≤ g(x) بازه، این در x هر برای بوده، [a, b] بر پیوسته تابع دو g و f کنیم فرض

[a, b] بازه از P = {x0, x1, . . . , xn} افراز برای آنگاه باشد a ≤ x ≤ b ناحیه در y = g(x) و y = f(x) ͬ های منحن

است. A از تقریبی
n∑

i=1

(
g(ci)− f(ci)

)
∆xi مقدار ،ci ∈ [xi−1, xi] اختیاری نقاط و

x

y

a b

y = g(x)

y = f(x)

cixi−1 xi

g(ci) − f(ci)

مستطیل مساحت =
(
g(ci)− f(ci)

)
∆xi
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حدی حالت در ترتیب این به شود. کوچͺتر و ͷکوچ ‖P‖ اگر بود خواهد دقیق تر تقریب این که است روشن

A = lim
∥P∥→0

n∑
i=1

(
g(ci)− f(ci)

)
∆xi = lim

∥P∥→0
S(g − f, P ) =

∫ b

a

(g − f)

بازه بر g و f توابع اگر کلͬ، حالت در باشد. f تابع نمودار از بالاتر g تابع نمودار [a, b] بر جا همه کردیم فرض بالا در

بود خواهد
∫ b

a

|f − g| برابر بازه این در منحنͬ دو بین ناحیه مساحت آنگاه باشند پیوسته [a, b]

آورید. دست به را زیر نواحͬ از ͷی هر مساحت مثال. .

.y = 2x− x2 و y = x2 ͬ های سهم بین محصور ناحیه الف)

0
x

y y = f(x) = x2

y = g(x) = 2x− x2

1

با منحنͬ دو معادلەهای در y و x مقادیر سهمͬ، دو برخورد نقاط در ͬ کنیم. م تعیین را سهمͬ دو برخورد نقاط طول ابتدا

نتیجه در بود. خواهند برابر یͺدیͽر

x2 = y = 2x− x2

ͬ کنیم م توجه حال عین در ͬ شود. م حاصل x = 1 و x = 0 مقادیر آن از که

∀x ∈ [0, 1] f(x) = x2 ≤ 2x− x2 = g(x)

با است برابر نظر مورد مساحت نتیجه، در

∫ 1

0

(
g(x)− f(x)

)
dx =

∫ 1

0

(2x− 2x2) dx = x2 − 2

3
x3
∣∣∣1
0
=

1

3

.y = x− 1 خط و y2 = 2x+ 6 سهمͬ بین محصور ناحیه ب)

به معادلاتͬ با را تابع دو نمودار اگر بود خواهیم راحت تر حالت این در شده، داده راست خط و سهمͬ معادله به توجه با

ابتدا پس کردەایم. عوض را y و x متغیرهای نقش اینجا در واقع، در بͽیریم. نظر در x = f(y) و x = g(y) صورت
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برخورد نقاط در ͬ آوریم. م دست به را برخورد نقاط عرض

y + 1 = x =
y2 − 6

2

که ͬ کنیم م توجه ͬ شود. م حاصل y = 4 و y = −2 جواب دو آن از که y2 − 2y − 8 = 0 آنجا از و

∀y ∈ [−2, 4] f(y) =
y2 − 6

2
≤ y + 1 = g(y)

x = g(y) = y + 1

x

y

−2

4

x = f(y) =
y2 − 6

2

ͬ آید. م دست به زیر صورت به مطلوب مساحت ترتیب این به

A =

∫ 4

−2

(
g(y)− f(y)

)
dy =

∫ 4

−2

(y + 1− y2 − 6

2
) dy = (

1

2
y2 + 4y − 1

6
y3)

∣∣∣4
−2

است. خواننده عهده به آخر مقدار محاسبه

.y = x3 منحنͬ و y = x خط بین محصور ناحیه ج)

x

y

−1

1

ͬ دهد. م رخ x = 1 و x = 0 ،x = −1 نظیر نقطه سه در y = x خط با y = x3 منحنͬ برخورد ͬ شود م مشاهده سادگͬ به
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داشت خواهیم g(x) = x3 و f(x) = x اگر ترتیب، این به

A =

∫ 1

−1

|f(x)− g(x)| dx =

∫ 1

−1

|x− x3| dx =

∫ 1

−1

|x|(1− x2) dx

،(1− x2) ≥ 0 ،[−1, 1] بازه در چون ͬ کنیم م توجه

|x− x3| = |x(1− x2)| = |x||1− x2| = |x|(1− x2)

عمل زیر صورت به ͬ توانیم م ،x = 0 در |x| رفتار تغییر به توجه با
∫ 1

−1

|x|(1−x2) dx معین انتگرال محاسبه برای اکنون

کنیم.

∫ 1

−1

|x|(1− x2) dx =

∫ 0

−1

|x|(1− x2) dx+

∫ 1

0

|x|(1− x2) dx

=

∫ 0

−1

(−x)(1− x2) dx+

∫ 1

0

x(1− x2) dx

=

∫ 0

−1

(x3 − x) dx+

∫ 1

0

(x− x3) dx

= (
1

4
x4 − 1

2
x2)

∣∣∣0
−1

+ (
1

2
x2 − 1

4
x4)

∣∣∣1
0
=

1

2

است. فضا در (جامد) صلب نواحͬ از دستەای حجم تعیین به مربوط بعدی هندسͬ کاربرد

با S برخورد از حاصل ناحیه مساحت A(x) ،x ∈ [a, b] هر برای بوده، فضا در (soⅼiⅾ) صلب ناحیەای S کنیم فرض

باشد. نقطه این در x محور بر عمود صفحه

بازه از P = {x0, x1, . . . , xn} افراز برای آنگاه دهد نشان را فضا از a ≤ x ≤ b ناحیه در S ناحیه حجم V اگر
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ͬ توان م است. V از مناسبی تقریب
n∑

i=1

A(x∗
i )∆xi عبارت دلخواه، طور به x∗

i ∈ [xi−1, xi] نقاط انتخاب با و ،[a, b]

پس نماید. میل صفر به شده کوچͺتر و ͷکوچ ‖P‖ اگر بود خواهد دقیق تر تقریب این که کرد مشاهده

V = lim
∥P∥→0

n∑
i=1

A(x∗
i )∆xi = lim

∥P∥→0
S(A,P ) =

∫ b

a

A(x) dx

دوران از حاصل رویه بین محصور ناحیه S بوده، نامنفͬ و پیوسته تابعͬ f : [a, b] → R کنیم فرض خاص، حالت در

حاصل مقطع سطح ،x ∈ [a, b] هر برای صورت، این در باشد. x = b و x = a بین ،x محور حول f نمایش منحنͬ

یعنͬ مقطع، سطح این مساحت بوده، f(x) شعاع به دایرەای فوق جسم با نقطه این در x محور بر عمود صفحه برخورد از

است. π
(
f(x)

)2 برابر A(x)
y

x

f(x)

x
a b

y = f(x)

حالت این در فوق، فرمول طبق نتیجه، در

V =

∫ b

a

π
(
f(x)

)2
dx

0 ≤ x ≤ 1 محدوده در x محور حول y =
√
x منحنͬ دوران از حاصل رویه توسط محصور ناحیه S کنید فرض مثال.

.S حجم محاسبه است مطلوب باشد.

y

1
x
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آنگاه f(x) =
√
x اگر گردید، اشاره بالا در آنچه بنابر

V =

∫ 1

0

π
(
f(x)

)2
dx = π

∫ 1

0

x dx = π(
1

2
x2)

∣∣∣1
0
=

π

2

شده محدود y محور حول y = x3 منحنͬ دوران از حاصل رویه درون محصور ناحیه حجم محاسبه است مطلوب مثال.

.y = 8 و y = 0 توسط

x

8

y = x3 یا x = y
1
3

y

اگر پس شدەاند. عوض فوق روش کارگیری به برای y و x محورهای نقش ͬ شود م مشاهده مثال، این صورت در دقت با

دادەایم. دوران y محور حول ،y ∈ [0, 8] ازای به را x = f(y) منحنͬ آنگاه بͽیریم نظر در f(y) = y
1
3 دستور با را f(y)

ͬ شود. م حاصل زیر صورت به حجم مقدار فوق، بحث بنابر

V =

∫ 8

0

π
(
f(y)

)2
dy = π

∫ 8

0

y
2
3 dy =

π
5
3

y
5
3

∣∣∣8
0
=

3π

5
× 32 =

96π

5

چهارم. فصل تمرین های

بدست را (f−1)′(0) مقدار است. مشتق پذیر و موجود f وارون کنید ثابت .f(x) =
∫ x

3

√
1 + t4 dt کنید فرض .۱

آورید.

بیابید. را
∫ 1

−3

f(x)dx حاصل مساحت، محاسبەی با .f(x) =

 −x− 1 −3 ≤ x ≤ 0

−
√
1− x2 0 ≤ x ≤ 1

کنید فرض .۲
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که دهید نشان باشد. پیوسته [a, b] بر f تابع که کنید فرض .۳

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx.

بیابید. x = π در را F (x) =

∫ x

π

cos t

t
dt تابع نمایش منحنͬ بر مماس خط معادلەی .۴

کنید. پیدا را f(4) صورت این در .x sin(πx) =
∫ x2

0

f(t)dt و باشد پیوسته تابع ͷی f که کنید فرض .۵

که بͽیرید نتیجه آن از و cos(x2) ≥ cos(x) داریم 0 ≤ x ≤ 1 هر برای که دهید نشان .۶

∫ π
6

0

cos(x2)dx ≥ 1

2
.

دهید نشان .۷

(الف 1 ≤
∫ 1

0

√
1 + x3dx ≤ 1.25 (ب 0 ≤

∫ 10

5

x2

x4 + x2 + 1
dx ≤ 0.1

هر برای که کنید فرض همچنین نشود. صفر هیچͽاه f(x) که طوری به باشد مشتق پذیر تابع ͷی f که کنید فرض .۸

بیابید. را f تابع ضابطەی صورت این در .
∫ x

0

f(t)dt =
(
f(x)

)2 باشیم داشته x

کنید: محاسبه را زیر عبارت حاصل .۹

d2

dx2

∫ x

0

( ∫ sin t

1

√
1 + u4du

)
dt.

که دهید نشان باشد. پیوسته [a, b] بازەی در f ′ که کنید فرض .۱۰

2

∫ b

a

f(x)f ′(x)dx = (f(b))2 − (f(a))2.

که بیابید گونەای به را a ثابت و f تابع .۱۱

2

∫ x

a

f(t)dt = 2 sin(x)− 1.
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باشیم داشته x هر برای که باشد گونەای به و پیوسته f تابع که کنید فرض .۱۲

∫ x

0

f(t)dt = x sin(x) +

∫ x

0

f(t)

1 + t2
dt

بیابید. را f(x) ضابطەی صورت این در

کنید. محاسبه معین انتگرال های از استفاده با را زیر حدود از ͷی هر حاصل .۱۳

(الف lim
n→∞

1

n

(
(
1

n
)9+(

2

n
)9+. . .+(

n

n
)9
)

(ب lim
n→∞

( 1
√
n
√
n+ 1

+
1

√
n
√
n+ 2

+. . .+
1√

n
√
n+ n

)
که دهید نشان باشد. پیوسته [0, 1] در f تابع که کنید فرض .۱۴

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(1− x)dx.

کنید. محاسبه را زیر حدود از ͷی هر حاصل .۱۵

(الف lim
h→0

1

h

∫ 2+h

2

√
1 + t3dt (ب lim

x→3

( x

x− 3

∫ x

3

sin t

t
dt
)

که دهید نشان باشد. پیوسته R بر f که کنید فرض .۱۶

∫ b

a

f(−x)dx =

∫ −a

−b

f(x)dx.

کنید. تحلیل هندسͬ نظر از را بالا فرمول

.
∫ π

2

0

f(cos(x))dx =

∫ π
2

0

f(sin(x))dx که دهید نشان باشد، پیوسته تابع ͷی f اگر الف) .۱۷

کنید. محاسبه را
∫ π

2

0

sin2(x)dx و
∫ π

2

0

cos2(x)dx حاصل بالا فرمول از استفاده با ب)

جایͽذاریِ (از
∫ π

0

xf(sin x)dx =
π

2

∫ π

0

f(sin x)dx که دهید نشان باشد پیوسته [0, π] بر f اگر الف) .۱۸

بͽیرید). ͷکم u = π − x

کنید. محاسبه را زیر انتگرال بالا عبارت از استفاده با ب)

∫ π

0

x sin x

1 + cos2 x
dx
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کنید. محاسبه را
∫ π

2

0

f
(
2 sin(θ)

)
cos θdθ حاصل .

∫ 2

0

f(x)dx = 6 و باشد پیوسته تابع ͷی f کنید فرض .۱۹

.6 +
∫ x

a

f(t)

t2
= 2

√
x باشیم داشته x > 0 هر برای که بیابید گونەای به را a عدد و f تابع .۲۰

.g(x) =
∫ x

0

f(t)dt و f(x) =



0 x < 0

x 0 ≤ x ≤ 1

2− x 1 < x ≤ 2

0 x > 2

کنید فرض .۲۱

بیاورید. دست به (f تابع (مشابه g تابع برای ضابطەای الف)

کنید. رسم را f, g تابع دو هر ب)

مشتق پذیرند. نقاطͬ چه در f, g توابع از ͷی هر که کنید تعیین ج)

کنید: محاسبه را زیر تابع مشتق .۲۲

g(x) =

∫ 3x

2x

u2 − 1

u2 + 1
du

دارد: فراوان کاربرد برق مهندسͬ در ͬ شود، م تعریف زیر صورت به که Si(x) تابع .۲۳

Si(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt

باشد. داشته معنͬ بالا انتگرال تا ͬ کنیم م تعریف ͷی با برابر 0 نقطەی در را sin t

t
تابع مقدار که کنید دقت

بیابید. را تابع این موضعͬ مینیمم و ماکزیمم نقاط الف)

است؟ افقͬ مجانب دارای تابع این آیا ب)

بیابید. را g′′(π
6
) حاصل آنگاه ،g(y) =

∫ y

3

f(x)dx و f(x) =
∫ sinx

0

√
1 + t2dt اگر .۲۴

ارائه زیر تابع مشتق محاسبەی برای کلͬ فرمولͬ ͷی باشند. مشتق پذیر g, h توابع و پیوسته f تابع که کنید فرض .۲۵

کنید:

F (x) =

∫ h(x)

g(x)

f(t)dt.

کنید: محاسبه زیر شͺل های از ͷی هر در را رنگͬ قسمت مساحت .۲۶
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بیابید: را زیر منحنͬ دو بین ناحیەی مساحت زیر، حالت های از ͷی هر در .۲۷

.x ≥ 0 برای y =
x

9− x2
و y =

x

1 + x2
الف)

.0 ≤ x ≤ π برای y = sin(x) و y = cos2(x) sin(x) ب)

بدست را xها محور حول x = 1 و x = 0 ،y = 0 ،y = ex ͬ های منحن به محصور ناحیه دوران از حاصل حجم .۲۸

آورید.

بدست را xها محور حول x = 1 و x = e ،y = 0 ،y = ln x ͬ های منحن به محصور ناحیه دوران از حاصل حجم .۲۹

آورید.

کنید. محاسبه را x = e2 تا x = 1 از y = ln x نمودار زیر مساحت .۳۰

کنید: محاسبه را زیر در شده مشخص مساحت .۳۱

بیابید. را شده مشخص محور حول شده، مشخص ناحیەی دوران از حاصل حجم مورد هر در .۳۲

.x محور حول ،y = 0 و x = 5 ،x = 0 ،y = x+ 1 خط بین محصور ناحیه الف)

.x محور حول ،y = 0 و x = 4 ،x = 1 خطوط و y =
1

x
خم بین محصور ناحیه ب)

۱۴۱



.x محور حول ،y = 0 و x = 5 ،x = 1 خطوط و y =
√
x− 1 خم بین محصور ناحیه ج)

.y محور حول ،x = 0 و y = 9 ،y = 0 خطوط و x2 = 4y خم بین محصور ناحیه د)

.y محور حول ،x = 2y و x = y2 خم دو بین محصور ناحیه ه)

.y = 1 خط حول ،x = y2 و y = x2 خم دو بین محصور ناحیه و)

تکمیلͬ. تمرین های

بیابید را زیر شͺل حجم .۱

نظر مورد حجم ،a = 0 که صورتͬ در کنید. محاسبه را آن حجم است. h ارتفاع به هرم ͷی از بخشͬ زیر شͺل .۲

است؟ چقدر

بیابید. را زیر چنبرەی حجم .۳

است. A(t) = t3 با برابر t > 0 تا 0 از f گراف زیر مساحت که بیابید را f مثبت پیوستەی توابع تمام .۴

x = 0 از جسم این حجم است. شده ایجاد (x ≥ 0 (برای x محور حول y = f(x) مثبت تابع دوران از جسم ͷی .۵

کنید. پیدا را f تابع .(b > 0 هر (برای است b2 با برابر x = b تا

۱۴۲



دو به را x محور و y = x− x2 سهمͬ توسط احاطەشده ناحیەی که دارد وجود مختصات مبدأ از گذرندە خط ͷی .۶

بیابید. را خط این شیب ͬ کند. م تقسیم مساوی مساحتهای با قسمت

باشند. برابر هم با رنگ شده مساحتهای که بیابید گونەای به را c عدد زیر، شͺل در .۷

محاسبه V =
1

3
πh2(3r − h) فرمول با شͺل در شده داده نشان حجم که دهید نشان انتگرالͽیری از استفاده با .۸

ͬ شود. م

باشند. برابر A,B مساحتهای P نقطەی هر برای زیر در که بیابید گونەای به را C منحنͬ معادلەی .۹

محاسبه را f ′(
π

2
) صورت این در .g(x) =

∫ cos(x)

0

(
1+sin(t2)

)
dt و f(x) =

∫ g(x)

0

1√
1 + t3

dt کنید فرض .۱۰

کنید.

و x حسب بر تابع ͷی انتگرال داخل که کنید (دقت کنید محاسبه را f ′(x) آنگاه f(x) =
∫ x

0

x2 sin(t2)dt اگر .۱۱

است). t حسب بر دیͽری

کنید. محاسبه n طبیعͬ عدد برای را
∫ n

0

[x]dx حاصل الف) .۱۲

.0 ≤ a < b و هستند حقیقͬ اعدادی a, b آن در که بیابید را
∫ b

a

[x]dx حاصل ب)

۱۴۳



نیست. انتگرال پذیر [0, 1] بر f(x) =

 1 x ∈ Q

0 x 6∈ Q
ضابطەی با f تابع که دهید نشان .۱۳

است؟ چقدر مثبت های a تمام میان در x = a+1 تا x = a از y = 4x−x3 منحن̞ͬ زیر ناحیەی مساحت حداقل .۱۴

آنگاه باشد، پیوسته تابع ͷی f اگر که دهید نشان الف) .۱۵

∫ a

0

f(x)dx =

∫ a

0

f(a− x)dx

داریم n طبیع̞ͬ عدد هر برای که دهید نشان (الف)، قسمت از استفاده با ب)

∫ π
2

0

sinn x

sinn(x) + cosn x
=

π

4
.

آنگاه باشد پیوسته تابع ͷی f اگر که دهید نشان .۱۶

∫ x

0

f(u)(x− u)du =

∫ x

0

( ∫ u

0

f(t)dt
)
du.

AB پارەخط با موازی C نقطەی در سهمͬ بر مماس خط و دارند قرار سهمͬ ͷی روی A,B,C نقاط زیر شͺل در .۱۷

است. ABC مثلثِ مساحت برابرِ 4
3

سهموی قطاع مساحت صورت، این در که است داده نشان ارشمیدس است.

کنید. تحقیق y = x+ 2 خط و y = 4− x2 سهم̞ͬ برای را گفته این

از و است پایین سمت به دهانەاش که کنید پیدا را ͬ ای سهم .a, b > 0 آن در که بͽیرید نظر در را (a, b) نقطەی .۱۸

است. حداقل آن زیر مساحت و ͬ گذرد م مختصات مرکز از و (a, b) نقطەی

دستور با g تابع اگر باشد. (x− c− 2)2 و (x− c)2 مقدارِ دو مینیمم fc(x) تابع مقدار c عدد هر برای کنید فرض .۱۹

کنید. محاسبه [−2, 2] بازه بر را g تابع ماکزیمم و مینیمم باشد شده تعریف g(c) =
∫ 1

0

fc(x)dx

۱۴۴



۹ فصل

انتگرال گیری روش های

معین انتگرال محاسبه برای انتگرال و دیفرانسیل حساب دوم اساسͬ قضیه بنابر کردیم، مشاهده چهارم فصل در که همانطور

جز، به جز روش یعنͬ اولیه، تابع محاسبه در شاخص روش چند با فصل این در هستیم. آنها اولیه تابع محاسبه نیازمند توابع

کاستن با نیز فصل این پایانͬ بخش در ͬ شویم. م آشنا جزئͬ، کسرهای روش و هذلولوی و مثلثاتͬ متغیرهای تغییر روش

شد. خواهیم آشنا ناسره انتگرال نام به مفهومͬ با معین، انتگرال تعریف در محدودیت ها

جزء. به جزء روش

و u = u(x) کنیم فرض است. تابع دو حاصل ضرب مشتق فرمول بر مبتنͬ نامعین انتگرال محاسبه در جز به جز روش

رابطه به توجه با صورت این در باشند. مشتق پذیر تابع دو v = v(x)

(
u(x)v(x)

)′
= u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

داشت خواهیم را زیر نامعین انتگرال دستور

∫ (
u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

)
dx =

∫ (
u(x)v(x)

)′
dx = u(x)v(x) + C (۱ .۹)

محاسبه ابتدا را تابع دو از ͷی هر اولیه توابع ͬ توانیم م تابع، دو مجموع اولیه تابع محاسبه برای که است روشن دیͽر طرف از

مبنا این بر کنیم. جمع یͺدیͽر با را اولیه تابع دو سپس کرده،

∫ (
u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

)
dx =

∫
u′(x)v(x) dx+

∫
u(x)v′(x) dx

۱۴۵



ͬ شود. م حاصل زیر فرمول دیͽر، طرف به انتگرال ها از ͬͺی انتقال و (۱ .۹) فرمول در اخیر عبارت جایͽذاری با

∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)v′(x) dx

نیست. فرمول این در C ثابت دادن قرار به نیازی دیͽر فوق تساوی طرف دو در نامعین انتگرال شدن ظاهر با که ͬ کنیم م توجه

موثر روشͬ کرد خواهیم مشاهده که همانگونه و ͬ شود م نامیده نامعین انتگرال محاسبه در جز به جز روش نام به فوق فرمول

شده ظاهر نماد های قابلیت از ͬ توانیم م بسپاریم ذهن به سادەتر را فوق رابطه اینکه برای است. انتگرال ها برخͬ محاسبه در

آنگاه کنیم استفاده v(x) و u(x) تابع دو مشتق برای لایب نیتز نماد از اگر واقع در کنیم. استفاده نامعین انتگرال در

u′(x) =
du

dx
و v′(x) =

dv

dx

داشت خواهیم dx دیفرانسیل در فوق رابطه دو طرفین ضرب با ترتیب، این به

du = u′(x) dx و dv = v′(x) dx

سادەتر فرمول آن، در x متغیر گرفتن نادیده و جز به جز انتگرال گیری فرمول در dv و du دیفرانسیل دو دادن قرار با نهایتا

ͬ شود. م حاصل جز به جز روش برای زیر

∫
v du = uv −

∫
u dv

ͬ کنیم. م مشاهده را انتگرال محاسبه در اخیر فرمول از استفاده نحوه مثال چند با اکنون

زیر. انتگرال های از ͷی هر محاسبه است مطلوب مثال.

.
∫

x sin x dx الف)

آنگاه (u′(x) = sin x اگر معادل، طور به (یا du = sin x dx و v = x دهیم قرار اگر انتگرال این مجاسبه برای

dv = v′(x) dx = dx و u(x) = − cos x
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نتیجه در

∫
x sin x dx =

∫
v du

= uv −
∫

u dv

= −x cos x−
∫

(− cos x) dx

= −x cos x+

∫
cos x dx = −x cos x+ sin x+ C

.
∫

xe2x dx ب)

نتیجه در .u =
1

2
e2x و dv = dx داشت خواهیم ،du = e2x dx و v = x انتخاب با

∫
xe2xdx =

∫
v du = uv −

∫
u dv =

1

2
xe2x − 1

2

∫
e2x dx =

1

2
xe2x − 1

4
e2x + C

.
∫

cos( 3
√
x) dx ج)

آنجا از و dx = 3t2 dt صورت این در ͬ کنیم. م استفاده x = t3 یا t = 3
√
x متغیر تغییر از ابندا انتگرال این محاسبه برای

∫
cos( 3

√
x) dx = 3

∫
t2 cos t dt

در .u = sin t و dv = 2t dt داشت خواهیم du = cos t dt و v = t2 دادن قرار با اخیر، انتگرال محاسبه برای اکنون

نتیجه

∫
t2 cos t dt =

∫
v du

= uv −
∫

u dv

= t2 sin t− 2

∫
t sin t dt

به ͬ کنیم. م استفاده (الف) مثال از اینجا در یا ͬ کنیم، م استفاده جز به جز روش از دیͽر یͺبار نیز آخر انتگرال محاسبه برای

ترتیب ∫این
t2 cos t dt = t2 sin t+ 2t cos t− 2 sin t+ C
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پس ͬ کنیم. م استفاده 3
√
x از t متغیر جای به بودیم، کرده آغاز آن با را کار که انتگرالͬ محاسبه و بحث تکمیل برای نهایتا

∫
cos( 3

√
x) dx = 3

(
( 3
√
x)2 sin( 3

√
x) + 2 3

√
x cos( 3

√
x)− 2 sin( 3

√
x)
)
+ C

.
∫

ln x dx د)

.du = dx و v = ln x از است عبارت کرد استفاده آن از ͬ توان م که امͺانͬ تنها جز به جز روش به انتگرال این حل برای

ترتیب این به .dv =
1

x
dx و u = x نتیجه در

∫
ln x dx =

∫
v du

= uv −
∫

u dv

= x ln x−
∫

x
1

x
dx = x ln x− x+ C

.
∫

e−x sin x dx ه)

این به .u = − cos x و dv = −e−x dx نتیجه در .du = sin x dx و v = e−x ͬ دهیم م قرار انتگرل، این حل برای

ترتیب

∫
e−x sin x dx =

∫
v du

= uv −
∫

u dv

= −e−x cos x−
∫

e−x cos x dx (۲ .۹)

و v = e−x ͬ دهیم م قرار قبل، قسمت مانند ͬ کنیم. م استفاده جز به جز روش از مجددا آخری انتگرال محاسبه برای

نتیجه در .u = sin x و dv = −e−x dx آنجا از و du = cos x dx

∫
e−x cos x dx = e−x sin x+

∫
e−x sin x dx

،(۲ .۹) رابطه در اخیر عبارت جایͽذاری با

∫
e−x sin x = −e−x cos x−

(
e−x sin x+

∫
e−x sin x dx

)
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دست به زیر صورت به حاصل فوق، تساوی طرف ͷی در آن دادن قرار و نظر مورد انتگرال کردن جابجا با ترتیب این به

ͬ آید. ∫م
e−x sin x dx =

1

2

(
− e−x cos x− e−x sin x

)
+ C

.
∫

cos(ln x) dx و)

متغیر جایͽذاری با .dx = et dt نتیجه در ͬ کنیم. م استفاده x = et یا t = ln x متغیر تغییر از نخست مسئله این حل برای

∫جدید
cos(ln x) dx =

∫
et cos t dt

است. دانشجویان عهده به حل تکمیل بوده، قبل مثال مانند دقیقا اخیر انتگرال حل

.
∫

sec3 θ dθ ز)

نتیجه در .du = sec2 θ dθ و v = sec θ ͬ دهیم م قرار ،
∫

sec θ sec2 θ dθ صورت به فوق انتگرال بازنویسͬ با

dv = sec′ θ dθ = sec θ tan θ dθ و u = tan θ

ترتیب این به

∫
sec3 θ dθ =

∫
sec θ sec2 θ dθ

= sec θ tan θ −
∫

tan θ(sec θ tan θ dθ)

= sec θ tan θ −
∫

tan2 θ sec θ dθ

نتیجه در .tan2 θ = sec2 θ − 1 اما

∫
sec3 θ dθ = sec θ tan θ −

∫
(sec2 θ − 1) sec θ dθ = sec θ tan θ −

∫
sec3 θ dθ +

∫
sec θ dθ

شود حاصل فوق، تساوی اول طرف در آن دادن قرار و
∫

sec3 θ dθ انتگرال کردن جابجا با

∫
sec3 θ dθ =

1

2

(
sec θ tan θ +

∫
sec θ dθ

)
(۳ .۹)

۱۴۹



روش چند به
∫

sec θ dθ عبارت محاسبه کنیم. محاسبه را فوق رابطه در شده ظاهر آخر انتگرال است کافͬ این بنابر

است. ∫امͺان پذیر
sec θ dθ =

∫
1

cos θ
dθ =

∫
cos θ

cos2 θ
dθ =

∫
cos θ

1− sin2 θ
dθ

نتیجه در .dt = cos θ dθ داشت خواهیم t = sin θ متغیر تغییر با اکنون

∫
sec θ dθ =

∫
dt

1− t2
= tanh−1(t) + C = tanh−1(sin θ) + C

صورت این در است. sec θ + tan θ

sec θ + tan θ
در sec θ عبارت کردن ضرب ،

∫
sec θ dθ محاسبه در دیͽر روش

∫
sec θ dθ =

∫
sec2 θ + sec θ tan θ

sec θ + tan θ
dθ

نتیجه در .dt = (sec θ tan θ + sec2 θ) dθ داشت خواهیم t = sec θ + tan θ متغیر تغییر با اکنون

∫
sec θ dθ =

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |secθ + tan θ|+ C

ͬ آید. م دست به نظر مورد نتیجه ،(۳ .۹) رابطه در
∫

sec θ dθ برای شده محاسبه مقدار جایͽذاری با نهایتا

و u(x) مشتق پذیر تابع دو برای واقع در کنیم. استفاده نیز معین انتگرال محاسبه برای مستقیما ͬ توانیم م را جز به جز روش

انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه از استفاده با ،[a, b] چون بازەای بر پیوسته مشتقات با v(x)

∫ b

a

u′(x)v(x) dx+

∫ b

a

u(x)v′(x) dx =

∫ b

a

(
u(x)v(x)

)′
dx = u(x)v(x)

∣∣∣b
a

آنجا از ∫و b

a

u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−

∫ b

a

u(x)v′(x) dx

است. معین انتگرال برای بار این ولͬ جز به جز فرمول همان که

کنید. حساب را
∫ 1

0

tan−1 x dx معین انتگرال مقدار مثال.
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نتیجه در .dv =
1

1 + x2
dx و u = x داشت خواهیم ،v = tan−1 x و du = dx دادن قرار با

∫ 1

0

tan−1 x dx = x tan−1 x
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx

= 1× tan−1(1)− 1

2

∫ 2

1

dt

t

=
π

4
− 1

2
ln 2

کردەایم. استفاده t = 1 + x2 متغیر تغییر از
∫ 1

0

x

1 + x2
dx انتگرال محاسبه در

هذلولوی و مثلثاتͬ متغیرهای تغییر

متغیرها تغییر از خاصͬ دسته اینجا در کردەایم. مشاهده درس چهارم فصل در قبلا را انتگرال محاسبه در متغیر تغییر مبحث

و مثلثاتͬ اتحادهای ابتدا ͬ کنیم. م بررسͬ است هذلولوی توابع و مثلثاتͬ توابع بین خاصͬ اتحادهای برقراری بر مبتنͬ که را

ͬ کنیم. م مشاهده را هستند استفاده مورد متغیرها تغییر از دسته این در که هذلولوی اتحادهای

1− sin2 θ = cos2 θ

1 + tan2 θ = sec2 θ =
1

cos2 θ

sec2 θ − 1 = tan2 θ

ترتیب، همین به

cosh2 t− 1 = sinh2 t

1 + sinh2 t = cosh2 t

1− tanh2 t =
1

cosh2 t

و
√
x2 − a2 ،

√
x2 + a2 فرم به عباراتͬ شامل توابعͬ سادەسازی در متغیرها تغییر از دسته این فوق، اتحادهای اساس بر

ͬ کنیم. م مشاهده را متغیرها تغییر این از استفاده نحوه مثال چند با زیر در گیرند. قرار استفاده مورد ͬ توانند م
√
a2 − x2

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های از ͷی هر مثال.

.
∫ √

1− x2 dx الف)

۱۵۱



حل اول متغیر تغییر با را مسئله ما نمود. استفاده x = tanh t یا x = sin θ متغیرهای تغییر از ͷی هر از ͬ توان م اینجا در

تغییر تحت کنند. مقایسه هم با را حاصل نتایج کرده، اعمال نیز را دیͽر متغیر تغییر دانشجویان داریم انتظار ولͬ ͬ کنیم م

[−1, 1] بازه در x تغییرات
√
1− x2 عبارت در ͬ کنیم م توجه همچنین .dx = cos θ dθ داشت خواهیم x = sin θ متغیر

کند. تغییر [−π

2
,
π

2
] بازه در θ است کافͬ ،x برای تغییرات محدوده این داشتن برای فوق، متغیر تغییر تحت است. محدود

ترتیب این به

∫ √
1− x2 dx =

∫ √
1− sin2 θ cos θ dθ =

∫ √
cos2 θ cos θ dθ =

∫
| cos θ| cos θ dθ

نتیجه در بوده، نامنفͬ cos θ مقدار ،[−π

2
,
π

2
] بازه در θ تغییر با اما

∫ √
1− x2 dx =

∫
cos2 θ dθ

=

∫
1

2
(cos 2θ + 1) dθ

=
1

2

(1
2
sin 2θ + θ

)
+ C

=
1

2
sin θ cos θ +

1

2
θ + C

=
1

2
x
√
1− x2 +

1

2
sin−1 x+ C

کردەایم. استفاده sin 2θ = 2 sin θ cos θ و cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 مثلثاتͬ اتحادهای از فوق روابط در

.
∫ √

4− x2

x
dx ب)

x = 2 tanh t یا (θ ∈ [−π

2
, 0)∪(0,

π

2
] (با x = 2 sin θ متغیرهای تغییر از ͷی هر از ͬ توانیم م نیز انتگرال این حل برای

استفاده اول متغیر تغییر از مجددا مثال این برای ما کنیم. استفاده ((−∞, 0)∪ (0,∞) مجموعه در t تغییرات محدوده (با

صورت این در ͬ کنیم. م
√
4− x2

x
=

√
4− 4 sin2 θ

2 sin θ
=

| cos θ|
sin θ

=
cos θ

sin θ
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نتیجه در .dx = 2 cos θ dθ همچنین

∫ √
4− x2

x
dx =

∫
cos θ

sin θ
2 cos θ dθ

= 2

∫
cos2 θ

sin θ
dθ = 2

∫
1− sin2 θ

sin θ
dθ

= 2

∫
(

1

sin θ
− sin θ) dθ = 2(

∫
sin θ

sin2 θ
dθ) + 2 cos θ

= 2

∫
sin θ

1− cos2 θ
dθ + 2 cos θ

= −2 tanh−1(cos θ) + 2 cos θ + C

= −2 tanh−1(

√
1− (

x

2
)2) + 2

√
1− (

x

2
)2 + C

است. شده استفاده t = cos θ متغیر تغییر از
∫

sin θ

1− cos2 θ
dθ عبارت محاسبه در

.
∫

1

x2
√
x2 + 2

dx ج)

قرار استفاده مورد ͬ توانند م x =
√
2 sinh t یا x =

√
2 tan θ متغیرهای تغییر از ͷی هر انتگرال، این محاسبه برای

صورت این در ͬ کنیم. م استفاده دوم متغیر تغییر از ما گیرند.

1

x2
√
2 + x2

=
1

2 sinh2 t
√

2 + 2 sinh2 t
=

1

2
√
2

1

sinh2 t
√

1 + sinh2 t
=

1

2
√
2

1

sinh2 t cosh t

نتیجه در .dx =
√
2 cosh t dt همچنین

∫
1

x2
√
2 + x2

dx =

∫
1

2
√
2

1

sinh2 t cosh t

√
2 cosh t dt =

1

2

∫
1

sinh2 t
dt

آنگاه هذلولوی) (کتانژانت دهیم نمایش coth t نماد با را cosh t

sinh t
عبارت اگر دیͽر طرف از

coth′(t) =
sinh2 t− cosh2 t

sinh2 t
=

−1

sinh2 t
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نتیجه در

∫
1

x2
√
2 + x2

dx =
1

2

∫
1

sinh2 t
dt = −1

2
coth t+ C

= −1

2

cosh t

sinh t
= −1

2

√
1 + sinh2 t

sinh t
+ C

= −1

2

√
1 + ( x√

2
)2

x√
2

+ C

است. شده استفاده sinh t = x√
2

تساوی از فوق روابط در

.
∫

1

(x2 − 1)
3
2

dx د)

هدف مسئله این در ترتیب این به است. شده تعریف (−∞,−1) ∪ (1,∞) دامنه بر f آنگاه f(x) := 1

(x2 − 1)
3
2

اگر

لزوما فوق بازەهای بر f اولیە تابع های که ͬ کنیم م توجه است. (1,∞) و (−∞,−1) مجزای بازه دو بر f اولیه تابع یافتن

به را (1,∞) بازه بر f اولیه تابع ابتدا دیͽر، عبارت (به x > 1 کنیم فرض ابتدا بحث، در سهولت برای نیستند. برابر

،x = cosh t یا θ ∈ (0,
π

2
) ،x = sec θ متغیرهای تغییر از ͷی هر از ͬ توانیم م فوق، انتگرال حل برای ͬ آوریم). م دست

صورت این در ͬ کنیم. م استفاده هذلولͬ متغیر تغییر از اینجا در ما کنیم. استفاده ،t ∈ (0,∞)

1

(x2 − 1)
3
2

=
1

(cosh2 t− 1)
3
2

=
1

sinh3 t
و dx = sinh t dt

نتیجه در

∫
1

(x2 − 1)
3
2

dx =

∫
1

sinh3 t
sinh t dt =

∫
1

sinh2 t
dt

= − coth t+ C = −cosh t

sinh t
+ C = − cosh t√

cosh2 t− 1
+ C

= − x√
x2 − 1

+ C

این به کردەایم. استفاده sinh t =
√

cosh2 t− 1 تساوی از ،sinh t > 0 یا ،t > 0 فرض به توجه با فوق، روابط در

تابع بخواهیم دیͽر، عبارت به (یا x < −1 اگر اکنون است. − x√
x2 − 1

برابر (1,∞) بازه بر f اولیه تابع ͷی ترتیب،

داشت خواهیم ،x = −t متغیر تغییر از استفاده با آنگاه کنیم) تعیین را (−∞,−1) بازه بر f اولیه

∫
1

(x2 − 1)
3
2

dx =

∫
1

(t2 − 1)
3
2

(−dt)
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قبل، قسمت بحث از استفاده با نتیجه در .t > 1 آن در که

∫
1

(x2 − 1)
3
2

dx = −
∫

1

(t2 − 1)
3
2

dt = −
(
− t√

t2 − 1

)
+ C =

−x√
x2 − 1

+ C

ͬ باشد. م یͺسان (1,∞) و (−∞,−1) بازه دو هر بر f اولیه تابع شͺل مثال، این در پس

.
∫

1

x
√
2− x2

dx ه)

صورت این در ͬ کنیم. م استفاده ،θ ∈ (−π

2
, 0) ∪ (0,

π

2
) ،x =

√
2 sin θ متغیر تغییر از مثال این در

1

x
√
2− x2

=
1

√
2 sin θ

√
2− 2 sin2 θ

=
1

2 sin θ| cos θ|
=

1

2 sin θ cos θ

نتیجه در .dx =
√
2 cos θ و

∫
1

x
√
2− x2

dx =

∫
1

2 sin θ cos θ

√
2 cos θ dθ

=
1√
2

∫
1

sin θ
dθ =

1√
2

∫
sin θ

sin2 θ
dθ

=
1√
2

∫
sin θ

1− cos2 θ
dθ

خواهیم ،θ ∈ (−π

2
, 0) ∪ (0,

π

2
) فرض به توجه با آنگاه، کنیم استفاده u = cos θ متغیر تغییر از اگر اخیر، انتگرال برای

نتیجه در .0 < |u| < 1 داشت

∫
sin θ

1− cos2 θ
dθ = −

∫
1

1− u2
du = − tanh−1 u+ C = − tanh−1(cos θ) + C

آنجا از و

∫
1

x
√
2− x2

dx =
1√
2

∫
sin θ

1− cos2 θ
dθ = − 1√

2
tanh−1(cos θ) + C

= − 1√
2
tanh−1(

√
1− sin2 θ) + C

= − 1√
2
tanh−1(

√
1− (

x√
2
)2) + C
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.
∫

x√
3− 2x− x2

dx و)

θ ∈ ،x + 1 = 2 sin θ متغیر تغییر دو از ͬͺی (x+ 1)− 1√
4− (x+ 1)2

صورت به x√
3− 2x− x2

عبارت بازنویسͬ با

ͬ کنبم. م استفاده دوم متغیر تغییر از اینجا در ما باشد. مفید ͬ تواند م ،t ∈ (−∞,∞) ،x+ 1 = 2 tanh t یا ،(−π

2
,
π

2
)

متغیر، تغییر این تحت

(x+ 1)− 1√
4− (x+ 1)2

=
2 tanh t− 1√
4− 4 tanh2 t

=
2 tanh t− 1

2
cosh t

و dx =
2

cosh2 t
dt

نتیجه در

∫
x√

3− 2x− x2
dx =

∫
2 tanh t− 1

2
cosh t

2

cosh2 t
dt =

∫
2 tanh t− 1

cosh t
dt

=

∫ (2 sinh t
cosh2 t

− 1

cosh t

)
dt

=
−2

cosh t
−
∫

1

cosh t
dt (۴ .۹)

داشت خواهیم ،1− tanh2 t =
1

cosh2 t
اینکه به توجه با ابتدا ،x متغیر حسب بر آخر عبارت دو تعیین برای

−2

cosh t
= −2

√
1− tanh2 t = −2

√
1− (

x+ 1

2
)2

داشت خواهیم سادەسازی و انتگرال این در cosh t = et + e−t

2
جایͽذاری با نیز آخر انتگرال برای

∫
1

cosh t
dt =

∫
2

et + e−t
dt =

∫
2et

e2t + 1
dt = 2 tan−1(et) + C

،z ∈ (−1, 1) چون متغیر هر برای که کردەایم اشاره هذلولͬ، وارون توابع بخش در پنجم، فصل در قبلا

tanh−1 z =
1

2
ln(

1 + z

1− z
)

داریم x+ 1 = 2 tanh t متغیر تغییر تحت اینکه به توجه با اساس، این بر

t = tanh−1(
x+ 1

2
) =

1

2
ln
(1 + x+1

2

1− 1+x
2

)
=

1

2
ln
(3 + x

1− x

)
= ln

√
3 + x

1− x
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نتیجه در و et =
√

3 + x

1− x
داشت خواهیم

∫
1

cosh t
dt = 2 tan−1(et) + C = 2 tan−1

(√3 + x

1− x

)
+ C

ͬ آید. م دست به نهایی نتیجه (۴ .۹) رابطه در x حسب بر −2

cosh t
مقدار و عبارت این جایͽذاری با ترتیب این به

جزئͬ. کسرهای روش

و P (x) توابع آن در که P (x)

Q(x)
فرم به توابعͬ یعنͬ چندجملەای ها، حسب بر گویا توابع انتگرال محاسبه در روش این

درجه از کوچͺتر اکیدا صورت چندجملەای درجه کنیم فرض ابتدا ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد هستند، چندجملەای  Q(x)

حاصل ضرب به ͬ توانیم م را Q(x) مانند حقیقͬ ضرایب با چندجمله هر جبر، در خاصیتͬ بنابر باشد. مخرج چندجملەای

کنیم. تجزیه زیر صورت به ناپذیر تحویل ۲ درجه و ۱ درجه عوامل

Q(x) = A(x− a1)
n1(x− a2)

n2 · · · (x− ak)
nk(x2 + b1x+ c1)

m1 · · · (x2 + bℓx+ cℓ)
mℓ

سادەتر کسرهای از مجموعͬ صورت به P (x)

Q(x)
عبارت داد نشان ͬ توان م ،deg(P ) < deg(Q) فرض با و فوق تجزیه تحت

است. تجزیه قابل زیر قانون مطابق

صورت به عبارتͬ ،Q تجزیه در (x− a)n جمله نظیر

A1

x− a
+ · · ·+ An

(x− a)n

صورت به عبارتͬ ،Q تجزیه در (x2 + bx+ c)m عبارت نظیر و

B1x+ C1

x2 + bx+ c
+ · · ·+ Bmx+ Cm

(x2 + bx+ c)m

ͬ گردد. م ظاهر سادەتر کسرهای از مجموعͬ به P (x)

Q(x)
تجزیه در

ͬ کنیم. م بررسͬ را فوق روش از استفاده نحوه مثال چند با

آورید. دست به را زیر انتگرال های از ͷی هر مثال.

.
∫

x+ 3

x2 − 1
dx الف)
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از مجموعͬ صورت به است (۲) مخرج درجه از کمتر اکیدا (۱) صورت درجه آن در که را x+ 3

x2 − 1
گویای عبارت ابتدا

x2 − 1 = (x − 1)(x + 1) صورت به مخرج عبارت که ͬ کنیم م توجه منظور این برای ͬ کنیم. م تجزیه سادەتر کسرهای

که دارند وجود B و A ثوابت فوق، کلͬ روش بنابر نتیجه در ͬ شود. م تجزیه

x+ 3

x2 − 1
=

x+ 3

(x− 1)(x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1

کسر دو صورت عبارات نموده، جمع مشترک مخرج با مجددا را دوم طرف کسر دو ͬ توانیم م ،B و A ثابت دو تعیین برای

دهیم. قرار مساوی یͺدیͽر با را

x+ 3

(x− 1)(x+ 1)
=

A(x+ 1) + B(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
=

(A+B)x+ (A− B)

(x− 1)(x+ 1)

معادلات دستگاه در باید B و A ثوابت باشد برقرار x مقادیر همه برای صورت عبارت دو تساوی اینکه برای ترتیب این به

نمایند. صدق زیر A+B = 1

A− B = 3

آنجا از و B = −1 و A = 2 نتیجه در

x+ 3

x2 − 1
=

2

x− 1
+

−1

x+ 1

بنابراین

∫
x+ 3

x2 − 1
dx =

∫
(

2

x− 1
− 1

x+ 1
) dx = 2 ln |x− 1| − ln |x+ 1|+ C = ln(

(x− 1)2

|x+ 1|
) + C

.
∫

x

x2 + x− 2
dx ب)

و A ثابت دو است، مخرج درجه از کمتر اکیدا صورت درجه اینکه و x2 + x− 2 = (x + 2)(x− 1) اینکه به توجه با

که دارند وجود B
x

x2 + x− 2
=

x

(x+ 2)(x− 1)
=

A

x+ 2
+

B

x− 1

(x+2)(x−1) عبارت در فوق رابطه طرفین ضرب با ͬ شویم. م آشنا B و A ثابت دو تعیین برای دیͽری روش با مثال این در

داشت خواهیم

x = A(x− 1) + B(x+ 2)
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ͬ توانیم م است، برقرار مخرج، ریشەهای یعنͬ ،x = 1 و x = −2 بجز x مقادیر همه ازای به تساوی این اینکه به توجه با

و x = 1 مقادیر جایͽذاری همانند حاصل نتیجه که است طبیعͬ کنیم. حساب x → 1 و x → −2 وقتͬ را طرفین حد

ͬ کنند. م صدق زیر معادلات در B و A ثوابت ترتیب، این به بود. خواهد فوق تساوی در x = −2

1 = A(1− 1) + B(1 + 2) و − 2 = A(−2− 1) + B(−2 + 2)

نتیجه در .B =
1

3
و A =

2

3
آنجا از و

x

x2 + x− 2
=

x

(x+ 2)(x− 1)
=

2

3

1

x+ 2
+

1

3

1

x− 1

نهایتا و

∫
x

x2 + x− 2
dx =

2

3

∫
1

x+ 2
dx+

1

3

∫
1

x− 1
dx =

2

3
ln |x+ 2|+ 1

3
ln |x− 1|+ C

.
∫

4x

x3 + x2 + x+ 1
dx ج)

توجه با و فوق قاعده از استفاده با است، مخرج چندجملەای درجه از کمتر اکیدا صورت چندجملەای درجه اینکه به توجه با

گونەای به دارند وجود C و B ،A ثابت های ،x3 + x2 + x+ 1 = x2(x+ 1) + x+ 1 = (x+ 1)(x2 + 1) اینکه به

که
4x

x3 + x2 + x+ 1
=

4x

(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ c

x2 + 1

نتیجه در ͬ کنیم. م ضرب (x+ 1)(x2 + 1) عبارت در ابتدا را فوق رابطه طرفین فوق، ثابت های تعیین برای

4x = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

(x → −1 وقتͬ آوریم دست به را طرفین حد اگر واقع در (یا کنیم اختیار −1 برابر را x مقدار اخیر رابطه در اگر ترتیب این به

نتیجه در ͬ کنیم. م جابجا را جملات داده، قرار عبارت این در را A برای آمده دست به مقدار .A = −2 داشت خواهیم

4x+ 2(x2 + 1) = (Bx+ C)(x+ 1) یا 2(x+ 1)2 = (Bx+ C)(x+ 1)
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پس .Bx+ C = 2x+ 2 آنجا از و

4x

x3 + x2 + x+ 1
=

−2

x+ 1
+

2x+ 2

x2 + 1

ترتیب این به

∫
4x

x3 + x2 + x+ 1
dx =

∫
−2

x+ 1
dx+

∫
2x

x2 + 1
dx+

∫
2

x2 + 1
dx

= −2 ln |x+ 1|+ ln(x2 + 1) + 2 tan−1 x+ C

.
∫

x3 − 8

x2(x2 + 4)
dx د)

که کنیم توجه ͬ کنیم. م تجزیه جزئͬ کسرهای از مجموعͬ به را x3 − 8

x2(x2 + 4)
عبارت ابتدا نیز اینجا در قبل، مثال سه مانند

دارند وجود C و B ،A2 ،A1 ثابت های فوق، روش بنابر است. (x− 0)2 چندجملەای واقع در مخرج عبارت در x2 جمله

که
x3 − 8

x2(x2 + 4)
=

A1

x
+

A2

x2
+

Bx+ C

x2 + 4

،x2(x2 + 4) جمله در فوق رابطه طرفین ضرب با

x3 − 8 = A1x(x
2 + 4) + A2(x

2 + 4) + (Bx+ C)x2

جملات کردن جابجا با اکنون .A2 = −2 داشت خواهیم رابطه این در x = 0 دادن قرار با نتیجه در و

x3 − 8 + 2(x2 + 4) = x3 + 2x2 = A1x(x
2 + 4) + (Bx+ C)x2

= (A1 +B)x3 + Cx2 + 4A1x

ͬ شوند. م حاصل زیر معادلات فوق، رابطه طرفین در x یͺسان توان های ضرایب دادن قرار برابر با


A1 +B = 1

C = 2

A1 = 0
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نتیجه در است. C = 2 و B = 1 ،A1 = 0 صورت به آن جواب که

x3 − 8

x2(x2 + 4)
=

−2

x2
+

x+ 2

x2 + 4

آنجا از ∫و
x3 − 8

x2(x2 + 4)
= −2 ln |x|+ 1

2
ln(x2 + 4) + tan−1(

x

2
) + C

دهید.) انجام را فوق محاسبات جزئیات (لطفا

تجزیه روش در مخرج از صورت چندجملەای درجه بودن کوچͺتر شرط کردیم، اشاره بخش این ابتدای در که همانطور

مخرج چندجملەای درجه مساوی یا بزرگتر صورت چندجملەای درجه که صورتͬ در است. مهم شرطͬ جزئͬ کسرهای به

تابعͬ و چندجملەای ͷی مجموع صورت به را نظر مورد گویای تابع مخرج، به صورت چندجملەای تقسیم با ابتدا آنگاه باشد

در را فوق روش سپس ͬ نویسیم. م باشد مخرج درجه از کمتر اکیدا صورت درجه آن در که چندجملەای ها حسب بر گویا

ͬ گیریم. م کار به انتگرال محاسبه

.
∫

x5 + x− 1

x3 − 1
dx انتگرال محاسبه است مطلوب مثال.

(3 (یعنͬ مخرج چندجملەای درجه از بزرگتر و 5 برابر صورت چندجملەای درجه اینجا در ͬ کنیم م مشاهده که همانگونه

نتیجه در ͬ کنیم. م تقسیم x3 − 1 بر را x5 + x − 1 عبارت چندجملەای ها، تقسیم الͽوریتم از استفاده با ابتدا پس است.

تقسیم این
x5 + x− 1

x3 − 1
= x2 +

x2 + x− 1

x3 − 1
= x2 +

x2 + x− 1

(x− 1)(x2 + x+ 1)

این ∫بنابر
x5 + x− 1

x3 − 1
dx =

1

3
x3 +

∫
x2 + x− 1

(x− 1)(x2 + x+ 1)

x2+x+1 جمله که ͬ کنیم م توجه ͬ پردازیم. م
∫

x2 + x− 1

(x− 1)(x2 + x+ 1)
dx انتگرال محاسبه به اکنون بحث، تکمیل برای

،A ثابت های است، شده اشاره بخش این ابتدای در که روشͬ بنابر است. تحویل ناپذیر چندجملەای ͷی مخرج، عبارت در

که دارند وجود C و B
x2 + x− 1

(x− 1)(x2 + x+ 1)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1

۱۶۱



نتیجه در ͬ آیند. م دست به C =
4

3
و B =

2

3
،A =

1

3
صورت به فوق ثابت های قبل، مثال های مشابه حلͬ با

∫
x2 + x− 1

(x− 1)(x2 + x+ 1)
dx =

∫ ( 1
3

x− 1
+

2
3
x+ 4

3

x2 + x+ 1

)
dx =

1

3
ln |x− 1|+ 2

3

∫
x+ 2

x2 + x+ 1
dx

متغیر تغییر از استفاده حالت این در .x2 + x + 1 = (x +
1

2
)2 +

3

4
که ͬ کنیم م توجه نیز آخر انتگرال محاسبه برای

ͬ گذاریم. م دانشجویان عهده به را بحث تکمیل و محاسبات انجام ͬ شود. م محاسبات شدن ساده باعث x+
1

2
=

√
3

2
u

مثال. چند

ͬ کنیم. م مشاهده را ͬ شود م انتگرال ͷی حل به منجر موارد برخͬ که مختلفͬ متغیرهای تغییر مثال، چند با بخش، این در

زیر. انتگرال های از ͷی هر محاسبه است مطلوب مثال.

.
∫ √

x+ 1

x
dx الف)

نتیجه در .dx = 2u du و x = u2 − 1 آنگاه کنیم استفاده u =
√
x+ 1 متغیر تغییر از اگر انتگرل، این حل برای

∫ √
x+ 1

x
dx =

∫
u

u2 − 1
2u du =

∫
2u2

u2 − 1
du

=

∫ (
2 +

2

u2 − 1

)
du =

∫ (
2 +

1

u− 1
+

−1

u+ 1

)
du

= 2u+ ln |u− 1|+ ln |u+ 1|+ C

= 2
√
x+ 1 + ln |

√
x+ 1− 1|+ ln(

√
x+ 1 + 1) + C

شده استفاده کردیم، مشاهده قبل بخش در آنچه مطابق ، 2

u2 − 1
=

1

u− 1
+

−1

u+ 1
تجزیه از فوق نتیجه حصول در

است.

.
∫

1

1 + 3
√
x
dx ب)

نتیجه در .dx = 3u2 du و x = u3 داشت خواهیم u = 3
√
x متغیر تغییر از استفاده با اینجا در

∫
1

1 + 3
√
x
dx =

∫
1

1 + u
3u2 du = 3

∫
u2 − 1 + 1

u+ 1
du

= 3

∫ (
u− 1 +

1

u+ 1

)
du

= 3
(1
2
u2 − u+ ln |u+ 1|

)
+ C

=
3

2
( 3
√
x)3 − 3 3

√
x+ 3 ln | 3

√
x+ 1|+ C
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.
∫ √

x

1 + 3
√
x
dx ج)

و dx = 6u5 du صورت این در ͬ کنیم. م استفاده x = u6 متغیر تغییر از انتگرال این برای

√
x

1 + 3
√
x
=

u3

1 + u2

نتیجه ∫در √
x

1 + 3
√
x
dx =

∫
u3

1 + u2
6u5 du = 6

∫
u8

1 + u2
du

u8

1 + u2
عبارت کرده، تقسیم مخرج به را صورت چندجملەای ابتدا قبل، بخش روش از استفاده با اخیر، انتگرال حل برای

این در ͬ نویسیم. م است u2 + 1 جمله آن مخرج که گویا عبارتͬ و (u حسب (بر چندجملەای ͷی مجموع صورت به را

ͬ گذاریم. م دانشجویان عهده به را جزئیات این انجام ͬ گردد. م امͺان پذیر سادگͬ به انتگرال محاسبه صورت

.
∫

1

ex + 1
dx د)

ترتیب این به .dx =
du

u
نتیجه در و x = ln u آنگاه کنیم استفاده u = ex متغیر تغییر از اگر

∫
1

ex + 1
dx =

∫
1

u+ 1

1

u
du =

∫
1

u(u+ 1)
du

=

∫ (1
u
− 1

u+ 1

)
du

= ln |u| − ln |u+ 1|+ C

= ln(ex)− ln(ex + 1) + C = x− ln(ex + 1) + C

کردەایم. استفاده 1

u(u+ 1)
=

1

u
+

−1

u+ 1
تجزیه از نیز اینجا در

.
∫

1

sin x+ cos x+ 1
dx و)

ͬ کنیم. م استفاده زیر مثلثاتͬ اتحادهای از نخست انتگرال، این حل در

sin x =
2 tan(x

2
)

1 + tan2(x
2
)

و cos x =
1− tan2(x

2
)

1 + tan2(x
2
)
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نتیجه در

∫
1

sin x+ cos x+ 1
dx =

∫
1

2 tan x
2

1+tan2 x
2
+

1−tan2 x
2

1+tan2 x
2
+ 1

dx

=

∫
1 + tan2 x

2

2 tan x
2
+ 1− tan2 x

2
+ 1 + tan2 x

2

dx

=

∫
1 + tan2 x

2

2 tan x
2
+ 2

dx

(1 + tan2 x
2
) dx = یا و du =

1

2
(1 + tan2 x

2
) dx صورت این در ͬ کنیم. م استفاده u = tan x

2
متغیر تغییر از اکنون

نتیجه در .2 du

∫
1

sin x+ cos x+ 1
dx =

∫
1 + tan2 x

2

2 tan x
2
+ 2

dx =

∫
du

u+ 1
= ln |u+ 1|+ C = ln |(tan x

2
) + 1|+ C

ناسره. انتگرال های

شده تعریف کراندار تابعͬ f کردیم فرض مفهوم، این ارائه در شدیم. آشنا معین انتگرال مفهوم با درس چهارم فصل در

بر تابع که بازەای بودن کراندار و بسته و تابع بودن کراندار شرط دو واقع در باشد. [a, b] چون کراندار و بسته بازەای بر

برخͬ در مقابل در ͬ سازند. م ممͺن ریاضͬ نظر از را معین انتگرال تعریف ارائه که هستند شرایطͬ است شده تعریف آن

بازەای بر را انتگرال مفهوم و شود داده تقلیل شرط، دو هر گاهͬ یا شرط، دو این از ͬͺی است لازم انتگرال، کاربردهای

را ناسره انتگرال نام تحت مفهومͬ کرده، مبادرت مسئله این به بخش این در دهیم. گسترش بیͺران تابعͬ برای یا بیͺران،

جداگانه را کراندار بازەای بر بیͺران تابعͬ انتگرال و بیͺران بازەای بر کراندار تابعͬ انتگرال حالت دو ابتدا ͬ کنیم. م معرفͬ

ͬ گیریم. م نظر در

بیͺران بازەای بر شده تعریف کراندار تابعͬ f کنیم فرض بیͺران). بازەای بر کراندار (تابعͬ اول نوع ناسره انتگرال

باشد داشته وجود lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx داشته، وجود
∫ t

a

f(x) dx انتگرال ،t > a عدد هر برای اگر باشد. [a,∞) چون

ͬ دهیم. م نشان
∫ ∞

a

f(x) dx نماد با را فوق حد نامیده، انتگرال پذیر [a,∞) بیͺران بازه بر را f آنگاه
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x

y

t

y = f(x)

a

∫پس ∞

a

f(x) dx := lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

صورت، این غیر در ͬ نامیم. م همͽرا گوییم، ناسره انتگرال آن به بعد به این از که را
∫ ∞

a

f انتگرال اصطلاحا حالت این در

ͬ نامیم. م واگرا را ناسره انتگرال این

،t < a هر برای و باشد کراندار بازه این بر شده تعریف (−∞, a] چون بازەای بر f کنیم فرض ترتیب، همین به

ناسره انتگرال آنگاه باشد داشته وجود t → −∞ وقتͬ انتگرال این حد اگر باشد. داشته وجود
∫ a

t

f(x) dx انتگرال

ͬ کنیم. م تعریف lim
t→−∞

∫ a

t

f(x) dx برابر را آن مقدار نامیده، همͽرا را
∫ a

−∞
f(x) dx

ناسره انتگرال دو هر که باشد داشته وجود a ∈ R مانند عددی بوده، R بر شده تعریف کراندار تابعͬ f اگر نهایتا،

دو مجموع برابر را آن مقدار و همͽرا را
∫ ∞

−∞
f(x) dx ناسره انتگرال آنگاه باشند همͽرا

∫ ∞

a

f(x) dx و
∫ a

−∞
f(x) dx

حالت این در پس ͬ کنیم. م تعریف فوق ناسره انتگرال

∫ ∞

−∞
f(x) dx :=

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞

a

f(x) dx

باید همچنین است. a نقطه انتخاب از مستقل آن مقدار و
∫ ∞

−∞
f(x) dx ناسره انتگرال همͽرایی که کرد ثابت ͬ توان م

دیͽر، ناسره انتگرال رفتار به توجه بدون آنگاه، باشند واگرا
∫ ∞

a

f یا
∫ a

−∞
f ناسره انتگرال دو از ͬͺی اگر که داشت توجه

ͬ شود. م نامیده واگرا
∫ ∞

−∞
f ناسره انتگرال

کنید. بررسͬ را زیر ناسره انتگرال های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

است. ثابت مقداری p > 0 آن در که
∫ ∞

1

1

xp
dx الف)
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،t > 1 برای

∫ t

1

1

xp
dx =

∫ t

1

x−p dx =


1

−p+1
x−p+1

∣∣∣t
1

p 6= 1

ln x
∣∣∣t
1

p = 1
=

 1
−p+1

(t−p+1 − 1) p 6= 1

ln t p = 1

است. واگرا ناسره انتگرال حالت این در نتیجه در .
∫ t

1

x−p dx → ∞ ،0 < p ≤ 1 که حالتͬ در ،t → ∞ وقتͬ اکنون

،p > 1 که حالتͬ در

lim
t→∞

∫ t

1

x−p dx = lim
t→∞

1

−p+ 1

(
t−p+1 − 1

)
= lim

t→∞

1

−p+ 1

( 1

tp−1
− 1

)
=

1

−p+ 1
× (0− 1) =

1

p− 1

است. 1

p− 1
برابر آن مقدار و همͽرا

∫ ∞

1

1

xp
dx ناسره انتگرال حالت این در پس

در هستند واگرا (p =
1

2
آن در (که

∫ ∞

1

1√
x
dx و (p = 1 آن در (که

∫ ∞

1

1

x
dx ناسره انتگرال های مثال، طور به پس

است. 1

2− 1
= 1 برابر آن مقدار و همͽرا (p = 2 آن در (که

∫ ∞

1

1

x2
dx ناسره انتگرال که حالͬ

.
∫ 0

−∞
ex dx ب)

،t < 0 ∫برای 0

t

ex dx = ex
∣∣∣0
t
= 1− et

نتیجه در

lim
t→−∞

∫ 0

t

ex dx = lim
t→−∞

(
1− et

)
= 1

است. 1 برابر آن مقدار و همͽرا
∫ 0

−∞
ex dx ناسره انتگرال پس

.
∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx ج)

دو واگرایی یا همͽرایی کرده، انتخاب a چون R در دلخواه نقطەای ابتدا انتگرال این واگرایی یا همͽرایی بررسͬ برای

برای ͬ کنیم. م انتخاب 0 برابر را a مقدار اینجا در ͬ کنیم. م مطالعه را
∫ ∞

a

1

1 + x2
dx و

∫ a

−∞

1

1 + x2
dx ناسره انتگرال

،t > 0

lim
t→∞

∫ t

0

1

1 + x2
dx = lim

t→∞
tan−1 x

∣∣∣t
0
= lim

t→∞
tan−1 t =

π

2
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،t < 0 برای ترتیب، همین به

lim
t→−∞

∫ 0

t

1

1 + x2
dx = lim

t→−∞
tan−1 x

∣∣∣0
t
= lim

t→−∞
(− tan−1 t) = −(−π

2
) =

π

2

π

2
+
π

2
= π برابر آن مقدار و همͽرا

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx ناسره انتگرال هستند همͽرا فوق ناسره انتگرال دو هر اینکه به توجه با

است.

دلیل به تعریف، از استفاده با
∫ ∞

a

f(x) dx مانند ناسره انتگرال ͷی واگرایی یا همͽرایی بررسͬ موارد از بسیاری در

این در است. غیرعملͬ یا سخت کاری معین)، انتگرال این بودن ناپذیر محاسبه حتͬ (یا
∫ t

a

f(x) dx محاسبه بودن دشوار

انتگرال مقدار همͽرایی، صورت در کرده، بررسͬ زیر قضایای از استفاده با را انتگرال واگرایی یا همͽرایی ͬ توانیم م موارد

کنیم. تعیین نیاز مود دقت با عددی روش های از استفاده با را ناسره

صورت این در .0 ≤ f(x) ≤ g(x) ،x ≥ a هر برای بوده، پیوسته توابعͬ f, g : [a,∞) → R کنیم فرض

است. همͽرا نیز
∫ ∞

a

f(x) dx ناسره انتگرال باشد همͽرا
∫ ∞

a

g(x) dx ناسره انتگرال اگر الف)

بود. خواهد واگرا هم
∫ ∞

a

g(x) dx ناسره انتگرال باشد واگرا
∫ ∞

a

f(x) dx ناسره انتگرال اگر ب)

مقایسه). (آزمون قضیه

و y = g(x) ͬ های منحن از ͷی هر بین محصور نواحͬ مساحت اساس بر آزمون این برقراری برای توجیهͬ زیر شͺل

ͬ دهد. م نشان را x ≥ a ناحیه در x محور و y = f(x)

x

y

a

y = g(x)

y = f(x)

∫ ∞

a

g(x) dx

∫ ∞

a

f(x) dx
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0 ≤ ℓ ≤ آن در که ، lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ℓ بوده، نامنفͬ و پیوسته توابعͬ f, g; [a,∞) → R توابع کنیم فرض

صورت این در .∞

واگرایی یا همͽرایی نظر از
∫ ∞

a

g(x) dx و
∫ ∞

a

f(x) dx ناسره انتگرال دو آنگاه 0 < ℓ < ∞ اگر الف)

دارند. رفتار ͷی

ͬ شود. م نتیجه دیͽر ناسره انتگرال همͽرایی
∫ ∞

a

g(x) dx همͽرایی از آنگاه ℓ = 0 اگر ب)

حاصل
∫ ∞

a

f(x) dx ناسره انتگرال واگرایی
∫ ∞

a

g(x) dx ناسره انتگرال واگرایی از آنگاه ℓ = ∞ اگر ج)

ͬ شود. م

حدی). مقایسه (آزمون قضیه

هستند. اثبات و بیان قابل نیز
∫ a

−∞
f(x) dx ناسره انتگرال برای فوق آزمون های

کنید. تعیین را زیر ناسره انتگرال های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

.
∫ ∞

1

1√
1 + x2

dx الف)

.g(x) = 1

x
و f(x) = 1√

1 + x2
ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م استفاده حدی مقایسه آزمون از ناسره انتگرال این رفتار بررسͬ برای

حال عین در هستند. نامنفͬ g(x) و f(x) ،x ∈ [1,∞) هر برای صورت این در

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

1√
1+x2

1
x

= lim
x→∞

x√
1 + x2

= 1

ناسره انتگرال دو حدی، مقایسه آزمون (الف) قسمت به توجه با

∫ ∞

1

f(x) dx =

∫ ∞

1

1√
1 + x2

dx و
∫ ∞

1

g(x) dx =

∫ ∞

1

1

x
dx

انتگرال پس است. واگرا
∫ ∞

1

1

x
dx ناسره انتگرال قبل، مثال های بنابر اما دارند. رفتار ͷی واگرایی یا همͽرایی بابت از

بود. خواهد واگرا نیز نظر مورد ناسره

.
∫ ∞

1

1√
x3 + x2

dx ب)

در .x3 + x2 ≥ x3 ،x ∈ [1,∞) هر برای که ͬ کنیم م توجه ͬ کنیم. م استفاده مقایسه آزمون از ناسره انتگرال این برای
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آنجا از و
√
x3 + x2 ≥

√
x3 = x

3
2 نتیجه

∀x ≥ 1 0 ≤ f(x) :=
1√

x3 + x2
≤ 1

x
3
2

:= g(x)

به ،
∫ ∞

1

1

xp
dx ناسره انتگرال از خاصͬ حالت عنوان به

∫ ∞

1

g(x) dx =

∫ ∞

1

1

x
3
2

dx ناسره انتگرال اینکه به توجه با

مثال این بود. خواهد همͽرا نیز
∫ ∞

1

1√
x3 + x2

dx ناسره انتگرال مقایسه، آزمون بنابر است، همͽرا ،p =
3

2
> 1 ازای

ͬ گذاریم. م دانشجویان عهده به را آن جزئیات بررسͬ که است حل قابل سادگͬ به نیز حدی مقایسه آزمون با

.
∫ ∞

0

e−x2

dx ج)

دو هر صورت این در .g(x) = e−x و f(x) = e−x2 ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م استفاده حدی مقایسه آزمون از مثال این برای

بوده، نامنفͬ و پیوسته تابع

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

e−x2

e−x
= lim

x→∞
e−(x2−x) = 0

نیز
∫ ∞

0

e−x2

dx ناسره انتگرال آنگاه باشد همͽرا
∫ ∞

0

e−x dx ناسره انتگرال اگر حدی، مقایسه آزمون (ب) قسمت بنابر

ͬ کنیم. م استفاده تعریف از
∫ ∞

0

e−x dx ناسره انتگرال برای اکنون بود. خواهد همͽرا

lim
t→∞

∫ t

0

e−x dx = lim
t→∞

(−e−x)
∣∣∣t
0
= lim

t→∞
(1− e−t) = 1

است. همͽرا نیز نظر مورد ناسره انتگرال بوده، همͽرا
∫ ∞

0

e−x dx ناسره انتگرال پس

.
∫ ∞

−∞

x2

1 + x6
dx د)

ͬ کنیم. م بررسͬ را
∫ 0

−∞

x2

1 + x6
dx و

∫ ∞

0

x2

1 + x6
dx ناسره انتگرال دو واگرایی یا همͽرایی انتگرال این برای

داریم t ≥ 1 شرط با t > 0 هر برای ،[0,∞) بر f(x) = x2

1 + x6
تابع پیوستگͬ به توجه با نخست، انتگرال برای

∫ t

0

x2

1 + x6
dx =

∫ 1

0

x2

1 + x6
dx+

∫ t

1

x2

1 + x6
dx

انتگرال دیͽر عبارت به باشد. داشته وجود lim
t→∞

∫ t

1

x2

1 + x6
dx اگر تنها و اگر دارد وجود lim

t→∞

∫ t

0

x2

1 + x6
dx نتیجه در
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اخیر انتگرال برای اکنون باشد. همͽرا
∫ ∞

1

x2

1 + x6
dx ناسره انتگرال اگر تنها و اگر است همͽرا

∫ ∞

0

x2

1 + x6
dx ناسره

داریم مقایسه آزمون از استفاده با

∀x ≥ 1 0 ≤ f(x) =
x2

1 + x6
≤ x2

x6
=

1

x4
= g(x)

ناسره انتگرال آنجا از و
∫ ∞

1

x2

1 + x6
dx انتگرال (p = 4 > 1 آن در (که

∫ ∞

1

1

x4
dx ناسره انتگرال همͽرایی به توجه با

است. همͽرا نیز
∫ ∞

0

x2

1 + x6
dx

نیز نظر مورد ناسره انتگرال نتیجه در است. همͽرا هم
∫ 0

−∞

x2

1 + x6
dx ناسره انتگرال ͬ شود م مشاهده مشابه نحو به

است. همͽرا

.
∫ ∞

0

x2e−x dx ه)

هستند. نامنفͬ و پیوسته توابعͬ [0,∞) بر تابع دو هر صورت این در .g(x) = e−
x
2 و f(x) = x2e−x ͬ دهیم م قرار

همچنین

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

x2e−x

e−
x
2

= lim
x→∞

x2

e
x
2

= 0

انتگرال حدی، مقایسه آزمون بنابر پس است. همͽرا
∫ ∞

0

e−
x
2 dx ناسره انتگرال ͬ شود م مشاهده سادگͬ به دیͽر، طرف از

است. همͽرا نیز فوق ناسره

.
∫ ∞

1

ln x

x2
dx و)

همچنین هستند. نامنفͬ و پیوسته [1,∞) بر تابع دو هر صورت این در .g(x) = 1

x
3
2

و f(x) = ln x

x2
ͬ دهیم م قرار

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

lnx
x2

1

x
3
2

= lim
x→∞

ln x

x
1
2

= 0

ͬ گذاریم. م دانشجویان عهده به را حدی مقایسه آزمون از استفاده با بحث تکمیل

بوده، (a, b] فرم به بازەای بر شده تعریف تابعͬ f کنیم فرض کراندار). بازەای بر بیͺران (تابع دوم نوع ناسره انتگرال

داشته وجود lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx اگر باشد. داشته وجود
∫ b

t

f(x) dx معین انتگرال ،a < t < b شرط با t عدد هر برای
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این صورت این غیر در ͬ نامیم. م همͽرا را فوق ناسره انتگرال داده، نمایش
∫ b

a

f(x) dx نماد همان با را آن آنگاه باشد

ͬ نامیم. م واگرا را انتگرال

x

y

a

y = f(x)

t

y = f(x)

b

∫ b

t

f(x) dx

باشد داشته وجود
∫ t

a

f(x) dx انتگرال b و a بین t هر برای شده، تعریف [a, b) فرم به بازەای بر f اگر ترتیب، همین به

ͬ دهیم م قرار ∫آنگاه b

a

f(x) dx := lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

دو هر ،c ∈ (a, b) برای و باشد شده تعریف (a, b) فرم به بازەای بر f اگر نهایتا باشد. داشته وجود فوق حد آنکه شرط به

مقدار نامیده، همͽرا را
∫ b

a

f(x) dx ناسره انتگرال آنگاه باشند داشته وجود
∫ b

c

f(x) dx و
∫ c

a

f(x) dx ناسره انتگرال

ͬ کنیم. م تعریف
∫ b

c

f(x) dx و
∫ c

a

f(x) dx ناسره انتگرال دو مجموع برابر را آن

این برای ناسره نامͽذاری دلیل امر همین و ندارد ضرورتͬ تعریف دامنه بر تابع بودن کراندار شرط فوق تعریف چند در

است. انتگرال ها از دسته

کنید. بررسͬ را زیر ناسره انتگرال های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

ثابت). عددی p > 0)
∫ 1

0

1

xp
dx الف)

x

y

1

y =
1

xp
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،0 < t < 1 شرط با t عدد برای است. شدە تعریف (0, 1] بازه بر f(x) = 1

xp
تابع ͬ کنیم م توجه

∫ 1

t

1

xp
dx =

∫ 1

t

x−p dx =

 1
1−p

(1− t1−p) p 6= 1

− ln t p = 1

حالت این در ناسره انتگرال این نداشته، وجود
∫ 1

t

1

xp
dx انتگرال حد p ≥ 1 که حالتͬ در t → 0+ اگر ترتیب این به

،0 < p < 1 که حالتͬ در اما است. واگرا

lim
t→0+

∫ 1

t

1

xp
dx = lim

t→0+

( 1

1− p
(1− t1−p)

)
=

1

1− p

ناسره انتگرال های مثال، طور به پس است. 1

1− p
برابر آن مقدار و همͽرا

∫ 1

0

1

xp
dx ناسره انتگرال ،1 و 0 بین p برای پس

(که
∫ 1

0

1√
x
dx ناسره انتگرال مقابل، در هستند. واگرا (p = 2 آن در (که

∫ 1

0

1

x2
dx و (p = 1 آن در (که

∫ 1

0

1

x
dx

است. همͽرا (p =
1

2
آن در

.
∫ 1

0

ln x dx ب)

کردیم مشاهده جز به جز روش به انتگرال گیری بخش در که همانطور است. شده تعریف (0, 1] بازه بر f(x) = ln x تابع

∫
ln x dx = x ln x− x+ C

نتیجه ∫در 1

t

ln x dx = (x ln x− x)
∣∣∣1
t
= −1− t ln t+ t

x

y

1

y = lnx

t

∫ 1

t

lnx dx
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نتیجه در . lim
t→0+

t ln t = 0 کردیم مشاهده پنجم فصل در حال عین در

lim
t→0+

∫ 1

t

ln x dx = lim
t→0+

(−1− t ln t+ t) = −1

است. همͽرا فوق ناسره انتگرال نتیجه در

زیر شرح به بودیم کرده بیان انتگرال ها آن برای آنچه مشابه قضایایی نیز اینجا در اول، نوع ناسره انتگرال های بحث مانند

هستند. اثبات و بیان قابل

،x ∈ (a, b] هر برای بوده، (a, b] چون بازەای بر شده تعریف نامنفͬ و پیوسته توابعͬ g و f کنیم فرض

ناسره انتگرال آنگاه باشد همͽرا
∫ b

a

g(x) dx ناسره انتگرال اگر صورت این در .0 ≤ f(x) ≤ g(x)

واگرا نیز
∫ b

a

g(x) dx آنگاه باشد واگرا
∫ b

a

f(x) dx اگر ترتیب، همین به است. همͽرا نیز
∫ b

a

f(x) dx

بود. خواهد

مقایسه) (آزمون قضیه

در (که lim
x→a+

f(x)

g(x)
= ℓ بوده، (a, b] چون بازەای بر شده تعریف نامنفͬ و پیوسته توابعͬ g و f کنیم فرض

صورت این در باشد.) ∞ برابر یا [0,∞) بازه در ͬ تواند م ℓ آن

واگرایی یا همͽرایی نظر از
∫ b

a

g(x) dx و
∫ b

a

f(x) dx ناسره انتگرال دو ،0 < ℓ < ∞ که حالتͬ در الف)

دارند. رفتار ͷی

ͬ شود. م نتیجه
∫ b

a

f(x) dx همͽرایی
∫ b

a

g(x) dx همͽرایی از آنگاه ℓ = 0 اگر ب)

داشت. خواهد پی در را
∫ b

a

f(x) dx واگرایی
∫ b

a

g(x) dx واگرایی ،ℓ = ∞ که حالتͬ در ج)

حدی) مقایسه (آزمون قضیه

است. همͽرا
∫ 1

0

1√
1− x

dx ناسره انتگرال دهید نشان تعریف از استفاده با الف) مثال.

کنید. بررسͬ را
∫ 1

0

1√
1− x3

dx ناسره انتگرال واگرایی یا همͽرایی ب)

فوق، ناسره انتگرال با ارتباط در پس است. شده تعریف (−∞, 1) بازه بر f(x) = 1√
1− x

تابع ͬ کنیم م توجه ابتدا الف)

ͬ گیریم. م نظر در [0, 1) بازه بر را تابع این
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داشت خواهیم u = 1− x متغیر تغییر از استفاده با ،0 < t < 1 شرط با t عدد برای

∫ t

0

1√
1− x

dx =

∫ 1−t

1

1√
u
(−du) =

∫ 1

1−t

1√
u
du = 2

√
u
∣∣∣1
1−t

= 2− 2
√
1− t

نتیجه در

lim
t→1−

∫ t

0

1√
1− t

dt = lim
t→1−

(
2− 2

√
1− t

)
= 2

است. همͽرا ناسره انتگرال این پس

علاوه به هستند. پیوسته [0, 1) بر بوده، نامنفͬ تابع دو هر آنگاه g(x) = 1√
1− x3

و f(x) = 1√
1− x

اگر ب)

lim
x→1−

f(x)

g(x)
= lim

x→1−

√
1− x3

√
1− x

= lim
x→1−

√
(1− x)(1 + x+ x2)√

1− x
= lim

x→1−

√
1 + x+ x2 =

√
3

دارند. رفتار ͷی واگرایی یا همͽرایی بابت از
∫ 1

0

g(x) dx و
∫ 1

0

f(x) dx ناسره انتگرال دو حدی، مقایسه آزمون ∫بنابر 1

0

g(x) dx = انتگرال پس است. همͽرا
∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

1√
1− x

dx انتگرال (الف)، قسمت بنابر ولͬ

است. همͽرا نیز
∫ 1

0

1√
1− x3

dx

بازەهای بر کراندار توابع برای انتگرال ایده گسترش امͺان اول نوع ناسره انتگرال  کردیم، مشاهده اینجا تا که همانطور

امͺان نهایت در ͬ دهد. م قرار توجه مورد کراندار بازەهای بر بیͺران توابع برای را امͺان این دوم نوع ناسره انتگرال و بیͺران

مناسب نقطەای انتخاب با حالت، این در باشیم. داشته هم بیͺران بازەای بر بیͺران تابعͬ برای را انتگرال مفهوم بخواهیم دارد

دو واگرایی یا همͽرایی کرده تقسیم دوم نوع و اول نوع ناسره انتگرال دو به را نظر مورد ناسره انتگرال تابع، تعریف دامنه در

را آن مقدار نامیده همͽرا را اصلͬ ناسره انتگرال باشند همͽرا ناسره انتگرال دو هر که صورتͬ در ͬ کنیم. م بررسͬ را انتگرال

ͬ کنیم. م تعریف ناسره انتگرال دو مجموع برابر

کنید. بررسͬ را
∫ ∞

0

1
3
√
x2 + x4

dx ناسره انتگرال واگرایی یا همͽرایی مثال.

،0 به x ∈ (0,∞) متغیر شدن ͷنزدی با بوده، (0,∞) بازه بر پیوسته تابعͬ f آنگاه f(x) = 1
3
√
x2 + x4

دهیم قرار اگر

(تابع دوم نوع و بیͺران) (بازه اول نوع ناسره انتگرال دو از تلفیقͬ ناسره انتگرال این پس ͬ کند. م میل بی نهایت به تابع مقدار

و است) دوم نوع از (که
∫ 1

0

1
3
√
x2 + x4

dx ناسره انتگرال دو همͽرایی ،1 ∈ (0,∞) نقطه انتخاب با است. بی کران)

ͬ کنیم. م بررسͬ را است) اول نوع از (که
∫ ∞

1

1
3
√
x2 + x4

dx
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.
∫ 1

0

1
3
√
x2 + x4

dx دوم نوع ناسره انتگرال الف)

علاوه به هستند. نامنفͬ و پیوسته (0, 1] بازه بر g و f آنگاه باشد g(x) = 1
3
√
x2

=
1

x
2
3

دستور با تابع g اگر

lim
x→0+

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

3
√
x2

3
√
x2 + x4

= lim
x→0+

1
3
√
1 + x2

= 1

مثال های بنابر اما دارند. رفتار ͷی واگرایی یا همͽرایی بابت از
∫ 1

0

g(x) dx و
∫ 1

0

f(x) dx ناسره انتگرال دو نتیجه ∫در 1

0

1
3
√
x2 + x4

dx ناسره انتگرال پس است. همͽرا (p =
2

3
< 1 آن در (که

∫ 1

0

g(x) dx =

∫ 1

0

1

x
2
3

dx ناسره انتگرال قبلͬ،

بود. خواهد همͽرا نیز

.
∫ ∞

1

1
3
√
x2 + x4

dx اول نوع ناسره انتگرال ب)

نامنفͬ پیوسته، توابعͬ [1,∞) بر h و f تابع دو صورت این در باشد. h(x) = 1
3
√
x4

=
1

x
4
3

دستور با تابع h کنیم فرض

علاوه به هستند. کراندار و

lim
x→∞

f(x)

h(x)
= lim

x→∞

3
√
x4

3
√
x2 + x4

= lim
x→∞

1

3

√
1
x2 + 1

= 1

∫ ∞

1

h(x) dx =

∫ ∞

1

1

x
4
3

dx انتگرال اما هستند. رفتار هم
∫ ∞

1

h(x) dx و
∫ ∞

1

f(x) dx ناسره انتگرال دو نتیجه در

است. همͽرا نیز
∫ ∞

1

1
3
√
x2 + x4

dx ناسره انتگرال نتیجه در (چرا؟). است همͽرا

است. همͽرا
∫ ∞

0

1
3
√
x2 + x4

dx ناسره انتگرال (ب)، و (الف) قسمت دو نتایج به توجه با
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ششم. فصل تمرین های

کنید. محاسبه جزء به جزء روش از استفاده با را زیر های انتگرال .۱

(الف
∫

x2 ln x dx (ب
∫

θ cos θ dθ

(ج
∫

x sin 5x dx (د
∫

arcsin x dx

(ه
∫

x2 sinαx dx (و
∫

x3ex dx

(ز
∫

(ln x)2 dx (ح
∫

ln 3
√
x dx

(ط
∫

x5 ln x dx (ی
∫ 1

0

x cosh x dx

(ک
∫

x tan2 x dx (ل
∫
(arcsin x)2 dx

(م
∫

e2x sin 3x dx

کنید. محاسبه جزء به جزء روش از استفاده با مناسب متغیر تغییر انجام از بعد را زیر انتگرال های .۲

(الف
∫

cos
√
x dx (ب

∫
x3e−x2

dx

(ج
∫

sin(ln x) dx (د
∫

x ln(1 + x) dx

کنید. محاسبه هذلولوی و مثلثاتͬ متغیرهای تغییر از استفاده با را زیر انتگرال های .۳

(الف
∫ 1

0

x3
√
1− x2 dx (ب

∫ 3

0

x√
36− x2

dx

(ج
∫

x3

√
x2 + 4

dx (د
∫ √

x2 − 4

x
dx

(ه
∫ a

0

1

(a2 + x2)3/2
dx (و

∫ a

0

x2
√
a2 − x2 dx

(ز
∫

1√
a2 + x2

dx (ح
∫

x√
1 + x2

dx

(ط
∫ √

1 + x2

x
dx (ی

∫ √
5 + 4x− x2 dx

(ک
∫

x
√
1− x4 dx (ل

∫ 1

0

√
x2 + 1 dx

(م
∫

x2

(a2 + x2)3/2
dx

۱۷۶



کنید. محاسبه جزئͬ کسرهای تجزیه روش از استفاده با را زیر انتگرال های .۴

(الف
∫

x4

x− 1
dx (ب

∫
3x− 2

x+ 1
dx

(ج
∫

ax

x2 − bx
dx (د

∫
x3 + 4

x2 + 4
dx

(ه
∫

dx

x2(x− 1)2
(و

∫
x2 + x+ 1

(x2 + 1)2
dx

(ز
∫

x5 + x+ 1

x3 + 1
dx

محاسبه را انتگرال سپس و کرده تبدیل گویا توابع انتگرال به مناسب متغیری تغییر از استفاده با را زیر انتگرال های .۵

کنید.

(الف
∫ √

x+ 1

x
dx (ب

∫
dx

x2 + x
√
x

(ج
∫ 1

0

1

1 + 3
√
x
dx (د

∫ √
1 +

√
x

x
dx

(ه
∫

dx

1 + ex
(و

∫
sin x

cos2 x− 3 cos x
dx

(ز
∫

cosh x

sinh2 x+ sinh4 x
dx

. lim
t→∞

∫ t

−t

xdx = 0 ولͬ واگراست
∫ ∞

−∞
xdx که دهید نشان .۶

که دهید نشان مساحتها، تعبیر با .۷∫ ∞

0

e−x2

dx =

∫ 1

0

√
− ln y dy

که دهید نشان .۸∫ ∞

0

x2e−x2

dx =
1

2

∫ ∞

0

e−x2

dx

که دهید نشان باشند، حقیقͬ عدد دو a, b و همͽرا
∫ ∞

−∞
f(x)dx اگر .۹

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ b

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

b

f(x)dx

تعریف زیر صورت به که است s حسب بر تابعͬ آن لاپلاس تبدیل باشد، t ≥ 0 برای پیوسته تابع ͷی f(t) اگر .۱۰
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ͬ شود: م

F (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt

توابع از ͷی هر لاپلاس تبدیل همͽراست. بالا انتگرال آنها ازای به که است هائͬ s تمام از متشͺل بالا تابع دامنەی

بیابید. را زیر

(الف f(t) = 1 (ب f(t) = et (ج f(t) = t

کنید. محاسبە را آنها حاصل هستند. دوم و اول نوع ناسرەی همزمان زیر، انتگرال های که کنید دقت .۱۱

(الف
∫ ∞

0

1√
x(1 + x)

dx (ب
∫ ∞

2

1
√
x
√
x2 − 4

هستند. واگرا کدام و همͽرا زیر انتگرال های از ͷکدامی که کنید مشخص دلیل ذکر با .۱۲

(الف
∫ 9

0

1
3
√
x− 1

dx (ب
∫ 5

0

w

w − 2
dw

(ج
∫ π/2

0

tan2 θ dθ (د
∫ 1

0

x ln x dx

(ه
∫ 0

−1

e1/x

x3
dx (و

∫ 1

0

e1/x

x3
dx

(ز
∫ 0

−∞
2r dr (ح

∫ ∞

−∞
xe−x2

dx

(ط
∫ ∞

0

sin θecos θ dθ (ی
∫ ∞

1

1

x2 + x
dx

(ک
∫ ∞

1

ln x

x
dx (ل

∫ ∞

1

ln x

x2
dx

(م
∫ 0

−∞

z

z4 + 3
dz (ن

∫ ∞

e

dx

x(ln x)2

(ص
∫ ∞

1

dx√
x+ x

√
x

(ض
∫ ∞

3

dx

(x− 2)
3
2

(ع
∫ ∞

0

1
3
√
1 + x

dx (غ
∫ 0

−∞

1

3− 4x
dx

تکمیلͬ. تمرین های
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کنید. ثابت را زیر روابط .۱

(الف
∫

(ln x)n dx = x(ln x)n − n

∫
(ln x)n−1 dx

(ب
∫

xnex dx = xnex − n

∫
xn−1ex dx

(ج
∫

(tan x)n dx =
(tan x)n−1

n− 1
−

∫
(tan x)n−2 dx (n 6= 1)

(د
∫

(sec x)n dx =
tan x secn−2 x

n− 1
+

n− 2

n− 1

∫
secn−2 x dx (n 6= 1)

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های .۲

(الف
∫

sin3 x

cos x
dx (ب

∫
sin

√
ax dx

(ج
∫ √

1 + x

1− x
dx (د

∫ √
3− 2x− x2 dx

(ه
∫

cos 2x cos 6x dx (و
∫

x sin x cos x dx

(ز
∫

x5e−x3

dx (ح
∫

1 + sin x

1− sin x
dx

(ط
∫

xex√
1 + ex

dx (ی
∫

ln(x+ 1)

x2
dx

(ک
∫ √

1− sin x dx (ل
∫

4x + 10x

2x
dx

(م
∫ √

1 + ex dx

باشد؟ همͽرا
∫ ∞

0

f(x)dx که است ممͺن آیا . lim
x→∞

f(x) = 1 و است پیوسته [0,+∞] در f تابع̧ .۳

همͽراست.
∫ ∞

0

xa

1 + xb
dx انتگرال آنگاه b > a+ 1 و a > −1 اگر که دهید نشان .۴

بیابید. مقدار آن برای را انتگرال حاصل سپس باشد؛ همͽرا زیر انتگرال که کنید پیدا گونەای به را C مقدار .۵

∫ ∞

0

( x

x2 + 1
− C

3x+ 1

)
dx.

کنید. محاسبه n = 0, 1, 2, 3 برای را
∫ ∞

0

xne−x dx انتگرال حاصل .۶

کنید. ثابت استقراء با را خود حدس و بزنید حدس n دلخواه˼ طبیعͬ عدد برای را قبل سوال انتگرال حاصل .۷

محاسبه نیز را نظر مورد انتگرال (مقدار باشند همͽرا زیر انتگرال های از ͷی هر که کنید تعیین گونەای به را p مقادیر .۸
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کنید).

(الف
∫ 1

0

1

xp
dx (ب

∫ ∞

e

1

x(ln x)p
dx (ج

∫ 1

0

xp ln xdx

۱۸۰



۱۰ فصل

سری ها و دنبالەها

سری ادامه در ͬ کنیم. م بررسͬ را آنها واگرایی و همͽرایی شده، آشنا عددی سری و دنباله مفهوم دو با ابتدا فصل این در

محسوب جدید توابعͬ ساختن در موثر روش های از ͬͺی توان سری شد، خواهد اشاره که همانطور ͬ کنیم. م معرفͬ را توان

پرداخت. خواهیم توابع مͷ لورن و تیلور بسط معرفͬ به نیز فصل این انتهای در ͬ شود. م

عددی. دنبالەهای

در دیͽر، بیان به ͬ شود. م گرفته نظر در نیز اعداد اننتخاب ترتیب آن در که حقیقͬ اغداد از است انتخابی عددی دنباله ͷی

به و ͬ نامیم م دنباله دوم عضو را انتخاب دومین ترتیب همین به ͬ نامیم. م دنباله اول عضو را انتخاب اولین عددی دنباله ͷی

.f : N → R چون تابعͬ از است عبارت دنباله ͷی دقیق تر، طور به ͬ شوند. م تعریف ... و چهارم سوم، عضو ترتیب، همین

اساس، این بر ͬ نامیم. م دنباله عمومͬ جمله را آن و an = f(n) ͬ دهیم م قرار n ∈ N هر برای ،f : N → R دنباله برای

با را فوق دنباله سهولت برای ͬ دهد. م نشان را دنباله عضو n⁃امین an ترتیب همین به و عضو دومین a2 عضو، اولین a1

ͬ دهیم. م نشان {an}n∈N نماد

بوده، an =
n

n+ 1
دنباله عمومͬ جمله آنگاه باشد شده داده f(n) = n

n+ 1
ضابطه با f : N → R اگر مثال، طور به

.a3 =
3

4
و a2 =

2

3
،a1 =

1

2
از عبارتند اول عضو سه دنباله این برای ͬ دهیم. م نشان { n

n+ 1
}n∈N صورت به را دنباله این

نیست. N برابر تابع این تعریف دامنه که چه اگر ͬ دهد م نشان را دنباله ͷی نیز f(n) =
√
n2 − 5 ضابطه با f تابع

تابع این بودن دنباله آنگاه کنیم تعریف g(n) = f(n + 2) =
√

(n+ 2)2 − 5 ضابطه با را g : N → R تابع اگر

صورت به را فوق دنباله و an =
√
(n+ 2)2 − 5 از است عبارت عمومͬ جمله نمایش، این در است. قبول قابل راحت تر

{
√
n2 − 5}n≥3 نماد با ͬ توانیم م را دنباله این دنباله، تعریف در مسامحه کمͬ با ͬ دهیم. م نمایش {

√
(n+ 2)2 − 5}n∈N

۱۸۱



دنباله اعضای نمایش عوض در ͬ آید. م دست به n = 3 ازای به دنباله این عضو اولین صورت این در دهیم. نمایش نیز

بود. خواهد سادەتر قبل حالت به نسبت

است. دنباله ͷی واگرایی یا همͽرایی ͬ شود م تعریف عددی دنباله ͷی برای طبیعͬ نحو به که مفهومͬ اولین

بتوانیم هرگاه ͬ دهیم م نشان ℓ = lim
n→∞

an یا an → ℓ نماد با را آن و نامیم ℓ عدد به همͽرا را {an}n∈N دنباله

lim
n→∞

an = ℓ ریاضͬ زبان به کنیم. ͷنزدی ℓ به دلخواه اندازه به را دنباله اعضای n کردن انتخاب بزرگ با

هرگاه

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N n ≥ N ⇒ |an − ℓ| < ϵ

تعریف

. lim
n→∞

n

n+ 1
= 1 دهید نشان تعریف از استفاده با مثال.

دهیم نشان باید تعریف، طبق

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N n ≥ N ⇒ | n

n+ 1
− 1| < ϵ

اینکه به توجه با شده، داده ϵ > 0 برای

| n

n+ 1
− 1| = |n− n− 1

n+ 1
| = | −1

n+ 1
| = 1

n+ 1
<

1

n

N ∈ N منظور این برای . 1
n
< ϵ ،n ≥ N برای که کنیم اختیار گونەای به را N است کافͬ |an − 1| < ϵ داشتن برای

،n ≥ N برای صورت این در ͬ کنیم. م انتخاب N >
1

ϵ
شرط با را

| n

n+ 1
− 1| < 1

n
≤ 1

N
< ϵ

کرد. ثابت ͬ توان م سادگͬ به را زیر خاصیت های دنباله، ͷی همͽرایی تعریف از استفاده با

{anbn}n∈N و {λan}n∈N ،{an± bn}n∈N دنبالەهای از ͷی هر آنگاه باشند همͽرا {bn}n∈N و {an}n∈N دنبالەهای اگر

و هستند همͽرا

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
n→∞

bn , lim
n→∞

(λan) = λ lim
n→∞

an , lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn
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آنگاه lim
n→∞

bn 6= 0 اگر علاوه به

lim
n→∞

an
bn

=
limn→∞ an
limn→∞ bn

قضایایی به ادامه در است. عملͬ غیر و دشوار کاری تعریف از استفاده با همͽرا دنباله هر حد بررسͬ که است بدیهͬ

ͬ سازند. م مقدور حد مستقیم تعریف از استفاده به نیاز بدون را دنبالەها برای حد بررسͬ که ͬ کنیم م اشاره

an = f(n) ،n ∈ N هر برای اگر . lim
x→∞

f(x) = ℓ بوده، [1,∞) بازه بر شده تعریف تابعͬ f کنیم فرض

است. ℓ به همͽرا {an}n∈N دنباله آنگاه

قضیه

N ∈ N اگر اکنون .|f(x)− ℓ| < ϵ ،x ≥ M هر برای که دارد وجود M > 0 عدد ، lim
x→∞

f(x) = ℓ فرض به توجه با ،ϵ > 0 برای اثبات.
،n ≥ N شرط با n ∈ N هر برای آنگاه کنیم انتخاب N ≥ M شرط با را

n ≥ N ≥ M ⇒ |f(n)− ℓ|, ϵ یا |an − ℓ| < ϵ

■ .an → ℓ تعریف، طبق پس

کنید. تعیین را زیر دنبالەهای از ͷی هر حد مثال.

ثابت). r > 0) an =
1

nr
الف)

دیͽر، طرف از .an = f(n) ،n ∈ N هر برای آنگاه بͽیریم نظر در f(x) = 1

xr
دستور با را f : [1,∞) → R تابع اگر

،r > 0 فرض به توجه با

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

1

xr
= 0

.an =
1

nr
→ 0 فوق، قضیه بنابر

.(0 < a < 1 شرط با ثابت عددی a) an = an ب)

داریم a ∈ (0, 1) اینکه به توجه با .f(n) = an = an ،n ∈ N هر برای صورت این در .f(x) = ax کنیم فرض

نتیجه در .ln a < 0

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

ax = lim
x→∞

ex ln a = 0

. lim
n→∞

an = 0 ترتیب این به

.an =
lnn

n
ج)
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قاعده از ͬ توانیم م ∞ در f تابع حدی رفتار بررسͬ برای .f(n) = lnn

n
= an داریم ،f(x) = ln x

x
گرفتن نظر در با

صورت این در کنیم. استفاده هوپیتال

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

ln x

x
= lim

x→∞

1
x

1
= 0

.an =
lnn

n
→ 0 پس

.an = n sin(
1

n
) د)

.f(n) = n sin
1

n
= an ،n ∈ N هر برای آنگاه f(x) = x sin

1

x
اگر

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x sin
1

x
= lim

t→0+

1

t
sin t = lim

t→0+

sin t

t
= 1

.limn→∞ n sin
1

n
= 1 ترتیب این به کردەایم. استفاده t = 1

x
متغیر تغییر از فوق حد محاسبه در

.an = (1 +
1

n
)n ه)

داشت خواهیم f(x) = (1 +
1

x
)x دادن قرار با

f(x) = (1 +
1

x
)x = e

(
x ln(1+ 1

x
)
)

از استفاده با کنیم. بررسͬ را بی نهایت در x ln(1 + 1

x
) عبارت حد است لازم lim

x→∞
f(x) حد بررسͬ برای ترتیب این به

داشت خواهیم t =
1

x
متغیر تغییر

lim
x→∞

x ln(1 +
1

x
) = lim

t→0+

ln(1 + t)

t
= lim

t→0+

1
1+t

1
= 1

نتیجه در کردەایم. استفاده هوپیتال قاعده از آخر عبارت حد محاسبه در

lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = lim

x→∞
ex ln(1+ 1

x
) = e1 = e

واقع در ͬ گذارد. م اختیارمان در e عدد تقریبی محاسبه برای روشͬ نتیجه این ͬ کنیم م توجه . lim
x→∞

(1+
1

n
)n = e آنجا از و

.e ≈ (1 +
1

n
)n ،n بزرگ مقادیر انتخاب با
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ثابت). a > 0) an = n
√
a = a

1
n و)

اینکه به توجه با .f(n) = a
1
n = an ،n ∈ N هر برای شده، تعریف [1,∞) بازه بر f ،f(x) = a

1
x تابع گرفتن نظر در با

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

a
1
x = lim

x→∞
e

1
x
ln a = e0 = 1

. lim
n→∞

an = 1 قبل، قضیه بنابر

ͬ شود. م بیان زیر صورت به که است فشردگͬ قضیه دارد دنبالەها حد محاسبه در متعددی کاربردهای که دیͽری قضیه

داشته وجود n0 ∈ N عدد بوده، حقیقͬ اعداد از دنباله سه {cn}n∈N و {bn}n∈N ،{an}n∈N کنیم فرض

همͽرا {cn}n∈N و {an}n∈N دنبالەهای اگر .an ≤ bn ≤ cn ،n ≥ n0 شرط با n ∈ N هر برای که باشد

بود. خواهد فوق دنباله دو حد برابر آن حد و است همͽرا نیز {bn}n∈N دنباله آنگاه باشند داشته برابر حد بوده،

فشردگͬ قضیه

قضیه، مفروضات به توجه با ،ϵ > 0 برای .bn → ℓ ͬ دهیم م نشان . lim
x→∞

an = lim
n→∞

cn = ℓ کنیم فرض اثبات.

∃n1 ∈ N ∀n ∈ N n ≥ n1 ⇒ |an − ℓ| < ϵ یا ℓ− ϵ < an < ℓ+ ϵ (۱ .۱۰)

∃n2 ∈ N ∀n ∈ N n ≥ n2 ⇒ |cn − ℓ| < ϵ یا ℓ− ϵ < cn < ℓ+ ϵ (۲ .۱۰)

به n ≥ n2 و n ≥ n1 ،n ≥ n0 شرط سه هر آنگاه n ≥ N اگر n ∈ N هر برای صورت این در .N = max{n0, n1, n2} کنیم فرض اکنون

داشت خواهیم قضیه، فرض و و(۱۰. ۲) (۱ .۱۰) روابط از استفاده با نتیجه در بود. خواهند برقرار همزمان طور

ℓ− ϵ < an ≤ bn ≤ cn < ℓ+ ϵ

■ .bn → ℓ تعریف، طبق پس .|bn − ℓ| < ϵ آنجا از و

کنید. تعیین را زیر دنبالەهای از ͷی هر حد مثال.

.an =
(−1)n

n
الف)

،n ∈ N هر برای اینکه به توجه با

− 1

n
≤ (−1)n

n
≤ 1

n
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فشردگͬ قضیه بنابر ، lim
n→∞

(− 1

n
) = lim

n→∞

1

n
= 0 که این و

lim
n→∞

(−1)n

n
= 0

.an =
sinn√

n
ب)

داشت خواهیم دارد، قرار −1 و 1 بین همواره sinn که آنجا از قبل، مثال مانند

∀n ∈ N − 1√
n
≤ sinn√

n
≤ 1√

n

{− 1√
n
}n∈N دنباله آنجا از و lim

n→∞

1√
n

= 0 نتیجه در . lim
n→∞

1

nr
= 0 ،r > 0 عدد هر برای که کردەایم مشاهده قبلا

فشردگͬ قضیه بنابر نتیجه در است. صفر به همͽرا نیز

lim
n→∞

sinn√
n

= 0

.an =
3n

n!
ج)

،n ≥ 4 برای

0 ≤ an =
3n

n!
=

3× 3× 3× · · · × 3

1× 2× 3× · · · × n
≤ 9

2
× 3

n

فشردگͬ قضیه بنابر پس است. صفر به همͽرا نیز فوق) رابطه چپ (سمت صفر ثابت دنباله . lim
n→∞

27

2

1

n
= 0 اما

lim
n→∞

3n

n!
= 0

.an = n
√
2n + 3n د)

،n ∈ N هر برای اینکه به توجه با

3n < 2n + 3n < 3n + 3n = 2× 3n

داشت خواهیم

3 < n
√
2n + 3n <

n
√
2× 3

هر رابطه این راست سمت در n
√
2× 3 دنباله و فوق رابطه چپ سمت در 3 ثابت دنباله مبنا، این بر . n

√
2 = 2

1
n → 1 اما
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نتیجه در هستند. 3 به همͽرا دو

lim
n→∞

n
√
2n + 3n = 3

با نه و آنها، خاص رفتار نوعͬ بررسͬ با را آنها واگرایی یا همͽرایی که ͬ پردازیم م دنبالەها از دستەای معرفͬ به ادامه در

ͬ کنیم. م تعیین حد، عنوان به عددی کردن مشخص

.(an ≥ an+1) an ≤ an+1 ،n ∈ N هر برای هرگاه نامیم (نزولͬ) صعودی دنبالەای را {an}n∈N دنباله

باشد. نزولͬ دنبالەای یا صعودی دنبالەای هرگاه نامیم یͺنوا را دنباله ͷی

تعریف

که باشند داشته وجود d و c مانند اعدادی هرگاه نامیم کراندار دنبالەای را {an}n∈N دنباله ͬ کنیم م یادآوری

∀n ∈ N c ≤ an ≤ d

نیست. برقرار لزوما خاصیت این عکس البته ولͬ است. کراندار دنبالەای همͽرا دنباله هر که داد نشان ͬ توان م مثال طور به

ولͬ است کراندار دنبالەای an = (−1)n دنباله مثال طور به بود. نخواهد همͽرا لزوما آنگاه باشد کراندار دنبالەای اگر یعنͬ

خواهد پی در را دنباله همͽرایی کرانداری، به شرط ͷی افزودن که ͬ کند م بیان زیر قضیه این، وجود با ͬ باشد. نم همͽرا

داشت.

است. همͽرا کراندار و یͺنوا دنباله هر

قضیه

که دارد وجود d مانند عددی تعریف، طبق باشد. کراندار و صعودی دنبالەای {an}n∈N کنیم فرض اثبات.

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ d

بالای کران های کلیه گرفتن نظر در با نیست. فرد به منحصر فوق خاصیت با d عدد که است روشن ͬ نامند. م دنباله این بالای کران ͷی را d عدد

به ͬ شود). م ناشͬ حقیقͬ اعداد مجموعه برای کمال اصل از عددی چنین (وجود باشد دنباله این بالای کران کوچͺترین a کنیم فرض دنباله، این

ͬ دهیم م نشان اکنون نیست. دنباله این بالای کران دیͽر b آنگاه باشد a از کوچͺتر عددی b اگر و است دنباله این برای بالا کران ͷی a دیͽر، عبارت

.an → a

.a − ϵ < an0
که دارد وجود n0 ∈ N نتیجه در نبوده، نظر مورد دنباله بالای کران a − ϵ عدد ،a − ϵ < a اینکه به توجه با ،ϵ > 0 برای
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داشت خواهیم است دنباله این بالای کران ͷی a که این و دنباله صعودی رفتار به توجه با اکنون

∀n ≥ n0 a− ϵ < an0
≤ an ≤ a < a+ ϵ

،n ≥ n0 شرط با n ∈ N هر برای پس

|an − a| < ϵ

■ است. a عدد به {an}n∈N دنباله همͽرایی مفهوم همان این و

همͽرا و صعودی دنبالەای ،n ∈ N هر برای ،an+1 =
√
an + 2 و a1 = 1 دستور با {an}n∈N دنباله دهید نشان مثال.

است.

،n = 1 برای ͬ کنیم. م استفاده استقرا از دنباله این بودن صعودی اثبات برای

a2 =
√
a1 + 2 =

√
1 + 2 > 1 = a1

،n+ 1 عدد برای .an < an+1 ،n ∈ N عدد برای کنیم فرض

an+1 =
√
an + 2 <

√
an+1 + 2 = an+2

استفاده با روش، همین به است. صعودی دنباله این یعنͬ .an < an+1 ،n ∈ N عدد هر برای ریاضͬ، استقرای بنابر پس

ͬ شود م مشاهده ریاضͬ، استقرای از

∀n ∈ N an < 2

{an}n∈N نتیجه در است. کراندار نیز پایین از است، صعودی دنباله این چون طبیعتا است. کراندار بالا از {an}n∈N یعنͬ

است. همͽرا آنجا از و کراندار و صعودی دنبالەای

به صورت این در .lim an = a کنیم فرض آوریم. دست به نیز را آن حد ͬ توانیم م که است گونەای به مثال این ساختار

دنباله بازگشتͬ دستور از استفاده با نتیجه، در .an+1 → a که ͬ شود م مشاهده سادگͬ

a = lim an+1 = lim
√
an + 2 =

√
a+ 2

مثبت a که آنجا از ولͬ .2 و −1 از عبارتند معادله این ریشەهای بود. خواهد a2 − a − 2 = 0 معادله از ریشەای a پس

است. 2 عدد به همͽرا صعودی دنباله این یعنͬ بود. خواهد 2 برابر a مقدار پس (چرا؟) است
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عددی سری های

a1+ a2+ · · ·+ an فرم به حاصل جمع هایی تشͺیل صورت این در باشد. حقیقͬ اعداد از دنبالەای {an}n∈N کنیم فرض

فرم به حاصل جمعͬ ͬ توان م آیا که ͬ شود م مطرح سئوال این اکنون است. امͺان پذیر همواره n طبیعͬ عدد هر برای

a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

در ساختارهایی چنین این وجود با است. ممͺن غیر عمل در جمع عمل بی نهایت انجام که داشت توجه باید داد. تشͺیل

است. شده عددی سری تعریف به منجر عبارت هایی چنین به دادن معنͬ در سعͬ دارد. زیادی کارآیی مختلف مسائل

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · عبارت صورت این در باشد. حقیقͬ اعداد از دنبالەای {an}n∈N کنیم فرض

{sn}n∈N عددی دنباله سری، این با متناظر ͬ دهیم. م نمایش
∞∑
n=1

an نماد با را آن نامیده عددی سری ͷی را

دستور با

∀n ∈ N sN = a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak

∞∑
n=1

an سری آنگاه باشد ℓ مانند عددی به همͽرا اخیر دنباله اگر ͬ نامیم. م سری این جزئͬ حاصل جمع دنباله را

ͬ نامیم. م واگرا را فوق سری صورت این غیر در ͬ کنیم. م تعریف ℓ برابر را آن مقدار و همͽرا را

تعریف

کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

ثابت). عددی r ∈ R)
∞∑
n=1

rn الف)

اتحاد به توجه با ͬ دهیم. م تشͺیل را سری این جزئͬ حاصل جمع دنباله ابتدا

(rn+1 − 1) = (r − 1)(rn + rn−1 + · · ·+ r + 1) یا rn+1 − 1

r − 1
= 1 + r + · · ·+ rn

داریم

∀n ∈ N sn = r + r2 + · · ·+ rn =
rn+1 − 1

r − 1
− 1 =

rn+1 − r

r − 1
=

r

r − 1
(rn − 1)
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اینکه به توجه با ،|r| < 1 که حالتͬ در ͬ کنیم. م مطالعه n → ∞ وقتͬ را فوق دنباله رفتار اکنون

|rn| = |r|n → 0

نتیجه در .rn → 0 داشت خواهیم

sn =
r

r − 1
(rn − 1) → − r

r − 1
=

r

1− r

عددی r وقتͬ یعنͬ حالت ها، سایر در بود. خواهد r

1− r
برابر آن مقدار و همͽرا سری حالت این در تعریف، طبق این بنابر

سری ،r مقادیر این برای پس است. واگرا {sn}n∈N دنباله ͬ شود م مشاهده ساده بررسͬ ͷی با باشد |r| ≥ 1 شرط با

فوق، بررسͬ بنابر ͬ شود. م نامیده r نسبت قدر با هندسͬ سری مثال این در مطالعه مورد سری بود. خواهد واگرا نیز
∞∑
n=1

rn

باشد. (−1, 1) بازه در عددی آن نسبت قدر اگر تنها و اگر است همͽرا هندسͬ سری

.
∞∑
n=1

2n3−n ب)

ͬ کنیم. م بازنویسͬ زیر صورت به را فوق سری

∞∑
n=1

2n3−n =
∞∑
n=1

2n

3n
=

∞∑
n=1

(
2

3
)n

برابر آن مقدار و همͽرا سری این (الف)، قسمت بنابر بوده، r = 2

3
نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی نظر مورد سری نتیجه در

است.
2
3

1− 2
3

= 2

.
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
ج)

ͬ دهیم. م تشͺیل را سری این جزئͬ حاصل جمع دنباله نخست

∀n ∈ N sn =
1

2
+

1

2× 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

= (1− 1

2
) + (

1

2
− 1

3
) + · · ·+ (

1

n
− 1

n+ 1
)

= 1− 1

n+ 1

نتیجه در

lim sn = lim(1− 1

n+ 1
) = 1
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است. 1 برابر آن مقدار و همͽرا فوق سری تعریف، بنابر پس

.
∞∑
n=1

1

n
د)

همͽرا سری کنیم فرض است. واگرا سری این ͬ دهیم م نشان خلف برهان روش با است. معروف همساز سری به سری این

با .sn → ℓ فوق، فرض طبق آنگاه باشد سری این جزئͬ حاصل جمع دنباله {sn}n∈N اگر پس باشد. ℓ برابر آن مقدار و

صورت به {tn}n∈N دنباله حالت این در ͬ شود م مشاهده سادگͬ به دنبالەها، همͽرایی تعریف از استفاده

t1 = s2 t2 = s4 · · · tn = s2n · · ·

اما .tn − sn → ℓ− ℓ = 0 نتیجه در بود. خواهد ℓ حد همان با همͽرا نیز

∀n ∈ N tn − sn = s2n − sn =
2n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k

= (
n∑

k=1

1

k
+

2n∑
k=n+1

1

k
)−

n∑
k=1

1

k
=

2n∑
k=n+1

1

k

=
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
>

1

2n
+

1

2n
+ · · ·+ 1

2n
=

1

2

باشد. همͽرا صفر به ͬ تواند نم {tn − sn}n∈N تفاضلͬ دنباله بوده، 1
2

از بزرگتر همواره sn و tn فاصله دیͽر، عبارت به

است. واگرا سری این بوده، نادرست همساز سری همͽرایی فرض ͬ دهد م نشان حاصل تناقض

ͬ کنیم. م مشاهده را عددی سری ͷی همͽرایی برای لازم شرط ͷی زیر قضیه در

است. صفر به همͽرا {an}n∈N دنباله آنگاه باشد همͽرا
∞∑
n=1

an عددی سری اگر

قضیه

با ترتیب این به است. ℓ به همͽرا دنباله این تعریف، طبق آنگاه sn =

n∑
k=1

ak اگر باشد. ℓ مانند عددی به همͽرا فوق سری کنیم فرض اثبات.

در ͬ شود. م ͷنزدی ℓ به نیز sn−1 جمله ،n کردن بزرگ با که است روشن ͬ شود. م نزدیͷ تر و ͷنزدی ℓ به رفته رفته sn مقادیر ،n کردن بزرگ

■ .sn − sn−1 = an اما .sn − sn−1 → 0 آنگاه ،n → ∞ اگر نتیجه

∞∑
n=1

an سری آنگاه باشد همͽرا صفر غیر عددی به دنباله این اگر یا باشد واگرا دنبالەای {an}n∈N اگر فوق، قضیه بنابر
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هستند. واگرا
∞∑
n=1

n√
n2 + 1

و
∞∑
n=1

n
√
2 سری دو از ͷی هر ترتیب این به است. واگرا

لزوما
∞∑
n=1

an سری آنگاه an → 0 اگر که معنͬ بدین نیست. برقرار لزوما فوق قضیه عکس که داشت توجه باید تذکر.

. 1
n
→ 0 که است حالͬ در این و است واگرا

∞∑
n=1

1

n
یعنͬ همساز، سری که کردیم مشاهده مثال، طور به بود. نخواهد همͽرا

باشند همͽرا
∞∑
n=1

bn و
∞∑
n=1

an سری دو اگر کرد ثابت ͬ توان م عددی سری های همͽرایی تعریف از استفاده با سادگͬ به

و هستند همͽرا نیز ثابت) λ ∈ R )
∞∑
n=1

λan و
∞∑
n=1

(an ± bn) سری های آنگاه

∞∑
n=1

(an ± bn) =
∞∑
n=1

an ±
∞∑
n=1

bn و
∞∑
n=1

λan = λ
∞∑
n=1

an

همͽرایی. آزمون های

حاصل جمع دنباله ابتدا باید سری ͷی واگرایی یا همͽرایی بررسͬ برای کردیم، مشاهده عددی سری تعریف در که طور همان

دنباله ضابطه تعیین موارد اکثر در خیر. یا است همͽرا حاصل دنباله آیا کنیم بررسͬ سپس دهیم. تشͺیل را سری جزئͬ

در است. غیرعملͬ مستقیم طور به آن واگرایی یا همͽرایی بررسͬ این بنابر بوده، غیرممͺن سری ͷی جزئͬ حاصل جمع

صورتͬ به را سری ͷی واگرایی یا همͽرایی بررسͬ که ͬ شویم م آشنا همͽرایی آزمون های عنوان تحت قضایایی با بخش این

از استفاده با را آن مقدار ͬ توانیم م سری ͷی همͽرایی از اطلاع حصول از بعد طبیعͬ، طور به ͬ دهد. م انجام غیرمستقیم

بزنیم. تقریب دقت درجه هر با جزئͬ حاصل جمع دنباله

ͬ کنیم. م آغاز انتگرال آزمون با را خود بحث

این در .an = f(n) ،n ∈ N هر برای بوده، مثبت و نزولͬ پیوسته، تابعͬ f : [1,∞) → R کنیم فرض

باشد. همͽرا
∫ ∞

1

f(x) dx ناسره انتگرال اگر تنها و اگر است همͽرا
∞∑
n=1

an سری صورت

انتگرال آزمون

و ناسره انتگرال همͽرایی صورت در که داشت توجه باید ͬ دهد. م نشان را آزمون این حͺم برقراری برای توجیهͬ زیر شͺل

بود. خواهد ناسره انتگرال مقدار مساوی یا بزرگتر کلͬ حالت در سری مقدار نظیر، عددی سری نتیجه در
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ͬ کنیم. م مشاهده را عددی سری چند واگرایی یا همͽرایی بررسͬ در آزمون این از استفاده نحوه مثال چند با ادامه در

کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

ثابت). p > 0) ،
∞∑
n=1

1

np
الف)

کردەایم مشاهده قبلا است. نزولͬ و مثبت پیوسته، تابعͬ f ،f(x) = 1

xp
دستور با f : [1,∞) → R تابع گرفتن نظر در با

سری انتگرال، آزمون بنابر نتیجه در باشد. 1 از بزرگتر p مقدار اگر تنها و اگر است همͽرا
∫ ∞

1

f(x) dx ناسره انتگرال

در هستند. همͽرا
∞∑
n=1

1

n
5
3

و
∞∑
n=1

1

n2
سری دو از ͷی هر مثال، طور به پس .p > 1 اگر تنها و اگر است همͽرا

∞∑
n=1

1

np

است. واگرا
∞∑
n=1

1√
n

سری حالیͺه

.
∞∑
n=1

lnn

n
ب)

بازه، این در x هر برای بوده، پیوسته بازه این بر f ͬ شود م مشاهده [1,∞) بازه بر f(x) =
ln x

x
تابع گرفتن نظر در با

آزمون در آنچه مشابه استدلالͬ با است. نزولͬ تابعͬ [e,∞) بازه بر f ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی علاوه به .f(x) ≥ 0

سری آنجا از و
∞∑
n=4

an سری اگر تنها و اگر است همͽرا
∫ ∞

4

ln x

x
dx ناسره انتگرال ͬ شود م مشاهده گردید، بیان انتگرال

باشد. همͽرا
∞∑
n=1

an

ͬ کنیم. م بررسͬ را فوق ناسره انتگرال همͽرایی اکنون

∫ ∞

4

ln x

x
dx = lim

t→∞

∫ t

4

ln x

x
dx = lim

t→∞

(1
2
(ln x)2

)∣∣∣t
4
= ∞

است. واگرا نیز نظر مورد سری آنجا از و واگرا ناسره انتگرال این ترتیب این به

.
∞∑
n=1

ne−n ج)

اکنون است. نزولͬ و مثبت پیوسته، تابعͬ [1,∞) بر تابع این ،[1,∞) بازه بر f(x) = xe−x تابع گرفتن نظر در با

جز، به جز انتگرال گیری از استفاده با ،t ≥ 1 هر برای ͬ کنیم. م بررسͬ را
∫ ∞

1

f(x) dx ناسره انتگرال واگرایی یا همͽرایی

∫ t

1

xe−x dx = −xe−x
∣∣∣t
1
+

∫ t

1

e−x dx = −te−t + e−1 − e−x
∣∣∣=
1
2e−1 − te−t − e−t
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نتیجه ∫در ∞

1

xe−x dx = lim
t→∞

∫ t

1

xe−x dx = lim
t→∞

(2e−1 − te−t − e−t) = 2e−1

است. همͽرا نیز نظر مورد سری انتگرال، آزمون بنابر آنجا از و همͽرا ناسره انتگرال این نتیجه در

اطلاعات که دیͽری سری رفتار با را نظر مورد سری واگرایی یا همͽرایی آزمون این است. مقایسه آزمون بعدی آزمون

ͬ کند. م مقایسه ͬ دانیم م را آن واگرایی یا همͽرایی

در .0 ≤ an ≤ bn ،n ∈ N هر برای بوده، نامنفͬ عددی دنباله دو {bn}n∈N و {an}n∈N کنیم فرض
∞∑
n=1

an سری اگر ترتیب، همین به است. همͽرا نیز
∞∑
n=1

an سری باشد همͽرا
∞∑
n=1

bn سری اگر صورت این

بود. خواهد واگرا نیز
∞∑
n=1

bn سری آنگاه باشد واگرا

مقایسه آزمون

ͬ شویم. م آشنا مقایسه آزمون از استفاده نحوه با مثال چند با

کنید. بررسیی را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

.
∞∑
n=1

1

n2 + 3n+ 1
الف)

،n ∈ N هر برای آنگاه bn =
1

n2
و an =

1

n2 + 3n+ 1
دهیم قرار اگر

0 ≤ an =
1

n2 + 3n+ 1
≤ 1

n2
= bn

∞∑
n=1

1

n2 + 3n+ 1
سری مقایسه، آزمون بنابر پس است. همͽرا

∞∑
n=1

1

n2
سری کردیم مشاهده انتگرال آزمون مثال های در

بود. خواهد همͽرا نیز

.
∞∑
n=1

n+ 1√
n3 + n

ب)

اینکه به توجه با ،n ∈ N هر برای

n+ 1√
n3 + n

≥ n√
n3 + n3

=
n

√
2n

3
2

=
1√
2

1√
n
≥ 0
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واگرا نیز
∞∑
n=1

n+ 1√
n3 + n

سری مقایسه، آزمون بنابر است، واگرا
∞∑
n=1

1√
2
√
n

سری آنجا از و
∞∑
n=1

1√
n

سری که این و

است.

.
∞∑
n=1

√
n sin(

1

n2
) ج)

.sin θ ≤ θ آنگاه باشد مثبت θ اگر خصوص به .| sin θ| ≤ |θ| همواره رادیان حسب بر θ زاویه برای که کردەایم اشاره قبلا

بازه در ͬ شود) م گرفته نظر در رادیان حسب بر (که 1

n2
زاویه ،n مقادیر همه ازای به حال عین در .sin 1

n2
≤ 1

n2
نتیجه در

،n ∈ N هر برای نتیجه در است. مثبت آن سینوس بوده، (0, π
2
)

0 ≤
√
n sin(

1

n2
) ≤

√
n
1

n2
=

1

n
3
2

سری مقایسه، آزمون بنابر بوده، همͽرا
∞∑
n=1

1

n
3
2

سری است، همͽرا p > 1 مقادیر برای
∞∑
n=1

1

np
سری اینکه به توجه با

است. همͽرا
∞∑
n=1

√
n sin(

1

n2
)

در را آن واگرایی یا همͽرایی اطلاعات که مبنا عنوان به سری ͷی به ما مقایسه آزمون در کردیم، مشاهده که همانطور

همͽرایی مورد در ͬ توانیم م مبنا، سری این با مناسب نحو به نظر مورد سری مقایسه با سپس داریم. نیاز باشیم داشته اختیار

یا همͽرایی مورد در سری ͷی دهند تشͺیل اعضای رفتار نوعͬ بررسͬ با بعدی، آزمون در کنیم. نظر اظهار آن واگرایی یا

ͬ دهیم. م نظر آن واگرایی

صورت این در باشد. ℓ چون عدد برابر و داشته وجود lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ کنیم فرض {an}n∈N دنباله برای

است. همͽرا
∞∑
n=1

an سری آنگاه ℓ < 1 اگر الف)

است. واگرا
∞∑
n=1

an سری آنگاه ℓ > 1 اگر ب)

ͬ آید. نم دست به نتیجەای آزمون این از ℓ = 1 حالت در ج)

نسبت آزمون

ͬ کنیم. م مشاهده را آزمون این از استفاده نحوه مثال، چند با

کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی مثال.

۱۹۵



.
∞∑
n=0

n2

3n
الف)

نتیجه در است. مثبت جملەای که an =
n2

3n
سری این برای

lim

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
(n+1)2

3n+1

n2

3n

= lim
1

3

(n+ 1)2

n2
=

1

3
< 1

است. همͽرا سری این نسبت، آزمون بنابر

ثابت) a > 0)
∞∑
n=0

an

n!
ب)

نسبت آزمون از استفاده با است. مثبت مقداری فوق، فرض طبق که an =
an

n!
نظر مورد سری در

lim

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim

an+1

(n+1)!

an

n!

= lim a
n!

(n+ 1)!
= lim

a

n+ 1
= 0 < 1

است. همͽرا نیز سری این نتیجه در

.
∞∑
n=1

3n

n9
ج)

نسبت، آزمون از بااستفاده .an =
3n

n9
> 0 سری این برای

lim

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim

3n+1

(n+1)9

3n

n9

= lim 3
n9

(n+ 1)9
= 3 > 1

است. واگرا سری این نتیجه در

نامنفͬ جملات با سری ها برای نسبت و مقایسه انتگرال، آزمون های یعنͬ اینجا، تا شده بیان آزمون سه که کرد توجه باید

سری ͷی رفتار بررسͬ برای است. استفاده قابل هستند) نامنفͬ بعد به مرحلەای از که جملاتͬ با سری ها ͬ تر، کل قدری (یا

کنیم. استفاده زیر قضیه از ͬ توانیم م دلخواه جملات با
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است) نامنفͬ جملات با سری ͷی (که
∞∑
n=1

|an| سری اگر حقیقͬ، اعداد از {an}n∈N چون دنبالەای برای

بود. خواهد همͽرا نیز
∞∑
n=1

an سری آنگاه باشد همͽرا

قضیه

داشتم خواهیم است، برقرار همواره −|a| ≤ a ≤ |a| نامساوی های ،a مانند حقیقͬ عدد هر برای اینکه به توجه با اثبات.

∀n ∈ N − |an| ≤ an ≤ |an|

فوق، روابط طرفین به |an| کردن اضافه با نتیجه در

∀n ∈ N 0 ≤ an + |an| ≤ 2|an|

بود. خواهد همͽرا نیز
∞∑

n=1

(an + |an|) سری مقایسه، آزمون بنابر نتیجه در است. همͽرا
∞∑

n=1

2|an| سری آنجا از و
∞∑

n=1

|an| سری فرض بنابه

اینکه به توجه با
∞∑

n=1

an =

∞∑
n=1

(
(an + |an|)− |an|

)

■ ͬ شود. م نتیجه
∞∑

n=1

an سری همͽرایی
∞∑

n=1

(an + |an|) و
∞∑

n=1

|an| سری دو همͽرایی از

خود مطلق همͽرای سری هر فوق، قضیه بنابر باشد. همͽرا
∞∑
n=1

|an| سری هرگاه نامیم مطلق همͽرای را
∞∑
n=1

an سری

∞∑
n=1

an چون سری ͷی اگر که معنͬ این به نیست. برقرار لزوما خاصیت این عکس ͬ کنیم م مشاهده بعدا است. همͽرا نیز

سری واگرایی ͬ توانیم نم
∞∑
n=1

|an| سری واگرایی از نتیجه در بود. نخواهد همͽرا
∞∑
n=1

|an| سری لزوما آنگاه باشد همͽرا

بͽیریم. نتیجه کلͬ حالت در را
∞∑
n=1

an

کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر همͽرایی مثال.

.
∞∑
n=1

sinn

1 + n2
الف)

بنابر کند. اختیار را منفͬ و مثبت علامت دو هر ͬ تواند م an =
sinn

n2 + 1
عبارت ،sinn جمله وجود دلیل به ͬ کنیم م توجه

اساس، این بر ندارند. کارآیی سری این برای مستقیما کردیم بیان نامنفͬ جملات با سری ها برای که سەگانەای آزمون های این
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ͬ  کنیم. م بررسͬ را سری این مطلق همͽرایی

∀n ∈ N 0 ≤ |an| =
| sinn|
n2 + 1

≤ 1

n2 + 1
<

1

n2

سری فوق، قضیه بنابر نتیجه در است. همͽرا
∞∑
n=1

|an| سری مقایسه، آزمون بنابر و
∞∑
n=1

1

n2
سری همͽرایی به توجه با

بود. خواهد همͽرا نیز
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

sinn

n2 + 1

ثابت). a ∈ R)
∞∑
n=0

an

n!
ب)

،|a| ≥ 0 اینکه به توجه با ،a ∈ R هر برای نتیجه در است. همͽرا a ≥ 0 هر برای
∞∑
n=0

an

n!
سری کردەایم مشاهده قبلا

اما است. همͽرا نیز
∞∑
n=0

|a|n

n!
سری

∞∑
n=0

|a
n

n!
| =

∞∑
n=0

|an|
n!

=
∞∑
n=0

|a|n

n!

است. همͽرا آنجا از و مطلق همͽرای a ∈ R هر برای
∞∑
n=0

an

n!
سری نتیجه در

.
∞∑
n=1

(−1)n√
n

ج)

آزمون های ͬ نامیم) م متناوب سری ͷی را سری (چنین است منفͬ و مثبت میان در ͷی سری این جملات اینکه به توجه با

را آن مطلق همͽرایی دلیل همین به کنیم. استفاده سری این برای ͬ توانیم نم را نامنفͬ جملات با سری ها برای همͽرایی

ͬ کنیم. م بررسͬ

|an| = |(−1)n√
n

| = |(−1)n|√
n

=
1√
n

بعد که توضیحͬ بنابر است. واگرا سری ͷی
∞∑
n=1

|an| سری نتیجه در .(p =
1

2
≤ 1) است واگرا

∞∑
n=1

1

n
1
2

سری ͬ دانیم م

کنیم. نظر اظهار فوق سری واگرایی یا همͽرایی مورد در ͬ توانیم نم اطلاع این با کردیم، بیان قبل قضیه اثبات از

نماییم. تعیین لایب نیتز آزمون نام به آزمونͬ از استفاده با ͬ توانیم م را اخیر سری مانند سری ها برخͬ رفتار
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متناوب سری صورت این در .lim an = 0 و باشد مثبت اعداد از نزولͬ دنبالەای {an}n∈N کنیم فرض

است. همͽرا
∞∑
n=1

(−1)nan

لایب نیتز آزمون

ͬ شویم. م آشنا بیشتر فوق آزمون با مثال چند با

کنید. بررسͬ را زیر متناوب سری های از ͷی هر همͽرایی مثال.

ثابت) p > 0)
∞∑
n=1

(−1)n

np
الف)

،p > 0 هر برای آنگاه an =
1

np
دهیم قرار اگر

∀n ∈ N an =
1

np
>

1

(n+ 1)p
= an+1 > 0

علاوه به است. مثبت اعداد از نزولͬ دنبالەای {an}n∈N نتیجه در

lim an = lim
n→∞

1

np
= 0

است. همͽرا p > 0 هر برای
∞∑
n=1

(−1)n

np
متناوب سری لایب نیتز، آزمون بنابر

همچنین بود. خواهد همͽرا قبلͬ) مثال در ج (سری
∞∑
n=1

(−1)n√
n

متناوب سری ،p =
1

2
خاص حالت در ترتیب، این به

واگرا
∞∑
n=1

|(−1)n

np
| =

∞∑
n=1

1

np
سری ،

∞∑
n=1

(−1)n

np
متناوب سری همͽرایی ͬ رغم عل 0 < p ≤ 1 برای ͬ کنیم م توجه

نتیجه را
∞∑
n=1

an سری واگرایی لزوما ͬ توانیم نم
∞∑
n=1

|an| سری واگرایی از کردیم، اشاره نیز قبلا که همانطور پس است.

بͽیریم.

.
∞∑
n=1

(−1)n
lnn

n
ب)

و است پیوسته بازه این بر f آنگاه باشد f(x) = ln x

x
ضابطه با تابع f : [1,∞) → R اگر

∀x ∈ (1,∞) f ′(x) =
1− ln x

x2
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an := f(n) ،n ∈ N هر برای اگر نتیجه در است. نزولͬ تابعͬ [e,∞) بازه بر f یعنͬ .f ′(x) ≤ 0 ،x ≥ e برای نتیجه در

داشت خواهیم ، lim
x→∞

ln x

x
= 0 اینکه به توجه با همچنین است. مثبت اعداد از نزولͬ دنبالەای {an}n≥3 دنباله آنگاه

lim
n→∞

an = lim
n→∞

lnn

n
= 0

ͷی به چندجمله کردن اضافه که آنجا از است. همͽرا
∞∑
n=3

(−1)nan متناوب سری لایب نیتز، آزمون از استفاده با نتیجه در

است. همͽرا نیز
∞∑
n=1

(−1)n
lnn

n
سری ندارد، سری واگرایی یا همͽرایی در اثری سری
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توان. سری

عبارت حقیقͬ، اعداد از {an}n≥0 عددی دنباله نظیر صورت این در .x0 ∈ R کنیم فرض

a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + · · ·+ an(x− x0)

n + · · ·

∞∑
n=0

an(x− x0)
n صورت به خلاصه طور به را آن نامیده، (x0 همͽرایی مرکز با توان سری (یا x0 حول توان سری ͷی را

سری ͷی به تبدیل عبارت این فوق، عبارت در x متفیر جای به آن دادن قرار و حقیقͬ عدد هر انتخاب با ͬ دهیم. م نمایش

حاصل عددی سری فوق، عبارت در جایͽذاری با که اعدادی تمام مجموعه باشد. واگرا یا همͽرا ͬ تواند م شده، عددی

ͬ نامیم. م توان سری همͽرایی دامنه را باشد همͽرا

کنید. تعیین را
∞∑
n=0

n

2n
(x− 1)n توان سری همͽرایی دامنه مثال.

با ͬ کنیم. م بررسͬ را
∞∑
n=0

n

2n
(x − 1)n عددی سری گرفته، نظر در ثابت مقداری را x ∈ R همͽرایی، دامنه تعیین برای

به متناظر سری پس شود، منفͬ یا مثبت ͬ تواند م x < 1 یا x ≥ 1 اینکه به بسته (x − 1)n جمله علامت اینکه به توجه

صورت
∞∑
n=0

∣∣∣ n
2n

(x− 1)n
∣∣∣ = ∞∑

n=1

n

2n
|x− 1|n =

∞∑
n=0

An

جملات با سری این برای نسبت آزمون از استفاده با است. نامنفͬ مقداری An =
n

2n
|x− 1|n آن در که ͬ گیریم م نظر در را

نامنفͬ

lim
n→∞

An+1

An

= lim
n→∞

n+1
2n+1 |x− 1|n+1

n
2n
|x− 1|n

= lim
n→∞

|x− 1|
2

n+ 1

n
=

|x− 1|
2

∞∑
n=0

An سری (|x− 1| < 2 شرط با x مقادیر (یا |x− 1|
2

< 1 که x ∈ R از مقادیری برای نسبت، آزمون بنابر نتیجه در

بود. خواهد همͽرا نتیجه در و مطلق همͽرای
∞∑
n=0

n

2n
(x− 1)n سری ،x مقادیر این برای نتیجه در است. همͽرا

به . lim
n→∞

n

2n
(x− x0)

n 6= 0 نتیجه در و limAn = lim
n

2n
|x− 1|n 6= 0 ، |x− 1|

2
> 1 که x از مقادیری برای

بود. خواهد واگرا نداشته، را همͽرایی لازم شرط فوق توان سری |x− 1| > 2 شرط با x ∈ R برای ترتیب این

دو به فوق توان سری در مقادیر این جایͽذاری با x = −1 و x = 3 یعنͬ ،|x− 1| = 2 شرط با x مقادیر برای نهایتا

بنابر هستند. واگرا دو هر که ͬ رسیم م
∞∑
n=0

n

2n
(−1− 1)n =

∞∑
n=0

(−1)nn و
∞∑
n=0

n

2n
(3− 1)n =

∞∑
n=0

n عددی سری
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مجموعه برابر فوق سری همͽرایی دامنه این

{x ∈ R; |x− 1| < 2} = (−1, 3)

است.

دادن قرار با باشد. ℓ > 0 برابر داشته وجود lim
n→∞

|an+1

an
| کنیم فرض

∞∑
n=0

an(x− x0)
n توان سری برای تذکر.

An := |an(x− x0)
n|

داریم است) نامنفͬ جملات با سری ͷی (که
∞∑
n=0

An سری برای نسبت آزمون از استفاده و

lim
n→∞

An+1

An

= lim
n→∞

|an+1(x− x0)
n+1|

|an(x− x0)n|
= |x− x0| lim

|an+1|
|an|

= ℓ|x− x0|

سری (|x − x0| <
1

ℓ
که مقادیری برای معادل، طور به (یا ℓ|x − x0| < 1 که x ∈ R از مقادیری برای ترتیب این به

طور به (یا ℓ|x − x0| > 1 که x ∈ R از مقادیری برای است. همͽرا نتیجه در و مطلق همͽرای
∑∞

n=0 an(x − x0)
n

در و lim an(x− x0)
n 6= 0 آنجا از و limAn = lim |an(x− x0)

n| 6= 0 (|x− x0| >
1

ℓ
که مقادیری برای معادل،

آنگاه باشد فوق توان سری همͽرایی دامنه D ⊂ R اگر نتیجه در است. واگرا
∞∑
n=0

an(x− x0)
n سری نتیجه

(x0 −
1

ℓ
, x0 +

1

ℓ
) ⊆ D ⊆ [x0 −

1

ℓ
, x0 +

1

ℓ
]

عددی داشته وجود lim
n→∞

|an+1

an
| که حالتͬ در این بنابر ͬ نامیم. م توان سری همͽرایی شعاع را R :=

1

ℓ
عدد حالت، این در

و (−∞, x0 − R) بازەهای بر و مطلق) همͽرای واقع (در همͽرا (x0 − R, x0 + R) بازە بر توان سری باشد صفر غیر

هر برای داشته، توان سری ضرایب به بستگͬ x0 + R و x0 − R نقاط در توان سری رفتار است. واگرا (x0 + R,∞)

شوند. بررسͬ جداگانه باید توان سری

همͽرایی شعاع حالت این در است. همͽرا R بر توان سری ͬ شود م مشاهده سادگͬ به lim |an+1

an
| = 0 که حالتͬ در

قضیه در فوق نتایج است. همͽرا x = x0 در فقط توان سری lim |an+1

an
| = ∞ که حالتͬ در گویند. بی نهایت برابر را

است. شده بیان زیر
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صورت این در .0 ≤ ℓ ≤ ∞ آن در که lim
n→∞

|an+1|
|an|

= ℓ کنیم فرض
∞∑
n=0

an(x− x0)
n توان سری برای

از ͷی هر بر و همͽرا (x0 − R, x0 + R) بازه بر توان سری ،R :=
1

ℓ
برای آنگاه 0 < ℓ < ∞ اگر الف)

است. واگرا (x0 +R,∞) و (−∞, x0 −R) بازەهای

است. همͽرا R بر توان سری آنگاه ℓ = 0 اگر ب)

است. همͽرا x = x0 در فقط فوق توان سری آنگاه ℓ = ∞ اگر ج)

قضیه

آورید. دست به را زیر توان سری های از ͷی هم همͽرایی دامنه و همͽرایی شعاع مثال.

.
∞∑
n=1

1

n3n
(x+ 2)n الف)

نتیجه در .an =
1

n3n
، x0 = −2 توان سری این برای

ℓ = lim
|an+1|
|an|

= lim

1
(n+1)3n+1

1
n3n

= lim
1

3

n

n+ 1
=

1

3

هر (یا |x+2| < 3 شرط با x ∈ R برای سری این نتیجه در است. R =
1

ℓ
= 3 برابر سری همͽرایی شعاع ترتیب این به

مقادیر این مستقیما x = 1 و x = −5 برای است. واگرا (1,∞) و (−∞,−5) بازەهای بر و همͽرا ((−5, 1) بازه در x

عددی سری دو صورت این در ͬ کنیم. م جایͽذاری فوق توان سری در را

∞∑
n=1

1

n3n
(−5 + 2)n =

∞∑
n=1

(−1)n

n
و

∞∑
n=1

1

n3n
(1 + 2)n =

∞∑
n=1

1

n

واگرا و همساز سری (x = 1 ازای (به دومͬ و همͽرا لایب نیتز آزمون بنابر (x = −5 ازای (به اولͬ که ͬ آید م دست به

است. [−5, 1) بازه برابر سری این همͽرایی دامنه پس است.

.
∞∑
n=1

1

n2
(2x− 5)n ب)

ͬ کنیم م بیان زیر صورت به (2x− 5) عبارت داخل در 2 عدد از گیری فاکتور با را فوق سری ابتدا

∞∑
n=1

1

n2
(2x− 5)n =

∞∑
n=1

2n

n2
(x− 5

2
)n
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نتیجه در است. an =
2n

n2
و x0 =

5

2
همͽرایی مرکز با توان سری که

ℓ = lim
|an+1|
|an|

= lim

2n+1

(n+1)2

2n

n2

= lim 2
n2

(n+ 1)2
= 2

بر و همͽرا (
5

2
− 1

2
,
5

2
+

1

2
) = (2, 3) بازه بر سری این بوده، R =

1

ℓ
=

1

2
برابر سری این همͽرایی شعاع نتیجه در

جایͽذاری با x = 3 و x = 2 نقاط برای است. واگرا (−∞,
5

2
− 1

2
)∪ (

5

2
+

1

2
,∞) = (−∞, 2)∪ (3,∞) مجموعه

عددی سری دو فوق، توان سری در مقادیر این مستقیم

∞∑
n=1

2n

n2
(2− 5

2
)n =

∞∑
n=1

(−1)n

n2
و

∞∑
n=1

2n

n2
(3− 5

2
)n =

∞∑
n=1

1

n2

است. [2, 3] بازه برابر سری این همͽرایی دامنه نتیجه در هستند. همͽرا دو هر که ͬ آید م دست به

.
∞∑
n=0

(2x)n

n!
ج)

در است. an =
2n

n!
و x0 = 0 همͽرایی مرکز با توان سری ͷی که ͬ نویسیم م

∞∑
n=0

2n

n!
xn صورت به را توان سری ابتدا

نتیجه

ℓ = lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2
n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

2

(n+ 1)
= 0

است. R = ∞ سری همͽرایی شعاع بͽوییم ͬ توانیم م حالت این در است. همͽرا R تمام بر سری این ترتیب این به

استفاده با ͬ توانیم م حالت این در باشد. داشته R 6= 0 برابر همͽرایی شعاع
∞∑
n=0

an(x− x0)
n توان سری کنیم فرض

دستور با (R = ∞ اگر ،R در R از تابعͬ (یا f : (x0 −R, x0 +R) → R چون تابعͬ سری این از

∀x ∈ (x0 −R, x0 +R) f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n

است. شده بیان زیر قضیه در تابع این اصلͬ خاصیت های کنیم. تعریف
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همͽرایی شعاع با ،
∞∑
n=0

an(x− x0)
n توان سری با متناظر تابع f : (x0 −R, x0 +R) → R کنیم فرض

صورت این در باشد. ،R 6= 0

بازه این در x هر برای و است مشتق پذیر تابعͬ (x0 −R, x0 +R) بر f تابع الف)

f ′(x) =
∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1.

است. R برابر نیز توان سری این همͽرایی شعاع علاوه، به

این توسط شده معرفͬ تابع بوده، R برابر همͽرایی شعاع دارای
∞∑
n=0

an
n+ 1

(x − x0)
n+1 توان سری ب)

دیͽر بیان به است. f تابع برای اولیه تابع ͷی توان سری

∫
f(x) dx =

∫ ( ∞∑
n=0

an(x− x0)
n
)
dx =

∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− x0)
n+1 + C

قضیه

کنید. تعیین را f(0) مقدار و
∞∑
n=0

xn

n!
توان سری همͽرایی شعاع الف) مثال.

ͬ گیرید؟ م نتیجەای چه .f ′(x) محاسبه است مطلوب باشد توان سری این توسط شده معرفͬ تابع f اگر ب)

سری این برای است. an =
1

n!
ضرایب و x0 = 0 همͽرایی مرکز با سری ͷی نظر مورد سری الف)

ℓ = lim
|an+1|
|an|

= lim

1
(n+1)!

1
n!

= lim
1

n+ 1
= 0

دستور با R بر مشتق پذیر تابعͬ سری این قبل، قضیه بنابر است. بی نهایت برابر سری این همͽرایی شعاع نتیجه در

∀x ∈ R f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
xn = 1 +

∞∑
n=1

1

n!
xn

.f(0) = 1 ضابطه این به توجه با ͬ کند. م تعریف

بͽیریم. مشتق فوق توان سری از جمله به جمله ͬ توانیم م مشتق تابع محاسبه برای قبل، قضیه بنابر ب)

∀x ∈ R f ′(x) =
∞∑
n=1

nxn−1

n!
=

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
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،f ′ تابع به مربوط توان سری بسط با

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
= 1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ xn−1

(n− 1)!
+

xn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
= f(x)

مثالͬ طͬ درس، پنجم فصل در قبلا است. f ′(x) = f(x) و f(0) = 1 خاصیت دو با مشتق پذیر تابعͬ f : R → R پس

مشخص را نمایی تابع همان مثال این در توان سری پس است. شرایط این در صادق تابع تنها نمایی تابع کردیم مشاهده

یعنͬ ͬ کند. م

∀x ∈ R exp x =
∞∑
n=0

xn

n!

مͺلورن و تیلور بسط ۱ .۱۰

هر برای آنگاه باشد مشتق پذیر بار n + 1 تابعͬ x0 نقطه ͬͽهمسای ͷی در f تابع اگر کردەایم مشاهده پنجم فصل در قبلا

که دارد وجود x0 و x بین c عدد ،ͬͽهمسای این در x

f(x) = f(x0)+f ′(x0)(x−x0)+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x−x0)

n+1

دادیم. نشان Rn(x) با را آن و نامیدیم تیلور باقیمانده را آخر جمله

x هر و n ∈ N هر برای صورت این در باشد. مشتق پذیر بار بی نهایت x0 نقطه ͬͽهمسای ͷی بر f کنیم فرض اکنون

ͬͽهمسای این در x هر برای اگر حالت این در بود. خواهد برقرار فوق تساوی ͬͽهمسای این در

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0

آنگاه

f(x) = lim
n→∞

( n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(x)
)

=
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

سری این ͬ باشد. م نمایش قابل ͬͽهمسای این بر فوق صورت به توانͬ سری توسط f تابع حالت این در دیͽر، عبارت به

مͷ لورن) بسط (یا مͷ لورن سری را مزبور توان سری x0 = 0 که حالتͬ در ͬ نامیم. م x0 نقطه حول f تیلور بسط را توان

دارد. بستگͬ an =
f (n)(x0)

n!
ضرایب رفتار به توان سری این همͽرایی شعاع که است بدیهͬ ͬ نامند. م f
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آورید. دست به را cos x و sin x ،ex توابع از ͷی هر مͷ لورن بسط مثال.

توابع از ͷی هر برای اکنون است.
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn صورت به f چون تابعͬ مͷ لورن سری کردیم، اشاره بالا در آنچه بنابر

ͬ پردازیم. م مͷ لورن سری ضرایب محاسبه به فوق

مͷ لورن سری نتیجه در و f (n)(0) = 1 داشت خواهیم f (n)(x) = ex ،n ∈ N هر برای که آنجا از f(x) = ex تابع برای

ͬ آید. م دست به زیر صورت به تابع این
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

1

n!
xn

،n ∈ N هر برای ͬ شود م مشاهده سادگͬ به ،f(x) = sin x تابع برای

f (2n)(x) = (−1)n sin x و f (2n−1)(x) = (−1)n+1 cos x

نتیجه در

f (2n)(0) = 0 و f (2n−1)(0) = (−1)n+1

ͬ آید. م دست به زیر صورت به تابع این مͷ لورن بسط آنجا از و

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n− 1)!
x2n−1 = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + · · ·

ͬ شود. م حاصل زیر صورت به مشابه محاسباتͬ با نیز کسینوس تابع مͷ لورن بسط

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 + · · ·

است. بی نهایت برابر فوق توان سری سه هر همͽرایی شعاع که کرد تحقیق ͬ توان م

است: زیر صورت به f(x) = 1
x+1

تابع مͷ لورن بسط شد، گفته ۹۲ صفحۀ در که نکتەای به توجه با مثال.

1

x+ 1
= 1 + x+ x2 + x3 + . . . .

۲۰۷



داریم: بالا، عبارت طرف دو از انتگرال گیری با است. |x| < 1 فوق، سری همͽرایی دامنۀ

ln(1 + x) = x+
x2

2
+

x3

3
+ . . . .

تمرین

بنویسید. آن همͽرایی دامنۀ  همراه به را f(x) = 1
1+x2 تابع مͷ لورن بسط فوق، مثال به توجه با .۱

بنویسید. را tan−1 x2 و tan−1 x تابع مͺلورن بسط بالا،  مورد از استفاده با .۲

بنویسید. عددی سری ͷی صورت به را π عدد tan(π
4
) = 1 که این به توجه با .۳

تمرین

آن همͽرایی دامنۀ  همراه به را f(x) = 1√
1−x2 تابع مͺلورن سری شد، گفته ۹۲ صفحۀ در که نکتەای به توجه با .۱

بنویسید.

آورید. دست به را sin−1(x) تابع مͺلورن سری قبل، مورد به توجه با .۲

کنید: محاسبه را زیر عبارت حاصل تمرین

1

2
+

1

22 · 2
+

1

23 · 3
+

1

24 · 4
+ . . . .

آورید. خاطر به را ln(1 + x) تابع مͺلورن بسط راهنمایی:

بسط با بتوان را eix مقدار اینکه فرض با و فوق بسط های از استفاده با باشد.
√
−1 موهومͬ عدد i کنید فرض تمرین.

،x ∈ R هر برای دهید نشان آورد، دست به فوق مͷ لورن

eix = cos x+ i sin x

۲۰۸



سری و دنباله فصل تمرین های

صورت در و کنید مشخص را زیر شده داده عمومͬ جمله با {an}n∈N دنبالەهای از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .۱

بیابید. را آن حد همͽرایی،

(الف an = e−1/
√
n (ب an = cos

(
nπ

n+ 1

)
(ج an =

n2

√
n3 + 4n

(د an =
(2n− 1)!

(2n+ 1)!

(ه an =
lnn

ln 2n
(و an =

tan−1 n

n

(ز an = ln(n+ 1)− lnn (ح an = n
√
n

(ط an = ln(2n2 + 1)− ln(n2 + 1) (ی an = arctan(lnn)

(ک an = n−
√
n+ 1

√
n+ 3 (ل an =

n!

2n

(م an =
(−3)n

n!

کنید. بررسͬ زیر دنبالەهای برای را کرانداری و یͺنوایی خاصیت های از ͷی هر .۲

(الف an = cosn (ب an = 1
2n+3

(ج an = 1−n
2+n

(د an = n(−1)n

(ه an = 2 + (−1)n

n
(و an = 3− 2ne−n

(ز an = n3 − 3n+ 3

آورید. بەدست را سری مقدار همͽرایی صورت در و کنید بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .۳

(الف
∞∑
n=1

(−3)n−1

4n
(ب

∞∑
n=0

3n+1

(−2)n

(ج
∞∑
n=1

e2n

6n−1
(د

∞∑
n=1

ln

(
n2 + 1

2n2 + 1

)
(ه

∞∑
n=4

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)
(و

∞∑
n=1

(
e1/n − e1/(n+1)

)

۲۰۹



کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی انتگرال، آزمون از استفاده با .۴

(الف
∞∑
n=1

1

n
√
n

(ب
∞∑
n=1

√
n+ 4

n2

(ج
∞∑
n=2

1

n lnn
(د

∞∑
n=2

lnn

n2

(ه
∞∑
k=1

ke−k (و
∞∑
k=1

ke−k2

کنید. مشخص را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .۵

(الف 2

3
− 2

5
+

2

7
− 2

9
+

2

11
− · · · (ب −2

5
+

4

6
− 6

7
+

8

8
− 10

9
+ · · ·

(ج 1

ln 3
− 1

ln 4
+

1

ln 5
− 1

ln 6
+

1

ln 7
− · · · (د

∞∑
n=1

(−1)n−1

3 + 5n

(ه
∞∑
n=0

(−1)n+1

√
n+ 1

(و
∞∑
n=1

(−1)n
3n− 1

2n+ 1

(ز
∞∑
n=1

(−1)ne−n (ح
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

2n+ 3

(ط
∞∑
n=1

(−1)n+1 n2

n3 + 4
(ی

∞∑
n=1

(−1)n+1ne−n

(ک
∞∑
n=1

(−1)n−1 arctann (ل
∞∑
n=0

sin
(
n+ 1

2

)
π

1 +
√
n

(م
∞∑
n=1

n cosnπ

2n
(ن

∞∑
n=1

(−1)n sin
(π
n

)
(ص

∞∑
n=1

(−1)n cos
(π
n

)
(ع

∞∑
n=1

(−1)n(
√
n+ 1−

√
n)

کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر مشروط همͽرایی و مطلق همͽرایی .۶

(الف
∞∑
n=1

(−1)n−1

√
n

(ب
∞∑
n=0

(−1)n

5n+ 1

(ج
∞∑
n=1

(−1)n

n3 + 1
(د

∞∑
n=1

sinn

2n

(ه
∞∑
n=1

(−1)n−1 n

n2 + 4

۲۱۰



کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .۷

(الف
∞∑
n=1

n

5n
(ب

∞∑
n=1

(−2)n

n2

(ج
∞∑
n=1

(−1)n−1 3n

2nn3
(د

∞∑
n=0

(−3)n

(2n+ 1)!

(ه
∞∑
k=1

1

k!
(و

∞∑
k=1

ke−k

(ز
∞∑
n=1

10n

(n+ 1)42n+1
(ح

∞∑
n=1

n!

100n

(ط
∞∑
n=1

nπn

(−3)n−1
(ی

∞∑
n=1

n10

(−10)n+1

(ک
∞∑
n=1

cos(nπ/3)

n!
(ل

∞∑
n=1

n!

nn

(م
∞∑
n=1

n100100n

n!
(ن

∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2

آورید. بەدست را زیر توانͬ سری های از ͷهری همͽرایی بازەی و همͽرایی شعاع .۸

(الف
∞∑
n=1

(−1)nnxn (ب
∞∑
n=1

(−1)nxn

3
√
n

(ج
∞∑
n=1

xn

2n− 1
(د

∞∑
n=1

(−1)nxn

n2

(ه
∞∑
n=0

xn

n!
(و

∞∑
n=1

(−1)n4n√
n

xn

(ز
∞∑
n=1

xn

n44n
(ح

∞∑
n=1

n

2n(n2 + 1)
xn

(ط
∞∑
n=1

x2n

n!
(ی

∞∑
n=0

(x− 2)n

n2 + 1

(ک
∞∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)2n
(x− 1)n (ل

∞∑
n=2

(x+ 2)n

2n lnn

(م
∞∑
n=1

√
n

8n
(x+ 6)n (ن

∞∑
n=1

(2x− 1)n

5n
√
n

(ص
∞∑
n=1

n

bn
(x− a)n , b > 0 (ع

∞∑
n=2

bn

lnn
(x− a)n , b > 0

(ف
∞∑
n=1

(5x− 4)n

n3
(ض

∞∑
n=1

n!xn

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

۲۱۱



کنید. پیدا را a مرکز به f تابع به مربوط همͽرایی شعاع و تیلور سری .۹

(الف f(x) = x5 + 2x3 + x, a = 2 (ب f(x) = x6 − x4 + 2, a = −2

(ج f(x) = ln x, a = 2 (د f(x) =
1

x
, a = −3

(ه f(x) = e2x, a = 3 (و f(x) = cos x, a = π/2

(ز f(x) = sin x, a = π (ح f(x) =
√
x, a = 16

بیابید. را زیر توابع از ͷی هر لورن ͷم سری .۱۰

(الف f(x) = arctan(x2) (ب f(x) = sin(πx/4)

(ج f(x) = x cos 2x (د f(x) = e3x − e2x

(ه f(x) = x cos

(
1

2
x2

)
(و f(x) = x2 ln(1 + x3)

(ز f(x) =
x√

4 + x2
(ح f(x) =

x2

√
2 + x

(ط f(x) = sin2 x (ی f(x) =


x− sin x

x3
x 6= 0

1

6
x = 0

تکمیلͬ. تمرین های

باشند. همͽرا زیر سری های که بیابید گونەای به را p مقدار .۱

(الف
∞∑
n=2

1

n(lnn)p
(ب

∞∑
n=3

1

n lnn[ln(lnn)]p

(ج
∞∑
n=1

n(1 + n2)p (د
∞∑
n=1

lnn

np

(ه
∞∑
n=1

(−1)n

n+ p
(و

∞∑
n=2

(−1)n−1 (lnn)
p

n

۲۱۲



کنید. بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .۲

(الف
∞∑
n=1

1

n3 + 8
(ب

∞∑
n=2

1√
n+ 1

(ج
∞∑
n=1

9n

3 + 10n
(د

∞∑
n=1

6n

5n + 6n

(ه
∞∑
k=1

ln k

k
(و

∞∑
k=1

k sin2 k

1 + k3

(ز
∞∑
k=1

3
√
k√

k3 + 4k + 3
(ح

∞∑
n=1

1 + cosn

en

(ط
∞∑
n=1

1

nn
(ی

∞∑
n=1

n2 + n+ 1

n4 + n2

(ک
∞∑
n=1

n+ 3n

n+ 2n
(ل

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)2

e−n

(م
∞∑
n=1

e1/n

n
(ن

∞∑
n=1

2n

n!

کنید. بررسͬ آزمون ها از استفاده با را زیر سری های واگرایی یا همͽرایی .۳

(الف
∞∑
n=1

n2 − 1

n3 + 1
(ب

∞∑
n=1

n− 1

n3 + 1

(ج
∞∑
n=1

en

n2
(د

∞∑
n=1

n2n

(1 + n)3n

(ه
∞∑
n=2

1

n
√
lnn

(و
∞∑
n=1

(−1)n−1n
4

4n

(ز
∞∑
n=0

(−1)n
π2n

(2n)!
(ح

∞∑
n=1

n2e−n3

(ط
∞∑
n=1

(
1

n3
+

1

3n

)
(ی

∞∑
k=1

1

k
√
k2 + 1

(ک
∞∑
k=1

2k−13k+1

kk
(ل

∞∑
n=1

√
n4 + 1

n3 + n

(م
∞∑
n=1

(−1)n
lnn√
n

(ن
∞∑
k=1

3
√
k − 1

k(
√
k + 1)

(ص
∞∑
n=1

(−1)n cos(
1

n2
) (ع

∞∑
k=1

1

2 + sin k

۲۱۳



است. همͽرا
∞∑
n=1

dn
10n

سری دهید نشان باشد. 9 تا 0 اعداد از متشͺل طبیعͬ اعداد از دنبالەای {dn}n∈N کنید فرض .۴

است.) 0/d1d2 . . . dn . . . اعشاری عدد نمایش سری (این

همͽراست. نیز
∞∑
n=1

a2n سری آنگاه باشد، همͽرا
∞∑
n=1

an سری و an ≥ 0 اگر دهید نشان .۵

واگراست.
∞∑
n=1

an سری آنگاه ، lim
n→∞

nan 6= 0 و an > 0 اگر دهید نشان .۶

همͽراست. نیز
∞∑
n=1

ln(1 + an) سری آنگاه باشد، همͽرا
∞∑
n=1

an و an > 0 اگر دهید نشان .۷

همͽراست؟ نیز
∞∑
n=1

sin an که گرفت نتیجه ͬ توان م آیا باشد، مثبت عناصر با همͽرا سری ͷی
∞∑
n=1

an اگر .۸

۲۱۴
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