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 مقدمه

ها در مجاورت بینهایت از های دینامیکی و معادلات دیفرانسیل، درک رفتار جوابمطالعه سیستم رد

ای برخوردار است. فصل پنجم این پروژه به معرفی و بررسی دو روش کلیدی برای تحلیل اهمیت ویژه

ها با تبدیل ن روشای .لیاپانوف -سازی پوانکارهسازی پوانکاره و فشردهپردازد: فشردهچنین رفتارهایی می

ی نقاط تکین در بینهایت به یک فضای فشرده )مانند کره یا دیسک(، امکان مطالعه 2Rی اقلیدسیصفحه

سازی پوانکاره، با استفاده از تصویر مرکزی از مبدأ، یک میدان برداری کنند. در فشردهرا فراهم می

تبدیل اگرچه کارآمد است، اما ممکن است شود. این ای به میدانی تحلیلی روی کره تبدیل میچندجمله

سازی برای رفع این مشکل، فشرده .ای روی دایره بینهایت ایجاد کنددر برخی موارد نقاط تکین پیچیده

سازی نقاط همگن، منجر به ساده -شود که با تعمیم ساختار همگن به شبهلیاپانوف معرفی می-پوانکاره

دهد، بلکه ه تنها نمایش بهتری از رفتار سیستم در بینهایت ارائه میگردد. این روش نتکین در بینهایت می

در این فصل، علاوه بر . های دینامیکی بسیار مفید استهای فازی و تحلیل کیفی سیستمنما در رسم 

ی ماتریس ژاکوبین، و تحلیل رفتار تشریح ریاضی این دو روش، به بررسی نقاط تکین نامتناهی، محاسبه

 .گیردی بین دو روش انجام میهای کاربردی، مقایسهپرداخته شده و در نهایت با ارائه مثال هامحلی آن

 

 

 

 

 



2 

 لیاپانوف -پوانکاره و فشرده سازی پوانکاره 

 فشرده از توان می نهایت بی مجاورت در ای صفحه دیفرانسیلی سامانه یک مسیرهای رفتار مطالعه برای

 روی کره (کنج نگاری)استریوگرافیک تصویر بر مبتنی ممکن ساختارهای از یکی .کرد استفاده سازی

 بررسی برای بهتر رویکرد .بندیکسون به کنید رجوع شود؛ می افزوده صفحه به یک آن در که است صفحه

 پوانکاره توسط که است پوانکاره کره از استفاده نهایت بی نزدیک مسیرها رفتار »نهایت بی در طهقن «

 پخش کره استوا خط امتداد در نهایت بی در (قاط تعادلن) تکین اطقن که است این آن مزیت. شد معرفی

 با . برخوردارند بندیکسون کره (قاط تعادلن)تکین اطقن به نسبت تر ساده ماهیتی از نتیجه در و شوند می

 پیچیده هنوز است ممکن پوانکاره کره روی نهایت بی در (قاط تعادلن)تکین اطقن از برخی حال، این

 .باشند

 از تر انتزاعی ساختاری بر مبتنی البته که کنیم می معرفی را لیاپانوف–پوانکاره کره ساختار، بهبود برای

 در .اند پوانکاره کره از تر ساده عموما اما شوند می پخش استوا روی نیز ها تکینگی . است پیشین موارد

–پوانکاره دیسک را آن و کنیم کار کره نیم یک روی دهیم می ترجیح لیاپانوف–پوانکاره سازی فشرده

 کره نیم از یکی به را پوانکاره کره اگر کنیم صحبت پوانکاره دیسک از مشابه طور به و بنامیم، لیاپانوف

 .کنیم محدود اند شده جدا( نهایت بی در اطقن نمایانگر) استوا توسط که هایی
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 نمودارهای محلی 1.5

کار کنیم که عملی نیست. اگر  2Rفاز یک میدان برداری باید روی صفحه حقیقی کامل  نمایبرای رسم 

سازی پوانکاره استفاده کنیم که توانیم از فشردهای باشند، میتوابع تعریف کننده میدان برداری چند جمله

ای متناهی رسم کنیم. افزون بر این، این روش مداراتی را که به گوید چگونه آن را در ناحیهبه ما می

 کند.آیند کنترل میمی نهایتروند یا از بینهایت میسمت بی

)در این فصل از  , )x x1 )به عنوان مختصات روی صفحه به جای  2 , )x y کنیم.استفاده می 

/فرض کنید  /X P x Q x     1 چند  Qو  Pای باشد )توابع یک میدان برداری چند جمله 2

 هستند(، یا به عبارت دیگر: x2و  x1هایی از درجه دلخواه در متغیرهای ایجمله

( , ),x P x x1 1 2 

( , ),x Q x x2 1 2 

 باشد. Qو  Pبیشینه درجات  dنامیم اگر می dرا  Xکنیم که درجه یادآوری می

تعریف  2R ای در را به صورت صفحه 2Rکند. ابتدا فضای سازی پوانکاره به صورت زیر عمل میهفشرد

)کنیم که توسط می , , ) ( , , )y y y x x1 2 3 1 2 }شود. کره نمایش داده می 1 : }y y y y    2 2 2 2 2
1 2 3 1S 

)نامیم؛ این کره در نقطه را در اینجا کره پوانکاره می , , توانیم این کره مماس است. می 2Rبر صفحه  001(

}را به نیم کره شمالی  : }H y y   2
3 0S نیم کره جنوبی ،{ : }H y y   2

3 0S  و استوا

{ : }y y  1 2
3 0S S  تقسیم کنیم. اکنون تصویر میدان برداریX  2ازR  2بهS های را از طریق پرتاب

f:مرکزی   2 2S  و:f  2 2S تر، گیریم. دقیقدر نظر می( )f x  به طور متناظر(( )f x )
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کره شمالی )به است که با نیم  xنقطه تقاطع خط راست گذرنده از مبدأ با خط راست گذرنده از نقطه 

 :2Sطور متناظر نیم کره جنوبی( تقاطع دارد. به عبارت دیگر 

( ) , , ,
( ) ( ) ( )

x x
f x

x x x

  
  

   

1 2 1 

( ) , , ,
( ) ( ) ( )

x x
f x

x x x

    
  

   

1 2 1 

 که در آن

( ) ,x x x   2 2
1 2 1 

آیند. روشن است که هر میدان ای به دست میهای برداری القا شدهبه این ترتیب در هر نیم کره میدان

را  H+ریخت است. میدان برداری القا شده روی هم X( با analyticتحلیلی ) بصورتبرداری القا شده 

)توان به صورت می ) ( ) ( )X y Df x X x  و میدان رویH–  را به صورت( ) ( ) ( )X y Df x X x  با

( )y f x کنیم که نوشت. ذکر میX  2یک میدان برداری روی 1S S﹨  است که در همه نقاط مماس

 ماند.باقی می 2Sبر 

)برای هر جهت دو نقطه( به صورت یک به یک متناظر با نقاط  2Rنهایت کنیم که نقاط بیتوجه می

2را از  Xخواهیم میدان القا شده هستند. اکنون می 2Sاستوای  1S S﹨  2به کلS  .گسترش دهیم

ماند و این مانع گسترش مرزپذیر باقی نمی Xشویم نزدیک می 1Sمی که به متأسفانه به طور کلی هنگا

)شود که اگر میدان برداری را در ضریب با این حال، معلوم میاست.  ) dP x x  1
ضرب کنیم، آنگاه  3

شود. میدان برداری توسعه یافته ای بررسی خواهیم کرد، امکان گسترش فراهم میطور که در لحظههمان

)نامند و آن را با می 2Rروی  Xسازی پوانکاره میدان برداری را فشرده 2Sروی  )x دهند. نمایش می
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Cاین میدان دیگر ضرورتی ندارد که  Hو  Hم کره روی هم نی  ریخت با همX  باشد، اما

Cهمچنان   ماند.معادل باقی می 

فازی کارایی خوبی دارد، اما هنگام انجام محاسبات دقیق باید  نمایبنابراین این تکنیک در ترسیم 

 های مدارهای بسته.ها و دورههایی را رعایت کرد، مثلاً در محاسبه مقادیر ویژه در تکینگیاحتیاط

دهیم. چنان که معمول است در کار با سطوح خمیده برای انجام اکنون ساختار را به تفصیل انجام می

کنیم که زیر استفاده می نقشه یا چارت موضعیاز شش  2Sکنیم. برای ها استفاده میمحاسبات از چارت

}به صورت  : }, { : }k k k kU y y V y y     2 20 0S S  برای, ,k 1 2 شوند. تعریف می 3

k:های محلی متناظر نگاشت kU  2  و:k kV  2  را به صورت

( ) ( ) ( / , / )m k n kk y k y y y y y     برایm n  و,m n k کنیم. مقدار تعریف می( , )z u v  یا

( )k y  یا( )k y  را برای هرk  با( , )u v دهیم، به طوری که نمایش می( , )u v  نقشه ها یا بسته به

)های متفاوتی خواهند داشت. از نظر هندسی مختصات مورد نظر نقش چارت موضعی , )u v توان را می

uدر هر چارت دارای  1Sنقاط  نشان داده شده است نمایش داد. 1.5طور که در شکل همان 0 .هستند 

)در ادامه تنها محاسبه دقیق عبارت  )P x  نقشه یا چارت موضعی را درU1 دهیم. داریمانجام می 

( ) ( ( , ) ( , ))X x p x x Q x x 1 2 1 2 

)سپس  )y f x  با( ) ( ) ( )x y Df x X x  و 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )D y x y D y Df x X x D f x X x  1 1 1   

x|اجازه دهید  u3  دستگاه تعریف شده به صورت( ) ( )D y x y1  باشد. از آنجا که 
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( )( ) , ( , ),
X

f x u v
X X

  
  
 

2
1

1 1

1
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 برای کره پوانکاره =1.2k و (k,_kUچارت موضعی ) 1-5
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 ما داریم

( , )
|

( , )

x

x x P x x
X U

Q x x

x

 
 

    
   
 

2
2
1 1 2 2

1
1 2

2
1

1

1
0

 

( ( , ) ( , ), ( , ))x P x x Q x x P x x
x

   2 1 2 1 2 1 22
1

1 

, , , , .
u u u u

v P Q P
v v v v v v v v

      
         

      

2 1 1 1 1 

 حالا

( ) ( )
( ) ( )

d
d d

d d

v
P y y v m z

x z


 

 
   

 

1
1 1

3 1 1

1 

)با قرار دادن  )/( ) ( ) dm z u v   2 2 1  می توان نوشت: 21

( | )( ) ( ) , , , , .d u u u u
P X U z v m z P Q P

v v v v v v v v

       
         

      

1
1

1 1 1 1 

)به  PXاثبات اینکه توسعه برای  )P X  2بر روی کلS کنیم که گرچه تعریف شده، توجه می|PX U1 

vهنگام  0  خوب تعریف شده نیست، عبارت|PX U1  رویv 0 شود، چون عامل خوب تعریف می

dvضرب  1  هر عاملv ها صادق کند. استدلال مشابه برای بقیه چارتموجود در مخرج را خنثی می

 است.
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)سازی میدان برداری توسعه یافته، تغییر متغیر زمان انجام داده و عامل برای ساده )m z کنیم؛ را حذف می

Cمرتبه تحلیلی هم Xبا  Hو  Hها است که روی نیم کره 2Sنتیجه یک میدان برداری روی   

 است.

)عبارت  )P X  نقشه های یا چارت موضعیدر ( , )U1 1  (2.5به صورت زیر است )فرمول 

, , ,d u u
u v uP Q

v v v v

    
      

    

1 1 

, .d u
v v P

v v

  
   

 

1 1 

)در چارت  , )U1 1  (3.5داریم )فرمول 

, , ,d u u
u v P uQ

v v v v

    
     

    

1 1 

,d u
v v Q

v v

  
   

 

1 1 

)و در  , )U3 3 (4.5شود به )فرمول ساده می 

( , )u P u v 

( , )v Q u v 

)عبارت  )P X های در چارت( , )k kV  های مانند چارت( , )k kU   است با ضریب ضریبی برابر

( )d .برای  11 . .K 1 2 3. 
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نهایت، واضح است که کافی است روی ، از جمله رفتار آن نزدیک بی2R در صفحه کامل  Xبرای مطالعه 

H U
1S توان در سه چارت نامیم. تمام محاسبات را میکار کنیم، که آن را دیسک پوانکاره می

( , ), ( , )U U1 1 2 2   و( , )U3 3 ( 4.5( و )3.5(، )2.5های )انجام داد که در این صورت عبارت با فرمول

 اند.داده شده

طور که قبلًا واضح است که برای به دست آوردن این عبارات نیازی به گذر از ساختار هندسی کامل، آن

( از 2.5ای لازم ندارند. برای حصول )( به روشنی هیچ توضیح اضافه4.5ارائه شد، نداریم. عبارات در )

)کنیم و مختصات ( شروع می1.5) , )u v کنیمزیر معرفی می هایرا با فرمول 

( , ) , .
u

x x
v v

 
  
 

1 2

1 

dvشود که آن را در منجر می uXاین امر به یک میدان برداری  1 کنیم. برای به دست آوردن ضرب می

)( شروع کرده و مختصات 1.5( از )3.5) , )u v کنیمرا به صورت زیر معرفی می 

( , ) , .
y

x x
v v

 
  
 

1 2

1 

dvرا در  uXدوباره میدان برداری محاسبه شده  1 کنیم.ضرب می 

تر برای ساختن یک میدان برداری روی یک کره )یا بهتر بگوییم روی نیم کره( به طور این روش انتزاعی

ترین روش برای محاسبات دقیق است، بلکه به تعمیم )و ها، نه تنها مناسبمستقیم به وسیله چارت

طور که در شود نیز خواهد انجامید، همانلیاپانوف نامیده می -بهبود( این ساختار که دیسک پوانکاره

 خواهیم دید. 3.5بخش 

Cارزی تا هم ( را می6.5( و )5.5، دو عمل )نهایت ترکیب کرد:توان در یک ساختار سراسری در بی 



10 

cos sin
( , ) , ,x x

v v

 
  
 

1 2

  

با گرفتن  1S  و دوباره ضرب میدان برداری درdv 1 آوریماگر این ساختار را پیاده کنیم به دست می 

( cos sin )v x x 2 1   

( cos sin ).v v x x  2
1 2  

)نهایت )روی استوا( این ساختار به طور کلی در مواردی که در بی )P X ای ندارد ترجیح هیچ تکینگی

شود. برای بررسی نهایت یک مدار بسته میشود، که دلالت بر این دارد که مجموعه نقاط در بیداده می

)رفتار  )P X  نزدیک آن مدار بسته، مطالعه سراسری یک همسایگی از آن لازم است. هیچ یک از

)های چارت , )U1 1  یا( , )U2 2 گیرند.ای را به طور کامل در بر نمیبه تنهایی چنین همسایگی 

)کنیم که در هر چارت موضعی، نماینده موضعی ذکر می )P X ای است.یک میدان برداری چند جمله 

)یا  Xما نقاط تکین متناهی )به طور متناظر، نقاط تکین نامتناهی(  )P X های را آن تکینگی( )P X 

2نامیم که در می 1S S﹨  ،1)به طور متناظرS کنیم که اگر قرار دارند. توجه میy 1S  نقطه تعادل یک

، همان رفتار yاست. از آنجا که رفتار موضعی نزدیک نقطه تعادل نیز یک  yنامتناهی باشد، آنگاه 

)است که در  yموضعی نزدیک  )d شود که جهت مدارها هنگامی که درجه ضرب شده، نتیجه می 11

yزوج باشد و  dکند. برای مثال، اگر زوج است تغییر می 1S  یک گره پایدار میدان( )P X  باشد، آنگاه

y  نامتناهی به صورت زوجی از نقاط قطری مقابل  تعادلنقاط یک گره ناپایدار است. به دلیل این که

توان نیمه ها را مطالعه کنیم، و با استفاده از درجه میدان برداری میشوند، کافی است نیمی از آنظاهر می

 دیگر را تعیین کرد.
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اند، به طوری که نمایش نسبت به مبدأ متقارن 2Sهای انتگرال طور که قبلاً مشاهده کردیم، منحنیهمان

)جریان  )P X کافی است. برای رسم  -شودکه دیسک پوانکاره نامیده می -تنها در نیم کره شمالی بسته

توان نقاط نیم کره شمالی بسته را روی صورت یک دیسک در صفحه میاین، برای مقاصد عملی، به 

)}دیسک  , , ) : , }y y y x x x   3 2 2
1 2 3 1 2 31 تواند با تصویر هر نقطه کره تصویر کرد. این کار می 0

ای توان با استفاده از خانوادهانجام شود؛ یا می y3روی دیسک با استفاده از یک خط راست موازی محور 

)از خطوط راست که از نقطه  , , )y300  با.y IFy3 مقداری نزدیک  y3گذرند تصویر گرفت. اگر می 30

نزدیک صفر باشد ممکن است نمایش بهتری از آنچه  y3باشد، نتیجه همان خواهد بود. ولی اگر  به 

 -در نواحی نزدیک به مبدأ در صفحه دهد به دست آید. در انجام این کار،نهایت رخ میدر نزدیکی بی

( , )x x1  دهیم.وضوح را از دست می 2
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 نقاط تکین نامتناهی 2.5

ه تعادل نقطین منظور یک انامتناهی را بررسی کنیم. برای  تعادلفازی محلی در نقاط  نمایخواهیم ما می

)نامتناهی  , )u )کنیم و با نگاه کردن به عبارت بخش خطی میدان را انتخاب می 0 )P X کنیم. شروع می

,برای  iهای همگن درجه ایچند جمله iQو  iPفرض کنید  ,...,i d01  ،باشند... dP P P P   0 1 

...و  dQ Q Q Q   0 ). آنگاه 1 , ) ( )u U V 1
1 10 S  نامتناهی نقطه تعادل دقیقاً زمانی یک( )P X 

 است که

( ) ( , ) ( , ) .d dF u Q u uP u  1 1 0 

)به طرزی مشابه،  , ) ( )u U V 1
2 20 S  نامتناهی نقطه تعادل دقیقاً زمانی یک( )P X  است که 

( ) ( , ) ( , ) .d dG u P u uQ u  1 1 0 

)همچنین ژاکوبین میدان برداری  )P X  در نقاط( , )u  برابر است با 0

( ) ( , ) ( , )

( , )

d d

d

F u Q u uP u

P u

 
  

 
 

1 11 1

0 1
 

 یا

( ) ( , ) ( , )

( , )

d d

d

F u Q u uQ u

Q u

 
  

 
 

1 11 1

0 1
 

)برای حالت تعلق  , )u )به  0 )U V1 )یا برای حالت تعلق  1 , )u )به  0 )U V2 2. 
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ها تشکیل شده باشد، اما در بیشتر موارد تواند به کلی از تکینمی 2Sکره  1کنیم که استواابتدا توجه می

 کنیم.های ایزوله میاند. ما بحث خود را محدود به تکینالیتهها ایزولهتکینالیته

تکینی  مامی نقاطتوانند ظاهر شوند. تها میها و زیننهایت تنها گرهدر میان نقاط تکینی هذلولی در بی

 نهایت رخ دهند.توانند در بینیمه هذلولی می

نهایت یک زین )به های هذلولی یا نیمه هذلولی در بیبینیم که اگر یکی از این تکینگیمی 2از فصل 

}( باشد، آنگاه خط مستقیم 2معنی توپولوژیک }v 0  2که نمایانگر استوایS ت، ناگزیر یک منحنی اس

 .2.5( پایدار یا ناپایدار، یا یک منحنی )مانیفولد( مرکز خواهد بود؛ رجوع شود به شکل 3)مانیفولد

های هذلولی کند. لذا بخشهم صدق میگره زینی های نیمه هذلولی از نوع این خاصیت برای تکینگی

 U2یا  U1های اکوبین سیستم در چارتتوانند به دو طریق مختلف تقسیم شوند که بستگی به ژها میآن

 تواند یکی از دو صورت زیر باشد:می 4دارد. ژاکوبین

* 
 
 0 0

 

 یا

* 
 
 

0

0 
 

. این دو 2SNاست و در حالت دوم از نوع  1SNاز نوع گره زینی گوییم که . در حالت اول می0با 

 تواند بالعکس باشد.اند. جهت گردش مدارها نیز مینشان داده شده 3.5حالت در شکل 

                                                 
1 equator 
2 Topological 
3 Manifold 
4 Jacobian 
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، 1توانند ظاهر شوند به استثنای کاسپنهایت تقریباً همه انواع میدر میان نقاط تکینی نیل پتنت در بی

 و مرکز. 2فوکوس

شان بسیار نهایتشان صفر است، رفتار در بیهایی که قسمت خطیتکینگی نقاط نیل پتنت، و نیز

ها نیاز به عمل انفجار است. های ابتدایی است. برای مطالعه آنهای هذلولی و تکینگیتر از تکینگیپیچیده

 باشند. 3نهایت جداکنندههایی که دو مدار در بیلازم نیست برای چنین تکینگی

 

 

 

 

 

                                                 
1 Cusp 
2 Focus 
3 separatrices 

 2Sنیمه هذلولی روی استوای کره  یک زیر هذلولی یا

 2Sروی استوای کره  2SNو 1SNگره زینی از نوع 
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 اپونفلی -سازی پوانکارهفشرده 3.5

اند، اما این امکان وجود سازی پوانکاره بسیار پیچیدهنهایت در یک فشردهها در بیگاهی اوقات تکینگی

تر کنیم. ساختار ها را سادهشود آنلیاپونف نامیده می -پوانکارهسازی دارد که با کار کردن با آنچه فشرده

باشد. ما با یک ( بیان شده است می7.5( یا در )6.5( و )5.5سازی بسیار شبیه به آنچه در )این فشرده

داریم، بلکه آن را کنیم، به این معنا که دیگر ساختار را همگن نگه نمی( شروع می7.5تعمیم از )

 دهیمکنیم. بنابراین قرار میمی 1همگنشبه

 

cos / ,x s1
 

sin / ,x s2
 

,با  (N×N ϵ β,α)های مناسببرای برخی توان 1 توانیم توابع . اگر به صرفه باشد، حتی می

های یکتای جایگزین کنیم؛ این توابع، حل Snو  Csرا با توابع پریودیک  sinو  cosپریودیک 

 مسئله مقدار اولیه زیر هستند

.
d

Cs Sn
d

  2 1 


 

.
d

Sn Cs
d

 2 1 


 

,Cs 0 1 

,Sn 0 0 

                                                 
1 Quasi-homogeneous 
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Snکه رابطه  Cs 2 2      سازی کنند. ممکن است برای سیستمی که در آن فشردهرا ارضا می

سازی ، فشردهو  نهایت دارد، با انتخاب مناسب غیر عنصری در بینقطه تعادل معمول پوانکاره یک 

در نقطه تعادلی نهایت داشته باشد، یا حتی اصلاً عنصری در بی عادلتلیاپونف تنها نقاط  -پوانکاره

های متفاوتی کار شود، مشابه نهایت نداشته باشد. برای محاسبات گاهی باز هم بهتر است در چارتبی

 انجام خواهد شد. 1.9(، و این کار در بخش 6.5( و )5.5)

 سازی بندیکسونفشرده 4.5

/فرض کنید  /x xX P Q     1 ای چند جمله Qو  Pای باشد )توابع یک میدان برداری چند جمله 2

سازی ساخت فشرده شود.( داده می1.5دستگاه دیفرانسیلی متناظر با آن توسط ) d .)2با بیشینه درجه 

 [(. 4از ] 13کنید به فصل به صورت زیر است )برای جزئیات بیشتر رجوع  1بندیکسون

y/گیریم که توسط را در نظر می 3Rای در کره y y  2 2 2
1 2 3 1 تعریف شده و آن را کره بندیکسون  4

x -نامیم. صفحهمی x1 تعریف شده است را با صفحه مماسی بر کره در نقطه  Xکه روی آن  2

( , , / )S  00 1 y/که با معادله  2  3 1 از  2کنج نگاریگیریم. بگذارید نگاشت شود یکی میداده می 2

)قطب شمال  , , / )N  001 y/روی صفحه  2  3 1  NXیک میدان برداری القایی  NP1بنابراین باشد.  2

N2Sرا روی  y/نهایت صفحه کند. واضح است که بیتعریف می \  3 1 به قطب شمال  NP1توسط  2

N شود.تبدیل می 

                                                 
1 Bendixson 
2 Stereographic 
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سازی بندیکسون این بسط فشردهبسط دهیم.  2Sرا به یک میدان برداری روی NXخواهیم حال می

دارد با نقطه تعادل که قطب شمال را به عنوان یک  2Sشود و میدان برداری القا شده روی نامیده می

( )b X شود.نمایش داده می 

)ی بررسی میدان برداری برانقشه یا چارت موضعی ما از دو  )b X کنیم که به ترتیب روی استفاده می

NU N 2S SUو  \ S 2S های مختصاتی متناظر عبارتند از اند. نگاشتتعریف شده \

: NPN U  :و  2 SPS U  از قطب جنوب به صفحه  2S کنج نگارینگاشت  PS، که در آن 2

/y 3 1  است. 2

y/از صفحه  Nop1نگاشت   3 1 y/به صفحه  Sبه جز  2 3 1  شود.به صورت زیر داده می Nبه جز  2

, ,
x x

u       v
x x x x

 
 

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

 

)که در آن  , )u v  مختصات در صفحه/y 3 1 ( به مبدأ دستگاه 1.5نهایت دستگاه )هستند. بنابراین بی 2

 شود.زیر تبدیل می

( , ),
( )d

u P u v
u v


2 2

1 

( , ),
( )d

v Q u v
u v


2 2

1 

)که در آن  , ) ( ( , ), ( , ))P u v P x u v x u v 1 )و  2 , ) ( ( , ), ( , ))Q u v Q x u v x u v 1 های با هستند، و جمله 2

dای لااقل ها درجهحداقل مرتبه آن 2  دارند. در نهایت تغییر مقیاس زمانی/ ( )ddt dT u v 2 را  2

 دآی( به شکل زیر درمی9.5کنیم و دستگاه )معرفی می

( , ),u P u v 
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( , ),v Q u v 

u/که در آن  du dT  و/v dv dTجا که . از آنd 2 های همگن کمینه درجات بخش( , )P u v  و

( , )Q u v  است، روشن است که( ,  باشد.( می10.5برای دستگاه )نقطه تعادل یک  00(

 ایای صفحهجریان سراسری یک میدان برداری چند جمله 5.5

 کنیمفاز روی دیسک پوانکاره دستگاه زیر را تعیین می نمایابتدا، 

x x 1 

y y  

میدان برداری  Xمتناهی یکتا است، مبدأ، که یک زینی است. بگذارید نقطه تعادل این دستگاه دارای یک 

)( باشد. آنگاه بیان 11.5متناظر با دستگاه ) )P X  نقشه یا چارت موضعی درU1 به صورت زیر است 

u u 2 

v v  

فرد  Xنهایت گره پایدار است. چون درجه داریم، مبدأ، که در بی U1یکتا در نقطه تعادل بنابراین یک  -

 نیز گره پایدار دیگری است. V1است، مبدأ 

)عبارت  - )P X  نقشه یا چارت موضعی درU2 :به صورت 

u u 2 

v v 
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 است.

 نیز صادق است(. V2یک گره ناپایدار وجود دارد )و همین مطلب برای مبدأ  U2بنابراین در مبدأ 

خش بآید. در این یمبه دست  4.5( را روی دیسک پوانکاره بکشیم، شکل 11.5فاز دستگاه ) نمایاگر  -

 کنیم.بر دیسک پوانکاره تصویر می y3همواره نیم کره شمالی کره پوانکاره را به طور موازی با محور 

xهستند که در خطوط ناوردا جداسازهای یکتای این دستگاه همان جداسازهای زین در مبدأ  0  و

y 0 .قرار دارند 

 (12.5کنیم )معادله حال دستگاه زیر را بررسی می -

x x y   2 

y y x  2 

 توان آن را نوشت به شکلاست چون می 1میلتونیاین دستگاه ه

/x H y   1 

/y H x   1 

 میلتونی:با تابع ه

( , ) ( ) .H x y x y xy  3 31
3

 

                                                 
1 Hamiltonian 
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ها ثابت است، زیرا روی در امتداد جواب H( است؛ یعنی 12.5یک در انتگرال اول دستگاه ) Hبنابراین  -

)هر حل  ( ), ( ))x t y t .داریم 

( , ) ( ( ) ( ))( ( ), ( )) ( ) ( ) | .x y x t y t

dH H H
x t y t x y y x

dt x y


 
     
 

2 2 0 

 

سازند که در ای را میهای بستهدر صفحه فاز منحنی Hارز همهای نتیجه کیفی این است که سطح -

 های سطح انرژی ثابت(.اند )منحنینشان داده شده 4.5شکل 

)متناهی دارد، یک زین در نقطه تعادل ( دو 12.5سیستم ) , )و یک مرکز خطی در  00( , ) 1 با ویژه  1

iمقادیر  )در  Hجا که انتگرال اول . از آن3 , ) 1  تعریف شده است، این نقطه یک مرکز است. 1

( باشد. 12.5میدان برداری متناظر با ) Xکنیم. فرض کنید نهایت را محاسبه میدر بی تعادلحال نقاط 

)آنگاه عبارت  )P X  نقشه یا چارت موضعی درU1 برابر است با 

,u uv u   31 2 

.v v u v 2 2 
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)یکتا وجود دارد، یعنی نقطه تعادل یک  U1بنابراین در  , )0 نهایت است. از ، که یک گره ناپایدار در بی1

)یک گره پایدار خواهد بود. عبارت  V1است، نقطه قطری مقابل آن در  2برابر  Xآن جا که درجه  )P X 

 چنین است: U2نقشه یا چارت موضعی در 

,u uv u    31 2 

.v v u v  2 2 

 نهایت اضافی وجود ندارد.نیست، نقاط تکین بینقطه تعادل یک  U2از آن جا که مبدأ در 

)( همان جداسازهای زین در 12.5جداسازهای یکتای سیستم ) , )هستند. از آن جا که  00( , )H 00 0 ،

)برای یافتن چنین جداسازهایی کافی است منحنی  , )H x y 0  فاز سیستم  نمایرا رسم کنیم. بنابراین

 نشان داده شده است. 5.5گونه است که در شکل ( روی دیسک پوانکاره همان12.5)

 کنیم:حلیل میفاز سیستم زیر روی دیسک پوانکاره را ت نمایدر ادامه، 

(13.5                                 )
,

( )( ).

x y

y y x y



   1
 

)متناهی یکتا دارد، مبدأ. از آن جا که ویژه مقادیر مبدأ برابر نقطه تعادل این سیستم یک  ) /i 1 3 2 

 هستند، این نقطه یک فوکوس پایدار است.

)( باشد. آنگاه عبارت 13.5میدان برداری متناظر با سیستم ) Xفرض کنید  )P X  نقشه یا چارت در

 چنین است. U1موضعی 

,u u v u uv u v     2 2 

.v uv  2 
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 دهد(دیسک پوانکاره را نشان می در( 12.5) سراسریفاز  نمای 5.5)شکل 

)نهایت وجود دارد، در بی نقطه تعادلدو  U1بنابراین در  , )و  00( , )10 که هر دو نیم هایپربولیک ،

)دهد که هستند. یک محاسبه نشان می , )یم هایپربولیک و یک زینی ن 00( , )10 زینی نیم  -یک گره

زینی و اطمینان از آنکه فضای ویژه مقدار  -هایپربولیک است. با بررسی قسمت خطی سیستم در گره

گیریم که دو بخش هایپربولیک در نمودار به راحتی نتیجه میعمود است،  2Sویژه غیر صفر بر استوای 

V1 ای یا پارابولیک در نمودار قرار دارند در حالی که بخش گرهU1 های است. البته دو تا از سپاراتریس

 زینی روی استوای کره پوانکاره قرار دارند. -گره

)عبارت  )P X  در نمودار محلیU2 به صورت زیر است 

(14.5 )                                            ,

.

u u v u uv u v

v v uv v uv

    

   

2 2

2 2
 

زوج است، نقطه مقابل  Xیک گره هایپربولیک ناپایدار است. از آنجا که درجه  U2بنابراین مبدأ در 

 یک گره پایدار است. V2قطری آن در 

yاینکه خط راست   1  نسبت به جریانX سراسری فاز نمایگوید که ناوردا است، به ما می ( )P X 

توان بررسی کرد که مانفولد توصیف شده است. می 6.5روی دیسک پوانکاره همان است که در شکل 
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)نهایت به صورت مارپیچی در جهت ساعت حول مرکز زینی بی -ناپایدار گره -مرکزی , پیچد، می 00(

)}چون جریان روی نیم خط راست  , ) : , }x y x y 0  کند.ست حرکت میبه سمت را 0

نهایت در یک ها در بیها روشن است تکینگیبریم که در آناین فصل را با دو مثال به پایان می

 سازی پوانکاره باشد.تر از فشردهتواند بسیار سادهب انتخاب شده میلیاپانوف خو -سازی پوانکارهفشرده

(15.5                                          )
,

.

x y

y x xy



  3 

 

 

 نماهای فاز سراسری در دیسک پوانکاره

های درجه سه، روی دیسک پوانکاره تصویری فازی سازی معمول پوانکاره برای سیستمبا انجام فشرده 

 ( داریم.1تباهیدهنهایت دو تکینگی واژگون )آید. روی دایره بیبه دست می a 7.5مانند شکل 

)نوع  لیاپانوف از -ازی پوانکارهساما اگر از فشرده , )1 به  b 7.5ای مانند شکل فازی نمایاستفاده کنیم،  2

 نهایت یک مدار تناوبی است.آید که در آن دایره بیدست می

 
                                                 
1 degenerate 
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 (13.5دیسک پوانکاره برای سیستم )سراسری در  فاز نمای 6.5شکل 

 

 (15.5سازی سیستم )فشرده 7.5شکل 

 

 (16.5سازی سیستم )فشرده 8.5شکل 

 گیریمسیستم زیر را در نظر می 2.5مثال 

(16.5                                         )
,

.

x y

y x xy



 5 

پوانکاره  نمای فاز سراسری در دیسک، 5های برداری درجه سازی پوانکاره برای میدانبا انجام فشرده

 آوریم.( به دست می1تباهیدهنهایت دو تکینگی واژگون )آید. روی دایره بیبه دست می 8.5aمانند شکل 

                                                 
1 degenerate 
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)لیاپانوف از نوع  -سازی پوانکارهاگر از فشرده , )1  8.5bفازی مانند شکل  نمایاستفاده کنیم، آنگاه یک  3

 هایپربولیک وجود دارند.های نهایت تنها تکین ه روی دایره بیخواهیم داشت ک

های نهایت را مطابق روشگذاریم تا محاسبات لازم در بیدر هر دو مثال آن را به عنوان یک تمرین می

 توضحی داده شده در این فصل انجام دهید.

 

 هاتمرین 6.5

 یر:ای زهای دیفرانسیل چند جملهبرای دستگاه تعیین نمای فاز سراسری در دیسک پوانکاره 1.5تمرین 

( ) , .

( ) , ( )

i   x x y y

ii   x x y y xy

  

    2 2 1 5 1
 

 

 9.5شکل 
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 2.5فازی مربوط به تمرین  نمای

)ادامه معادله  ) ( ) ( ) , ( )iii x y x ax a x y x x       21 1 )با توجه به پارامتر  1 , ) 01 

 2.5تمرین 

های متناظر با دستگاه 9.5تعیین کنید کدام یک از تصویرهای فازی سراسری نشان داده شد در شکل 

 های ارائه شده متناظر نیستند(.ها با هیچ یک از دستگاهدرجه دوم زیر هستند )دو مورد از آن

( ) ,i   x y xy y y x     2 24 2 8 4 

 پاسخ: دستگاه داده شده:

( , ),x y xy P x y    4 2 8 

( , ).y y x Q x y  2 24 

 تعادل( در صفحه متناهیتکین )نقاط : تحلیل نقاط 1گام 

)نقاط تعادل در صفحه متناهی جواب دستگاه معادلات  , )y x P0  و( , )x y Q0 

 حل معادلات:

). از معادله 1 , )x y Q0 

.y x X y    2 24 0 2 

y. جایگذاری 2 X2  در( , )y x P0 

( )( )y y y y y     4 2 2 8 0 4 4 
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 ها:ریشه

yیا       y
  

   
1 1 8 1 3

2
2 2

 

)نقاط تعادل:  , ) 2 1         ( , ) ( , ),x y  4 2 

y. جایگذاری: 3 X2  در( , )y x P0 

( )( )y y y y    4 2 2 8 0 4 

 حقیقی ندارد.این معادله جواب 

 نتیجه: دو نقطه تعادل در صفحه متناهی وجود دارد:

1 .( , )4 2 

2 .( , ) 1 2 

 : رفتار موضعی حول نقاط تعادل2گام 

 کنیم.با استفاده از ماتریس ژاکوبین رفتار نقاط تعادل را تحلیل می

( , )

pp
yyxj x y

Q Q x y

x y

 
             
   

2 4 2

2 8
 

). برای نقاط 1 , )2 4 

( , ) .j
 

  
 

4 4
4 2

8 16
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)معادله مشخصه:         ) det( )trece J J   2 20   

ها:      ریشه  
  
20 400 384 20 4

2 2
 

 نتیجه: گره ناپایدار )هر دو ویژه مقدار مثبت(

). برای نقاط 2 , ) 1 2 

( , )J
  

    
 

2 8
2 1

4 8
 

معادله مشخصه:        2 10 48 0  

ها:     ریشه     
 

10 100 192 10
2 2

 

 نتیجه: فکوس پایدار )بخش حقیقی منفی(

 سازی پوانکارهنهایت با فشردهگام سوم: تحلیل نقاط تعادل در بی

dکنیم. درجه سیستم سازی پوانکاره استفاده مینهایت از فشردهبرای مطالعه رفتار سیستم در بی  2 

 است.

 :U1نقشه 

 تبدیل مختصات:

( , ) , ,
u

x y v
v v

 
  
 

1
0 
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 ن برداری تبدیل شده:میدا

, , ,
u u

u u uP Q
v v v v

    
      

    

2 1 1 

, ,
u

u u P
v v

 
  

 

2 1 

 

 محاسبات:

, :
u u u

P
v v v v v

      
         

      

1 1
4 2 8 

,
u u u

Q
v v v v v

     
       

     

2 2 2

2

1 1 4 1
4 

 نهایت(:)بی v0برای 

v uv 2         وu u 22 1 

 v0نقاط تعادل در 

u u    2 1
2 1 0

2
 

 U1نقاط تکین در 

, , ,
   

   
   

1 1
0 0

2 2
 

 :U2نقشه 
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 تبدیل مختصات:

( , ) , ,
u

x y     v
v v

 
  
 

1
0 

 میدان برداری تبدیل شده:

, ,
u u

u u P uQ
v v v v

    
     

    

2 1 1 

, .
u

u u Q
v v

 
  

 

3 1 

 محاسبات

, :
u u

P
v v v v v

      
         

      

1 1 1
4 2 8 

,
u u u u

Q
v v v v v

     
       

     

2 2 2 2

2

1 1 4
4 

vبرای  0 

( )u u u   uو         24 u u 3 2 

vنقاط تعادل در  0 

( )u u      u u u     3 22 0 2 0 1 

 :U2نقاط تکین در 

( , ), ( , ) ( , )          00 2 0 2 0 
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 V2و  V1های نقشه

vهستند اما برای  U2و  U1ها مشابه این نقشه 0 .نقاط تکین یکسانند 

 نهایتن در بیبندی نقاط تکیگام چهارم: جمع

,دو نقطه  U1در  2 0 

): سه نقطه U2در  , ), ( , ) ( , )          00 2 0 2 0 

 v0: نقاط مشابه با V2و  V1در 

 نهایتتحلیل رفتار نقاط تکین در بیگام پنجم: 

 کنیم.برای تعیین نوع نقاط تکین ماتریس ژاکوبین سیستم تبدیل شده را محاسبه می

,مثال برای نقطه: 
1

0
2

 U1در  

u
J

v u

 
  
   

      
 

4
0

4 0 2
2 2 2

0
2

 

 ویژه مقادیر:

            1 2

4 2
0 0

2 2
  

 نقطه زینینتیجه: 

( ) ,ii x x xy y y x y    2 22 2 2 
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( ) ,iii x x y y x    2 2 1 2 

( ) ,iv x x y y xy    2 2 1 2 

( ) ,v x x y y y   2 2 1 2 

 

 

 3.5تمرین 

 یک دستگاه دیفرانسیل درجه دوم همگون را در نظر بگیرید

x ax bxy cy  2 2 

y dx cxy fy  2 2 

فازی روی دیسک  نمایدر مبدأ منفرد و در نتیجه یکتا باشد، نشان دهید که نقطه تعادلی با فرض اینکه 

 باشد. 10.5فازی داده شده در شکل  نمایپوانکاره باید یکی از هفت 

 اینامهملاحظات کتاب 7.5

دون و سازی پوانکاره مراجعه کنید به کتاب اندرونف، لئونتوویچ، گوربرای اطلاعات بیشتر درباره فشرده

 [.76[ و مقاله گونزالس ]151[، کتاب سوتومایور ]4مایر ]
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 شناختی ملاحظات کتاب 7.5

 

 های همگن درجه دوتصاویر فاز سیستم 10.5شکل 

ای و نام ای صفحههای برداری چند جملهاستفاده از یک جمع و جور سازی کوآزی همگن از میدان

در مقالات دومورتیه در پایان دهه هشتاد میلادی معرفی  لیاپونوف -مرتبط جمع و جور سازی پوانکاره

ارائه  3ها گرفته شده است که در فصل ار کوآزی همگن تکین شد. الهام از روش به شدت مرتبط انفج

مند با استفاده از این تکنیک بر روی ای نظامشده است. به عنوان یکی از کاربردها در میان دیگران، مطالعه

 نهایت انجام شده است.ای در حوالی بینارد چند جملهتمام معادلات لی
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