
شانوئل حدس و شبەهندسه
استقلال و بعد مفاهیم به وحدت بخش نگاهͬ

محبی امیر

اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

ریاضͬ علوم دانشͺده

خانͬ محسن دکتر راهنما: استاد

ارائه: تاریخ

۲۸ ̸ ۱



مطالب فهرست

شبەهندسه

جبر خطͬ

نظریه میدان نظریه مدل

حدس شانوئل

انگیزه و مقدمه .۱
خطͬ جبر در بعد و استقلال .۲

میدان ها نظریەی در بعد و استقلال .۳
یͺپارچه چارچوبی شبەهندسه: .۴

جبری بستار عملͽر .۵
مدل نظریەی در کاربردها .۶

شانوئل حدس .۷

۲۸ ̸ ۲



پروژه انگیزەی

ͬ شوند: م ظاهر ریاضیات مختلف شاخەهای در استقلال و بعد مفاهیم •
پایه. بعد، خطͬ، استقلال برداری: فضاهای در •

متعالͬ. پایەی تعالͬ، درجەی جبری، استقلال میدان ها: نظریەی در •
. ساختار ͷی در بعد و استقلال مدل: نظریەی در •

پرسش
کرد؟ مطالعه و تعریف عناصر ماهیت از مستقل و یͺپارچه چارچوبی در را مفاهیم این ͬ توان م آیا

۲۸ ̸ ۳



شبەهندسه پاسخ:

ͬ رساند. م شبەهندسه مفهوم به را ما پرسش، این پاسخ •
است. برقرار تبادل خاصیت آن در که cl بستار عملͽر همراه به X مجموعەای = شبەهندسه •

تبادل: خاصیت داشتن با •
ͬ شود. م تضمین پایه وجود •

ͬ شود. م تضمین پایەها اندازەی یͺتایی •
ͬ شود. م تعریف پذیر یͺتا بەطور بعد •

بستەی میدان های و جبری بستەی میدان های برداری، فضاهای مانند ساختارهایی که ͬ دهیم م نشان پروژه این در •
هستند. شبەهندسه از نمونەهایی ͬͽهم حقیقͬ

۲۸ ̸ ۴



خطͬ استقلال

بردار n هر برای هرگاه گوییم خطͬ مستقل را V برداری K⁃فضای بردارهای از S مجموعەی تعریف.
:c۱, . . . , cn ∈ K اسͺالرهای و α۱, . . . , αn ∈ S

c۱α۱ + · · ·+ cnαn = ۰ =⇒ c۱ = · · · = cn = ۰.

کلیدی مشاهدەی
است. خطͬ مستقل نیز S ∪ {α} آنگاه ،α /∈ ⟨S⟩ و باشد خطͬ مستقل S اگر

۲۸ ̸ ۵



آن وجود و پایه

خطͬ. مستقل هم و باشد V مولد هم هرگاه گوییم V برای پایه ͷی را S ⊂ V مجموعەی تعریف.

این در .I ⊂ S که باشد V برای مولد مجموعەای S و خطͬ مستقل مجموعەای I کنید فرض پایه). (وجود قضیه
که: دارد وجود V برای B چون پایەای صورت

I ⊂ B ⊂ S.

اثبات ایدەی
ͬ یابیم. م را B ماکسیمال عنصر ،S زیرمجموعەی و I شامل خطͬ مستقل مجموعەهای خانوادەی روی زرن لم با

ͬ دهد. م نتیجه را آن بودن مولد ،B بودن ماکسیمال

۲۸ ̸ ۶



(بعد) پایه اندازەی یͺتایی

در باشد. مولد B = {β۱, . . . , βm} و خطͬ مستقل I = {α۱, . . . , αn} برداری، فضای V کنید فرض قضیه.
.n ≤ m صورت این

است. برابر برداری فضای ͷی از پایه دو هر اندازەی نتیجه.

ͬ نامیم. م V بعد را V پایەی اندازەی تعریف.

اثبات ایدەی
تبادل، خاصیت ͬ کنیم. م جایͽزین αj ͷی با را βi ͷی گام، هر در :B و I بردارهای بین گام بەگام تبادل فرایند

ͬ کند. م حفظ را راست سمت بودن مستقل و چپ سمت بودن مولد هم زمان

۲۸ ̸ ۷



متعالͬ پایەی و جبری استقلال

هر برای هرگاه است جبری مستقل S گوییم .S ⊂ K و F از میدانͬ توسیع K کنید فرض تعریف.
:f ∈ F [x۱, . . . , xn] ناصفر چندجملەای هر و t۱, . . . , tn ∈ S

f(t۱, . . . , tn) ̸= ۰.

باشد. جبری F (S) روی K و بوده جبری مستقل S هرگاه گوییم K/F برای متعالͬ پایەی را S تعریف.

ͬ نامیم. م F روی K تعالͬ درجەی را متعالͬ پایەی اندازەی تعریف.

۲۸ ̸ ۸



میدان ها نظریەی اصلͬ قضایای

S ⊂ X ⊂ T با X آنگاه باشد، جبری K/F (T ) و جبری مستقل S ⊂ K اگر متعالͬ). پایەی (وجود قضیه
است. K/F متعالͬ پایەی که دارد وجود

هر اندازەی بەویژه .|T | ≤ |S| آنگاه باشد، S ⊂ T با جبری مستقل T و متعالͬ مولد S اگر اندازه). (یͺتایی قضیه
است. برابر متعالͬ پایەی دو

نکته
زرن. لم + گام بەگام جانشینͬ است: خطͬ جبر مشابه کاملا́ اثبات ها ساختار

۲۸ ̸ ۹



حقیقͬ و جبری بستەی میدان های

باشد. نداشته سرەای جبری توسیع هیچ هرگاه است جبری بستەی F میدان تعریف.

باشند. داشته یͺسان تعالͬ درجەی و مشخصه اگر تنها و اگر هستند یͺریخت جبری بستەی میدان دو قضیه.

حقیقͬ سرەای جبری توسیع هیچ و (−۱ /∈ ΣK۲ (یعنͬ باشد حقیقͬ هرگاه است حقیقͬ بستەی K میدان تعریف.
نباشد.

معادل اند: زیر موارد ،F میدان برای حقیقͬ). بستەی (معادل های قضیه
است. حقیقͬ بستەی F .۱

دارد. ریشه فرد درجەی با چندجملەای هر و دارد دوم ریشەی مثبت عنصر هر .۲
است. جبری بستەی F (i) .۳

۲۸ ̸ ۱۰



حقیقͬ بستار و اشتورم قضیەی

در نباشند. f ریشەی هیچ کدام که a < b و f ∈ R[x] حقیقͬ، بستەی میدان R کنید فرض اشتورم). (قضیەی قضیه
با: است برابر (a, b) در f متمایز ریشەهای تعداد صورت این

v(f, ۱, a)− v(f, ۱, b)

است. اشتورم دنبالەی در علامت تغییر تعداد v که

یͺتاست. یͺریختͬ تا بستار این و است حقیقͬ بستار دارای (K,≤) مرتب میدان هر قضیه.

۲۸ ̸ ۱۱



شبەهندسه تعریف

گوییم شبەهندسه را (X, cl) دوتایی باشد. عملͽری cl : P(X) → P(X) و مجموعەای X کنید فرض تعریف.
:a, b ∈ X و A,B ⊂ X هر برای هرگاه

.A ⊂ cl(A) (بازتابی) .۱
.A ⊂ B ⇒ cl(A) ⊂ cl(B) (تعدی) .۲

.cl(A) =
∪

A′⊂finA
cl(A′) متناهͬ) (مشخصەی .۳

.b ∈ cl(A, a) آنگاه ،a ∈ cl(A, b) \ cl(A) اگر (تبادل) .۴

است؟ مهم تبادل خاصیت چرا
ͬ کند. م تضمین را بعد یͺتایی و پایه وجود که است چیزی همان تبادل، خاصیت

۲۸ ̸ ۱۲



شبەهندسه در خطͬ جبر بازسازی

.a /∈ cl(A \ {a}) :a ∈ A هر برای هرگاه است مستقل A ⊂ X تعریف.

.Y ⊂ cl(B) و بوده مستقل B هرگاه است Y برای پایه B تعریف.

برای A ⊂ S ⊂ B با S چون پایەای آنگاه باشد، مولد A ⊂ B ⊂ Y و مستقل A ⊂ Y اگر پایه). (گسترش لم
دارد. وجود Y

.|B| = |B′| آنگاه باشند، Y برای پایه دو B′ و B اگر بعد). (یͺتایی لم

۲۸ ̸ ۱۳



پیمانەای شبەهندسەی

:A,B بستەی مجموعەی دو هر برای هرگاه گوییم پیمانەای را (X, cl) شبەهندسەی تعریف.

dim(A ∪B) = dim(A) + dim(B)− dim(A ∩B).

معادل اند: زیر موارد (X, cl) شبەهندسەی برای بودن). پیمانەای (معادل های قضیه
است. پیمانەای (X, cl) .۱

.x ∈ cl(a, b) که دارد وجود a ∈ A آنگاه ،x ∈ cl(A, b) و ناتهͬ و بسته A اگر .۲
.x ∈ cl(a, b) که دارند وجود b ∈ B و a ∈ A عناصر باشند، ناتهͬ و بسته A,B اگر .۳

ͬ کند. م فراهم سادەتر مؤلفەهای به را بعد تجزیەی امͺان بودن، پیمانەای نکته.

۲۸ ̸ ۱۴



جبری بستار عملͽر

باشد. L⁃ساختار ͷی M کنید فرض تعریف.
باشد. متناهͬ φ(M) هرگاه گوییم جبری را φ(x) LA⁃فرمول •

.M ⊨ φ(b) که باشد داشته وجود A پارامترهای با φ(x) جبری فرمول هرگاه است A روی جبری b ∈ M •
ͬ شود. م داده نشان acl(A) با و است A روی جبری عناصر همەی مجموعەی ،A جبری بستار •

دارد. همیشه را متناهͬ) مشخصەی تعدی، (بازتابی، شبەهندسه اول خاصیت سه acl عملͽر لم.

کلیدی پرسش
دارد؟ تبادل خاصیت acl زمانͬ چه

۲۸ ̸ ۱۵



تبادل خاصیت و کمینه قویاً مجموعەهای

زیرمجموعەی هر مقدماتͬ، توسیع هر در هرگاه گوییم کمینه قویاً را D نامتناهͬ تعریف پذیر مجموعەی تعریف.
باشد. هم متناهͬ یا متناهͬ آن از تعریف پذیر

بەویژه است؛ شبەهندسه ͷی (D, acl) آنگاه باشد، کمینه قویاً مجموعەای D ⊂ M اگر محوری). (قضیەی قضیه
است. برقرار تبادل خاصیت

اثبات ایدەی
از و b /∈ acl(A, a) ͬ کنیم م خلف فرض شمارشͬ: استدلال ͷی و جواب ها) (تعداد فرمول درجەی از استفاده با

ͬ رسیم. م تناقض به D بودن کمینه قویاً

۲۸ ̸ ۱۶



ترتیبی کمینەی مجموعەهای

از متناهͬ اجتماعͬ ،M از تعریف پذیر زیرمجموعەی هر هرگاه گوییم ترتیبی کمینەی را (M,<, . . . ) ساختار تعریف.
باشد. نقطەها و بازەها

است. شبەهندسه ͷی (M, acl) آنگاه باشد، ترتیبی کمینەی مجموعەی ͷی M اگر قضیه.

نکته
مͺانیزم دو با اما ͬ دهند؛ م نتیجه acl برای را تبادل خاصیت ترتیبی»، «کمینەی و کمینه» «قویاً دستەی دو هر

متفاوت.

۲۸ ̸ ۱۷



برداری فضاهای :۱ کاربرد

است. سور حذف دارای برداری K⁃فضاهای نظریەی سور). (حذف قضیه

:A ⊂ V هر برای باشد، برداری K⁃فضای ͷی V اگر قضیه.

acl(A) = ⟨A⟩.

جبر بعد با برابر شبەهندسه لحاظ از آن بعدِ و است، شبەهندسه ͷی acl عملͽر همراه به برداری K⁃فضای هر نتیجه.
است. خطͬ

نتیجه
بستار عملͽر ساختار از که است منطقͬ ویژگͬ ͷی بلͺه نیست؛ خطͬ جبر ویژگͬ ͷی صرفاً برداری، فضای بعد

ͬ شود. م ناشͬ

۲۸ ̸ ۱۸



(AⅭF) جبری بستەی میدان های :۲ کاربرد

است. سور حذف دارای ،p مشخصەی با جبری بستەی میدان های نظریەی سور). (حذف قضیه

آنگاه: ،A ⊂ K و جبری بستەی میدان K اگر قضیه.

acl(A) = A ( ͷکلاسی جبری .(Aبستار

و: است شبەهندسه ͷی ،acl همراه به K جبری بستەی میدان هر نتیجه.

dimacl(A) = trd(A).

۲۸ ̸ ۱۹



(RⅭF) حقیقͬ بستەی میدان های :۳ کاربرد

است. سور حذف دارای Lor زبان در حقیقͬ بستەی میدان های نظریەی مرتب). زبان در سور (حذف قضیه

است. نقطەها و بازەها از اجتماعͬ A آنگاه ،A ⊂ R و حقیقͬ بستەی میدان R اگر نتیجه.

:A ⊂ R هر برای و است شبەهندسه ͷی (R, acl) نتیجه.

acl(A) = Aaⅼg, dimacl(A) = trd(A).

اثبات ابزار
مختلف. نقاط در چندجملەای ها علامت با آن ارتباط و اشتورم الͽوریتم اصلͬ: ابزار

۲۸ ̸ ۲۰



شبەهندسه بخش جمع بندی

سور حذف dimacl(A) acl(A) ساختار

✓ dimK ⟨A⟩ برداری K⁃فضای

✓ trd(A) A جبری بستەی میدان

✓ trd(A) Aaⅼg حقیقͬ بستەی میدان

اصلͬ پیام

نتیجەی ،ͬͽپارچͺی این هستند. شبەهندسه نام به واحد ساختار ͷی از نمونەهایی ͬͽهم متفاوت، ظاهراً ساختار سه
است. تبادل خاصیت + سور حذف مستقیم

۲۸ ̸ ۲۱



لیندمن⁃وایراشتراس قضیەی

آنگاه باشند، Q روی متمایز جبری اعداد α۱, . . . , αm اگر اول). صورت – (لیندمن⁃وایراشتراس قضیه
ͬ اند. خط مستقل Q روی eα۱ , . . . , eαm

آنگاه باشند، خطͬ مستقل و جبری Q روی α۱, . . . , αm اگر اصلͬ). صورت – (لیندمن⁃وایراشتراس قضیه
هستند. جبری مستقل Q روی eα۱ , . . . , eαm

کلͬ) (طرح اثبات ایدەی

(Herⅿite). بزرگ توان های با f چندجملەای ساخت •
بزرگ. کافͬ بەاندازەی اول p برای p ∤ F (۰) و p | F (γj) دادن نشان •

صفر. به میل کننده بالای کران و ۱ پایین کران بین تناقض به رسیدن •

۲۸ ̸ ۲۲



e و π بودن متعالͬ

هستند. متعالͬ Q روی e و π اعداد نتیجه.

اثبات. ایدەی
� جبری اند و متمایز ۰, ۱, . . . , n اما ͬ شوند؛ م Q روی خطͬ وابستەی e۰, e۱, . . . , en باشد، جبری e اگر •

ⅬW. با تناقض
تناقض. � باشند خطͬ مستقل باید e۰ = ۱ و eiπ = −۱ پس است؛ جبری iπ باشد، جبری π اگر •

بعدی گام
است؟ چقدر Q روی Q(π, e) میدان تعالͬ درجەی

۲۸ ̸ ۲۳



شانوئل حدس

(Schanuel’s Conjecture) شانوئل حدس
آنگاه: باشند، خطͬ مستقل Q روی و مختلط اعداد z۱, . . . , zn اگر

trdQQ(z۱, . . . , zn, e
z۱ , . . . , ezn) ≥ n.

است. دلخواه مختلط اعداد به لیندمن⁃وایراشتراس قضیەی طبیعͬ تعمیم حدس، این •
ͬ شود. م محسوب اعداد جبری نظریەی در مهم باز مسائل از ͬͺی همچنان •

۲۸ ̸ ۲۴



شانوئل حدس پیامدهای

ͬ دهیم: م نتیجه بەویژه باشد، درست شانوئل حدس اگر •

trdQQ(π, e) ≥ ۲.

متعالͬ). کدام هر فقط (نه هستند جبری مستقل e و π یعنͬ
نیست. اثبات قابل حدس فرض بدون تاکنون که است نتیجەای این •

ͬ زند. م پیوند هم به عمیق بەطور را جبری استقلال و نمایی تابع رابطەی شانوئل، حدس •

پروژه با ارتباط
شدند—در فرمول بندی شبەهندسه در که استقلال—همان طور و بعد مفاهیم اینکه از است نمونەای شانوئل حدس

دارند. محوری نقش نیز اعداد نظریەی

۲۸ ̸ ۲۵



جمع بندی

ͬ شوند. م ظاهر مدل نظریەی و میدان نظریەی خطͬ، جبر در که هستند مفاهیمͬ بعد و استقلال که کردیم مشاهده •
کنیم. تعریف یͺپارچه بەطور را مفاهیم این ͬ دهد م امͺان ما به شبەهندسه چارچوب •

ͬ کند. م تضمین را بعد یͺتایی و پایه وجود که است کلیدی عنصر تبادل، خاصیت •
:acl جبری بستار عملͽر •

خطͬ. بستار برداری: فضاهای در •
.ͷکلاسی جبری بستار جبری: بستەی میدان های در •

حقیقͬ. بستار حقیقͬ: بستەی میدان های در •

است. اعداد جبری نظریەی در مفاهیم این کاربرد از نمونەای شانوئل، حدس •

نهایی پیام

ساختارها از وسیعͬ گسترەی در را «استقلال» و «بعد» چون بنیادینͬ مفاهیم ͬ توان م مناسب، چارچوبی انتخاب با
کرد. مطالعه و تعریف یͺسان بەطور

۲۸ ̸ ۲۶



بیشتر مطالعەی برای پیشنهادهایی

P. Morandi, Field and Galois Theory. •
K. Hoffman, R. Kunze, Linear Algebra. •

D. Marker, Model Theory: An Introduction. •
J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, Real Algebraic Geometry. •

خانͬ. محسن دکتر — حقیقͬ جبری هندسەی فیلم برداری شدەی کلاس های •

۲۸ ̸ ۲۷



شما توجه از تشͺر با
پاسخ و پرسش

۲۸ ̸ ۲۸
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