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۱ فصل

مقدمه

بەاندازەی ساختار ΁ی در ͬ پردازد: م پرسش این بررسͬ به که است ترکیبیات شاخەهای از ی΄ͬ رمزی نظریەی

که ͬ دهد م نشان رمزی نظریەی دی·ر، بیان به کرد؟ پرهیز نظم پیدایش از ͬ توان م حد چه تا بزرگ، کافͬ

منظم زیرساختارهای حاوی بەناچار، بزرگ، ساختار هر است؛ غیرمم΄ن بزرگ مقیاس در کامل بی نظمͬ

بود. خواهد

΁ی در کنید فرض ب·یرید. نظر در را مهمانͬ» «مسئلەی ΁کلاسی مثال ایده، این شهودی درک برای

نفر سه یا همواره که ͬ شود م ادعا هستند. غریبه یا آشنا ی΄دی·ر با نفر دو هر شرکت کننده، نفر شش با مهمانͬ

گزاره، این غریبەاند. ی΄دی·ر با دوبەدو که دارند وجود نفر سه یا هستند، آشنا ی΄دی·ر با دوبەدو که دارند وجود

۶ با برابر R(۳, ۳) رمزی عدد که است واقعیت این معادل دقیقاً ͬ رسد، م نظر به ش·فت انگیز اول نگاه در که

است.

رابطەی هر و رأس، ΁ی با را شرکت کننده هر کرد. صورت بندی گراف نظریەی زبان با ͬ توان م را مثال این

غریب·ͬ) برای آبی و آشنایی برای قرمز (مثلا́ رنگ دو با را یال ها ͬ دهیم، م نشان یال ΁ی با را غریب·ͬ یا آشنایی

یال های دویالͬ رنگ آمیزی هر در که nای کوچ΁ ترین ͬ شود: م تبدیل این به مسئله ͬ کنیم. م رنگ آمیزی

دارد وجود رنگ اند) ΁ی هم·ͬ آن ها میان یال های که رأس سه (یعنͬ تک رنگ مثلث ΁ی ،Kn کامل گراف

چیست؟

پایه مفاهیم ۱ .۱

بخش، این در ͬ کنیم. م یادآوری را گراف نظریەی از پایه مفهوم چند رمزی، عدد رسمͬ تعریف بیان از پیش

ͬ روند. م کار به [۱] با مطابق پایه تعاریف و اصطلاحات

متصل  هم به یال ΁ی با آن متمایز رأس دو هر که است رأس n با گرافͬ Kn کامل گراف کامل) (گراف ۱ تعریف

هستند.

باشند. متصل ی΄دی·ر به آن رأس دو هر که است گراف ΁ی رئوس از زیرمجموعەای خوشه (خوشه) ۲ تعریف

ͬ نامیم. م p⁃رأسͬ خوشەی را رأس p با خوشه ΁ی

رأس دو هیچ که است گراف ΁ی رئوس از زیرمجموعەای مستقل مجموعەی مستقل) (مجموعەی ۳ تعریف

نباشند. متصل ی΄دی·ر به آن

۲



از متناهͬ مجموعەای میان (از رنگ ΁ی انتساب گراف، ΁ی یال های رنگ آمیزی یال ها) (رنگ آمیزی ۴ تعریف

است. گراف آن یال هر به رنگ ها)

که است گرافͬ G[S] القایی زیرگراف ،G گراف رئوس از S زیرمجموعەی ازای به القایی) (زیرگراف ۵ تعریف

دارد. قرار S در آن ها سر دو هر که هستند G از یال هایی همان دقیقاً آن یال های و است S دقیقاً آن رئوس

باشد؛ بسته القایی زیرگراف گرفتن به نسبت اگر ͬ نامیم م ارث۱ͬ را گراف ها از رده ΁ی ارثͬ) (ردەی ۶ تعریف

دارد. قرار رده همین در نیز G القایی زیرگراف هر آن گاه باشد، رده این در G گراف اگر یعنͬ

G یال های با متناظر آن رئوس که است گرافͬ L(G) خط۲ͬ گراف ،G گراف ازای به خطͬ) (گراف ۷ تعریف

مشترک رأس ΁ی در G در متناظرشان یال های اگر تنها و اگر متصل اند ی΄دی·ر به L(G) در رأس دو و هستند

باشند.

طوری را nرنگ از ی΄ͬ آن رأس هر به بتوان اگر ͬ نامیم م n⁃رنگ پذیر گرافGرا n⁃رنگ پذیر) (گراف ۸ تعریف

عدد را است n⁃رنگ پذیر G آن برای که nای کوچ΁ ترین نباشند. هم رنگ مجاور رأس دو هیچ که داد انتساب

ͬ دهند. م نشان χ(G) با و ͬ نامند م G رنگ۳ͬ

رمزی عدد تعریف ۲ .۱

رنگ دو با را Kn گراف یال های اگر بەطوری که است n صحیح عدد کوچ΁ ترین R(p, q) رمزی عدد ۹ تعریف

دارد. وجود q⁃رأسͬ آبی خوشه ΁ی یا p⁃رأسͬ قرمز خوشه ΁ی یا کنیم، رنگ آبی) و قرمز (مثلا

ͬ دهیم م ,RK(pنشان q) با را رده آن به محدودشده رمزی عدد ،K مانند گراف ها از دلخواه ردەی ΁ی برای

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را آن و

,RK(pکوچ΁ ترین q)رمزی عدد گراف ها، ردەیKاز ΁ی ازای به رده) ΁ی به محدودشده رمزی (عدد ۱۰ تعریف

΁ی یا باشد رأسͬ p خوشەی ΁ی شامل یا رأس، n با G ∈ K گراف هر که طوری به است n صحیح عدد

رأسͬ. q مستقل مجموعەی

است مم΄ن اما است، دلخواه گراف ΁ی خود K در گراف هر زیرا ،RK(p, q) ≤ R(p, q) که، است ͹واض

باشند. متفاوتͬ ͬ های ویژگ دارای K از خارج گراف های
1hereditary
2line graph
3chromatic number
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برای عددی چنین که ͬ کند م تضمین [۸](۱۹۳۰ سال در رمزی فرانک توسط (اثبات شده رمزی۴ قضیەی

است. متناهͬ و دارد وجود دلخواه q و p هر

است. دشوار بسیار q و p ΁کوچ مقادیر برای حتͬ R(p, q) دقیق محاسبەی که است این مهم نکتەی

دارد. وجود آن برای پایین و بالا کران های تنها و است ناشناخته تاکنون R(۵, ۵) دقیق مقدار نمونه، بەعنوان

دارد. وجود ͬ کنیم م دنبال ادامه در که مقالەای دو در که است روی΄ردی انگیزەی محاسباتͬ دشواری همین

از محدودشدەای ردەهای بر را تمرکز دلخواه، و کلͬ گراف های برای رمزی عدد محاسبەی بەجای اینجا در

فراهم را دقیق تر کران های یا دقیق محاسبەی ام΄ان ردەها این اضافͬ ساختار که جایی ͬ دهیم، م قرار گراف ها

ͬ کند. م

ͬ بینیم م و ͬ پردازیم م گراف ها از مختلف ردەهای در رمزی اعداد دربارەی [۵] نتایج بررسͬ به بعد، فصل در

سوم، فصل در ͬ سازد. م مم΄ن را رمزی اعداد دقیق محاسبەی ردەها این ساختاری محدودیت های چ·ونه که

گراف ها، از خاص ردەهای برخͬ برای رمزی اعداد یافتن در که ͬ ای محاسبات روش های و ͬ پردازیم م [۴] مقاله به

ͬ کنیم. م بررسͬ را بودەاند مؤثر چرخ، گراف های و کتاب گراف های جمله از

4Ramsey’s theorem
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۲ فصل

گراف پارامترهای و رمزی اعداد

روی΄ردی که ͬ پردازیم م لوزین وادیم از گراف»[۵] پارامترهای و رمزی «اعداد مقالەی بررسͬ به فصل این در

اعداد خاص، گراف ΁ی برای رمزی اعداد محاسبەی جای به مقاله این ͬ کند. م دنبال را ساختاری و نظری

ͬ کند. م محاسبه گراف ها از کامل ردەهای برای را رمزی

تعریف مشخص ساختاری محدودیت های با را گراف ها ردەی اگر که است این روی΄رد این اصلͬ ایدەی

جای به اگر مثال، بەعنوان ͬ شود. م کلͬ حالت از سادەتر بسیار رده آن درون رمزی مسئلەی آن گاه کنیم،

افراز (ام΄ان گراف ها این خاص ساختار بەدلیل ب·یریم، نظر در را ۳⁃رنگ پذیر گراف های فقط گراف ها، همەی

کنیم. محاسبه دقیقاً را رمزی عدد ͬ توانیم م مستقل)، مجموعەی سه به رئوس

موجود گراف های همەی اینجا در که است این در ΁کلاسی رمزی مسائل با روی΄رد این اساسͬ تفاوت

یا رأس، n با رده آن در گراف هر که هستیم nای کوچ΁ ترین یافتن دنبال به و ͬ کنیم، م بررسͬ را رده در

«آیا بپرسیم که این جای به دی·ر، بەعبارت باشد. رأسͬ q مستقل مجموعەی ΁ی یا رأسͬ p خوشه ΁ی شامل

گراف ها از رده ΁ی ساختار «آیا ͬ پرسیم م کند؟»، اجتناب خاص گراف ΁ی از که دارد وجود خاصͬ رنگ آمیزی

کند؟» تضمین را بزرگ مستقل مجموعەی یا خوشه ΁ی وجود ͬ تواند م

ͬ کند: م بررسͬ را گراف ها از اصلͬ ردەی سه مقاله این در لوزین

،(A (ردەی ۳⁃رنگ پذیر گراف های .۱

،(B (ردەی خوشه ΁ی و مستقل مجموعەی دو به افراز قابل گراف های .۲

.(C و Y ،X (ردەهای خاص القایی زیرگراف های ممنوعیت با تعریف شده ردەی چندین .۳

ͬ آورد. م بەدست q و p از تابع ΁ی بەصورت را رمزی عدد رده، درونͬ ساختار از استفاده با او مورد، هر در

اعداد از قابل توجهͬ بەطور ͬ توانند م رمزی اعداد ساختاری، محدودیت های اعمال با که ͬ دهند م نشان نتایج

کنند. رشد درجەدوم یا خطͬ بەصورت نمایی، رشد بەجای موارد برخͬ در و شوند کوچ΁ تر ΁کلاسی رمزی

ͬ پردازیم. م مقاله اصلͬ قضایای از ΁ی هر بررسͬ به ترتیب به ادامه، در

A کلاس ۱ .۲

سه به افراز قابل آن ها رئوس مجموعەی که گراف هایی یعنͬ است، ۳⁃رنگ پذیر گراف های تمام شامل A کلاس

باشد. مستقل مجموعەی

۵



است: زیر صورت به RA(p, q) رمزی عدد ،q ≥ ۳ و p ≥ ۳ صحیح اعداد ازای به [۵] ۱ قضیه

RA(p, q) =


۶, p = q = ۳,

۹, p = ۳, q = ۴,

۳q − ۲, صورت این غیر .در

اثبات

استثنایی حالت های .۱

:p = q = ۳ حالت

(کافͬ است ۳⁃رنگ پذیر گراف ΁ی C۵ دور دی·ر، طرف از .RA(۳, ۳) ≤ ۶ بنابراین ،R(۳, ۳) = ۶ ͬ دانیم م

(مثلث نیست K۳ خوشە  هیچ شامل دور این .C۵ ∈ A پس دهیم)، نسبت رأس ها به تناوب به را رنگ دو است

ͬ تواند م رأس ۵ با ۳⁃رنگ پذیر گراف ΁ی نتیجه در است. ۲ آن مستقل مجموعەی بزرگ ترین اندازەی و ندارد)

.RA(۳, ۳) = ۶ که، دادیم نشان نتیجه در .RA(۳, ۳) > ۵ بنابراین باشد. عاری K۳ از هم و K۳ از هم

:p = ۳, q = ۴ حالت

۳⁃رنگ پذیر گرافͬ RA(۳, ۴) > ۸ اثبات برای .RA(۳, ۴) ≤ ۹ ͬ دهد م نتیجه [۳]R(۳, ۴) = ۹ که ͬ دانیم م

یال های و ب·یرید نظر در را C۸ دور باشد. نداشته رأسͬ ۴ مستقل مجموعەی و مثلث که ͬ سازیم م رأس ۸ با

برای vivi+۴ یال های باشند، v۰, . . . , v۷ ترتیب به رأس ها (اگر کنید اضافه را آن مقابل رأس و رأس هر بین

RA(۳, ۴) > لذا ͬ باشد. م ۳ آن استقلال عدد و ندارد مثلث است، ۳⁃رنگ پذیر حاصل گراف .(i = ۰, ۱, ۲, ۳

.RA(۳, ۴) = ۹ نتیجه در و ۸

شده) ذکر موارد از (بەغیر p, q هر برای RA(p, q) ≤ ۳q − ۲ بالا: کران .۲

سه به را آن رئوس مجموعەی باشد. |V (G)| ≥ ۳q − ۲ با ۳⁃رنگ پذیر دلخواه گراف ΁ی G کنید فرض

کلاس هر آن گاه باشد، رأسͬ q مستقل مجموعەی هر فاقد G اگر ͬ کنیم. م افراز I۱, I۲, I۳ مستقل مجموعەی

ͬ شود م ۳(q− ۱) = ۳q− ۳ حداکثر رئوس کل تعداد این صورت در داشت. خواهد رأس q− ۱ حداکثر رنگͬ

از دارد. رأسͬ q مستقل مجموعەی ΁ی حتماً G بنابراین است. تناقض در |V (G)| ≥ ۳q − ۲ فرض با که

ͬ شود. م ثابت p ≥ ۳ تمام برای RA(p, q) ≤ ۳q − ۲ بود، دلخواه G که آن جا

۶



Kq و Kp از عاری ساختارهای پایین: کران .۳

نه که دارد وجود رأس ۳q − ۳ با ۳⁃رنگ پذیر گراف ΁ی غیراستثنایی، پارامترهای برای که دهیم نشان باید

ͬ کنیم. م بررسͬ را زیرحالت دو رأسͬ. q مستقل مجموعەی نه و باشد داشته Kp

:p ≥ ۴ زیرحالت

خوشه (هر است ۳ گراف این خوشە ای عدد است. رأس ۳q − ۳ دارای Kq−۱,q−۱,q−۱ ۳⁃بخشͬ کامل گراف

مجموعەی بزرگ ترین همچنین ندارد. Kp خوشە p ≥ ۴ بەازای پس ͬ گیرد)، م رأس ΁ی بخش هر از حداکثر

که است، عاری Kq و Kp دو هر از گراف این بنابراین کامل). بخش ΁ی) دارد رأس q − ۱ دقیقاً آن مستقل

است. برقرار RA(p, q) = ۳q − ۲ ح΄م p ≥ ۴ برای نتیجه در .RA(p, q) > ۳q − ۳ ͬ دهد م نشان

:q ≥ ۵ و p = ۳ زیرحالت

با ۳⁃رنگ پذیر گرافͬ باید ͬ گیریم. م نظر در را q ≥ ۵ اکنون کردەایم. بررسͬ قبلا́ را q = ۳, ۴ حالت های

دارد. تفاوت زوج و فرد q برای ساختار بسازیم. q − ۱ استقلال عدد با و مثلث بدون رأس، ۳q − ۳

نام های به مجزا دور دو نظر، مورد گراف ساخت برای .k ≥ ۲ آن در که q = ۲k + ۱ کنید فرض فرد: q

با ͬ توان م را دور هر است، ۳ از مضربی دور هر طول که آنجا از ͬ گیریم. م نظر در ۳k بەطول ΁ی هر C۲ و C۱

باشد. داشته رأس k دقیقاً رنگͬ کلاس هر که بەگونەای کرد رنگ آمیزی رنگ سه

ͬ کنیم: م اضافه دور دو بین را زیر یال های حال

ͬ کنیم، م وصل C۲ در ۲ رنگ از رأس هر به را C۱ در ۱ رنگ از رأس هر ●

ͬ کنیم، م وصل C۲ در ۳ رنگ از رأس هر به را C۱ در ۲ رنگ از رأس هر ●

ͬ کنیم. م وصل C۲ در ۱ رنگ از رأس هر به را C۱ در ۳ رنگ از رأس هر ●

است). معتبر همچنان اولیه رنگ آمیزی (زیرا است ۳⁃رنگ پذیر حاصل گراف

ͬ کنیم: م بررسͬ را حالت دو گراف، بودن مثلث آزاد اثبات برای

با دوری هر و هستند ۳k ≥ ۶ بەطول خود C۲ و C۱ دورهای از ΁ی هر دور: ΁ی درون کاملا́ مثلث ●

ندارد. وجود دور ΁ی درون کاملا́ مثلثͬ هیچ پس ندارد. مثلث ۴ حداقل طول

تنها چون باشند. مجاور u, v ∈ C۱ رأس دو کنید فرض دی·ر: دور در رأس ΁ی و دور ΁ی در رأس دو ●

باشند، داشته متوالͬ رنگ های باید v و u برقرارند، دور روی همسایه رأس های بین C۱ درون یال های

قواعد طبق باشد، متصل v و u دوی هر به w ∈ C۲ رأس که این برای .i + ۱ و i رنگ های مثلا́

رنگ و دارد i رنگ که u به اتصال (برای باشد داشته i+ ۱ رنگ هم زمان باید w بین دورەای، یال های
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i+ ۱ ̸≡ i+ ۲ چون است غیرمم΄ن این اما دارد). i+ ۱ رنگ که v به اتصال برای باشد داشته i+ ۲

جابجایی با استدلال همین باشند، C۱ در رأس ΁ی و C۲ در رأس دو اگر مشابه، بەطور .(mod ۳)

است. برقرار دورها نقش

ندارد. مثلثͬ هیچ گراف بنابراین

مجموعەی ΁ی A کنید فرض است. ۲k = q − ۱ برابر گراف این استقلال عدد که ͬ دهیم م نشان حال

باشد: دلخواه مستقل

.|A| ≤ ۲k = q − ۱ آن گاه باشد، داشته دور هر از رأس k حداکثر A اگر ●

در رنگͬ کلاس دو هر بین کامل تطابق وجود بەدلیل باشد، داشته دورها از ی΄ͬ از رأس k از بیش A اگر ●

رأسͬ هیچ ͬ تواند نم A صورت، این در باشد. داشته رأس ΁ی حداقل دور رنگ سه هر از باید A دور، آن

بنابراین است. متصل رنگ سه این از ی΄ͬ حداقل به دی·ر دور رأس هر چون باشد داشته دی·ر دور از

.|A| ≤ ⌊۳k/۲⌋ ≤ ۲k = q − ۱

۲×۳k = ۶k = برابر گراف رئوس تعداد همچنین دارد. رأس q−۱ دقیقاً مستقل مجموعەی بزرگ ترین پس

است. ۳(۲k + ۱)− ۳ = ۳q − ۳

۳q
۲ −۳ = ۳k−۳ طول با C۲ و ۳q

۲ = ۳k طول با C۱ دور دو .k ≥ ۳ آن در که q = ۲k کنید فرض زوج: q

C۲ و k بەاندازەی رنگͬ کلاس های دارای C۱ بنابراین هستند، ۳ از مضربی طول دو هر ͬ گیریم. م نظر در

دو بین را فرد) حالت (مانند اتصال مرحلەی سه همان سپس است. k − ۱ بەاندازەی رنگͬ کلاس های دارای

دو هر از یا بیشینه مستقل مجموعەی ΁ی است. مثلث آزاد و ۳⁃رنگ پذیر حاصل گراف ͬ کنیم. م اعمال دور

جدا C۲ از ب·یرد، C۱ در رأس k از بیش اگر یا دارد، رأس (k) + (k− ۱) = ۲k− ۱ = q− ۱ مجموعاً دور

داشت. خواهد رأس ⌊۳k/۲⌋ ≤ ۲k − ۱ حداکثر و ͬ شود م

ساختەشده: گراف زوج)، و (فرد حالت دو هر در

است)، ۳⁃رنگ پذیر (چون است A ردەی به متعلق ●

ندارد، رأسͬ) ۳ (خوشه مثلث ●

ندارد. نیز رأسͬ q مستقل مجموعەی ●

RA(۳, q) = ͬ شود م نتیجه q ≥ ۵ تمام برای بالا، کران گرفتن نظر در با و ،RA(۳, q) > ۳q − ۳ بنابراین

□ ͬ شود. م کامل ۱ قضیەی اثبات بخش ها، تمام جمͽ بندی با .۳q − ۲
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B کلاس ۲ .۲

افراز خوشه ΁ی و مستقل مجموعەی دو به را آن رئوس مجموعەی بتوان اگر دارد تعلق B کلاس به G گراف

است. خوشه ΁ی C و مستقل مجموعەهای B و A آن در که V (G) = A ∪B ∪ C دی·ر، بیان به کرد.

،p, q ≥ ۳ صحیح اعداد برای [۵] ۲ قضیه

RB(p, q) =


۶, p = q = ۳,

p+ ۲q − ۲, صورت این غیر .در

اثبات

عمومͬ. حالت سپس و p = q = ۳ خاص حالت ͬ دهیم: م ارائه بخش دو در را اثبات

p = q = ۳ حالت .۱

گراف هاست، همەی از زیرمجموعەای B کلاس که آن جا از و R(۳, ۳) = ۶ ͬ دانیم م

ͬ توان م و است ۳⁃رنگ پذیر گراف این ب·یرید. نظر در را C۵ گراف حال .RB(۳, ۳) ≤ R(۳, ۳) = ۶

تک رأسͬ خوشه ΁ی سوم کلاس و مستقل مجموعەهای رنگͬ کلاس دو که کرد انتخاب چنان را آن رنگ آمیزی

.C۵ ∈ B بنابراین باشد.

بالا کران به توجه با و RB(۳, ۳) > ۵ پس سەرأسͬ. مستقل مجموعەی نه و دارد سەرأسͬ خوشه نه C۵

ͬ شود. م نتیجه RB(۳, ۳) = ۶

(۳ از بزرگ تر q یا p از ی΄ͬ (حداقل عمومͬ حالت .۲

رأس p+ ۲q − ۲ با گرافͬ G ∈ B کنید فرض .RB(p, q) ≤ p+ ۲q − ۲ ͬ دهیم م نشان بالا کران الف)

ͬ شوند. م افراز C خوشه ΁ی و B و A مستقل مجموعەی دو به G رئوس ،B تعریف طبق باشد.

در باشد. داشته q بەاندازەی مستقلͬ مجموعەی نه و p بەاندازەی خوشەای نه G کنید فرض خلف: برهان

این صورت

|A| ≤ q − ۱, |B| ≤ q − ۱, |C| ≤ p− ۱.

است. تناقض در رأس p + ۲q − ۲ فرض با که بود، خواهد p + ۲q − ۳ حداکثر رئوس کل تعداد بنابراین

بود، دل خواه G چون ͬ باشد. م رأسͬ q مستقل مجموعەی ΁ی یا رأسͬ p خوشه ΁ی شامل حتماً G پس

ͬ شود. م ثابت RB(p, q) ≤ p+ ۲q − ۲
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p + با B کلاس در گرافͬ p = q = ۳ از غیر (p, q) زوج هر برای اکنون (ساختارها) پایین کران ب)

ͬ دهد م نشان این باشد. داشته رأسͬ q مستقل مجموعەی نه و رأسͬ p خوشه نه که ͬ سازیم م رأس ۲q − ۳

چند به q و p مقایسەی اساس بر ساختار .RB(p, q) = p+ ۲q − ۲ نتیجه در و RB(p, q) > p+ ۲q − ۳

ͬ شود. م تقسیم زیرحالت

B و A ͬ گیریم. م p − ۱ اندازەی با ΁ی هر C و B ،A مجموعەی سه :(p ≥ ۴ (و p = q حالت

بین کامل تطابق ΁ی خوشه). (دو ͬ کنیم م رسم را B و A بین یال های تمام است. کامل خوشه C و مستقل

گراف: این در ͬ دهیم. م قرار C و B بین کامل تطابق ΁ی و C و A

p − ۱ = q − ۱ از اندازەاش پس ͬ گیرد، م جای C یا B ،A از ی΄ͬ در کاملا́ مستقل مجموعەی هر ●

نداریم. رأسͬ q مستقل مجموعەی پس ͬ رود نم فراتر

تطابق ها، ساختار بەدلیل .C از بقیه و ͬ گیرد م B از رأس ΁ی و A از رأس ΁ی حداکثر خوشه هر ●

بزرگ تر p − ۱ از خوشه و است محدود C در B از رأس ΁ی و A از رأس ΁ی مشترک هم سای·ͬ

ندارد. وجود نیز رأسͬ p خوشه بنابراین ͬ شود. نم

است. پایین کران گواه رأس p+ ۲q − ۳ با گراف این پس

B و A بین ͬ سازیم. م p − ۱ اندازەی با C و ،q − ۱ اندازەی با ΁ی هر B و A :p > q حالت

که بەگونەای ͬ کنیم م افراز C۱, . . . , Cq−۱ ناتهͬ زیرمجموعەی q − ۱ به را C خوشه داریم. کامل دوخوشه

همەی به را ai ،i هر برای ͬ آید). م جداگانه p = ۴, q = ۳ حالت است؛ مم΄ن p ≥ ۵ (برای |Ci| ≤ p− ۳

هستند، مسلط مجموعەهای دو هر B و A که آن جا از ͬ کنیم. م وصل Ci رئوس همەی به را bi و Ci رئوس

ب·یرید: نظر در را U بیشینه خوشه ΁ی ندارد. وجود رأسͬ q مستقل مجموعەی هیچ

.|U | ≤ p− ۱ و U ⊆ C آن گاه ،U ∩ B = ∅ و U ∩ A = ∅ اگر ●

≤ p−۳ اندازەی با Ci ΁ی به محدود C در آن هم سایەهای باشد، (B نه (و A از رأس ΁ی شامل U اگر ●

.|U | ≤ ۱ + (p− ۳) = p− ۲ < p پس است،

رأس p− ۳ حداکثر C در آن ها مشترک هم سای·ͬ باشد، B از رأس ΁ی و A از رأس ΁ی شامل U اگر ●

.|U | ≤ ۲ + (p− ۳) = p− ۱ بنابراین دارد،

نداریم. رأسͬ p خوشه پس

و A یال های تمام .C = {c۱, c۲, c۳} ،B = {b۱, b۲} ،A = {a۱, a۲} :p = ۴, q = ۳ خاص حالت

۴ خوشه هیچ رأسͬ ۷ گراف این .c۲, c۳ به b۲ c۱؛ به b۱ c۳؛ به a۲ ,c۱؛ c۲ به a۱ ͬ کنیم: م اضافه برقرارند. B

ندارد. رأسͬ ۳ مستقل مجموعەی هیچ و رأسͬ
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ͬ سازیم. م p− ۱ اندازەی با C خوشه و ،q − ۱ اندازەی با B و A مستقل مجموعەهای :q > p حالت

ͬ کنیم. م وصل bi و ai به را ci رأس ،i = ۱, . . . , p− ۱ هر برای ͬ کنیم. م رسم را B و A بین یال های تمام

در هم سایه ΁ی دقیقاً B و A رأس هر ندارد. وجود رأسͬ q مستقل مجموعەی بنابراین هستند، مسلط B و A

ͬ کنیم: م اصلاح را ساختار ،p = ۳ اگر باشد. p = ۳ آن که م·ر نیست، بزرگ تر p− ۱ از خوشه لذا دارد، C

این صورت: در ͬ کنیم. م حذف را a۲b۲ و a۱b۱ یال های

ندارد. وجود مثلث ●

در باشد داشته B از رأسͬ ͬ تواند نم باشد، {a۳, . . . , aq−۱} از رأسͬ شامل W مستقل مجموعەی اگر ●

.|W | ≤ q − ۱ نتیجه

باشد. {b۳, . . . , bq−۱} از رأسͬ شامل اگر مشابه بەطور ●

.(q > ۳ (چون |W | ≤ ۳ ≤ q − ۱ و W ⊆ {a۱, a۲, b۱, b۲} ∪ C صورت این غیر در ●

رأس p + ۲q − ۳ حاصل گراف نیست. موجود هم رأسͬ ۳ خوشه و نداریم رأسͬ q مستقل مجموعەی پس

ͬ دهد. م نتیجه را پایین کران و دارد

با و ،RB(p, q) > p + ۲q − ۳ دادیم نشان (p, q) ̸= (۳, ۳) تمام برای زیرحالت ها، تمام جمͽ بندی با

□ ͬ کند. م کامل را ۲ قضیەی اثبات این ͬ شود. م ثابت RB(p, q) = p+ ۲q − ۲ بالا کران

X کلاس ۳ .۲

باشد. پنجه۶ م΄مل و پنجه۵ گراف دو هر فاقد G اگر دارد تعلق X کلاس به G گراف

است). متصل مثلث رئوس از ی΄ͬ به دقیقاً که (رأسͬ برگ ΁ی بەهمراه مثلث ΁ی پنجه: ●

نیست). متصل P۳ رئوس از ΁هیچ ی به که (رأسͬ تنها رأس ΁ی بەهمراه P۳ مسیر ΁ی پنجه: م΄مل ●

[۵] ۳ قضیه

،p, q ≥ ۳ صحیح اعداد برای

RX(p, q) =


۶, p = q = ۳,

(p− ۱)(q − ۱) + ۱, صورت این غیر .در
5Paw
6Copaw
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اثبات

قرار X کلاس در کامل چندبخشͬ گراف های تمام که ͬ دهیم م نشان ابتدا ͬ بریم: م پیش گام سه در را اثبات

را p = q = ۳ خاص حالت سپس ͬ آید. م بەدست گراف ها این رمزی عدد از پایین کران نتیجه در و دارند

ͬ کنیم. م اثبات ساختاری استدلال ΁ی با را بالا کران نهایت در ͬ کنیم. م بررسͬ

هستند. X کلاس در کامل چندبخشͬ گراف های .۱

شوند افراز (بخش) مستقل مجموعەی چند به ͬ توانند م آن رئوس که است گرافͬ کامل چندبخشͬ گراف ΁ی

باشد. داشته وجود یال متفاوت بخش دو از رأس دو هر بین و

΁ی در است. شده تش΄یل برگ ΁ی و مثلث ΁ی از پنجه ΁ی باشد؟ داشته پنجه ͬ تواند نم گرافͬ چنین چرا

کامل: چندبخشͬ گراف

سه این برداریم. رأس ΁ی بار هر متفاوت بخش سه از است کافͬ باشد: داشته وجود است مم΄ن مثلث ●

ͬ سازند. م مثلث ΁ی و متصل اند هم به دو به دو رأس

رأس دو به و باشد وصل مثلث رئوس از ی΄ͬ به دقیقاً که است رأسͬ برگ ΁ی است: غیرمم΄ن برگ اما ●

است بی ارتباط کاملا́ دی·ر رأس ΁ی با یا رأس هر کامل، چندبخشͬ گراف در اما نباشد. وصل دی·ر

ͬ توان نم بنابراین باشند). متفاوت بخش دو از (اگر است متصل آن به کاملا́ یا باشند) هم بخش (اگر

باشد. جدا دی·ر تای دو از و وصل مثلث رئوس از ی΄ͬ به تنها که یافت رأسͬ

دو به دو که رأس (سه P۳ ΁ی شامل پنجه م΄مل ΁ی باشد؟ داشته وجود ͬ تواند نم هم پنجه م΄مل چرا

΁ی در اما است. (P۳ به یالͬ هیچ (بدون تنها کاملا́ رأس ΁ی و ͬ سازند) م مسیر ΁ی اما نیستند مثلث لزوماً

کامل: چندبخشͬ گراف

این نباشد وصل P۳ ΁ی رئوس از ΁هیچ ی به ͬ تواند م رأس ΁ی که راهͬ تنها است: غیرمم΄ن تنها رأس ●

همه (اگر است متفاوت بخش دو حداقل از رئوسͬ شامل P۳ اما باشد. هم بخش آن ها همەی با که است

با هم زمان ͬ تواند نم رأس ΁ی ͬ شد). نم تش΄یل مسیر و نبود بینشان یالͬ هیچ که بودند بخش ΁ی در

باشد. هم بخش متفاوت بخش دو رئوس

دارند. تعلق X کلاس به نتیجه در و پنجه، م΄مل نه و دارند پنجه نه کامل چندبخشͬ گراف های بنابراین

بەعبارت .(p − ۱)(q − ۱) + ۱ با است برابر کامل چندبخشͬ گراف های رمزی عدد که ͬ دانیم م حال

گراف رأسͬ، q مستقل مجموعەی نه و دارد رأسͬ p خوشه نه که کاملͬ چندبخشͬ گراف بزرگ ترین دی·ر،
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آن جا از دارد. رأس (p− ۱)(q− ۱) گراف این دارد. رأس p− ۱ آن بخش هر که است −q)⁃بخشͬ ۱) کامل

ͬ گیریم: م نتیجه هستند، X کلاس از زیرمجموعەای گراف ها این که

RX(p, q) ≥ (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

p = q = ۳ خاص حالت .۲

داشته زیرگراف بەعنوان را رأسͬ) ۵ (دور C۵ ͬ توانند م X کلاس در گراف هایی چه که ͬ کنیم م بررسͬ حال

ͬ کنیم: م ادعا باشند.

است. C۵ دقیقاً گراف آن خود آن گاه باشد، C۵ شامل X کلاس در گراف ΁ی اگر

اضافͬ رأس این باشد. داشته هم اضافͬ رأس ΁ی حداقل و باشد C۵ ΁ی شامل G ∈ X کنید فرض چرا؟

΁ی اتصال برای مم΄ن حالات همەی بررسͬ با حالت، دو هر در نباشد. یا باشد وصل C۵ رئوس به ͬ تواند م

و متناهͬ بررسͬ ΁ی (این ͬ آید. م پدید پنجه م΄مل ΁ی یا پنجه ΁ی حتماً که دید ͬ توان م ،C۵ ΁ی به رأس

را مم΄ن حالات تمام رأس ۵ این به نسبت جدید رأس ͬ های هم سای· و دارد رأس ۵ فقط C۵ است: سرراست

C۵ خود از فراتر ͬ ای اضاف رأس هیچ ͬ تواند نم بماند، X کلاس در G آن که برای بنابراین، ͬ دهد.) م پوشش

باشد. داشته

ͬ گیریم: م نتیجه چند مشاهده این از

مجموعەی نه و دارد رأسͬ ۳ خوشه نه و دارد رأس ۵ گراف این است. X در گراف ΁ی خودش C۵ ●

.RX(۳, ۳) > ۵ بنابراین رأسͬ. ۳ مستقل

.RX(۳, ۳) ≤ R(۳, ۳) = ۶ ͬ دانیم م همچنین ●

.RX(۳, ۳) = ۶ نتیجه در

بالا کران و X گراف های کلͬ ساختار .۳

نیست. کامل که است X کلاس در غیرکامل گراف تنها C۵ که است این کنیم توجه آن به باید که نکتەای آخرین

دقیق تر: بەطور

است. پنجه م΄مل ΁ی شامل ۷ حداقل طول با فرد دور هر ●

است. پنجه ΁ی شامل ۷ حداقل طول با فرد دور هر م΄مل ●

قضیەی طبق باشد. X در ͬ تواند نم ۵ از بزرگ تر فرد دور م΄مل هیچ و ۵ از بزرگ تر فرد دور هیچ بنابراین

زیرگراف بەعنوان فرد دور ΁ی م΄مل یا فرد دور ΁ی حتماً نباشد کامل که گرافͬ هر قوی۷ کامل گراف های
7Strong Perfect Graph Theorem
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،X در دی·ر گراف های تمام است. C۵ گراف X کلاس در موجود غیرکامل گراف تنها بنابراین، دارد. القایی

هستند. کامل

p, q و باشد رأس (p − ۱)(q − ۱) + ۱ با گراف ΁ی G ∈ X کنید فرض بالا: کران اثبات برای اکنون

کامل. گراف ΁ی یا است C۵ یا G این صورت در .(p, q) ̸= (۳, ۳) که باشند طوری

رأس ۵ که C۵ حال، دو هر در .q ≥ ۴ یا p ≥ ۴ یا ،(p, q) ̸= (۳, ۳) که آن جا از آن گاه ،G = C۵ اگر ●

ͬ شود. م نقض رئوس تعداد شرط ،((p, q) ̸= (۳, ۳) تمام برای ۵ < (p − ۱)(q − ۱) + ۱ (و دارد

ͬ آید. نم پیش حالت این پس

گراف ΁ی کامل گراف (هر است کامل چندبخشͬ گراف ΁ی G آن گاه باشد، کامل گراف ΁ی G اگر ●

کران هستند). بهینە رنگ آمیزی ΁ی رنگͬ کلاس های همان که بخش هایی با است، کامل چندبخشͬ

RX(p, q) ≤ بنابراین است. (p − ۱)(q − ۱) + ۱ کامل چندبخشͬ گراف های رمزی عدد بالای

.(p− ۱)(q − ۱) + ۱

داریم: (p, q) ≠ (۳, ۳) تمام برای پایین، و بالا کران دادن قرار هم کنار با

RX(p, q) = (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

□ ͬ کند. م کامل را ۳ قضیەی اثبات این

X کلاس ۴ .۲

باشد. ۲K۲ و پنجه گراف دو هر فاقد G اگر دارد تعلق X کلاس به G گراف

است). متصل مثلث رئوس از ی΄ͬ به دقیقاً که (رأسͬ برگ ΁ی بەهمراه مثلث ΁ی پنجه: ●

ندارند. مشترکͬ رأس هیچ که مجزا یال دو :۲K۲ ●

،q ≥ ۳ و p ≥ ۳ صحیح اعداد برای [۵] ۴ قضیه

RX (p, q) =


(p− ۱)(q − ۱) + ۱, p ≥ ۴, q ≥ ۳,⌊ ۵

۲(q − ۱)
⌋
+ ۱, p = ۳, q ≥ ۳.
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اثبات

X در ناکامل گراف های ساختار .۱

باشد، داشته وجود ͬ تواند نم ۷ حداقل طول با فردی دور هیچ ،۲K۲ فاقد گراف ΁ی در که ͬ کنیم م توجه ابتدا

دور هیچ م΄مل پنجه، فاقد گراف ΁ی در همچنین است. القایی زیرگراف بەعنوان ۲K۲ شامل C۷ ΁ی زیرا

است. پنجه ΁ی شامل C۷ زیرا باشد، داشته وجود ͬ تواند نم ۷ حداقل طول با فردی

شامل که هستند آن هایی X در ناکامل گراف های تنها قوی، کامل گراف های قضیەی اساس بر بنابراین،

ͬ کنیم. م مشخص را گراف ها این ساختار حال هستند. C۵ ΁ی

همسای·ͬ ال·وی ͬ تواند نم C۵ از خارج رأس ΁ی چرا که ͬ کنیم م بررسͬ ساختار، این بهتر درک برای

ب·یرید: نظر در را N(u) ∩ S و باشد دلخواه رأس ΁ی u /∈ S کنید فرض باشد. داشته دی·ری

،۲K۲ نداشتن بەدلیل اما ͬ کند، نم ایجاد مش΄لͬ باشد، نداشته S در همسایەای هیچ u اگر همسایه: ۰ ●

ͬ سازد. م ۲K۲ ΁ی C۵ از یال هر بەهمراه یال آن باشند، داشته یال خودشان بین نوع این از رأس دو اگر

باشند. تنها کاملا́ باید رأس هایی چنین پس

یال دو دارد) وجود C۵ در (که v۲v۳ یال و uv۰ یال است. متصل v۰ به فقط u کنید فرض همسایه: ۱ ●

v۲ به v۰ و است وصل v۰ به فقط u (چون ندارد وجود آن ها بین عرضͬ یال هیچ و هستند مجزا کاملا́

است. ممنوع و ͬ کند م ایجاد ۲K۲ ΁ی حالت این بنابراین نیست). وصل v۳ یا

و ͬ سازند، م مثلث ΁ی v۱ و v۰ ،u رأس های است. متصل v۱ و v۰ به u کنید فرض مجاور: همسایه ۲ ●

است. پنجه ΁ی دقیقاً این ͬ شود. م محسوب برگ ΁ی نیست) متصل u به (اما است متصل v۱ به که v۲

است. ممنوع حالت این پس

v۰ (یا v۲ و v۰ مانند غیرمجاور رأس دو به u کنید فرض ͬ مانده. باق حالت تنها غیرمجاور: همسایه ۲ ●

غیرمجاورند) رأس دو (چون دارد وجود پنجه ایجاد برای مثلثͬ نه حالت، این در است. متصل (v۳ و

یال های باشد، متصل v۳ و v۰ به u اگر مثال، (برای باشند. عرضͬ یال فاقد که مجزایی یال دو نه و

است. مجاز حالت این پس ͬ شوند.) م متصل هم به v۰v۴ یال توسط v۳v۴ و v۰v۱

سه آن از تا دو حداقل ،C۵ ساختار بەدلیل باشد، متصل S از رأس سه به u اگر بیشتر: یا همسایه ۳ ●

مثلث این رئوس از ی΄ͬ به که دور پنجم یا چهارم رأس حال ͬ سازند. م مثلث ΁ی u با و مجاورند رأس

ممنوع نیز حالت این پس ͬ شود. م ایجاد پنجه ΁ی نتیجه در و ͬ کند م ایفا را برگ نقش است، متصل

است.
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غیرمجاور رأس دو به دقیقاً u که است حالتͬ ،۲K۲ نه و ͬ کند م ایجاد پنجه نه که حالتͬ تنها نتیجه، در

.(۵ پیمانۀ (اندیس ها N(u) ∩ S = {vi, vi+۲} یعنͬ باشد، متصل C۵ روی

نه که این برای ،u /∈ S رأس هر کند. القا G ∈ X در را C۵ ΁ی S = {v۰, v۱, v۲, v۳, v۴} کنید فرض

باشد: داشته را زیر حالت دو از ی΄ͬ دقیقاً باید کند، ایجاد ۲K۲ نه و پنجه

باشد. تنها رأس ΁ی باید u بودن، ۲K۲ فاقد بەدلیل صورت، این در ندارد. S در همسایەای هیچ u ●

N(u)∩S = {vi, vi+۲} یعنͬ است، ۲ برابر دور روی آن ها فاصلەی که دارد S در همسایه دو دقیقاً u ●

ͬ شوند). م محاسبه ۵ پیمانەی (اندیس ها

N(w) ∩ S = و N(u) ∩ S = {vi, vi+۲} که باشیم داشته S از خارج w و u رأس دو اگر حال

آن گاه: ،{vj, vj+۲}

ͬ شود). م ایجاد پنجه صورت این غیر (در نیست متصل w به u آن گاه ،|i− j| > ۱ یا i = j اگر ●

ͬ شود). م ایجاد ۲K۲ صورت این غیر (در است متصل w به u آن گاه ،|i− j| = ۱ اگر ●

است. تنها رأس ΁ی ندارد، S در همسایەای هیچ که u /∈ S رأس هر بودن، ۲K۲ فاقد بەدلیل همچنین،

با C۵ از که گرافͬ یعنͬ است، توسیع یافته C۵ ΁ی دقیقاً X در ناکامل گراف هر که ͬ کنیم م خلاصه

فوق ال·وی اساس بر یال ها کردن اضافه و دلخواه) اندازەی (با مستقل مجموعەی ΁ی با رأس هر جای·زینͬ

تنها. رأس تعدادی بەعلاوەی ͬ آید، م بەدست

کامل بخش برای رمزی عدد محاسبەی .۲

کامل چندبخشͬ گراف های تمام شامل X۰ که آنجا از باشد. X در کامل گراف های مجموعەی X۰ کنید فرض

داریم: ۳ قضیەی مشابه استدلالͬ با است،

RX۰(p, q) = (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

ناکامل بخش برای رمزی عدد محاسبەی .۳

توسیع یافته C۵ ΁ی کدام هر که گراف هایی یعنͬ باشد، X در ناکامل گراف های مجموعەی X۱ کنید فرض

و ندارد مثلث C۵ (چون ندارند مثلثͬ هیچ گراف ها این که کنید توجه هستند. تنها رأس تعدادی بەعلاوەی

برای اما نیست، مفید پایین کران برای بخش این ،p ≥ ۴ برای بنابراین ͬ کند). نم ایجاد مثلث نیز آن توسیع

ͬ کند. م پیدا اهمیت هستیم) مثلث از جلوگیری دنبال به وقتͬ (یعنͬ p = ۳

توسیع بەگونەای را C۵ باید باشد، رأسͬ q مستقل مجموعەی فاقد که X۱ در گراف بزرگ ترین یافتن برای

باشد. q − ۱ حداکثر استقلال عدد که دهیم
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مستقل مجموعەی ΁ی با را C۵ رأس ͷپن از ΁ی هر .k ≥ ۱ آن در که q = ۲k+۱ کنید فرض فرد. q حالت

مجموعەی بزرگ ترین بود. خواهد ۵k = ۵
۲(q − ۱) برابر رئوس کل تعداد ͬ کنیم. م جای·زین k بەاندازەی

مستقل مجموعەهای C۵ روی مجاور رأس دو از ͬ توان م (چون است ۲k = q − ۱ برابر گراف این در مستقل

است ۲ نیز گراف این خوشه عدد نیست). مم΄ن غیرمجاور رأس سه از انتخاب اما کرد، انتخاب را متناظر

ندارد). مثلث (چون

مستقل مجموعەهای با را C۵ روی مجاور رأس دو .k ≥ ۲ آن در که q = ۲k کنید فرض زوج. q حالت

کل تعداد ͬ کنیم. م جای·زین k − ۱ بەاندازەی مستقل مجموعەهای با را ͬ مانده باق رأس سه و k بەاندازەی

،⌊ ۵
۲(q−۱)⌋ = ⌊ ۵

۲(۲k−۱)⌋ = ۵k−۳ اینکه به توجه با بود. خواهد ۲k+۳(k−۱) = ۵k−۳ برابر رئوس

است ۲k − ۱ = q − ۱ برابر گراف این در مستقل مجموعەی بزرگ ترین است.
⌊ ۵

۲(q − ۱)
⌋

برابر مقدار این

است. ۲ نیز خوشه عدد مجاور). بزرگ مجموعەی دو انتخاب (با

بەدست q بەاندازەی مستقل مجموعەی ΁ی ساختارها، این به رأس ΁ی کردن اضافه با حالت، دو هر در

بنابراین: ͬ آید. م

RX۱(p, q) =

⌊
۵
۲(q − ۱)

⌋
+ ۱.

نهایی نتیجەگیری و مقایسه .۴

ͬ کنیم: م مقایسه را RX۱(p, q) = ⌊۲٫۵(q− ۱)⌋+ ۱ و RX۰(p, q) = (p− ۱)(q− ۱)+ ۱ مقدار دو اکنون

:p = ۳ برای ●

RX۱(p, q) =

⌊
۵
۲(q − ۱)

⌋
+ ۱ > (۲)(q − ۱) + ۱ = RX۰(p, q),

یعنͬ بزرگ تر مقدار با برابر کلاس کل رمزی عدد بنابراین . ۵
۲(q − ۱) > ۲(q − ۱) ،q ≥ ۳ برای زیرا

است. RX۱

:p ≥ ۴ برای ●

RX۰(p, q) = (p− ۱)(q − ۱) + ۱ >

⌊
۵
۲(q − ۱)

⌋
+ ۱,

است. RX۰ با برابر کلاس کل رمزی عدد بنابراین .(p− ۱)(q − ۱) ≥ ۳(q − ۱) > ۵
۲(q − ۱) زیرا

□ ͬ شود. م اثبات کامل بەطور ۴ قضیەی فوق، نتایج ترکیب با
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Y کلاس ۵ .۲

باشد. چنگال و پنجه گراف دو هر فاقد G اگر دارد تعلق Y کلاس به G گراف

برگ. ΁ی بەهمراه مثلث ΁ی پنجه: ●

ندارد. وجود آن ها بین یالͬ هیچ که رأس سه به متصل مرکزی رأس ΁ی یعنͬ ،K۱,۳ گراف چنگال: ●

،q ≥ ۳ و p ≥ ۳ صحیح اعداد برای [۵] ۵ قضیه

RY(p, q) =


(p− ۱)(q − ۱) + ۱, p ≥ ۴, q ≥ ۳,⌊ ۵

۲(q − ۱)
⌋
+ ۱, p = ۳, q ≥ ۳.

است. شده اثبات اولاریو۸[۷] توسط که داریم نیاز زیر قضیەی به کلاس، این گراف های ساختار درک برای

اندازەی که است کامل چندبخشͬ گراف ΁ی یا است، ندارد مثلث یا Y در همبند گراف هر اولاریو: قضیەی

است. ۲ حداکثر آن بخش هر

΁ی به دقیقاً ͬ تواند نم مثلث از خارج رأس هیچ پنجه، نداشتن بەدلیل باشد، داشته مثلث گراف اگر زیرا

مثلث از خارج رأس هر بنابراین ͬ شود). م ایجاد پنجه ΁ی صورت این در (چون باشد متصل مثلث رأس دو یا

را کامل چندبخشͬ گراف ΁ی آمدن بەدست ساختار این .΁هیچ ی به یا است متصل مثلث رئوس همەی به یا

باشد. داشته رأس ۲ حداکثر بخش هر که ͬ کند م ایجاب بودن پنجه فاقد همچنین ͬ دهد. م نتیجه

در و است ۲ حداکثر رأس هر درجەی که معناست این به بودن پنجه فاقد باشد، نداشته مثلث  گراف اگر

است. دور ΁ی یا مسیر ΁ی همبند مؤلفەی هر نتیجه

اثبات

p ≥ ۴ حالت .۱

خوشەها) مجزای اجتماع (یعنͬ P۳ فاقد گراف های تمام شامل Y کلاس ͬ دهیم. م نشان را پایین کران ابتدا

بنابراین: است،

RY(p, q) ≥ (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

΁ی G اگر باشد. رأس تعداد بیشینەی با (Kp, Kq) بدون گراف ΁ی G ∈ Y کنید فرض بالا، کران برای

دارد. رأس (p− ۱)(q − ۱) حداکثر آن گاه باشد، خوشه مجزای اجتماع
8Olariu
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مم΄ن حالت دو اولاریو، قضیەی اساس بر باشد. H مانند ناکامل مؤلفەی ΁ی دارای G کنید فرض حال

است:

باشد، رأسͬ p خوشه فاقد H اگر است: رأسͬ ۲ حداکثر بخش های با کامل چندبخشͬ گراف ΁ی H .۱

مؤلفەی α(H) حداقل باید رأسͬ، q مستقل مجموعەی از اجتناب برای .|V (H)| ≤ ۲(p−۱) آن گاه

،|V (H)| ≤ ۲(p− ۱) و دارد، رأس (p− ۱) خوشەای مؤلفەی هر کنیم. جای·زین H با را خوشەای

ͬ دهد. نم افزایش را رئوس تعداد H با مؤلفه دو جای·زینͬ پس

دورها). و مسیرها (برای |V (H)| ≤ ۲k + ۱ آن گاه ،α(H) = k اگر است: دور یا مسیر ΁ی H .۲

داریم ،k ≥ ۲ و p ≥ ۴ برای داریم. نیاز رأس k(p − ۱) به خوشەای، مؤلفەی k جای·زینͬ برای

ͬ دهد. م کاهش را رئوس تعداد H با مؤلفەها جای·زینͬ پس ،k(p− ۱) ≥ ۳k > ۲k + ۱

که است، p − ۱ بەاندازەی خوشه q − ۱ اجتماع ،Y در (Kp, Kq) بدون گراف بزرگ ترین بنابراین،

نتیجه: در دارد. رأس (p− ۱)(q − ۱)

RY(p, q) ≤ (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

داریم: p ≥ ۴ برای پایین، و بالا کران ترکیب با

RY(p, q) = (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

p = ۳ حالت .۲

این هستند. مهم Y در مثلث  فاقد گراف های فقط پس هستیم، مثلث از اجتناب دنبال به حالت، این در

توسط کلاس این برای رمزی عدد دارد). مثلث که K۳ (بەجز دارند دور یا مسیر بەصورت مؤلفەهایی گراف ها

است: شده محاسبه [۷] سامنر و متیوز و [۴] هم΄اران و بل مونته

RY(۳, q) =
⌊

۵
۲(q − ۱)

⌋
+ ۱.

فاقد که کلاس این در گراف بزرگ ترین ͬ دهیم. م شرح را محاسبه این ایدەی اثبات، کامل بودن برای

مشابه ساختاری از استفاده با ͬ شود. م ساخته دورها و مسیرها اجتماع از است، رأسͬ q مستقل مجموعەی

ͬ رسیم. م رأس ⌊۲٫۵(q − ۱)⌋ تعداد به ،(C۵ (توسیع دیدیم ۴ قضیەی در آنچه

:p = ۳ برای بنابراین

RY(۳, q) =
⌊

۵
۲(q − ۱)

⌋
+ ۱.

□ ͬ شود. م اثبات کامل بەطور ۵ قضیەی حالت، دو ترکیب با
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C کلاس ۶ .۲

باشد. الماس۱۰ و چنگال۹ گراف دو هر فاقد H اگر دارد تعلق C کلاس به H گراف

.K۱,۳ گراف چنگال: ●

دارند. مشترک یال ΁ی که مثلث دو یعنͬ ،K۴ − e گراف الماس: ●

،p > q ≥ ۳ صحیح اعداد برای [۵] ۶ قضیه

RC(p, q) = (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

دارد. خطͬ گراف های با عمیقͬ ارتباط C کلاس

هر اگر تنها و اگر است C در H آن گاه باشد. G گراف ΁ی خطͬ گراف H = L(G) کنید فرض [۵]۱ لم

باشد. نداشته مثلث  کلا یا باشد مثلث ΁ی یا G همبند مؤلفەی

G اگر کنیم. بررسͬ را الماس وجود عدم باید تنها پس ندارند. چنگال همواره خطͬ گراف های اثبات:

ی΄ͬ به که باشد داشته وجود مثلث از خارج x رأس باید نباشد، مثلث خود G و باشد abc مثلث ΁ی دارای

ایجاد الماس ΁ی L(G) در ax و bc ،ac ،ab یال های صورت این در است. متصل ،a مثلا́ مثلث، رئوس از

͹واض مطلب این عکس باشد. مثلث خود دقیقاً باید باشد، همبند و باشد داشته مثلث G اگر پس ͬ کنند. م

است.

داریم: ،H = L(G) خطͬ گراف با G گراف برای [۵]۲ لم

ω(H) = ∆(G), α(H) = µ(G),

.∆(G) = ۲ ولͬ ω(H) = ۳ آن در که G = K۳ حالت بەجز

یال های از مجموعەای ͬ شود: م نتیجه خطͬ گراف تعریف از مستقیم α(H) = µ(G) تساوی اثبات:

همەی که کنید توجه ،ω(H) = ∆(G) برای است. G در تطابق ΁ی دقیقاً نباشند، مجاور دو به دو که G

اگر عکس، برای .ω(H) ≥ ∆(G) پس ͬ دهند، م تش΄یل H در خوشه ΁ی ،G در رأس ΁ی مجاور یال های

باشند. داشته مشترک رأس ΁ی باید G در متناظر یال های همەی باشد، رأس ۴ حداقل با خوشه ΁ی دارای H

.ω(H) = ۳ ولͬ ∆(G) = ۲ زیرا استثناست G = K۳ حالت .ω(H) ≤ ∆(G) پس

،d = ∆(G) اگر مثلث. فاقد یا است مثلث یا آن مؤلفەی هر که باشد گرافͬ G کنید فرض [۵]۳ لم

آن گاه: ،d ≥ ۳ و d > m ،m = µ(G)

|E(G)| ≤ d ·m.

9Claw
10Diamond
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ͬ دهیم. م انجام مثلثͬ مؤلفەهای تعداد بر استقرا با را ۳ لم اثبات

که آنجا از ب·یرید. نظر در را G′ = G − K۳ باشد، K۳ مثلثͬ مؤلفەی ΁ی دارای G اگر استقرا: گام

استقرا: فرض با بنابراین .µ(G′) = m− ۱ و ∆(G′) = d که است ͹واض نیست. تهͬ G′ ،d ≥ ۳

|E(G)| = |E(G′)|+ ۳ ≤ d(m− ۱) + ۳ ≤ dm,

.d ≥ ۳ چون

و باشد یال m با بیشینه تطابق ΁ی M کنید فرض باشد. نداشته مثلث  G کنید فرض حال استقرا: پایەی

مستقل مجموعەی ΁ی C که است ͹واض نشدەاند. پوشیده M یال های توسط که باشد رئوسͬ مجموعەی C

کنیم). بزرگ تر را M ͬ توانستیم م صورت این غیر (در است

در همسایەای هیچ aj که بەگونەای ͬ کنیم، م نام گذاری a۱b۱, a۲b۲, . . . , ambm بەصورت را M یال های

همچنین کنیم). پیدا افزاینده مسیر ͬ توانستیم م صورت این غیر در زیرا است ام΄ان پذیر (این باشد نداشته C

.B = {b۱, b۲, . . . , bm} و A = {a۱, a۲, . . . , am}

از و ͬ کند، م برخورد B در رأس ΁ی به G یال هر آن گاه باشد، نداشته A در رأس دو بین یالͬ هیچ G اگر

است. dm حداکثر یال ها کل تعداد است، d حداکثر درجەاش رأس هر که آنجا

از کاستن بدون ͬ کند. م متصل هم به را A در رأس دو که باشد aiaj یال ΁ی دارای G کنید فرض حال

بسازیم). افزاینده مسیر ͬ توانستیم م صورت این غیر (در دارد C در همسایه ΁ی حداکثر bi کنید فرض کلیت،

بەدلیل (که ͬ کنیم م جای·زین ajbi و aibj یال های با را bibj و aiaj یال های باشد، متصل bj به bi اگر

ͬ دهد. نم تغییر را رئوس درجەی و یال ها تعداد جای·زینͬ این ندارند). وجود G در مثلث  وجود عدم

C در همسایه ΁ی حداکثر bi (چون است m < d حداکثر bi درجەی آن گاه نباشد، متصل bj به bi اگر

یال با aiaj یال جای·زینͬ با بنابراین تطابق). یال هر در همسایه ΁ی حداکثر نداشتن، مثلث  بەدلیل و دارد

ͬ شود. م حفظ یال ها تعداد و ͬ یابد نم افزایش ∆(G) ،biaj

ͬ کنیم م تبدیل G′ گراف به را G ͬ کند، م متصل هم به را A در رأس دو که یالͬ هر به تبدیل این اعمال با

d حداکثر درجەاش B در رأس هر و ͬ کند، م برخورد B در رأس ΁ی به آن یال هر دارد، یال تعداد همان که

دارد. یال dm حداکثر نیز G نتیجه در و دارد یال dm حداکثر G′ بنابراین است.

ͬ کند. م کامل را ۳ لم اثبات این

۶ قضیەی اثبات

بنابراین: است، P۳بدون گراف های تمام شامل C کلاس ͬ دهیم. م نشان را پایین کران ابتدا

RC(p, q) ≥ (p− ۱)(q − ۱) + ۱.
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نظر در را α(H) = q − ۱ و ω(H) = p − ۱ با H ∈ C گراف ΁ی ͬ کنیم. م اثبات را بالا کران حال

.H = L(G) که باشد گرافͬ G کنید فرض و ب·یرید

مثلث . فاقد یا است مثلث یا G مؤلفەی هر که ͬ دانیم م ۱ لم از

آنجا از .α(H) = µ(G) = q − ۱ و ω(H) = ∆(G) = p− ۱ داریم ۲ لم از .∆(G) ≥ ۳ :۱ حالت

:۳ لم از استفاده با بنابراین .∆(G) > µ(G) یعنͬ ،p− ۱ > q − ۱ ͬ شود م نتیجه ،p > q که

|V (H)| = |E(G)| ≤ (p− ۱)(q − ۱).

H مؤلفەی هر بنابراین است. دور ΁ی یا مسیر ΁ی G مؤلفەی هر صورت این در .∆(G) ≤ ۲ :۲ حالت

،ω(H) = p−۱ = ۳ داریم ،p > q ≥ ۳ که آنجا از .ω(H) ≤ ۳ نتیجه در و است، دور ΁ی یا مسیر ΁ی نیز

΁ی دارای G ،ω(H) = ۳ که آنجا از .µ(G) = α(H) = q − ۱ = ۲ حالت این در .q = ۳ و p = ۴ پس

رأس ΁ی از بیش با دی·ر مؤلفەی ΁ی دقیقاً مثلثͬ، مؤلفەی بر علاوه ،µ(G) = ۲ چون و است، مثلثͬ مؤلفەی

K۳ +K۳ یا K۳ +K۲ ،K۳ +K۱ گراف های از ی΄ͬ با برابر H بنابراین دارد. رأس ۳ حداکثر که دارد وجود

دارد. رأس (p− ۱)(q − ۱) = ۶ حداکثر H حالت، سه هر در است.

حداکثر H رئوس تعداد آن گاه ،α(H) = q − ۱ و ω(H) = p− ۱ اگر که دادیم نشان حالت دو هر در

یا آن گاه باشد، داشته رأس (p − ۱)(q − ۱) + ۱ حداقل H اگر دی·ر، بەعبارت است. (p − ۱)(q − ۱)

بنابراین: .α(H) ≥ q یا ω(H) ≥ p

RC(p, q) ≤ (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

داریم: p > q ≥ ۳ برای پایین، و بالا کران ترکیب با

RC(p, q) = (p− ۱)(q − ۱) + ۱.

□ ͬ کند. م کامل را ۶ قضیەی اثبات این

جمͽ بندی ۷ .۲

از خلاصەای ۱ جدول کردیم. بیان گراف ها از مختلف کلاس شش برای را رمزی اعداد محاسبه فصل، این در

ͬ دهد. م نشان را بەدست آمده نتایج تمام

مشاهدات و مهم نکات

رمزی عدد p = ۳ حالت چنگال، و پنجه فاقد ردەی همچنین و پنجه م΄مل و پنجه فاقد ردە ی در ●

مؤثرتر K۳ از جلوگیری برای بنابراین و ندارند مثلث کلاس ها این در ناکامل گراف های زیرا دارد متفاوتͬ

هستند.
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گراف ها مختلف ردەهای برای رمزی اعداد خلاصەی :۱ جدول
RC(p, q) رمزی عدد گراف ردەی

۶ p = q = ۳

۹ p = ۳, q = ۴

۳q − ۲ صورت این غیر در

A


۶ p = q = ۳

p+ ۲q − ۲ صورت این غیر در
B


۶ p = q = ۳

(p− ۱)(q − ۱) + ۱ صورت این غیر در
پنجه) م΄مل و پنجه (بدون X


(p− ۱)(q − ۱) + ۱ p ≥ ۴, q ≥ ۳

⌊ ۵
۲(q − ۱)⌋+ ۱ p = ۳, q ≥ ۳

(۲K۲ و پنجه (بدون X


(p− ۱)(q − ۱) + ۱ p ≥ ۴, q ≥ ۳

⌊ ۵
۲(q − ۱)⌋+ ۱ p = ۳, q ≥ ۳

Y

p > q ≥ ۳ برای (p− ۱)(q − ۱) + ۱ C

کلاس این اگرچه است: خوب۱۱ رمزی کلاس ΁ی از جالب مثال ΁ی الماس و چنگال فاقد ردەی ●

رمزی عدد همچنان اما نیست، کامل گراف های از زیرردەای

ͬ دهد. م بەدست (p > q (برای q و p مقادیر از بی نهایتͬ تعداد برای را (p− 1)(q − 1) + 1

مقادیر همەی برای زیرا کامل۱۲هستند، رمزی ۲k۲ و پنجه فاقد ردەی و پنجه و چنگال فاقد و ردەی ●

دارند. را (p− ۱)(q − ۱) + ۱ رمزی عدد p = ۳ حالت بەجز

11Ramsey good
12Ramsey perfect
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۳ فصل

تعمیم ها و چرخ ها کتاب ها، برای ΁کوچ رمزی اعداد

لیدی΄ͬ برنارد از تعمیم ها»[۴] و چرخ ها کتاب ها، برای ΁کوچ رمزی «اعداد مقالەی بررسͬ به فصل این در

که دادیم نشان و کردیم محدود را بررسͬ مورد گراف های مجموعەی قبل، فصل در ͬ پردازیم. م هم΄اران و

اما ͬ سازد، م مم΄ن را رمزی عدد دقیق محاسبەی خاص، ردەی ΁ی به مجموعه این کردن محدود چ·ونه

در ماند. باقͬ ΁کلاسی ش΄ل همان همچنان مستقل) مجموعەی یا (خوشه بودیم بەدنبالش که هدفͬ ش΄ل

بەجای ͬ دهیم؛ م تغییر را هدف ش΄ل اما ͬ کنیم، نم محدود را بررسͬ مورد گراف های مجموعەی فصل، این

ͬ گردیم. م چرخ ΁ی یا کتاب ΁ی دنبال به خوشه، ΁ی

از دو هر یا بود، خواهند کتاب ها خانوادەی از یا دو هر فصل، این در (که H و G گراف دو ازای به

با رنگ آمیزی هر در بەطوری که است n صحیح عدد کوچ΁ ترین R(G,H) رمزی عدد چرخ ها)، خانوادەی

΁ی یا دارد، وجود G با هم ریخت قرمز زیرگراف ΁ی یا ،Kn کامل گراف یال های آبی) و قرمز (مثل رنگ دو

.H با هم ریخت آبی زیرگراف

برخͬ برای رمزی اعداد یافتن در که ͬ پردازیم م ͬ ای محاسبات روش های بررسͬ به فصل این ادامەی در

بودەاند. مؤثر چرخ، گراف های و کتاب گراف های جمله از گراف ها، از خاص ردەهای

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۱ .۳

ͬ کنیم: م تعریف را گراف ها از مهم خانوادەی دو نتایج، به ورود از پیش

شامل: که است رأس k + ۲ با گراف ΁ی Bk کتاب (کتاب) ۱۱ تعریف

فقرات۱۳، ستون نام به uv یال ΁ی ●

وجود صفحات بین یالͬ هیچ (و هستند متصل  v و u به دقیقاً کدام هر که صفحات۱۴ نام به رأس k ●

ندارد).

دو هر مشترک همسایەی که رأس k و فقرات) (ستون K۲ ΁ی اجتماع از که است گرافͬ Bk دی·ر، بەعبارت

است. شده تش΄یل هستند، فقرات ستون رأس

شامل: که است رأس k با گراف ΁ی Wk چرخ (چرخ) ۱۲ تعریف
13Spine
14Pages
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،k − ۱ بەطول دور ΁ی ●

است. متصل دور رئوس همەی به که مرکزی رأس ΁ی ●

ͬ آید. م بەدست دور رئوس همەی با همسایه رأس ΁ی کردن اضافه با Ck−۱ دور ΁ی از Wk دی·ر، بەعبارت

(الماس). است حذف شده یال ΁ی با K۴ ΁ی B۲ و ،(K۳ ΁ی) است مثلث ΁ی دقیقاً B۱ که کنید توجه

اضافه با C۳ دور (چون است K۴ ΁ی W۴ و ندارد)، معنͬ C۲ دور (چون است K۳ ΁ی دقیقاً W۳ همچنین

ͬ دهد). م K۴ ΁ی مرکزی، رأس کردن

اصلͬ نتایج ۲ .۳

است: نتایج از اصلͬ دستەی دو شامل [۴] مقالەی

،(۲ (جدول چرخ ها و کتاب ها برای رمزی اعداد .۱

هستیم. r⁃رنگ رنگ آمیزی ΁ی در رنگ t حداکثر Ksبا ΁ی دنبال به آن در که تعمیم یافته۱۵ رمزی اعداد .۲

(تساوی) دقیق کران های نشان دهندەی ستارەها ͬ دهد. م نشان را بەدست آمده نتایج از خلاصەای ۲ جدول

هستند.
15Generalized Ramsey Numbers
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تعمیم یافته رمزی اعداد و چرخ ها، و کتاب ها رمزی اعداد برای جدید کران های :۲ جدول

(قدیم) بالا کران (قدیم) پایین کران (جدید) بالا کران (جدید) پایین کران رمزی عدد

۱۶ ۱۵∗ ۱۵∗ R(W۵,W۷)

۱۷ ۱۸∗ ۱۸∗ R(W۵,W۹)

۲۲ ۱۹ ۲۱∗ ۲۱∗ R(B۲, B۸)

۲۴ ۲۱ ۲۲ R(B۲, B۹)

۲۶ ۲۳ ۲۵ R(B۲, B۱۰)

۲۰∗ ۲۰∗ R(B۳, B۷)

۲۳ ۲۲ R(B۴, B۷)

۲۳ ۲۳∗ R(B۵, B۶)

۲۷ ۲۷∗ R(B۶, B۷)

۲۹ ۲۹∗ R(B۶, B۸)

۳۱ ۳۱∗ R(B۷, B۸)

۳۳ ۳۳∗ R(B۸, B۸)

۱۰∗ ۱۰∗ GR(۳, K۴, ۲)

۲۳ ۲۰ GR(۳, K۵, ۲)

۵۴ ۳۲ GR(۳, K۶, ۲)

۱۷ ۱۵ GR(۴, K۴, ۲)

۱۰∗ ۱۰∗ GR(۴, K۴, ۳)

توضیح را جدول کران های از بسیاری که ͬ کنیم م بیان را کلیدی لم ΁ی جدول، نتایج مشاهدەی از پس

ͬ دهد. م

هستند برقرار زیر کران های ،۴ ≤ n ≤ ۲۱ تمام برای [۴] ۱ لم

۴n− ۳ ≤ R(Bn−۲, Bn), (۱)

R(Bn−۱, Bn) = ۴n− ۱, (۲)

۴n+ ۱ ≤ R(Bn, Bn) ≤ ۴n+ ۲ (۳)

۲۶



لم: اثبات

ͬ شود: م تقسیم بخش دو به لم این اثبات

روش های از استفاده با [۱۰] شیهان۱۶ و روسو توسط (۳) و (۲) روابط در بالا کران های بالا: کران های

در که آمدەاند بەدست چند  چرخش۱۷ͬ گراف های از استفاده با پایین کران های است. شده اثبات تحلیلͬ

است. شده داده شرح بعد بخش های

استفاده مورد روش های ۳ .۳

تابو جستجوی روش ۱ .۳ .۳

ممنوعەای زیرگراف هیچ که شود پیدا Kn−۱ یال های از رنگ آمیزی ای است کافͬ پایین، کران ΁ی اثبات برای

آن ها همەی بررسͬ است، زیاد بسیار مم΄ن رنگ آمیزی های تعداد که آنجا از باشد. نداشته وجود آن در

روش ΁ی که کردەاند استفاده تابو۱۸ جستجوی روش از نویسندگان دلیل، همین به نیست. ام΄ان پذیر عملا́

است. مناسب رنگ آمیزی های یافتن برای محلͬ جستجوی

است: زیر صورت به روش این کلͬ روند

ͬ شود. م انتخاب Kn−۱ یال های از تصادفͬ رنگ آمیزی ΁ی ابتدا .۱

رنگ آمیزی امتیاز۱۹ را مقدار این ͬ شود. م محاسبه رنگ آمیزی این در ممنوعه زیرگراف های تعداد سپس .۲

ͬ نامند. م

یابد. کاهش ام΄ان حد تا امتیاز که ͬ شود م داده تغییر گونەای به یال ها از ی΄ͬ رنگ مرحله، هر در .۳

این که ͬ شود م استفاده تابو مجموعەی ΁ی از ͬ شده، بررس رنگ آمیزی های به بازگشت از جلوگیری برای .۴

ͬ کند. م ذخیره را رنگ آمیزی ها

تعداد کتاب، گراف های برای است. رنگ آمیزی هر امتیاز سریع محاسبەی روش، این کارایی در مهم عامل

باشد، گراف از یال ΁ی uv اگر کرد. محاسبه آن ها همەی مستقیم شمارش بدون ͬ توان م را Bk کتاب های

با است برابر ͬ دهد، م تش΄یل را آن ها فقرات ستون uv که Bk کتاب های تعداد

(
|N(u) ∩N(v)|

k

)
.

16Rousseau and Sheehan
17Polycirculant graphs
18Tabu Search
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رابطەی از گراف در Bk کتاب های کل تعداد بنابراین،

#Bk در G =
∑

uv∈E(G)

(
|N(u) ∩N(v)|

k

)
ͬ آید. م دست به

نتیجه در و شود محاسبه بیشتری بسیار سرعت با رنگ آمیزی هر امتیاز ͬ شود م باعث رابطه این از استفاده

باشد. کارآمدتر نیز ال·وریتم اجرای

چند  چرخشͬ گراف های ۲ .۳ .۳

آن مدارهای همەی اندازەی که باشد غیربدیهͬ خودریختͬ ΁ی دارای اگر است k⁃چند  چرخش۲۰ͬ گراف ΁ی

با گراف های تمام ͬ دهد م ام΄ان ما به که است تناوبی ساختار دارای گراف سادەتر، بەعبارت باشد. n/k برابر

کنیم. تولید ͽجام بەصورت را ساختار این

ͬ کنیم. م تعریف دقیق تر را رمزی» «گراف اصطلاح ادامه، از پیش

خود نه که است گرافͬ رأس، n روی بر ۲۱(G,H)⁃رمزی گراف ΁ی ،H و G گراف دو ازای به ۱۳ تعریف

.H با هم ریخت زیرگرافͬ شامل آن م΄مل نه و باشد، G با هم ریخت زیرگرافͬ شامل

ͬ کند. م اثبات را R(G,H) ≥ n+ ۱ پایین کران گرافͬ، چنین وجود

مثال، بەعنوان دارند. چند  چرخشͬ ساختار رمزی، مسائل برای (بیشینه) اکسترمال گراف های از بسیاری

ͬ باشد. م ۴⁃چند  چرخشͬ و است خودریختͬ ۲۴۰ دارای رأس، ۲۰ روی بر (B۲, B۸)⁃رمزی گراف تنها

برای جدیدی پایین کران های توانستەاند نویسندگان چند  چرخشͬ، گراف های ͽجام تولید از استفاده با

بر (B۲, B۹)⁃رمزی ۲⁃چند  چرخشͬ گراف هفت دقیقاً که دادەاند نشان آن ها مثال، بەعنوان بیابند. کتاب ها

رأس). ۲۴ روی بر (B۲, B۱۰)⁃رمزی ۳⁃چند  چرخشͬ گراف ΁ی (و دارد وجود رأس ۲۰ روی

بەازای است. شده استفاده ۱ لم پایین کران های اثبات برای ۲⁃چند  چرخشͬ گراف های از لم: اثبات در کاربرد

رئوس تعداد با ۲⁃چند  چرخشͬ گراف های [؟]، ͽجام ال·وریتم از استفاده با ،۴ ≤ n ≤ ۲۱ بازەی در n هر

خیر. یا هستند عاری ممنوعه کتاب های از آیا که کردەاند بررسͬ و کرده تولید را مشخص

است: زیر شرح به جستجو این نتایج

نشان این است. م΄مل در Bn فاقد و خود در Bn−۲ فاقد که است شده یافت رأسͬ ۴n− ۴ گراف ΁ی ●

.R(Bn−۲, Bn) ≥ ۴n− ۳ که ͬ دهد م
20k-polycirculant
21Ramsey-(G,H)-graph
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ترکیب با است. م΄مل در Bn فاقد و خود در Bn−۱ فاقد که است شده یافت رأسͬ ۴n− ۲ گراف ΁ی ●

ͬ شود. م اثبات R(Bn−۱, Bn) = ۴n− ۱ تساوی ،[۱۰] بالای کران با

،[۱۰] بالای کران با ترکیب با است. م΄مل و خود در Bn فاقد که است شده یافت رأسͬ ۴n گراف ΁ی ●

ͬ شود. م اثبات ۴n+ ۱ ≤ R(Bn, Bn) ≤ ۴n+ ۲ دوطرفه کران های

بلوک م΄مل خودریختͬ) مدار اولین توسط القایی (زیرگراف اول سیرکولانت بلوک ساختارها، این تمام در

عمومͬ آدرس در مربوطه کد و شدەاند تأیید [۱۱] SageⅯath برنامەی با گراف ها این همەی است. دوم

است. دسترس در نویسندگان

گراف های تعداد بزرگ تر، nهای برای زیرا است، شده بیان ۴ ≤ n ≤ ۲۱ برای فقط لم که کنید توجه

ͬ شود. م غیرمم΄ن عملا́ آن ها ͽجام تولید و ͬ یابد م افزایش بەشدت چند  چرخشͬ

پرچم جبر روش ۳ .۳ .۳

مهم ترین از ی΄ͬ امروزه و شد معرفͬ ۲۰۰۷ سال در [۹] رازباروف ال΄ساندر توسط بار نخستین پرچم۲۲ جبر روش

بهینه کران های تعیین آن ها هدف که مسائلͬ در بەویژه روش این ͬ رود. م شمار به اکسترمال ترکیبیات ابزارهای

دارد. فراوانͬ کاربرد رمزی، نظریۀ مسائل برخͬ و توران مسائل مانند است، گرافͬ مختلف کمیت های برای

΁کوچ زیرگراف های وقوع فراوانͬ بزرگ، گراف ΁ی مستقیم بررسͬ جای به که است آن روش این اصلͬ ایدۀ

شدن ظاهر احتمال صورت به G گراف در آن القایی چ·الͬ ،F ΁کوچ گراف هر برای شود. مطالعه آن در

این اگرچه ͬ شود. م تعریف تصادفͬ طور به انتخاب شده رأس های از مجموعەای القایی̞ زیرگراف عنوان به F

ساختار دربارۀ ارزشمندی اطلاعات آن ها مجموعۀ اما ͬ کنند، م توصیف را گراف محلͬ اطلاعات تنها ͬ ها چ·ال

ͬ دهد. م قرار اختیار در گراف کلͬ

گرافͬ پرچم، کرد. معرفͬ را پرچم۲۳ مفهوم رازباروف ͬ ها، چ·ال این میان قوی تر روابط آوردن دست به برای

و ͬ شوند م حفظ نمونەگیری هنگام برچسب ها این شدەاند. برچسب گذاری آن رأس های از تعدادی که است

ͬ توان م اضافͬ، اطلاعات این ΁کم به ͬ کنند. م فراهم را مختلف زیرگراف های میان وابستگͬ بررسͬ ام΄ان

پرچم» «جبرهای روش این دلیل همین به کرد، استخراج زیرگراف ها ͬ های چ·ال میان متعددی جبری روابط

است. گرفته نام

نوشت مربعͬ عبارات از مجموعͬ صورت به ͬ توان م را روش این در نیاز مورد نامساوی های از بسیاری
نیمەمعین۲۴ برنامەریزی مسئلۀ ΁ی حل به نامساوی ها این مناسب ضرایب یافتن هستند. نامنفͬ همواره که

این شدەاند، طراحͬ بزرگ گراف های مجانبی رفتار مطالعۀ برای ذاتاً پرچم جبرهای که آنجا از ͬ شود. م تبدیل
22Flag Algebra
23Flag
24Semidefinite Programming (SDP)
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با نویسندگان دلیل، همین به نیست. استفاده قابل رمزی نظریۀ متناهͬ مسائل برای مستقیم طور به روش

پرچم جبرهای چارچوب بتوان تا ͬ سازند م اصلͬ مسئلۀ از بزرگ تری گراف های ، بادکردن۲۵ ΁تکنی از استفاده

نمود. منتقل اولیه متناهͬ مسئلۀ به را بەدست آمده کران های نهایت در و کرد اعمال آن ها بر را

بالا به پایین از تولید ۴ .۳ .۳

که است این ایده ͬ رود. م بەکار دارد، وجود ͽجام جستجوی ام΄ان که ΁کوچ بسیار مقادیر برای روش۲۶ این

مم΄ن روش های همەی به جدید رأس ΁ی مرحله هر در و کنیم شروع رأس) ΁ی (مثلا́ ΁کوچ گراف ΁ی از

بستەی از [۲]geng برنامەی از استفاده با روش این نشود. ایجاد ممنوعه زیرگراف که بەشرطͬ کنیم، اضافه

است. شده پیادەسازی nauty

ساعت ۳۶ و ثانیه ۹۰ در بەترتیب را R(W۵,W۹) و R(W۵,W۷) مقادیر توانستند نویسندگان روش، این با

داشت. نیاز پردازنده زمان سال ۲ حدود به و بود سنگین تر بسیار R(B۲, B۸) محاسبەی بیابند. پردازنده۲۷

تعمیم یافته رمزی اعداد ۴ .۳

یال های رنگ آمیزی هر که بەطوری nاست عدد ,GR(r,Ksکوچ΁ ترین t) تعمیم یافته) رمزی (عدد ۱۴ تعریف

باشد. کرده استفاده رنگ t از حداکثر که باشد Ks ΁ی شامل رنگ، r با Kn

است: r⁃رنگ ΁کلاسی رمزی عدد همان دقیقاً t = ۱ حالت که کنید توجه

GR(r,Ks, ۱) = R(Ks, . . . , Ks︸ ︷︷ ︸
r

).

از: عبارتند زمینه این در جدید نتایج

GR(۳, K۴, ۲) = ۱۰, GR(۴, K۴, ۳) = ۱۰.

که: کنید توجه ،GR(۳, K۴, ۲) = ۱۰ درک برای

رنگ ۲ حداکثر با K۴ ΁ی شامل ،Kn از رنگه ۳ رنگ آمیزی هر که است n کوچ΁ ترین بەدنبال عدد این ●

باشد.
25Blow-up
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استفاده رنگ ۳ از دقیقاً K۴ هر آن در که ͬ شود م اثبات رأسͬ ۹ رنگ آمیزی ΁ی با (≥ ۱۰) پایین کران ●

دو و است رأس ۹ روی بر پل۲۸ͬ گراف ΁ی اول رنگ دارد: جالبی ساختار رنگ آمیزی این است. کرده

هستند. مجزا مثلث ۳ کدام هر دی·ر رنگ

ͬ شود. م اثبات بالا به پایین از تولید با (≤ ۱۰) بالا کران ●

۳K۳ دقیقاً آن رنگ هر که است گرافͬ رأس، ۹ روی بر بیشینه گراف تنها ،GR(۴, K۴, ۳) = ۱۰ برای

برای که ͬ رسیم م گرافͬ همان به کنیم، ترکیب هم با را رنگ دو هر اگر که است جالب است. مجزا) مثلث (سه

شد. داده توضیح GR(۳, K۴, ۲)

دی·ر روش های با مقایسه ۵ .۳

دارند: را خود ضعف و قوت نقاط کدام هر که کردەاند استفاده متفاوت روش چندین از مقاله این در

بەخوبی جدید مسائل در پایین کران های یافتن برای و است روش انعطاف پذیرترین تابو: جستجوی ●

نیست. تضمین شده موفقیت که معناست این به آن تصادفͬ ماهیت حال، این با ͬ کند. م عمل

کند. تولید را تناوبی ساختار با گراف های تمام ͬ تواند م که است جامعͬ روش چند  چرخشͬ: گراف های ●

ͬ کند. نم پیدا را آن روش این نباشد، چند  چرخشͬ اکسترمال گراف اگر اما

تولید قابل بررسͬ ریاضͬ گواهͬ که است بالا کران های یافتن برای ΁سیستماتی روشͬ پرچم: جبر روش ●

دارد. خاصͬ تنظیمات به نیاز مسئله هر برای و است پیچیده آن پیادەسازی اما ͬ کند. م

(با کند اثبات قطعͬ کاملا́ بەصورت را بالا کران ΁ی ͬ تواند م که است روشͬ تنها بالا: به پایین از تولید ●

ͬ افتد. م کارایی از بزرگتر مقادیر برای بەسرعت اما حالت ها). همەی شمردن

جمͽ بندی ۶ .۳

جدیدی کران های محاسباتͬ، روش های از ترکیبی از استفاده با که کردیم بررسͬ را [۴] مقالەی فصل، این در

است. آورده بەدست چرخ ها و کتاب ها رمزی اعداد برای

افزایش با اخیر سال های در که است رمزی مسائل به محاسبات بر مبتنͬ روی΄رد از نمونەی مقاله این

آنچه مانند نظری روش های که حالͬ در است. گسترش به رو جدید، ال·وریتم های توسعەی و محاسباتͬ قدرت

محاسباتͬ روش های ͬ دهند، م ارائه کامل ͅ های پاس گراف ها از وسیعͬ ردەهای برای دیدیم، [۵] قبل فصل در

مؤثرند. بسیار ،΁کوچ مقیاس های در بەویژه خاص، گراف های برای رمزی اعداد دقیق مقادیر یافتن برای
28Paley
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