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قدردانی

اوست از عالم همه که عالم همه بر عاشقم ازاوست خرم جهان که ازآنم خرم جهان به
اوست از غم کاین آن شادی بده باده ساقیا دارد تفاوت چه عارف بر شادی و غم

می رود فرو که نفسی هر نعمت. مزید اندرش شکر به و است قربت موجب طاعتش که عزوجل را خدای منت
شکری نعمتی هر بر و است موجود نعمت دو نفسی هر در پس ذات. مفرح آید، برمی چون و است حیات ممد

واجب.
پدر، می نمایم. تقدیم زندگیم همراهان مهربانترین را پایان نامه این تواضع، و اخلاص غایت از و وجود همه با

است. بوده من وجود گرمابخش همواره حضورشان که عزیزم برادر و مادر
آموزنده و ارزشمند بی دریغ، زحمات از فروتنانه آورده، جای به را اخلاق و ادب رسم می دانم لازم خود بر
تجربیات، و دانش انتقال در ایشان سخاوتمندی و صدر سعه نمایم. قدردانی و تشکر هاشمی، دکتر آقای جناب
مرهون را، پایان نامه این علمی غنای یقیناً است. داشته پایان نامه این پیشبرد در بی بدیل نقشی و است ستودنی

هستم. پایان نامه هفتگی جلسات و ایشان درسی کلاس های
به و اصفهان صنعتی دانشگاه محترم اساتید از را خویش قدردانی و سپاس مراتب فروتنی، رسم به و پایان در
این و کرد هموار من بر را آموختن مسیر درسشان، کلاس که عزیزانی می دارم. اعلام ریاضی، علوم دانشکده ویژه

عزیزان. این ارزنده زحمات به نهادن ارج راستای در ناقابل است پیشکشی پایان نامه،

علوی سیدمهریار



چکیده

دیدگاه از دیفرانسیل معادلات مطالعه به که است ریاضیات علم در نوظهور شاخه های جمله از دیفرانسیلی جبر
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است. فیزیک جمله از پایه علوم و ریاضیات شاخه های سایر با قوی ارتباطی پل یک برقراری کننده تضمین و

تقسیم شبه گربنر، پایه ریت، دیفرانسیلی،جبر ایده ال دیفرانسیلی، میدان دیفرانسیلی، حلقه کلیدی واژگان



مطالب فهرست

۳ پیشگفتار

۵ نیاز مورد جبری مقدمات :۱ فصل
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی و جبری ساختارهای برخی با آشنایی ۲ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه ۱ .۲ .۱
۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده آل ۲ .۲ .۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان ۳ .۲ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوتری حلقه های ۴ .۲ .۱
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگونا ۵ .۲ .۱
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت قضایای ۳ .۱
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تک جمله ای ترتیب ۴ .۱
۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقسیم الگوریتم ۵ .۱
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقسیم شبه الگوریتم ۶ .۱
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه مجموعه ۷ .۱
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی قضایای خودکار اثبات ۸ .۱
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی جبر ۹ .۱
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گربنر پایه ۱۰ .۱
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گربنر پایه کاربردهای برخی ۱۱ .۱
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حذف نظریه ۱ .۱۱ .۱

آ



مطالب محاسباتیفهرست دیفرانسیلی جبر بر مقدمه ای

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده آل یک رادیکال به تعلق ۲ .۱۱ .۱
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده آل سازی اشباع ۳ .۱۱ .۱

۴۱ دیفرانسیلی جبر در اساسی مفاهیم :۲ فصل
۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۲
۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی جبر پیشینه ۲ .۲
۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی حلقه های ۳ .۲
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری ساختار مشتق ۱ .۳ .۲
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی حلقه ۲ .۳ .۲
۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی حلقه توسیع ۴ .۲
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی میدان ۵ .۲
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی ایده آل های ۶ .۲
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های تجزیه ۷ .۲

۶۷ دیفرانسیلی چندگوناهای و چندجمله ای  حلقه های :۳ فصل
۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳
۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی حلقه های همریختی ۲ .۳
۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی چندگونای ۳ .۳
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی مشخصه مجموعه ۴ .۳
۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی تقسیم شبه ۵ .۳
۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریت-رادنباش اساسی قضیه ۶ .۳
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی ایده آل تجزیه ۷ .۳
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی جبر در الگوریتم ها ۸ .۳
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی چندجمله ای های ترتیبی خوش ۱ .۸ .۳
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیزیک در کاربرد ۲ .۸ .۳

۹۶ دیفرانسیلی هندسه-جبر نامه واژه :۴ فصل

ب



محاسباتی دیفرانسیلی جبر بر مطالبمقدمه ای فهرست

۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی جبر در ایده آل-چندگونا ۲ .۴
۱۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی صفرسازهای ۳ .۴
۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی چندگونای ناپذیر تحویل تجزیه ۴ .۴
۱۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری دیفرانسیل معادله یک اجزای ۵ .۴

۱۰۷ دیفرانسیلی میدان های توسیع :۵ فصل
۱۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۵
۱۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان روی مشتق توسیع ۲ .۵
۱۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی اولیه عنصر قضیه ۳ .۵
۱۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعالی دیفرانسیلی پایه ۴ .۵
۱۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت تابع ۵ .۵
۱۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی چندگوناهای در کاربردها ۶ .۵

۱۲۹ مقدماتی توابع برای نمادین انتگرال گیری :۶ فصل
۱۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۶
۱۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی توابع برای نمادین انتگرالگیری ۲ .۶
۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل قضیه ۳ .۶
۱۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل قضیه کاربردهای ۴ .۶

۱۴۵ کتاب نامه

دوم انگلیسی به فارسی واژه نامهٔ

نهم فارسی به انگلیسی واژه نامهٔ

پ



پیشگفتار

ابتدای تعاریف، و قضایا ارائه با مسیر، این در است. پرداخته دیفرانسیلی جبر تشریح به فصل ۶ در نامه پایان این
این ارائه هستند. کامپیوتر علوم و خطی جبر هندسه، جبر، از برگرفته عمدتاً مفاهیم این می پیماییم. را خود راه
ختام حسن عنوان به و برساند یاری کاربردی اهداف پیشبرد در را ما می تواند که است ابزارهایی مثابه به مفاهیم،

است. شده مطرح نامه پایان این در
به بتوانند که آنان برای است کوتاهی آشنایی و آموخته اند پیشتر که آنان برای است یادآوری به نخست فصل
جبرخطی و جبری هندسه جبر، مفاهیم از مقدماتی فصل، این در واقع در کنند. پیدا ورود پایان نامه فصل های سایر

شد. خواهد دنبال ادامه در ضروری مطالب عنوان به آن مطالب و است شده مطرح
مفاهیمی و شکل می گیرد دیفرانسیل و جبر بین اتصال که است آنجایی ریاضیات، از شاخه این آغاز نقطه
این بررسی به دوم فصل می شوند. تعریف دیفرانسیلی میدان و دیفرانسیلی ایده آل دیفرانسیلی، حلقه همچون،
در موجود قضایای که است سؤال این پاسخگوی نهایت در و می پردازد قضایا قالب در آنها بین ارتباط و تعاریف

می رسد. ارث به دیفرانسیلی جبر در اساسی چه بر کلاسیک، جبر
تعلق می کنیم. شروع دیفرانسیلی چندگونای و دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه معرفی با را سوم فصل
مجموعه ای با متناهی مجموعه ای کردن جایگزین و دیفرانسیلی مشخصه مجموعه معرفی طریق از ایده آل، به
پرداخت. خواهیم آن به فصل این در که است مواردی جمله از دیفرانسیلی، چندجمله ای های دستگاه از نامتناهی
خواهیم فیزیک دنیای از مثال ها برخی حل به الگوریتمیک، نگاهی با که است آنجایی فصل، این برجسته قسمت

شود. استشمام نیز، موضوع کاربرد بوی و رنگ تا پرداخت
ما رهیافت این بود. خواهد توجهات کانون در دیفرانسیلی چندگونای و دیفرانسیلی ایده آل چهارم، فصل در
فرم در هیلبرت صفرساز قضایای به پرداختن سپس ساخت. خواهد رهنمون توپولوژیک فضای یک تعریف به را
در می کند. برقرار دیفرانسیل و هندسه و جبر بین پلی که گونه ای به گرفت خواهد قرار کار دستور در دیفرانسیلی
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کرد. خواهیم بررسی و مطالعه دیفرانسیلی چندگونای تجزیه نهایت
دیفرانسیلی پایه  خطی، جبر از برگرفته رهیافتی با و پرداخت خواهد دیفرانسیلی میدان های بسط به پنجم فصل
دیفرانسیلی چندگوناهای در مفهوم این بردن کار به با کرد. خواهیم معرفی زمینه این در مهم ابزاری عنوانی به را
دستگاه همان دیفرانسیلی چندگونای چراکه بود، خواهند کاربردی مهم و مفید ابزار پایه ها این که دید خواهیم

است. دیفرانسیلی معادلات
با فصل، این در است. شده افزوده آن کاربردی وزن بر و کاسته پایان نامه تئوری وزن از تدریجاً ششم فصل در
لگاریتمی و مثلثاتی توابع جمله از مقدماتی توابع روی بر را آنها اثر دیفرانسیلی، جبر مقدماتی مفاهیم برخی بسط
دیفرانسیلی جبر مفاهیم از استفاده با را میدان یک روی عنصر یک بودن جبری مفهوم سپس کرد. خواهیم بررسی
آن متنوع کاربردهای بررسی به مثال، چند ارائه و لیوویل قضیه معرفی با آن از پس و داد خواهیم تعمیم مقدماتی

پرداخت. خواهیم

۴



۱ فصل

نیاز مورد جبری مقدمات

معرفی یک با و خلاصه صورت به را آتی فصل های در نیاز مورد مفاهیم از برخی تا هستیم آن بر فصل، این در
نیازی که طوری به باشد ساده دانشجویان از دسته ای برای است ممکن مفاهیم این از برخی کنیم. بیان مختصر
با دانشجو که صورتی در ولی کرد گذر قسمت هایی چنین از می توان شرایط این در باشند. نداشته آن مطالعه به
تنها مطالب، از برخی اینکه ضمن کند. مطالعه را فصل این که می شود پیشنهاد نیست، آشنا مفاهیم این از برخی

است. [۱ ،۲ ،۵ ،۹ ،۱۰ ،۱۱] شده، گرفته کار به فصل این در که منابعی مهمترین دارد. یادآوری جنبه

مقدمه ۱ .۱

دنبال به و حلقه معرفی مفاهیم، این جمله از می پردازیم. کلاسیک جبر مفاهیم برخی مرور به ابتدا فصل این در
خواهد چندمتغیره و متغیره تک جمله ای های چند حلقه های آنها مهمترین که است خاص حلقه چند معرفی آن
ضروری نکته این به توجه شد. خواهند معرفی فصل این در که است دیگری مفاهیم جمله از میدان و ایده آل بود.
را خواننده که گونه ای به بود، خواهد دیفرانسیلی جبر آموزه های راستای در ، تعاریف این همه گیری جهت که است
زیادی بسیار اهمیت و است جبری هندسه از برگرفته که بعدی مهم مفهوم سازد. آماده بعد فصل های به ورود برای
چندجمله ای چندجمله ای، ترتیب است. چندگونا دارد، آن با مرتبط اساسی قضایای و دیفرانسیلی جبر توسعه در
عنوان به تقسیم الگوریتم سپس هستند. فصل این در شده معرفی مفاهیم دیگر از جبری میدان توسیع روی کمینه
می شود. معرفی الگوریتمیک فرآیند یک عنوان به تقسیم شبه و معرفی مبحث، این در اساسی پایه های از یکی

۵



نیاز مورد جبری مقدمات :۱ محاسباتیفصل دیفرانسیلی جبر بر مقدمه ای

ابزار یک مانند به که است جبری پایه ای مفاهیم دیگر از دیگر، حلقه در حلقه یک جانشانی و شده، اشباع ایده آل
بنیادین قضایای از یکی عنوان به ، ۱ هیلبرت صفرساز قضایای نهایت در شد. خواهد استفاده پایان نامه این ادامه در

شد. خواهد معرفی شاخه این در

هندسی و جبری ساختارهای برخی با آشنایی ۲ .۱

ایده آل، حلقه، است. ناپذیر اجتناب امری بعدی، مباحث به ورود جهت هندسی، و جبری مفاهیم برخی با آشنایی
تعاریف این از که نیازی مورد مفاهیم آن، دنبال به و شد خواهند معرفی که هستند مفاهیمی عمده چندگونا و میدان

بود. خواهد رشته این سرآغاز حلقه، با آشنایی شد. خواهند بیان می گیرند؛ سرچشمه

حلقه ۱ .۲ .۱

می گیرد. قرار استفاده مورد مبحث این در دیگری مفهوم هر از بیش و است کلاسیک جبر در آشنا مفهومی حلقه
حلقه آنها مهمترین که شویم آشنا جدیدتری مفاهیم با آنکه برای است مقدمه یک مفهومی چنین معرفی واقع در
اما هستند. متغیره چند چندجمله ای های حلقه و متغیره تک چندجمله ای های حلقه قسمت، خارج حلقه تقسیم،

باشیم. داشته حلقه مفهوم بر مروری ابتدا این از پیش

و + جمع عمل دو به که گرفت نظر در ناتهی مجموعه ای صورت به می توان را حلقه (حلقه). ۱ .۲ .۱ یف تعر
برآورده را زیر شرط سه هرگاه گوییم حلقه یک را (R,+, ∗) نماد صورت، این در باشد. شده تجهیز ∗ ضرب

سازد:

باشد. برقرار a+ b = b+ a رابطه a, b ∈ R هر به ازای یعنی باشد، ۲ آبلی گروه یک (R,+) .۱

بودن بسته از منظور باشد. داشته را شرکت پذیری و بودن بسته دوخاصیت یعنی باشد، نیم گروه یک (R, ∗) .۲
به ازی که معناست بدان شرکت پذیری مفهوم و a ∗ b ∈ R باشیم داشته a, b ∈ R هر به ازی که است آن

باشد. برقرار a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c تساوی a, b, c ∈ R هر
1Hilbert Nullstellensatz
2Abelian Group

۶
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این باشد. برقرار ارتباطی آن ها بین تا است لازم و باشند مستقل هم به نسبت نباید حلقه جمع و ضرب .۳
می کنیم: معرفی زیر صورت به و پخشی خاصیت عنوان تحت را ارتباط

(1) ∀a, b, c ∈ R a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c,

(2) ∀a, b, c ∈ R (b+ c) ∗ a = b ∗ a+ c ∗ a.

می دهیم. نمایش R نماد با را (R,+, ∗) حلقه نوشتار، در سهولت منظور به .۱ .۲ .۱ تذکر

که مفهوم بدان بدهد، آبلی نیم گروه یک تشکیل (R, ∗) که است آن تعریف، این در مدنظر جابجایی حلقه
عنصر وجود مثل گروه، ویژگی های سایر به نیازی و باشد برقرار پذیری شرکت و بودن بسته خاصیت است کافی
صورت به که است متداول ضرب و جمع با صحیح اعداد حلقه زمینه، این در آشنا مثال نیست. وارون عنصر و خنثی
همواره a, b ∈ R هر به ازی که معناست بدان (R, ∗) نیم گروه بودن آبلی ویژگی می شود. داده نمایش (Z,+, ∗)

ادامه در می نامیم. جابجایی حلقه یک را حلقه ای چنین صورت، این در باشد. برقرار a ∗ b = b ∗ a عبارت
داشت. خواهند دیفرانسیلی جبر حوزه در زیادی بسیار وزن حلقه ها این که دید خواهیم

عبارت a ∈ R هر به ازی که طوری به باشد داشته وجود حلقه در c مانند عنصری که صورتی در همچنین
را حلقه ای چنین می دهیم. نمایش ۱ نماد با و می نامیم حلقه، یکِ را c عنصر باشد، برقرار a ∗ c = c ∗ a = a

می نامیم. یکدار حلقه

می دهیم. نمایش ab با را a ∗ b نماد بعد، به این از نوشتار، در سهولت منظور به .۱ .۲ .۱ نمادگذاری

است ممکن نیست. یک عدد معنای به و است نماد یک تنها ۱ که است ضروری و لازم نکته این به توجه
جمع با ماتریس ها حلقه در ولی است نوع این از صحیح اعداد حلقه باشد. ۱ عدد همان حلقه، یکِ حلقه ای در
متداول، ضرب و جمع عملیات به مجهز صحیح اعداد است. همانی ماتریس حلقه، یکِ شده، شناخته ضرب و

است. یکدار و جابجایی حلقه یک از نمونه ای

یکدار و جابجایی حلقه های روی بر را خود تمرکز پایان نامه، این در شده مطرح مباحث تمام در .۲ .۲ .۱ تذکر
مگر است؛ ۱ یکِ عنصر با یکدار جابجایی حلقه مطالعه، مورد حلقه فرض، پیش صورت به و می کنیم معطوف

شود. ذکر آن خلاف آنکه

۷
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آموزه های همه پایه و اساس که می پردازیم حلقه هایی بررسی و مطالعه به شدیم، آشنا حلقه مفهوم با که حال
چند چندجمله ای های حلقه و متغیره تک چندجمله ای های حلقه حلقه ها، این بود. خواهد پایان نامه این در آتی

هستند. دیفرانسیلی جبر و جبری هندسه آموزه های در درس نخستین که هستند متغیره

حلقه صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض متغیره). تک چندجمله ای های (حلقه ۲ .۲ .۱ یف تعر
می کنیم: تعریف زیر صورت به و می نامیم R از ضرایب با متغیره تک چندجمله ای های حلقه R[x]

R[x] = {a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n | n ∈ N, ai ∈ R}.

ویژگی های تمام نماییم، تجهیز R حلقه ضرب و جمع با را R[x] که صورتی در که می شود داده نشان سادگی به
یک ساده، زبان به یا و متغیره» تک «چندجمله ای یک را f(x) ∈ R[x] دلخواه عنصر هر است. برقرار حلقه
یک می دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد بیشتری دقت با را چندجمله ای این اکنون می نامیم. «چندجمله ای»
بگیرید. نظر در an 6= ۰ شرط با را f(x) =∑n

k=۰ aix
i = a۰ + a۱x+ · · ·+ anx

n شکل به جمله ای چند
صورت به و می نامیم f چندجمله ای درجه nرا و پیشرو جمله را an ∈ R ثابت، جمله را a۰ ∈ Rصورت این در
K عناصر درجه که گفت می توان a۰ ∈ K که آنجایی از و درجه تعریف طبق می دهیم. نمایش deg(f) = n

است. صفر با برابر همواره

می گیریم. نظر در −∞ یا −۱ با برابر را صفر درجه .۱ .۲ .۱ قرارداد

دو جابجایی و ضرب و جمع در تأثیری و است صوری متغیر یک x متغیر f(x) تعریف در .۳ .۲ .۱ تذکر
شود. جابجا R حلقه عناصر با می تواند متغیر، این واقع در ندارد. چندجمله ای

با صورت این در است. حلقه یک R کنیم فرض متغیره). چند چندجمله ای های (حلقه ۳ .۲ .۱ یف تعر
خواهیم متغیر دو با حلقه ای S[y] حلقه تعریف با داشت. خواهیم S نام به جدیدی حلقه S = R[x] قراردادن
به آن جملات از هریک و می دهیم نمایش R[x, y] با و می نامیم متغیر دو با چندجمله ای حلقه را آن که داشت
متغیر n به مذکور حلقه استقرایی، صورت به فرآیند این تکرار با است. f(x) =

∑n
i=۰
∑m

j=۰ rijx
ixj فرم

صورت به که داشت خواهیم را متغیره» چند چندجمله ای های «حلقه صورت این در و کرد خواهد پیدا گسترش
می شود. داده نمایش R[x۱, . . . , xn]

۸
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ایده آل ۲ .۲ .۱

شد. داده توسعه و تعریف ۱۸۷۱ سال در ۳ ددکیند ریچارد آلمانی ریاضیدان توسط بار اولین برای آل ایده مفهوم

باشد. مشخص ویژگی های دارای که است جبری حلقه یک از ناتهی زیرمجموعه ای کلاسیک، جبر در ایده آل،
این در است. صحیح اعداد حلقه در عدد، یک مضارب مجموعه می شناسیم، که ایده آل هایی شده ترین شناخته

هرگاه: می دهیم نمایش I / R نماد با و می نامیم R حلقه از ایده آل یک را I ⊆ R صورت

(1) 0 ∈ I,

(2) ∀f, g ∈ I ⇒ f + g ∈ I,

(3) ∀r ∈ R, ∀f ∈ I ⇒ rf ∈ I.

می کنند. ذکر I بودن ناتهی عنوان تحت را اول شرط منابع، از برخی در .۴ .۲ .۱ تذکر

صورت به را H توسط شده تولید ایده آل باشد. R از ناتهی زیرمجموعه یک H کنیم فرض .۴ .۲ .۱ یف تعر
اثبات می توان می دهیم. نمایش 〈H〉 نماد با و می کنیم تعریف باشند، H شامل که R ایده آل های همه اشتراک

است: زیر صورت به آن نمایش و می شود شامل را H که است R ایده آل کوچکترین 〈H〉 که کرد

〈H〉 = {
k∑

i=۱
rihi | k ∈ N, r۱, . . . , rk ∈ R, h۱, . . . , hk ∈ H}.

یکدیگر در یا و جمع یکدیگر با را حلقه یک ایده آل های می توان ایده آل ها). ضرب و (جمع .۵ .۲ .۱ یف تعر
صورت به ایده آل دو جمع حاصل باشند. حلقه این از ایده آل دو J و I و حلقه یک R کنیم فرض نمود. ضرب

می شود. تعریف I.J = 〈ab | a ∈ I, b ∈ J〉 صورت به ضربشان حاصل و I + J = 〈I ∪ J〉

۴ .۲ .۱ تعریف به توجه با و I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J} که می شود ثابت فوق، تعاریف به توجه با
.I.J = {

∑n
k=۱ aibi | n ∈ N, ai ∈ I, bi ∈ J} که می شود ثابت

این در می شوند. گرفته کار به و معرفی مبحث یک سطح و کاربرد به بسته که دارند گوناگونی انواع ایده آل ها
می نماییم. اشاره آن ها از معدودی تعداد به دیفرانسیلی، جبر نیاز به توجه با درس،

3Richard Dedekind
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را I صورت این در باشند. حلقه این از ایده آل یک I و حلقه یک R کنیم فرض سره). (ایده آل ۶ .۲ .۱ یف تعر
نمایش I ⊊ R با را سره ایده آل ادامه در .۱ 6∈ I معادل طور به یا I ⊊ R یا I 6= R هرگاه گوییم، سره ایده آل

است. کافی ایده آل یک بودن سره برای آنها از یکی وقوع و یکدیگرند معادل شرط سه هر واقع در می دهیم.

باشند، حلقه این از ایده آل دو J و I اگر باشد. حلقه Rیک کنیم فرض قسمتی). خارج (ایده آل ۷ .۲ .۱ یف تعر
می کنیم. تعریف I : J = {f ∈ R | fJ ⊂ I} صورت به را J بر I قسمت خارج

فرض چیست؟ ایده آل یک اشباع که ببینیم می خواهیم شویم. آشنا جدیدی مفهوم با تا داریم آن قصد اکنون
تقسیم حاصل صورت، این در ،f ∈ J اگر باشد. حلقه این از ایده آل دو I, J / R و دلخواه حلقه یک R کنیم
از .I ⊆ I : f که است مشخص کاملاً تعریف این از I : f = {g ∈ R | gf ∈ I} صورت به را f بر I
به دارد. را ایده آل تعریف در مذکور شرط سه هر یعنی هست. نیز ایده آل یک که می شود ثابت سادگی به طرفی
فرآیند، این متوالی تکرار با می کنیم. تعریف I : f۲ = {g ∈ R | gf۲ ∈ I} صورت به را I : f۲ مشابه طور
به توجه با داشت. خواهیم را مذکور ایده آل های از I ⊆ I : f ⊆ I : f۲ ⊆ · · · شکل به صعودی زنجیر یک

کرد. تعریف نیز I : f∞ =
⋃∞

i=۰ I : f i صورت به را اشباع ایده آل می توان ایده آل ها، این صعودی زنجیر فرم

ایده آل دیگر، عبارت به باشد. برابر خود ایده آل اشباع با که است ایده آلی شده). اشباع (ایده آل ۸ .۲ .۱ یف تعر
.I = I : f∞ هرگاه گوییم اشباع را I

اگر a, b ∈ R هر به ازی و باشد سره هرگاه گوییم اول را R حلقه از I ایده آل اول). (ایده آل ۹ .۲ .۱ یف تعر
.b ∈ I یا a ∈ I آنگاه ab ∈ I

اگر a, b ∈ R هر به ازی و باشد سره هرگاه گوییم اولیه را R حلقه از I ایده آل اولیه). (ایده آل ۱۰ .۲ .۱ یف تعر
.bs ∈ I که باشد موجود چنان s > ۰ طبیعی عدد یا a ∈ I آنگاه ab ∈ I

ایده آل هر برای و باشد سره هرگاه گوییم، ماکزیمال Rرا حلقه از I ایده آل ماکزیمال). (ایده آل ۱۱ .۲ .۱ یف تعر
ایده آل هیچ زیرمجموعه که است ماکزیمال ایده آلی ساده، بیان به .I = J آنگاه I ⊆ J اگر ،R از J مانند سره

نباشد. دیگری سره
√
I = {f ∈ R | ∃n ∈ N, fn ∈ I} صورت به I ⊂ R مانند سره ایده آل یک رادیکال .۱۲ .۲ .۱ یف تعر

می شود. تعریف

۱۰
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یعنی باشد، برابر خود رادیکال با ۱۲ .۲ .۱ تعریف طبق که است ایده آلی رادیکال). (ایده آل ۱۳ .۲ .۱ یف تعر
.I =

√
I باشیم داشته

Λ ⊂ Nn fکه =
∑

(i۱,...,in)∈Λ ai۱,...,inx
i۱
۱ . . . xin

n چندجمله ای همگن). (چندجمله ای ۱۴ .۲ .۱ یف تعر
باشیم داشته Λ در (i۱, . . . , in) هر برای هرگاه گوییم، همگن چندجمله ای یک را ai۱,...,in ∈ K و متناهی

.i۱ + · · ·+ in = deg(f)

مجموعه یک I هرگاه گوییم همگن را I ⊂ R = K[x۱, . . . , xn] ایده آل همگن). (ایده آل ۱۵ .۲ .۱ یف تعر
باشد. داشته همگن چندجمله ای های از مولد

نیست. همگن g = ۲x۴ + x۲y۳ که درحالی است همگن f = x۳ + xyz چندجمله ای .۱ .۲ .۱ مثال
طرفی از .I = 〈x۲, y〉 نوشت می توان زیرا است، همگن ایده آل یک I = 〈x۲ − y, y〉 ایده آل همچنین

هستند. همگن چندجمله ای های g = y و f = x۲

است. همگن نیز، جمله ای تک ایده آل درنتیجه هستند. همگن مقدم، انتفای به تک جمله ای ها همه .۵ .۲ .۱ تذکر

به دارد وجود ارتباطی کلاسیک، جبر در ایده آل ها و حلقه ها بین که است ضروری و لازم نکته این به توجه
می گوید«هرحلقه ما به که دارد وجود قضیه ای اینکه مثال برای می شوند. مربوط هم به قضایا برخی طریق از که طوری
و ادامه در که آنچه است». اول ایده آل یک ماکزیمال، ایده آل «هر اینکه یا است» ماکزیمال ایده آل دارای R یکدار
دیفرانسیلی جبر در مشابه، قضایای و قضایا این آیا که است این شد، خواهد بررسی دوم فصل در مشخص، طور به

خیر؟ یا است برقرار نیز
مجموعه یک عنوان رویRبه ارزی هم رابطه یک باشند. حلقه این از ایده آل یک I و حلقه Rیک کنیم فرض

می دهیم. نمایش a ∼ b نماد با را هم ارزی رابطه این .a− b ∈ I که می کنیم تعریف گونه ای به

تعریف a + I = {a + b | b ∈ I} صورت به را a ∈ R دلخواه عنصر هر همدسته .۲ .۲ .۱ نمادگذاری
می دهیم. نمایش ā یا [a] نماد با کرده،

نمایش R/I نماد با و می نامیم I پیمانه به R قسمتی خارج مجموعه را R همدسته های همه مجموعه
به می توانیم شدیم، آشنا مقدمات این با که حال .R/I = {a+ I | a ∈ R} نوشت می توان بنابراین می دهیم.

بپردازیم. مهم مفهوم یک تعریف
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زیر، ضرب و جمع به که طوری به می گیریم نظر در را R/I مجموعه قسمتی). خارج (حلقه ۱۶ .۲ .۱ یف تعر
باشد. شده مجهز

(1) (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,

(2) (a+ I).(b+ I) = (ab) + I.

به حلقه، این در ضرب و جمع همانی عناصر است. جابجایی حلقه یک ساختار دارای R/I تعاریف، این با
می نامیم. I پیمانه به R قسمتی خارج حلقه را R/I صورت این در است. ۱ + I و ۰ + I ترتیب

می دهیم. داده نمایش ۱ و ۰ با را قسمتی خارج حلقه ضرب و جمع همانی عنصر ادامه، در .۳ .۲ .۱ نمادگذاری

این آینده در که آنچه و مهم نکته اما آموختیم. ایده آل ها پیرامون را جذابی مفاهیم بخش، این از قسمت این تا
این از دیگر قضیه یک و تعریف یک تا داشت خواهد آن بر را ما شد، خواهد مرتبط دیفرانسیلی جبر با پایان نامه

کنیم. دنبال را مبحث

که را اولیه ایده آل های از اشتراک یک باشد. R حلقه ایده آل یک I کنیم فرض اولیه). (تجزیه ۱۷ .۲ .۱ یف تعر
می نامیم. I برای اولیه تجزیه یک باشد، I با برابر

داشته ۱ ≤ i, j ≤ k هر برای هرگاه می نامیم، مینیمال را I =
⋂k

i=۱ Qi اولیه تجزیه که است ذکر به لازم
.I =

⋂
j ̸=i Qj 6⊆ Qi و √Qi 6=

√
Qj باشیم

دارد. مینیمال اولیه تجزیه یک R حلقه از I ایده آل هر لاسکر-نوتر). (قضیه ۱ .۲ .۱ قضیه

نماید. مراجعه [۳] منبع به قضیه، این اثبات کردن دنبال برای می تواند علاقه مند خواننده

میدان ۳ .۲ .۱

الگوریتم معرفی جهت در سودمند ابزاری عنوان به ادامه در که است جهت آن از بخش، این در میدان مفهوم معرفی
می پردازیم. آن ها به ابتدا که داریم مقدماتی مفهوم چند معرفی به نیاز آن از پیش اما شویم. بهره مند آن از تقسیم،

می نامیم صفر علیه مقسوم را a ∈ R عنصر بگیرید. نظر در را R حلقه صفر). علیه (مقسوم ۱۸ .۲ .۱ یف تعر
Z(R) با را R صفر مقسوم علیه های مجموعه .ab = ۰ که طوری به باشد، موجود ۰ 6= b ∈ R عنصر هرگاه

.۰ ∈ Z(R) همواره که است واضح می دهیم. نمایش
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.Z(R) = {۰} همواره که است حلقه ای صحیح دامنه یک صحیح). (دامنه ۱۹ .۲ .۱ یف تعر

عنصری آن، در ناصفر عنصر دو هر ضرب که ناصفری جابجایی حلقه از عبارتست صحیح دامنه ساده بیان به
حداقل، قطعاً باشد، صفر عنصر دو حاصلضرب صحیح، دامنه یک در اگر دیگر، عبارت به شود. صفر مخالف

است. صفر عنصر دو آن از یکی

است. صحیح دامنه نیز R[x] باشد، صحیح دامنه یک R اگر .۱ .۲ .۱ لم

همچون صفر مخالف چندجمله ای های پس نباشد. صحیح دامنه R[x] می کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
توجه با .f.g = ۰ که دارند وجود چنان g = b۰ + b۱x+ · · · + bmx

m و f = a۰ + a۱x+ · · · + anx
n

.a۰b۰ + (a۱b۰ + a۰b۱)x+ · · ·+ anbmx
n+m = ۰ داریم است، شده صفر جمله ای چند دو ضرب اینکه به

ضرایبِ این از یکی باشد. صفر برابر باید ۰ ≤ i ≤ m+n هر به ازای ها xi ضریب که معناست بدان تساوی این
که b۰ 6= ۰ و a۰ 6= ۰ پس هستند، صفر مخالف g و f خلف فرض طبق چون اما ،است. a۰b۰ صفر، با برابر
فرض پس است. صفر مخالف صفر، مخالف عنصر دو ضرب و است دامنه یک R چون است، فرض خلاف

می شود. ثابت حکم و باطل خلف

عبارت به باشد. داشته وارون آن ناصفر عنصر هر که است صحیحی دامنه میدان، یک (میدان). ۲۰ .۲ .۱ یف تعر
زیر شرایط دارای و باشد شده مجهز ∗ ضرب و + جمع عمل دو به که است K مانند مجموعه ای میدان یک دیگر

باشد.

باشد. آبلی گروه یک (K,+) .۱

بدهد. آبلی گروه یک تشکیل نیز، (K \ {۰}, ∗) .۲

است: زیر صورت به پخشی خاصیت از استفاده با حلقه ضرب و جمع بین لازم ارتباط حلقه همانند .۳

∀a, b, c ∈ K a(b+ c) = ab+ ac

پاسخ بسازیم؟ میدان یک حلقه، این از می توانیم آیا که ببینیم می خواهیم باشد. حلقه یک R کنیم فرض
باشند. پذیر وارون همگی صفر جز به که بسازیم طوری را میدان عناصر است کافی کار، این برای است. مثبت
هیچگاه مخرج که طوری به بسازیم، کسر R عناصر از که است آن می شود متبادر ذهن به که راهی ترین ساده

می شود. نامیده کسرها میدان که میدان هاست از جدیدی دسته تعریف سرآغاز ایده این نشود. صفر

۱۳



نیاز مورد جبری مقدمات :۱ محاسباتیفصل دیفرانسیلی جبر بر مقدمه ای

و می دهیم نمایش Frac(R) نماد با توسطRکه شده تولید کسرهای مجموعه کسرها). (میدان ۲۱ .۲ .۱ یف تعر
مجموعه این می شود، داده نشان سادگی به می کنیم. تعریف Frac(R) = {a

b
| a, b ∈ R, b 6= ۰} صورت به

می دهد. میدان یک تشکیل زیر، ضرب و جمع با همراه

a

b
+

c

d
=

a.d+ b.c

b.d

a

b
.
c

d
=

a.c

b.d

قسمتی خارج میدان به مربوط فوق، معادلات از یک هر در چپ سمت ضرب و جمع علامت روابط، این در
دو این است. R حلقه به مربوط معادلات، این راست سمت ضرب و جمع علامت که حالی در است Frac(R)

شود. گرفته نظر در یکسان نباید و دارند یکدیگر به نسبت متفاوتی ماهیت

ساختاری باشد، دامنه یک R اگر که باشیم داشته توجه نکته این به باید کسرها میدان تعریف در .۶ .۲ .۱ تذکر
کسر، ماهیت است. متفاوت تقسیم با کسر می کند. معرفی را R شامل میدان کوچکترین که می کنیم تعریف را
با (a, b), (c, d) ∈ R۲ دلخواه عنصر دو اگر که گونه ای به است R۲ فضای در ارزی هم رابطه یک از برگرفته
صورت به (a, b)هم ارزی کلاس صورت، این در .ad = bc آنگاه b, d 6= ۰ که طوری به باشند رابطه در یکدیگر
سادگی به باشد، دامنه یک R اگر حال می دهیم. نمایش [(a, b)] = a

b
صورت به سهولت برای گاهی و [(a, b)]

است. وارون دارای آن صفر غیر عنصر هر یعنی بود. خواهد میدان یک Frac(R) مجموعه که داد نشان می توان
می نامیم. R کسرهای میدان را میدانی چنین

تقسیم الگوریتم که تقسیم فرآیند دید، خواهیم تفصیل به بعدی بخش که همانطور که است حالی در این
احراز آن، وجود شرط و می شود نامیده اقلیدسی دامنه که است خاص صحیح دامنه یک نیازمند می شود؛ نامیده

می شود. نامیده اقلیدسی ارزیاب تابع که است خاصی ویژگی های با تابع یک
مشابهی مفاهیم تقسیم، و کسر مفهوم صحیح، اعداد حلقه سطح در که کنیم دقت موضوع، این تفهیم جهت
بیان که کنیم دقت باید موضوع شدن روشن برای می شود. مربوط اقلیدسی ارزیاب تابع نوع به آن ریشه و هستند
شناخته مثال نیست. تقسیم معنای به و می نماید معرفی کسرهایR(x)را میدان از عنصری x+۱

x−۱ صورت به عبارتی
Q = {a

b
| a, b ∈ Z, b 6= صورت{۰ به که است صحیح اعداد روی از گویا اعداد ساخت کسرها، میدان شده

می شود. تعریف

نماد با را R = K[x۱, . . . , xn] چندجمله ای حلقه یک توسط شده تولید کسرهای میدان .۴ .۲ .۱ نمادگذاری
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می شود: تعریف زیر صورت به میدانی چنین طبیعتاً می دهیم. نمایش K(x۱, . . . , xn)

K(x۱, . . . , xn) = {f
g
| f, g ∈ K[x۱, . . . , xn], g 6= ۰}

پرداخت. خواهیم مبحث این قضایای در کلیدی بسیار و اساسی مفاهیم از یکی معرفی به بخش، این پایان در

چندجمله ای هر هرگاه می شود نامیده جبری بسته میدان یک K میدان جبری). بسته (میدان ۲۲ .۲ .۱ یف تعر
باشد. داشته K در ریشه یک حداقل K[x] در غیرثابت

که چرا نیست، جبری بسته R آنکه حال و است جبری بسته میدان یک C جبر، اساسی قضیه طبق .۲ .۲ .۱ مثال
ندارد. ریشه R روی x۲ + ۱ = ۰ معادله که حالی در ،f = x۲ + ۱ ∈ R[x]

نوتری حلقه های ۴ .۲ .۱

آلمانی، ریاضی دان نوتر۴ امی خانم افتخار به که هستند حلقه ها از اهمیتی با و خاص نوع نوتری حلقه های
دست به حلقه ها این خاص ویژگی از که است قضایایی پیدایش در حلقه ها این اهمیت است. شده نامگذاری

پرداخت. خواهیم آن به ادامه در و است آمده

از I۱ ⊂ I۲ ⊂ · · · صعودی زنجیر هر هرگاه گوییم نوتری را R حلقه نوتری). (حلقه ۲۳ .۲ .۱ یف تعر
.I۱ ⊂ I۲ ⊂ · · · Is = Is+۱ = · · · که باشد موجود چنان s طبیعی عدد یعنی باشد، ایستا آن، ایده آل های

میدان خود و 〈۰〉 آن، ایده آل های تنها که چرا است؛ میدان پیرامون تعریف، این نتایج بدیهی ترین از یکی
است. نوتری حلقه یک میدان، هر نتیجه، در و می دهد ایستا صعودی زنجیر یک تشکیل پس است.

این ارائه از هدف هستند. اهمیت حائز و کاربردی بسیار که می پردازیم حلقه ها این مهم ویژگی چند به اکنون
حلقه هاست. نوع این ویژگی های مهمترین با آشنایی قضایا،

است. نوتری اصلی، ایده آل دامنه هر .۲ .۲ .۱ لم

باشد. R ایده آل های از صعودی زنجیر یک I۱ ⊂ I۲ ⊂ · · · و اصلی ایده آل دامنه یک R کنیم فرض اثبات.
I که دید خواهیم ساده بررسی یک با هستند، زنجیر صورت به ها Ii که آنجایی از .I =

⋃∞
i=۱ Ii می دهیم قرار

4Emmy Noether
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از اجتماعی I چون .I = 〈a〉 که طوری به است؛ موجود a ∈ I مانند عنصری پس است. R در ایده آل یک نیز
طوری به دارد؛ وجود i مثبت و صحیح عدد که گرفت نتیجه می توان پس است، صعودی زنجیر یک ایده آل های

است. نوتری حلقه یک R نتیجه در و I = 〈a〉 ⊂ Ii = Ii+۱ = · · · که

شود. تولید عنصر متناهی تعداد توسط آن، ایده آل هر اگر، تنها و اگر است نوتری حلقه یک .۱ .۲ .۱ گزاره

در را a۱ ∈ I پس ،I 6= ∅ چون باشد. آن ایده آل یک I ⊂ R و نوتری حلقه یک R کنیم فرض (⇐) اثبات.
حال دارد. وجود a۲ = I\〈a۱〉 صورت، این غیر در می شود. اثبات حکم آنگاه ،I = 〈a۱〉 اگر می گیریم. نظر
روند این اگر می دهیم. ادامه خلف، برهان ایده با را اثبات اکنون می شود. ثابت حکم هم باز ،I = 〈a۱, a۲〉 اگر
نوتری یعنی مسئله، فرض با تناقض در که نیست ایستا 〈a۱〉 ⊊ 〈a۱, a۲〉 ⊊ · · · صعودی زنجیر نشود، متوقف

می شود. اثبات حکم و باطل ایده آل) لبودن مولد (نامتناهی خلف فرض پس است. بودن
می شود. تولید عضو، متناهی تعداد توسط R حلقه از ایده آل هر که می گذاریم آن بر را فرض اکنون (⇒)

ایده آل های از صعودی زنجیر یک I۱ ⊂ I۲ ⊂ · · · کنیم فرض است. نوتری حلقه این کنیم ثابت می خواهیم
نیز I که دید خواهیم ساده بررسی یک با هستند، زنجیر صورت به ها Ii که آنجایی از .I =

⋃∞
i=۱ Ii و باشد R

می شود. تولید a۱, . . . , ak مانند عضو متناهی تعدادی توسط I فرض، طبق طرفی، از است. R در ایده آل یک

.Ij = Ij+۱ = · · · پس .I = Ij نتیجه در و a۱, . . . , ak ∈ Ij که است موجود j اندیس I تعریف به توجه با
است. مسئله حکم به رسیدن و R حلقه بودن نوتری معنای به این و

است. نوتری نیز R[x] آنگاه باشد، نوتری حلقه یک R اگر هیلبرت). پایه ای (قضیه ۲ .۲ .۱ قضیه

نماید. مراجعه [۵] منبع به قضیه، این اثبات کردن دنبال برای می تواند علاقه مند خواننده

ایده آل بودن مولد متناهی به مربوط که می شویم آشنا قضیه این از دیگری شکل با ۳ .۱ قسمت در .۷ .۲ .۱ تذکر
حلقه هاست. از نوع این

نوتری حلقه می توان هم دیفرانسیلی جبر در آیا که است این کرد، خواهیم دنبال رو پیش فصل های در که آنچه
۳ فصل پایان در را سؤال این پاسخ است. برقرار فوق قضایای نیز، دیفرانسیلی جبر در آیا اینکه و کرد؟ تعریف

یافت. خواهیم
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چندگونا ۵ .۲ .۱

چندگونا با بار این است، بوده جبری مفاهیم نظر، مورد مفاهیم و آموخته ایم فصل این در کنون تا که آنچه خلاف بر
۵می پردازیم. آفین فضای تعریف به چندگونا مفهوم با آشنایی از پیش است. هندسی مفهوم یک که می شویم آشنا

به K روی بعدی n آفین فضای . n ∈ N و باشد میدان یک K کنیم فرض آفین). (فضای ۲۴ .۲ .۱ یف تعر
می شود. تعریف Kn = {(a۱, . . . , an) | a۱, . . . , an ∈ K} صورت

صورت این در می گیریم. نظر در را K = R حالت یعنی حقیقی اعداد میدان آفین، فضای از مثالی برای
بسیاری و توپولوژی ریاضی، آنالیز جبرخطی، دیفرانسیل، حساب در که می آوریم دست به را Rn آشنای فضای
می نامیم آفین صفحه را K۲ و آفین خط را K۱ = K کلی حالت در می خورد. چشم به ریاضی شاخه های از
فضای به چندجمله ای ها چگونه که دید خواهیم ادامه در می آید. دست به آفین خطوط دکارتی حاصلضرب از که
که است تابع یک f ∈ K[x۱, . . . , xn] مانند جمله ای چند یک که است آن کلیدی ایده می شوند. تبدیل آفین
جبر بین پیوند که است چیزی همان تابع، یک عنوان به چندجمله ای یک گرفتن نظر در توانایی .f : Kn → K

می نهد. بنا را جبری هندسه پایه های ساخته، محقق را هندسه و

چندجمله ای. معادلات دستگاه یک جواب های از عبارتست آفین چندگونای آفین). (چندگونای ۲۵ .۲ .۱ یف تعر

می دهیم. نمایش V (f۱, . . . , fk) نماد با را


f۱(a۱, . . . , an) = ۰

...

fk(a۱, . . . , an) = ۰

دستگاه نظیر چندگونای پس

دسته از توابعی نمی توانند fi بدانیم که است سبب آن از معادلات بودن چندجمله ای کید تأ بر لزوم .۸ .۲ .۱ تذکر
باشند. آن امثال و لگاریتمی توابع مثلثاتی، توابع

دستگاه یک ما معادلات دستگاه که صورتی در و باشد غیرخطی یا خطی می تواند معادلات دستگاه این
نقطه تعدادی همواره چندگونا حاصل داشت. خواهیم دیفرانسیلی چندگونای یک باشد، دیفرانسیلی معادلات
صورت این در که باشد نداشته جواب دستگاه یک است ممکن می دانیم، قبلی آموخته های از که همانطور است.
است ممکن و می دهد دست به را نقاط از نامتناهی یا متناهی مجموعه دیگر حالت در و V (f۱, . . . , fk) = ∅

5Affine Space

۱۷



نیاز مورد جبری مقدمات :۱ محاسباتیفصل دیفرانسیلی جبر بر مقدمه ای

آن، ورودی کنیم نگاه تابع یک شکل به را چندگونا اگر حال، هر در باشد. معین هندسی شکل یک آن حاصل
باشد. نامتناهی یا متناهی است ممکن که است نقاط از مجموعه ای آن خروجی و چندجمله ای ها

I ایده آل ۴ .۲ .۱ تعریف طبق و صورت این در باشند. ایده آل یک مولدهای f۱, . . . , fk که کنیم فرض حال
می رویم. زیر تعریف سراغ به مقدمه، این بیان با نوشت. I = 〈f۱, . . . , fk〉 صورت به می توان را

تک تک آنها، به ازای که نقاطی همه از مجموعه ای از است عبارت ایده آل) یک (چندگونای .۲۶ .۲ .۱ یف تعر
گونه این تعریف این ریاضی بیان مذکور، مولدهای گرفتن نظر در با شد. خواهد صفر با برابر ایده آل مولدهای

.V(I) = V(f۱, . . . , fk) = {(a۱, . . . , an) | ∀۱ ≤ i ≤ k fi(a۱, . . . , an) = ۰} : که بود خواهد
چندگونای است کافی ایده آل، یک چندگونای آوردن دست به برای که بدانیم است لازم عبارت، این تفسیر برای
fiها تک تک وقتی که چرا است؛ واضح و درک قابل کاملاً شهودی لحاظ به تعریف این آوریم. دست به را آن مولد
ما موضوع این شد. خواهد صفر نیز ایده آل به متعلق چندجمله ای های تمام ۴ .۲ .۱ تعریف به توجه با باشد، صفر

است. جبری هندسه در آن بالای اهمیت جمله، از که کرد خواهد رهنمون مهمی رهیافت های به را

هیلبرت قضایای ۳ .۱

مطرح قوی و ضعیف صورت دو در که پرداخت خواهیم هیلبرت صفرساز قضایای معرفی به ابتدا بخش، این در
قضایایی هیلبرت، پایه ای قضیه و دیکسون لم پرداخت. خواهیم دیگر مهم قضیه دو معرفی به آن از پس می شود.

هستند. جبری حلقه یک در ایده آلها بودن مولد متناهی بر مبتنی که هستند
امر، این کند. می برقرار جبر و هندسه بین بنیادین رابطه ای که هستند قضایایی هیلبرت، صفرساز قضایای
دو در قضیه این دارد. اشاره جبر و هندسی ایده های میان ارتباط به و است چندگونا و ایده آل ارتباط از برگرفته
چندگونای که است زمانی به مربوط هیلبرت صفرسازهای ضعیف قضیه است. شده بیان ضعیف و قوی شکل
و هندسه سمت به جبر از طرفه دو حرکتی مسیر بیانگر هیلبرت، صفرسازهای قوی قضیه و باشد تهی ایده آل یک

پرداخت: خواهیم هیلبرت، صفرساز قضایای صورت معرفی به اکنون است. جبر سمت به دوباره بازگشت

R = K[x۱, . . . , xn] جبری، بسته میدان Kیک کنیم فرض هیلبرت). صفرساز ضعیف (قضیه ۱ .۳ .۱ قضیه
.I = R آنگاه ،V(I) = ∅ اگر باشد. حلقه این از ایده آل یک I و متغیره چند چندجمله ای های حلقه
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مثال مطالعه است. اهمیت حائز میدان، بودن جبری بسته که است آن قضیه، این صورت در تأمل قابل نکته
ساخت. خواهد آشکار ما بر را موضوع این زیر،

شرط که یافت خواهیم در I = 〈x۲ + ۱〉 نظرگرفتن در با .R = R[x] و K = R کنیم فرض .۱ .۳ .۱ مثال
است. ضروری فوق، قضیه در K میدان بودن جبری بسته

R = K[x۱, . . . , xn] جبری، بسته میدان یک K کنیم فرض هیلبرت). صفرساز قوی (قضیه ۲ .۳ .۱ قضیه
.I(V(I)) = √

I صورت این در باشد. حلقه این از ایده آل یک I و متغیره چند چندجمله ای های حلقه

و می شویم آشنا آن از خاصی تعمیم با ادامه در که است سو آن از کتاب، از فصل این در موضوع بیان اهیمت
برای که پرداخت خواهیم قضایایی معرفی به اکنون اما می شود. شناخته دیفرانسیلی صفرساز قضایای عنوان تحت
و دیکسون لم خیر؟ یا است مولد متناهی چندمتغیره، جمله ای های چند حلقه ایده آل های که می کند مشخص ما
سراغ به که این از پیش پرداخت. خواهیم آن به بعد قسمت در و است پرسش این پاسخگوی هیلبرت پایه ای قضیه

باشیم: داشته نظر در را زیر نمادگذاری و تعریف تا است لازم برویم، قضیه و لم این

است xα۱
۱ . . . xαn

n صورت به عبارتی x۱, . . . , xn جسب بر تک جمله ای یک جمله ای). (تک ۱ .۳ .۱ یف تعر
می کنیم. تعریف |α| = α۱ + . . .+ αn صورت به را تک جمله ای این درجه .α۱, . . . , αn ∈ N که

که می دهیم نمایش xα نماد با را xα۱
۱ . . . xαn

n تک جمله ای می توانیم بالا تعریف به توجه با .۱ .۳ .۱ نمادگذاری
.α = (α۱, . . . , αn) و x = (x۱, . . . , xn) آن در

در باشد. R در تک جمله ای ایده آل یک I = 〈xα|α ∈ A〉 و A ⊂ Nn کنیم فرض دیکسون). (لم ۱ .۳ .۱ لم
عبارت به .α۱, . . . , αk ∈ A که طوری به نوشت، I = 〈xα۱ , . . . , xαk〉 صورت به می توان را I صورت این

است. مولد متناهی تک جمله ای ایده آل هر که می کند بیان دیکسون، لم دیگر

این از دیگری صورت تا هستیم برآن اکنون شدیم. آشنا هیلبرت، پایه ای قضیه با ۴ .۲ .۱ بخش در این از پیش
است. دیکسون لم تعمیم نوعی، به هیلبرت، پایه ای قضیه از صورت این که دید خواهیم کنیم. مطالعه را قضیه

در باشد. متغیره چند چندجمله ای های حلقه از ایده آل یک I کنیم فرض هیلبرت). پایه ای (قضیه .۳ .۳ .۱ قضیه
است. مولد متناهی I صورت این

نمایید. مراجعه [۵] مرجع به هستید فوق لم و قضیه اثبات یادگیری به علاقه مند که صورتی در
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پایه ای قضیه می دهد، نسبت تک جمله ای ایده آل به را بودن مولد متناهی دیکسون، لم که حالی در .۱ .۳ .۱ تذکر
می داند. مولد متناهی را چندجمله ای ها حلقه در دلخواه ایده آل هر هیلبرت،

تک جمله ای ترتیب ۴ .۱

که می شود انجام گونه ای به همواره تقسیم الگوریتم انجام بگیرید. نظر در را متغیره تک جمله ای چند حلقه یک
به می توان را x۲ + ۱ جمله ای چند مثال، برای می شوند. تقسیم کمتر درجه با جملات بر بیشتر درجه با جملات

کرد: تقسیم x+ ۱ چندجمله ای بر زیر، صورت

x۲ + ۱ = (x− ۱)(x+ ۱) + ۲

توجه تقسیم، این در می نامیم. باقیمانده را ۲ و قسمت خارج را x− ۱ علیه، مقسوم را x+ ۱ مقسوم، را x۲ + ۱
دیگر می شود. انجام متغیره تک چندجمله ای حلقه در تقسیم آنکه نخست است. ضروری و لازم نکته چند به
صفر قسمت خارج بیفتد اتفاق این برعکس که صورتی در است. بیشتر علیه مقسوم درجه از مقسوم درجه آنکه
درجه که است پذیر انجام صورتی در تقسیم پس است. بدیهی فرآیند یک و است یکسان مقسوم با باقیمانده و
چندجمله ای های می توان دیگر، عبارت به است. ترتیب نوعی بیانگر که باشد علیه مقسوم درجه از بیشتر مقسوم،
می گیرند، قرار بالاتری ترتیب در بیشتر درجه با جملات که گونه ای به کرد مرتب آنها درجه حسب بر را متغیره تک

.x۲ + ۱ � x+ ۱ نوشت: می توان یعنی

� کلی ترتیب یک R = K[x۱, . . . , xn] روی تک جمله ای ترتیب یک تک جمله ای). (ترتیب ۱ .۴ .۱ یف تعر
که طوری به است Nn روی

(سازگاری) .α + γ � β + γ آنگاه α � β که α, β, γ ∈ Nn هر برای .۱

(خوش ترتیبی) باشد. � به نسبت ابتدا عضو دارای Nn ناتهی زیرمجموعه هر .۲

ترتیب الفبایی، ترتیب از: عبارتند هستند، هم پرکاربرد بسیار که جمله ای تک ترتیب های مهمترین از نوع سه
پرداخت: خواهیم آن ها معرفی به قسمت این در که مدرج؛ معکوس الفبایی ترتیب و مدرج الفبایی

مؤلفه چپ ترین سمت هرگاه α ≺lex β گوییم .α, β ∈ Nn کنیم فرض الفبایی). (ترتیب ۲ .۴ .۱ یف تعر
باشد. مثبت β − α ناصفر
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این و β �lex α بنابراین .β − α = (۰, ۳, ۲) آن گاه ،β = (۲, ۴, ۷) و α = (۲, ۱, ۵) اگر .۱ .۴ .۱ مثال
x۲y۴z۷ �lex x۲yz۵ داریم K[x, y, z] حلقه در که معناست بدان

هرگاه α ≺dlex β گوییم .α, β ∈ Nn کنیم فرض مدرج). الفبایی (ترتیب ۳ .۴ .۱ یف تعر

|α| =
n∑

k=۱
αk <

n∑
k=۱

βk = |β|

.α ≺lex β آن گاه ،|α| = |β| اگر یا

درحلقه پس .α ≺dlex β آن گاه ،β = (۲, ۴, ۷, ۶) و α = (۲, ۱, ۵, ۸) تعریف به توجه با .۲ .۴ .۱ مثال
.x۲y۴z۷w۶ �dlex x۲yz۵w۸ داریم K[x, y, z, w]

|α| < |β| αهرگاه ≺drl β گوییم .α, β ∈ Nn کنیم فرض مدرج). معکوس الفبایی (ترتیب ۴ .۴ .۱ یف تعر
باشد. منفی β − α ناصفر مؤلفه راست ترین سمت و |α| = |β| یا

بنابراین .α ≺drl β پس .β − α = (۱,−۱, ۰) آن گاه ،β = (۱, ۲, ۵) و α = (۲, ۱, ۵) اگر .۳ .۴ .۱ مثال
.x۲yz۵ ≺drl xy

۲z۵ نوشت می توان K[x, y, z] درحلقه

تقسیم یتم الگور ۵ .۱

عالی ریاضیات به ورود با شده ایم. آشنا آن با تحصیل نخست سال های از که است آن تقسیم الگوریتم آشناترین
قضیه اساس بر آن بررسی و است الگوریتمی فرآیند یک تقسیم، فرآیند که درمی یابیم مباحث، شدن پیشرفته و

می پذیرد. صورت تقسیم الگوریتم

عدد دو n و m کنیم فرض صحیح: اعداد حلقه در تقسیم الگوریتم قضیه تقسیم). یتم (الگور ۱ .۵ .۱ قضیه
m = که طوری به دارند وجود q و r یکتای صحیح اعداد صورت، این در .n 6= ۰ که طوری به باشند صحیح
همچنین می نامیم. n بر m تقسیم باقیمانده را r و قسمت خارج را q صورت این در .۰ ≤ r < |n| و nq + r

می شوند. نامیده علیه مقسوم و مقسوم ترتیب به n و m
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هر با و شرایطی هر تحت آیا است؟ انجام قابل صورتی چه در تقسیم الگوریتم که اینجاست کلیدی سؤال اما
درحلقه های تقسیم خیر.الگوریتم که است این پاسخ رسید؟ تقسیم الگوریتم به می توان ضربی، و جمع و مجموعه
که است پذیر انجام ۶ اقلیدسی دامنه در تنها تقسیم الگوریتم می پردازیم. آن به ادامه در که می شود انجام خاصی

است: زیر صورت به تعریف

اقلیدسی دامنه را R صورت این در باشد. صحیح دامنه یک R کنیم فرض اقلیدسی). (دامنه ۱ .۵ .۱ یف تعر
سازد: برآورده را زیر شرط دو که طوری به باشد موجود f : R \ {۰} → N ∪ {۰} مانند تابعی هرگاه گوییم

(1) ∀ a, b ∈ R \ {0}; f(a) ≤ f(ab)

(2) ∀ a, b ∈ R, b 6= 0∃ q, r ∈ R; a = bq + r, r = 0 or f(r) ≤ f(b)

مناسب ارزیاب تابع بتوان که صورتی در که درمی یابیم تعریف این از می نامیم. اقلیدس ارزیاب تابع را f تابع
ارزیاب تابع که می شود ثابت راحتی به است. انجام قابل دامنه ای چنین در تقسیم بیابیم، را شده اشاره شرایط با
در همچنین است. f(a) = ۱ با برابر میدان ها تمامی برای ،f(n) = |n| با برابر صحیح اعداد حلقه برای
می توان f(h(x)) = deg(h(x)) ارزیاب تابع گرفتن نظر در با صورت این در باشد، میدان یک K که صورتی

گرفت. نظر در اقلیدسی دامنه یک را K[x]

اعداد میدان ،C مختلط اعداد میدان از اعم شده شناخته میدان های تمامی ،Z صحیح اعداد حلقه پس
در تقسیم الگوریتم انجام و هستند اقلیدسی دامنه همگی چندجمله ای ها حلقه ،Q گویا اعداد میدان ،R حقیقی

است. امکان پذیر آنها

تک چندجمله ای های حلقه به را آن می توان و نمی شود محدود سطح این به قضیه این که اینجاست نکته حال
نوع این با صحیح اعداد حلقه تفاوت های به توجه با داد. تعمیم نیز متغیره چند چندجمله ای های حلقه و متغیره
یکتایی در اساسی نکته بود. خواهیم حلقه ها این در تقسیم الگوریتم بیان در اساسی تفاوت های شاهد حلقه ها
چند چندجمله ای های حلقه در تقسیم الگوریتم در باقیمانده یکتایی رفتن دست از که طوری به است؛ باقیمانده

گذاشت. خواهد زمینه این در مطالعه سطح بر عمیقی اثرات متغیره،

f, g ∈ K[x] و میدان یک K کنیم فرض متغیره: تک چندجمله ای های حلقه تقسیم الگوریتم .۲ .۵ .۱ قضیه
که طوری به دارند وجود q, r ∈ K[x] یکتای چندجمله ای های صورت این در .g 6= ۰ و باشند چندجمله ای دو

.deg(r) < deg(g) یا r = ۰ و f = qg + r
6Euclidean Domain
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از بسیاری ریشه که دارد مهمی بسیار تفاوت متغیره چند چندجمله ای های حلقه در تقسیم الگوریتم اما
لزوماً حلقه، این در باقیمانده که است آن مهم تفاوت این می شود. سبب را جبری هندسه شاخه در مطالعات

است. گشوده رشته این دانشمندان روی به را ریاضیات از وسیعی دنیای دریچه های تفاوت این نیست. یکتا

< و متغیره چند چندجمله ای های حلقه R = K[x۱, . . . , xn] و میدان یک K کنیم فرض .۳ .۵ .۱ قضیه
r, q۱, . . . , qk چندجمله ای های صورت این در .f, f۱, . . . , fk ∈ R کنیم فرض باشد. R روی ترتیب یک
توسط r از جمله ای هیچ یا r = ۰ که طوری به f = q۱f۱ + · · · + qkfk + r که طوری به هستند موجود

نمی شود. عاد LT (f۱), . . . , LT (fk)

با حلقه های در موضوع این است. ایده آل به تعلق بررسی تقسیم، الگوریتم مهم کاربردهای از یکی .۱ .۵ .۱ تذکر
پیچیدگی نیست، یکتا آنها در باقیمانده که حلقه هایی در ولی است استنتاج قابل دوطرفه صورت به یکتا باقیمانده
ایده آل به تعلق بررسی در کرد. اقدام پیچیدگی ها این کردن برطرف به نسبت بتوان تا است نیاز ابزاری و دارد خاصی
و است ایده آل به متعلق مقسوم باشد، صفر با برابر باقیمانده هرگاه گفت می توان یکتا، باقیمانده با حلقه های در
برابر ایده آل مولد بر آن تقسیم باقیمانده باشد، ایده آل به متعلق مقسوم تقسیم، فرآیند در اگر که معنا بدان برعکس،
ندارد. ارزشی باقیمانده محاسبه برای و است ایده آل به تعلق بررسی برای قضیه این ارزش البته بود. خواهد صفر

تقسیم شبه یتم الگور ۶ .۱

تا داریم تصمیم قسمت این در است. پذیر امکان اقلیدسی دامنه در تنها تقسیم، الگوریتم تعریف که دانستیم
این باشد. داشته وجود آن تعریف امکان دامنه ای هر در که طوری به دهیم، ارائه را الگوریتم این از تعمیمی
بررسی Z[x] دامنه در را آن از کاربردی نمونه یک بخش این ادامه در و می نامیم تقسیم شبه الگوریتم را الگوریتم
کنیم فرض می بریم. پیش صحیح اعداد حلقه از ابتدا می دهیم. ادامه مثال چند ارائه ضمن را بخش این می کنیم.
ترتیب در روش دو این تفاوت نماییم. تقسیم ۱۰ و ۱۵ به همزمان طور به روش دو به را ۳۲۷۵ عدد بخواهیم
روش شد. خواهد منجر متفاوت باقیمانده های ظهور به تفاوت این که آنجاست توجه جالب نکته است. تقسیم
این در می گیرد. صورت ۱۵ بر تقسیم مجدداً نهایت، در و ۱۰ بر سپس ،۱۵ بر ابتدا تقسیم این که است اینگونه اول

است. صفر با برابر حاصل باقیمانده حالت

۳۲۷۵ = ۲۰۰ ∗ ۱۵ + ۲۷۵ .۱
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۲۷۵ = ۲۰ ∗ ۱۰ + ۷۵ .۲

۷۵ = ۵ ∗ ۱۵ + ۰ .۳

می کنیم: دنبال اینگونه را تقسیم دوم، روش در

۳۲۷۵ = ۳۰۰ ∗ ۱۰ + ۲۷۵ .۱

۲۷۵ = ۱۰ ∗ ۱۵ + ۱۲۵ .۲

۱۲۵ = ۱۰ ∗ ۱۰ + ۲۵ .۳

۲۵ = ۲ ∗ ۱۰ + ۵ .۴

دست یکتا باقیمانده یک به بتوانیم آنکه برای صفر. مخالف دیگری و صفر یکی داریم. باقیمانده دو اکنون
وجود صفر باقیمانده آیا که کند مشخص ما برای حداقل بتواند که رهیافتی داریم. ویژه رهیافتی به نیاز کنیم پیدا
دو رو، پیش مباحث در نمود. تایید را ایده آل به تعلق می توان که است آن در صفر باقیمانده اهمیت خیر. یا دارد
مبحث سراغ به اکنون گربنر. پایه دیگری و مشخصه مجموعه یکی دید. خواهیم را تأمل قابل و متفاوت رویکرد
است. امکان پذیر صورتی چه به صحیح دامنه یک در تقسیم که ببینیم می خواهیم و می رویم بخش این در اصلی

کرد. خواهیم بررسی مثل یک همراه به را مطلب این

تقسیم N = ۴x۲ + ۱ بر را M = ۶x۴ +۴x۲ +۳x می خواهیم بگیرید. نظر در را Z[x] حلقه .۱ .۶ .۱ مثال
سپس و می کنیم ضرب M در را N توان بالاترین ضریب ابتدا که است زیر صورت به تقسیم این روند کنیم.

می کنیم: دنبال زیر صورت به مرحله به مرحله را تقسیم فرآیند

(1) 4M = 24x4 + 16x2 + 12x

(2) 4M = 6x2N + (10x2 + 12x)

(3) M ′ = 10x2 + 12x

(4) 4M ′ = 40x2 + 48x

(5) 4M ′ = 10N + (48x− 10)
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(6) M ′′ = 48x− 10

دارد. نام تقسیم شبه فرآیند این می نماییم. معرفی آن را کمیت های پرداخته، فرآیند این جزییات بررسی به اکنون
نمایش IN با و می نامیم بنیان Nرا علیه مقسوم از پیشرو چندجمله ای ضریب و باقیمانده Mشبه ′′ نهایی باقیمانده
رابطه این در داشت. خواهد IeM = QN + R صورت به کلی فرم تقسیمی، چنین صورت این در می دهیم.
باقیمانده شبه و قسمت خارج شبه ترتیب به R و Q همچنین می شود. نامیده توان شبه و است طبیعی عدد یک e

هستند. یکتا باقیمانده شبه و قسمت خارج شبه مشخص، توان شبه هر به ازای همچنین می شوند. نامیده
پرداخت. خواهیم تقسیم شبه قضیه بیان به بردیم، پی آن ضرورت به تقسیم، شبه از مثالی مشاهده با که اکنون

چندجمله ای S[x]دو به متعلق g و f و جابجایی حلقه Sیک کنیم فرض تقسیم). شبه یتم (الگور ۱ .۶ .۱ قضیه
cl, dm 6= ۰ و g = dmx

m+ · · ·+d۰ ، f = clx
l+ · · ·+c۰ ،m ≥ l که طوری mبه و l درجه با صفر، غیر

که طوری به دارد وجود q, r ∈ S[x] صورت، این در .δ = max{m− l + ۱, ۰} می دهیم قرار باشد. برقرار
در صفر علیه مقسوم یک cl اگر آن بر علاوه .deg(r) < deg(f) آن در که .cδl g(x) = q(x)f(x) + r(x)

هستند. یکتا r و q نباشد، S

و می کنیم بررسی را m < l یعنی پایه حالت ابتدا می کنیم. دنبال m روی استقرا با را قضیه این اثبات اثبات.
می پردازیم. m ≥ l حالت بررسی به سپس

حالت این در .cδl g(x) = ۰.f(x) + g(x) داشت خواهیم نتیجه در و δ = ۰ باشد، m < l وقتی
.r(x) = g(x) و q(x) = ۰

حکم پس است. برقرار mحکم از کوچکتر درجه با g چندجمله ای هر برای که mمی دانیم ≥ lحالت در اما
ĝ := clg−dmx

m−l.f می دهیم قرار مهم، این به دستیابی برای می کنیم. mاثبات درجه با چندجمله ای برای را
و cδ۱

l ĝ = q̂f + r̂ که طوری به دارد وجود S[x] به متعلق r̂ و q̂ گفت می توان استقرا فرض از استفاده با حال
clg−dmx

m−l.f با ĝ جایگذاری با صورت این در .δ۱ = max{m− ۱− l+ ۱, ۰} و deg(r̂) < deg(f)
دیگر طرف از و deg(r̂) < deg(f) که آنجایی از .cδ۱+۱

l g = (q̂ + cδ۱
l dmx

m−l)f + r̂ داشت خواهیم
یافته ایم. دست خود، مطلوب به δ۱ + ۱ = max{m− ۱ − l + ۱, ۰} = max{m− l, ۰}

به cδl g(x) = q۲(x)f(x) + r۲(x) و cδl g(x) = q۱(x)f(x) + r۱(x) کنیم فرض یکتایی، اثبات برای
دیگر، طرف از .(q۱ − q۲)f = r۲ − r۱ داشت خواهیم یکدیگر از رابطه دو تفاضل با .q۱ 6= q۲ که طوری
اخیر، رابطه دو تلفیق از .deg(r۲ − r۱) < deg(f) پس deg(r۲) < deg(f) و deg(r۱) < deg(f) چون
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q۱ − q۲ 6= ۰ و است صفر علیه مقسوم یک cl که آنجایی از اما .deg((q۱ − q۲)f) < deg(f) داشت خواهیم
پیش که است deg((q۱ − q۲)f) < deg(f) با تناقض در که deg((q۱ − q۲)f) ≥ deg(f) داشت خواهیم

آورده ایم. دست به این از

نامیده باقیمانده شبه و قسمت خارج شبه ترتیب به r و q شد، اشاره نیز پیشتر که همانطور .۱ .۶ .۱ نمادگذاری
حلقه در نظر، مورد تقسیم که صورتی در می شوند. داده نمایش Prem(g, f) و Pquo(g, f) نماد با و می شوند
Prem(g, f, xi) و Pquo(g, f, xi) صورت به مفهوم، دو این نمایش پذیرد، صورت چندمتغیره چندجمله ای
همچون دنباله ای کنیم فرض حال می شود. انجام آن به نسبت تقسیم، فرآیند که است متغیری بیانگر xi که است
تقسیمات از حاصل که طوری به rn = g, rn−۱ = Prem(rn, fn, xn), . . . , r۰ = Prem(r۱, f۱, x۱)

با و می نامیم {f۱, . . . , fn} بر g تقسیم باقیمانده شبه را r۰ صورت این در باشد. {f۱, . . . , fn} بر g متوالی
می دهیم. نمایش Prem(g, {f۱, . . . , fn})

می گیریم: نظر در را زیر چندجمله ای های چندجمله ای ها). مثلثی (فرم ۱ .۶ .۱ یف تعر

f۱(u۱, . . . , ud, x۱), f۲(u۱, . . . , ud, x۱, x۲), . . . , fn(u۱, . . . , ud, x۱, . . . , xn)

می نامیم. چندجمله ای ها مثلثی فرم را R = K[x۱, . . . , xn, u۱, . . . , ud] چندجمله ای های از چینشی چنین

این در .g, f۱, . . . , fn ∈ K[x۱, . . . , xn, u۱, . . . , ud] کنیم فرض متوالی). تقسیم (شبه ۲ .۶ .۱ قضیه
که cδ۱

۱ . . . cδnn g = q۱f۱ + · · · + qnfn + r۰ که طوری به دارند وجود δ۱, . . . , δn ≥ ۰ اعداد صورت
هر برای degxi

(r۰) < degxi
(fi) و ci = LC(fi, xi) ∈ K[u۱, . . . , ud, x۱, . . . , xi−۱] و qi ∈ R

.۱ ≤ i ≤ n

مشخصه مجموعه ۷ .۱

بسیار تفاوت یک مفهوم این کرد. معرفی جبر در پرکاربرد و برجسته مفاهیم از یکی می توان را مشخصه مجموعه
خطی جبر یا جبر در ابتدا می شود مطرح پایان نامه این در که مفاهیمی عمده دارد. مفاهیم سایر با اساسی، و مهم
مجموعه مورد در می یاید. تعمیم دیفرانسیلی جبر در سپس و شده نهاده بنا ریاضی کلاسیک شاخه های سایر یا و
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دیفرانسیلی جبر حوزه در و ریت جوزف توسط ۱۹۴۰ سال در مجموعه این است. نداده رخ اتفاقی چنین مشخصه،
یکی شد. تعریف جبری صورت به ۷ تسون وِن وو نام به چینی دانشمند یک توسط ۱۹۷۰ سال در و شد گذاری پایه
به نسبت کمتر، محاسبات حجم با که است ایده آل به تعلق بررسی در مجموعه، این اساسی و مهم کاربردهای از
است میدان یک K و R = K[x۱, . . . , xn] می کنیم فرض بخش، این ادامه در است. پذیر امکان روش ها سایر

است. شده گرفته نظر در xn > xn−۱ > · · · > x۱ ترتیب با که
می دهیم. نمایش degxj

(f) نماد با را xj به نسبت f درجه ۱ ≤ j ≤ n هر برای .f ∈ R کنیم فرض
جمله ای تک ضریب دیگر عبارت به .degxj

(f) 6= ۰ هرگاه می شود، ظاهر f در مؤثر طور به xj متغیر گوییم
می رویم. تعریف چند سراغ به موضوع، این به علم با باشد. صفر مخالف xj

می کنیم تعریف صفر f کلاس صورت این در .f ∈ K کنیم فرض چندجمله ای ها). (کلاس ۱ .۷ .۱ یف تعر
این در باشد، f در شده ظاهر مؤثر متغیر بزرگترین xj اگر صورت، این غیر در .class(f) = ۰ می نویسیم و

.class(f) = j صورت

می گیریم. نظر در را مورد دو چندجمله ای، یک کلاس همانند چندجمله ای ها). کلاس (درجه ۲ .۷ .۱ یف تعر
کلاس درجه صورت، این غیر در .cdeg(f) = ۰ می نویسیم و می کنیم تعریف صفر f کلاس درجه f ∈ K اگر

.cdeg(f) = degxj
(f) صورت این در .f در شده ظاهر مؤثر متغیر بالاترین درجه با است برابر f

که می نامیم تایپ تابع را آن و می دهیم نسبت مرتب زوج یک چندجمله ای هر به فوق، تعریف دو به توجه با
است: زیر صورت به

Type : R −→ N× N

f 7→ (class(f), cdeg(f))

می پردازیم آن به ادامه در که کنیم تعریف چندجمله ای ها روی ترتیب یک می توانیم تابع، این از استفاده با

رتبه f۱ می گوییم باشند. R در چندجمله ای دو f۲ و f۱ کنیم فرض چندجمله ای). (ترتیب ۳ .۷ .۱ یف تعر
باشد: برقرار زیر شرایط از یکی هرگاه می دهیم نمایش f۱ < f۲ با و دارد f۲ به نسبت کمتری

.cdeg(f۱) < cdeg(f۲) دیگر عبارت به باشد. کوچکتر f۲ کلاس از f۱ کلاس .۱
7Wu wen Tsün
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باشد. کوچکتر f۲ درجه از f۱ درجه کلاس، دو تساوی صورت در .۲

مرتب تایپ، تابع روی الفبایی ترتیب اساس بر چندجمله ای ها که است آن معادل فوق، تعریف .۱ .۷ .۱ تذکر
f۱ < f۲ ⇔ Type(f۱) <lex Type(f۲) نوشت: می توان دیگر، عبارت به می شوند.

و f۱ = x۴ مثال، عنوان به نباشند. مقایسه قابل ترتیب، این با f۲ و f۱ چندجمله ای دو است ممکن .۲ .۷ .۱ تذکر
چندجمله ای دو این حالت، این در .Type(f۱) = Type(f۲) که است واضح می گیریم. نظر در f۱را = x۲x۴

.f۱ ∼ f۲ می نویسیم و دارند یکسان رتبه

.cdeg(f) = d و class(f) = j که طوری به می گیریم، نظر در را f چندجمله ای اکنون .۱ .۷ .۱ نمادگذاری

.f ∈ K[x۱, . . . , xj−۱][xj] داریم چند جمله ای یک کلاس و چندجمله ای حلقه تعریف طبق صورت، این در
نوشت: زیر صورت به را f می توان cdeg(f) = d که آنجایی از

.f = Id(x۱, . . . , xj−۱)xd
j + Id−۱(x۱, . . . , xj−۱)xd−۱

j + · · ·+ I۰(x۱, . . . , xj−۱)

این در بنویسیم. شد، بیان ۱ .۷ .۱ نمادگذاری در که آنچه صورت به را f کنیم فرض (بنیان). ۴ .۷ .۱ یف تعر
می دهیم. نمایش In(f) نماد با و می نامیم f بنیان را Id(x۱, . . . , xj−۱) صورت،

.cdeg(f) = d و class(f) = j که طوری به باشند R در چندجمله ای دو g و f کنیم فرض .۱ .۷ .۱ نتیجه
داریم رابطه این در .(In(f))δg = qf + r نوشت می توان تقسیم، شبه الگوریتم از استفاده با صورت این در

.degxj
(r) < d و δ = max{deg(q)− d+ ۱, ۰}

شبه باقیمانده هرگاه، گوییم تحویل ناپذیر {f۱, . . . , fr} مجموعه به نسبت را f چندجمله ای .۵ .۷ .۱ یف تعر
باشد. Prem(f, {f۱, . . . , fr}) = f صورت به تقسیم،

هرگاه می شود نامیده صعودی مجموعه یک f۱, . . . , fr دنباله صعودی). (مجموعه ۶ .۷ .۱ یف تعر

fr 6= ۰ صورت این در r = ۱ اگر .۱

نسبت fj هر صورت، این در ۰ < class(f۱) < class(f۲) < · · · < class(fr) ≤ n و r > ۱ اگر .۲
باشد. تحویل ناپذیر {f۱, . . . , fj−۱} مجموعه به
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تعریف را صعودی مجموعه های روی رتبه بندی تا کافیست آموخته ایم. را مشخصه مجموعه مبانی مهمترین
مجموعه تعریف به توجه با کنیم. تعریف را مشخصه مجموعه بتوانیم شده، تعریف رتبه بندی براساس و کنیم
تعریف چندجمله ای ها روی که Type تابع مشابه دارد. عضو n یعنی فضا ابعاد تعداد به حداکثر صعودی،

می گیریم. نظر در زیر صورت به را تابع این می کنیم. تعریف نیز، صعودی مجموعه های برای کردیم،
Type : Family of ascending sets −→ (N ∪∞)n+۱

F 7→ (Type(f)(۰), . . . , T ype(f)(n))

می شود: تعریف زیر صورت به Type(f)(i) تابع فوق رابطه در که

Type(f)(i) =


cdeg(f) if ∃ f ∈ F, class(f) = i

∞ otherwise.

می کنیم فرض کنیم. تعریف صعودی مجموعه های روی ترتیب یک چندجمله ای ها همانند می خواهیم اکنون
مرتبه F می گوییم صورت این در باشند. صعودی مجموعه دو G = {g۱, . . . , gt} و F = {f۱, . . . , fr}

باشد: برقرار زیر شرط دو از یکی هرگاه می دهیم نمایش F < G صورت به و دارد G به نسبت کمتری

.fi < gj و fj ∼ gj باشیم داشته i از کوچکتر j هر به ازای که طوری به باشد، موجود i مانند طبیعی عدد .۱

.fi ∼ gi باشیم داشته t از کوچکتر i هر به ازای و t < r فرض با .۲

مرتب تایپ، تابع روی الفبایی ترتیب اساس بر چندجمله ای ها که است آن معادل فوق، تعریف .۳ .۷ .۱ تذکر
.F < G ⇔ Type(F ) <lex Type(G) نوشت: می توان دیگر، عبارت به می شوند.

قابل ترتیب، این با که طوری به باشند موجود G و F مانند صعودی مجموعه دو است ممکن .۴ .۷ .۱ تذکر
با را ویژگی این صورت، این در .fi ∼ gi داریم ۱ ≤ i ≤ t هر به ازای و r = t حالت این در نباشند. مقایسه

می دهیم. نمایش Type(F ) ∼ Type(G) نماد

صورت این در .H = {x۲, x۲x۳} و G = {x۲, x۱x۳, x۴} ، F = {x۲, x۱x۳} کنیم فرض .۱ .۷ .۱ مثال
Type(G) = (∞,∞, ۱, ۱, ۱) ، Type(F ) = (∞,∞, ۱, ۱,∞) داریم Type تابع تعریف به توجه با و
دیگر طرف از .Type(F ) >lex Type(G) نوشت می توان پس .Type(H) = (∞,∞, ۱, ۱,∞) و

.Type(F ) ∼ Type(H)
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از خانواده ای باشد. ایده آل یک I / R = K[x۱, . . . , xn] کنیم فرض مشخصه). (مجموعه ۷ .۷ .۱ یف تعر
SI = {F = {f۱, . . . , fr}|F ⊂ I and F is an Acsending Set}صورت به را صعودی مجموعه های

می نامیم. I مشخصه مجموعه را الفبایی ترتیب به نسبت SI مینیمال عنصر می کنیم. تعریف

ایده آل به تعلق که است کاربردی و مهم قضیه یک بخش، این ختام حسن شدیم. آشنا مشخصه مجموعه با
می دهد. پاسخ پرسش این به چگونه مشخصه مجموعه که می کند بیان و می کند مطرح را

مجموعه یک G ⊂ I و R = K[x۱, . . . , xn] چندجمله ای حلقه در ایده آل یک I کنیم فرض .۱ .۷ .۱ قضیه
داشته f ∈ I هر به ازای اگر تنها و اگر است، I برای مشخصه مجموعه یک G صورت این در باشد. I صعودی

.Prem(f,G) = ۰ باشیم

g = Prem(f,G) 6= ۰ کنیم فرض .Prem(f,G) = ۰ که می دهیم نشان .f ∈ I کنیم فرض (⇐) اثبات.
می گیریم. نظر در را حالت دو .G = {g۱, . . . , gt} و

زیرا است تناقض یک اخیر، رابطه .{g} <lex {g۱, . . . , gt} پس .g۱ /∈ K طرفی از و g ∈ K .۱
تناقض در مشخصه مجموعه بودن مینیمال با موضوع این و است مشخصه مجموعه یک {g۱, . . . , gt}

است.

که طوری به است، موجود i مانند طبیعی عدد صورت این در .g /∈ K می کنیم فرض دوم، حالت در اما .۲
داریم: j هر برای صعودی، مجموعه تعریف اساس بر حال .class(gi) < class(g) < class(gi+۱)

{g۱, . . . , gi, g, gi+۱, . . . , gt} <lex {g۱, . . . , gt} داریم حالت این در .class(gi) 6= class(g)
می یابیم. دست خود، مطلوب اثبات به و است تناقض یک اول، حالت با مشابه دلیل به که

همه بین در که دهیم نشان است کافی است. مشخصه مجموعه یک G که دهیم نشان می خواهیم (⇒)

این در نباشد. مینیمال G می کنیم فرض خلف، برهان به است. مینیمال مجموعه یک G صعودی، مجموعه های
به را مجموعه دو این اکنون .F < G که طوری به دارد وجود I از F مانند متناهی صعودی مجموعه صورت،
است ممکن حالت دو F < G چون می گیریم. نظر در G = {g۱, . . . , gt} و F = {f۱, . . . , fr} صورت

بیفتد: اتفاق

.fi < gj و fj ∼ gj باشیم داشته i از کوچکتر j هر به ازای که طوری به باشد، موجود i طبیعی عدد .۱
که طوری به است موجود ۱ ≤ s ≤ t بنابراین .Prem(fi, G) = ۰ داریم فرض، از استفاده با
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داریم ۱ ≤ j ≤ i هر به ازای طرفی از .cdeg(fi) ≥ cdeg(gs) و class(fi) = class(gs)
بنابراین .class(fj) ≤ class(fi) است صعودی F چون .class(fi) = class(gj) پس .fj ∼ gj

.fi < gi می دانیم اما .s ≥ i پس .class(gj) ≤ class(fi) داشت خواهیم ۱ ≤ j ≤ i هر به ازای
چون طرفی از .cdeg(fi) ≤ cdeg(gi) و class(fi) = class(gi) یا class(fi) ≤ class(gi) پس
داریم ۱ ≤ j ≤ t هر به ازای پس .class(gj) > class(gi) داریم j > i هر به ازای است، صعودی G

آن نتیجه که cdeg(fi) ≤ cdeg(gj) آنگاه class(fi) = class(gj) اگر یا class(fi) 6= class(gj)
است. مسئله فرض با تناقض این و Prem(fi, G) 6= ۰

.ft+۱ ∈ F پس t < r چون .fi ∼ gi باشیم داشته t از کوچکتر i هر به ازای و t < r فرض با .۲
F چون طرفی از class(fi) = class(gj) پس .fi ∼ gi داریم ۱ ≤ i ≤ t هر به ازای طرفی، از
به توجه با و class(f۱) < class(f۱) < · · · < class(ft) < class(ft+۱) داریم است، صعودی
به .class(g۱) < class(g۱) < · · · < class(gt) < class(ft+۱) که درمی یابیم fi ∼ gi رابطه
بنابراین نمی رود. بین از {g۱, . . . , gt} تقسیم در xl شامل جمله ،class(ft+۱) = l اگر مثال، عنوان

یافته ایم. دست قضیه، حکم اثبات به پس است. مسئله فرض با تناقض این و Prem(ft+۱, G) 6= ۰

هندسی قضایای خودکار اثبات ۸ .۱

روش های از که است مصنوعی هوش و ریاضیات در جالب شاخه های از یکی هندسی، قضایای خودکار اثبات
مبتنی جبری، روش های شامل عمدتاً روش ها این می کند. استفاده انسان دخالت بدون قضایا اثبات برای مختلفی
بخش، این در ما تمرکز آن، محتوای و پایان نامه موضوع به توجه با هستند. منطق بر مبتنی روش های و هندسه بر
معادلات به هندسی ملاحظات روش، این در است. هندسه بر مبتنی جبری، روش های یعنی اول، دسته روی بر
در می شود. استفاده چندجمله ای معادلات حل و متغیرها حذف مانند روش هایی از و می شوند تبدیل جبری
برای هندسی اشکال خواص و تبدیلات تشابه، مانند هندسی مستقیم استدلال های از هندسه، بر مبتنی روش
حکم و فرض نوشتن از پس که طوری به شده، نهاده بنا تقسیم برمبنای روش، این اساس می شود. استفاده اثبات
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خواهیم زیر مثال در یافت. خواهیم دست خود مطلوب به فرض، بر حکم تقسیم با و جبری معادلات صورت به
می رود. کار به منظور چه به خودکار» «اثبات عبارت که دید

آن مهم نکته اما است. میانه ساق، پای بر عمود ارتفاع متساوی الساقین، مثلث هر در که می دانیم .۱ .۸ .۱ مثال
این در خودکار اثبات رویکرد بدانیم که است این باشد؛ قضیه خود آنکه از بیشتر مثال، این طرح هدف که است

دارد. تفاوتی چه مقدماتی ریاضیات سطح در موجود متداول اثبات رویکرد با قضیه
اثبات و مثلث دو یافتن خلاقیت نوعی به نیاز اثبات، این فرآیند در که است آن قضیه این اثبات در مهم نکته
به نیاز خودکار، اثبات در دید، خواهیم ادامه در که همانطور ولی است اجتناب ناپذیر مثلث، دو آن همنهشتی
دستگاه، آن حل و معادلات از دستگاه یک به حکم فرضیات و اطلاعات تبدیل با صرفاً و نیست خاصی خلاقیت

یافت. خواهیم دست خود، مطلوب به جبری، هندسه و جبری ابزارهای کمک به
ارتفاع .AB = AC آن در که باشد الساقین متساوی مثلث یک 4ABC کنیم فرض ۱ .۱ شکل مطابق

است. عمود BC قاعده به A رأس از AH

A

B C
H

.A رأس به الساقین متساوی مثلث :۱ .۱ شکل

.BH = HC یعنی هست، نیز میانه 4ABC مثلث در AH ارتفاع که دهیم نشان می خواهیم
در A(x۱, x۲) و x محور روی C(c, ۰) و B(۰, ۰) که می گیریم نظر در طوری مختصات صفحه در را نقاط
مسئله فرض طبق حال .H(x۱, ۰) با است برابر BC ضلع با AH ارتفاع تقاطع نقطه دارند. قرار x محور بالای
معادل طور به و x۲

۱ +x۲
۲ = (c−x۱)۲ +x۲

۲ داریم است، متساوی الساقین مثلث یک 4ABC که آنجایی از و
حکم طرفی، از می نویسیم. HY P = {c۲ − ۲cx۱} صورت به و ماست فرض چندجمله ای این .c۲ − ۲cx۱

۲x۱ − c = ۰ که است آن معادل و x۱ = c− x۱ پس .BH = cH یعنی است، میانه AH که است آن مسئله
بر حکم تقسیم با پس می گیریم. نظر در .Conc = {۲x۱ − c} صورت به و ماست حکم چندجمله ای این
c 6= ۰ تا است لازم مسئله بودن بامعنا منظور به است. ۲x۱ − c = ۰ معادله ما مطلوب که داشت خواهیم فرض،
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به که x۱ = c
۲ که می یابیم در و می گیریم نظر در غیرتبهگن حالت یک در را مسئله صورت این در شود. لحاظ

است. حکم به دستیابی معنای

خطی جبر ۹ .۱

متعدد شاخه های در نوعی به که است ریاضی علم شاخه های ریشه دارترین و قدیمی ترین از یکی خطی جبر
برداری فضای باشیم. آماده پایان نامه ۵ فصل برای که است آن بخش این به ورود انگیزه است. اثرگذار ریاضی
ابزاری عنوان به را ماتریس و خطی جبر که گونه ای به اقلیدسی فضای در بردارها تعمیم از حاصل است مفهومی
تعاریف از برخی با مفهوم این معرفی ضمن بخش این در می گیرد. کار به مفهوم این گستره افزایش جهت قدرتمند

جوییم. بهره آن از رو پیش مباحث ادامه در بتوانیم تا می شویم آشنا آن وابسته

ضرب و جمع دوتایی اعمال همراه به را K میدان روی V ناتهی مجموعه برداری). (فضای ۱ .۹ .۱ یف تعر
ویژگی  چند هرگاه می نامیم برداری فضای یک . : K ×V → V و + : V ×V → V صورت به شده تعریف
و a ∈ K هر به ازای باشد. آبلی گروه جمع، به نسبت V باشد. بسته ضرب، و جمع به نسبت V باشد: برقرار
.(a+b)v = av+bv داریم v ∈ V و a, b ∈ K هر به ازای .a(v۱ +v۲) = av۱ +av۲ داریم v۱, v۲ ∈ V

.۱v = v آنگاه باشد، K ضربی همانی عنصر ۱ اگر .(ab)v = a(bv) داریم v ∈ V و a, b ∈ K هر به ازای
می نامیم. بردار را V عناصر و اسکالر را K عناصر صورت این در

را X صورت، این در باشد. V از ناتهی زیرمجموعه ای X کنیم فرض شده). تولید (فضای ۲ .۹ .۱ یف تعر
با فضا این نمایش می نامیم. X شده تولید فضای را X عناصر خطی ترکیب های همه مجموعه و مولد مجموعه

است. span(X) = {
∑n

k=۱ akxk|k ∈ N, xk ∈ X, ak ∈ K} صورت به آن تعریف و span(X) نماد

برای مولد مجموعه یک {۱, x, x۲, . . . , xn} صورت این در باشد. میدان یک K کنیم فرض .۱ .۹ .۱ مثال
همه از متشکل Kn[x] = {a۰ + a۱x + · · · + anx

n | ai ∈ K, ∀۱ ≤ i ≤ n} برداری فضای
مولد مجموعه یک {۱, x, x۲, . . .} مجموعه همچنین است. K در ضرایب با n حداکثر درجه با چندجمله ای ها
از متشکل K[x] = {a۰ + a۱x + · · · + anx

n | ai ∈ K, ∀۱ ≤ i ≤ n, n ∈ N} برداری فضای برای
است. K در ضرایب با چندجمله ای ها همه
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این بیفزاییم. خود دانسته های را جدید جبری ساختار یک می توانیم شده ایم، آشنا برداری فضای با که اکنون
این با دارد؛ برداری فضای با مشابه ساختاری و می شود تعریف حلقه یک روی مدول دارد. نام مدول ساختار،

می آیند. دست به حلقه، یک از میدان، یک جای به اسکالرها که تفاوت

جمع عمل دو با همراه M مجموعه باشد. یکدار و جابجایی حلقه یک R کنیم فرض (مدول). ۳ .۹ .۱ یف تعر
ضرب و

+ : R×M → M . : R×M → M

باشند: برقرار زیر شرایط ،f, g ∈ M و a, b ∈ R هر برای گاه هر می نامیم مدول R یک را

باشد. جابجایی گروه یک جمع، عمل به نسبت M .۱

a(f + g) = af + ag .۲

(a+ b)f = af + bf .۳

(ab)f = a(bf) .۴

۱f = f آنگاه باشد، R ضربی همانی عنصر f اگر .۵

چندگوناست. هندسی مطالعه آن ها، کاربردهای از یکی که هستند، جبری هندسه در بااهمیتی عناصر مدول ها
می گیریم. نظر در را مثال زیر مدول، با بیشتر آشنایی برای

روی مدول ها می دهد. مدول یک تشکیل برداری، فضاهای K همه باشد، میدان یک K اگر .۲ .۹ .۱ مثال
می شود. معادل برداری فضای مفهوم با مدول مفهوم حالت این در اما هستند، تعریف قابل کاملاً میدان ها

درمی یابیم مدول تعریف به توجه با نیز صحیح اعداد مجموعه است. آبلی گروه همان مدول Z یک .۳ .۹ .۱ مثال
هستند. مدول Z نیز Z/nZ مثل آبلی گروه های است. مدول Z یک که،

برداری، فضای مفهوم میدان ها، در چراکه می شوند، تعریف حلقه ها برای بیشتر مدول ها جبر، در .۱ .۹ .۱ تذکر
است. مفید میدانی غیر حلقه های برای عمدتاً مدول ها مطالعه بنابراین می دهد. پوشش را نیازها همه
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از P۰ ⊊ P۱ ⊊ · · · ⊊ Pm ⊊ R زنجیر باشد. حلقه یک R کنیم فرض کرول). (بعد ۴ .۹ .۱ یف تعر
R در اول ایده آل های زنجیر های تمام طول سوپریمم را R کرول۸ بعد می نامیم. m طول از را R اول ایده آل های

می دهیم. نمایش dim(R) با و می کنیم تعریف

می کنیم تعریف R/I حلقه کرول بعد صورت به و می دهیم نمایش dim(I) با را I ایده آل بعد .۵ .۹ .۱ یف تعر
است. برابر هستند، I شامل که R در اول ایده آل های زنجیر های تمام طول سوپریمم با که

طبق و صورت این در .〈x〉 ⊊ 〈x, y〉 ⊊ 〈x, y, z〉 ⊂ R داریم R = K[x, y, z] حلقه در .۴ .۹ .۱ مثال
.dim(〈x〉) = dim(R/〈x〉) = ۲ تعریف

گربنر پایه ۱۰ .۱

مولد مجموعه یک گربنر، پایه دارد. متناهی مولد مجموعه یک ایده آل هر که دانستیم بگیرید. نظر در را I ایده آل
بدانیم، را گربنر پایه مفهوم آنکه برای می کند. متمایز ایده آل یک مولدهای مجموعه سایر از را آن که است خاص

شویم. آشنا مقدماتی مفاهیم از برخی با تا است لازم

می شود. تعریف LT(I) = 〈LT(f) | f ∈ I〉صورت به ایده آل این پیشرو). جمله (ایده آل ۱ .۱۰ .۱ یف تعر

عناصر تک تک پیشرو جملات آن، مولدهای که است ایده آلی I ایده آل پیشرو جمله ایده آل دیگر، عبارت به
هستند. I

آنکه دیگر و است تک جمله ای ایده آل یک LT(I) صورت این در باشد. R در ایده آلی I کنیم فرض .۱ .۱۰ .۱ لم
LT(I) = 〈LT(g۱), . . . ,LT(gt)〉 که طوری به دارند وجود g۱, . . . , gt چندجمله ای های

هر دیکسون، لم طبق طرفی از است. واضح کاملاً و است تک جمله ای ایده آل یک LT(I) تعریف، طبق اثبات.
است. برقرار حکم نتیجه در و دارد متناهی مولد مجموعه یک تک جمله ای، ایده آل

می پردازیم. گربنر پایه تعریف به شدیم، آشنا مقدماتی مفاهیم این با که حال
8Krull Dimension
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می گیریم. نظر در را I ایده آل از G = {g۱, . . . , gt} متناهی زیرمجموعه گربنر). (پایه ۲ .۱۰ .۱ یف تعر
.LT(I) = 〈LT(g۱), . . . ,LT(gt)〉 هرگاه می نامیم < ترتیب به نسبت I برای گربنر پایه یک را G مجموعه

داریم: همواره آموختیم بخش این در گربنر پایه از که آنچه به توجه با .۱ .۱۰ .۱ نتیجه

دارد. وجود مشخص، ترتیب یک به نسبت گربنر پایه یک I ایده آل هر برای همواره .۱

.I = 〈G〉 = 〈g۱, . . . , gt〉صورت این در باشد، I ایده آل برای گربنر، پایه Gیک = {g۱, . . . , gt} اگر .۲

گربنر پایه کاربردهای برخی ۱۱ .۱

قدرتمند ابزاری گربنر، پایه می پردازیم. آن مهم کاربردهای از برخی بررسی به شناختیم، را گربنر پایه که اکنون
دارد. کاربرد غیرخطی معادلات دستگاه حل اعداد، نظریه گراف، ریاضی، آنالیز همچون شاخه هایی در که است

است. شده معرفی ایده آل، سازی اشباع و رادیکال ایده آل به تعلق حذف، نظریه بخش این در

حذف یه نظر ۱ .۱۱ .۱

دریچه های که است الگوریتمیک رویکردی حذف، نظریه است. ریاضیات در پرکاربرد مفاهیم از یکی حذف، نظریه
کلی دیدگاه یک تا است شده آن بر  سعی بخش این در می کنید. باز ریاضیات از شاخه این روی به را کامپیوتر علوم
گسترده ای و عمیق بهره های نظریه، این در شده مطرح رویکرد از راه، ادامه در و کنیم پیدا موضوع این به نسبت
علاقه مندان بین در معمولاً و است ریاضیات پرکاربرد و قدیمی شاخه های از یکی خطی جبر که آنجایی از ببریم.
حذفی روش منظور، این برای کرد. خواهیم دنبال خطی جبر پیرامون را رهیافت این است،  پرمخاطب ریاضی، 
سطری فرم به ماتریس یک تبدیل آن نهایی هدف که نظر در را خطی معادلات دستگاه حل در جردن گاوس-
این می دهد، رخ جردن گاوس- حذفی روش به دستگاه یک حل در که آنچه واقع، در است. یافته کاهش پلکانی
به می کنیم معادلات متغیرهای حذف به اقدام دیگر، معادله با معادله هر از مضربی تفریق و جمع با ابتدا که است
گرفته صورت حذف) (نظریه رهیافت این اول مرحله اینجا تا بماند. باقی مجهول یک با معادله آخرین که طوری
معادله به مجهولات، یک هر جواب آمدن دست به با آن طی که دارد نام توسیع رهیافت، این دوم مرحله است.
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مورد اولیه دستگاه جوابهای یافتن به نسبت دیگری از پس یکی قبل، مرحله جواب از استفاده با و برمی گردیم قبل
می نماییم. اقدام نظر

را موضوع این چگونه جبری، هندسه که بدانیم تا است لازم شدیم، آشنا نظریه این کلی طرح با که حال
صورت توسیع و حذف وقتی که می گیرد عهده بر را موضوع این پاسخگویی جبری هندسه واقع در می کند. دنبال

کرد. خواهند تغییر اساسی چه بر چندگونا و ایده آل گربنر، پایه می گیرد،
کاهش که است سوال این پاسخ یافتن دنبال به و می پردازد ایده آل بررسی به حذف، نظریه جبری، هندسه
بتوانیم که یافته ایم زمانی را سوال این پاسخ واقع، در داد. خواهد قرار تأثیر تحت را ایده آل چگونه مسئله، ابعاد
از ناشی ابعاد،  کاهش که بدانیم است لازم آنکه ضمن بیابیم. یافته کاهش ابعاد با ایده آل برای مولد، مجموعه یک
دید خواهیم می پذیرد. صورت رویکرد، این اول مرحله در شد، گفته که همانطور و است مسئله اطلاعات حذف
پایه یک بلکه مولد، مجموعه یک تنها نه می شود، یافت ایده آلی چنین برای مولد، مجموعه عنوان به که آنچه که
آشنا آن رویکرد و حذف نظریه کلی شِمای با که اکنون بودیم. آن دنبال به که چیزی آن از فراتر یعنی است، گربنر

پرداخت. خواهیم جبری هندسه در آن، ساختاری جزییات به شدیم
که سؤالی مهمترین ببینیم. ریاضیات قالب در حدودی تا کردیم، بیان که را آنچه تا هستیم آن بر اکنون اما
مجموعه یک و داد خواهد تغییر چگونه را ایده آل مسئله ابعاد کاهش که است این می شود، مطرح مبحث این در

می پردازیم. حذفی ایده آل امین l تعریف به ابتدا کار، این برای بود؟ خواهد شکلی چه به آن برای مولد،

در .۰ ≤ l < n و R = K[x۱, . . . , xn] حلقه از ایده آل یک I کنیم فرض حذفی). (ایده آل ۱ .۱۱ .۱ یف تعر
می کنیم. تعریف Il = I ∩K[xl+۱, . . . , xn] صورت به را I حذفی ایده آل امین -l صورت این

زیر قضیه آورد. دست به ایده آل این برای مولد مجموعه یک می توان، چگونه که است آن پرسش، اکنون و
آن در قضیه این اهمیت می کند. معرفی ایده آلی چنین برای گربنر، پایه یک است، معروف حذفی» «قضیه به که
مجموعه یک از بیش ارزشی دیدیم، ۱۰ .۱ بخش در که آنچه اساس بر و است گربنر پایه یک آن، حکم که است

است. ارزشمند بسیار قضیه ای رو همین از و دارد مولد

برای گربنر پایه یک G و ایده آل یک I ⊂ R = K[x۱, . . . , xn] کنیم فرض حذفی). (قضیه ۱ .۱۱ .۱ قضیه
مجموعه ۰ ≤ l < n هر برای صورت، این در باشد. xn �lex · · · �lex x۱ تک جمله ای ترتیب به نسبت I

است. Il برای گربنر، پایه یک Gl = G ∩K[xl+۱, . . . , xn]

G ⊂ I که آنجایی از باشد. مشخص و ثابت که می گیریم نظر در طوری را ۰ ≤ l < n طبیعی عدد اثبات.
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دیگری نتیجه Gl ⊂ Il اینکه از آوردیم. دست به را گربنر پایه اول ویژگی پس .Gl ⊂ Il داشت خواهیم
که کنیم ثابت است کافی قضیه این اثبات برای پس .〈LT(Gl)〉 ⊂ LT(Il) که صورت این به می گیریم،
دارد وجود g ∈ Gl چندجمله ای ،f ∈ Il هر برای معادل طور به یا است 〈LT(Gl)〉 زیرمجموعه LT(Il)
ایده آل برای گربنر، پایه یک G و f ∈ I که است ضروری و لازم نکته این به توجه .LT(g) | LT(f) که
طرفی از .LT(g) | LT(f) که دارد وجود g ∈ G مانند عنصری گربنر، پایه تعریف طبق حال است. I
ترتیب اینکه گرفتن نظر در با اکنون .LT(g) ∈ K[xl+۱, . . . , xn] پس ،f ∈ K[xl+۱, . . . , xn] چون
،x۱, . . . , xl متغیرهای از یکی شامل تک جمله ای هر است؛ الفبایی ترتیب قضیه، صورت در موجود تک جمله ای
داشت خواهیم ،LT(g) ∈ K[xl+۱, . . . , xn] چون است. K[xl+۱, . . . , xn] تک جمله ای های همه از بزرگتر

می شود. اثبات حکم و g ∈ Gl درنتیجه و g ∈ K[xl+۱, . . . , xn]

ایده آل یک رادیکال به تعلق ۲ .۱۱ .۱

پیش فصل های در مباحث، ادامه در دهیم. قرار بررسی مورد را مورد چند که است آن بخش، این ارائه از هدف
یک ارائه با آشنایی هدفمان، دیگر، طرف از داشت. خواهد خاصی اهمیت ایده آل یک رادیکال که دید خواهیم رو
می پردازیم: زیر گزاره بیان به کوتاه مقدمه این ارائه با و اکنون است. ۹ رابینویچ تکنیک نام به جذاب، و زیبا تکنیک

Rو = K[x۱, . . . , xn]جمله ای های چند حلقه در ایده آل یک I = 〈f۱, . . . , fk〉 کنیم فرض .۱ .۱۱ .۱ گزاره
R̃ := K[x۱, . . . , xn, y] حلقه از ایده آلی Ĩ = 〈f۱, . . . , fk, ۱−yf〉 که گونه ای به است جدید متغیر یک y

.۱ ∈ Ĩ اگر تنها و اگر f ∈
√
I صورت این در .f ∈ R کنیم فرض همچنین باشد.

را ۱ می توانیم همچنین .fn ∈ I که طوری به دارد وجود n ∈ N بنابراین .f ∈
√
I کنیم فرض (⇐) اثبات.

بنویسیم: زیر صورت به

۱ = ynfn + (۱ − ynfn) =

∈R︷︸︸︷
yn

∈I︷︸︸︷
fn︸ ︷︷ ︸

∈I⊆Ĩ

+

∈Ĩ︷ ︸︸ ︷
(۱ − yf)

∈R̃︷ ︸︸ ︷
(۱ + yf + · · ·+ (yf)n − ۱)︸ ︷︷ ︸

∈Ĩ

می رسد. اثبات به حکم طرف یک و ۱ ∈ Ĩ یعنی است، Ĩ به ۱ تعلق آن، نتیجه که
9Rabinowitsch Technique
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موجود h, h۱, . . . , hk ∈ R̃ تقسیم الگوریتم طبق صورت این در .۱ ∈ Ĩ کنیم فرض برعکس، (⇒)

،y = ۱
f

دادن قرار با تساوی این طرفین در حال ۱ = h۱f۱ + · · ·+ hkfk + h(۱ − yf) که طوری به هستند
بیشترین si و hi

′ ∈ R داریم ۱ ≤ i ≤ k هر برای رابطه این در .۱ = h۱′
fs۱ f۱ + · · · + hk

′

fsk
fk نوشت می توان

که می شود مشاهده سادگی به کنیم، تعریف max{s۱, . . . , sk} صورت به را s عدد اگر است. hi در y توان
است. شده اثبات نیز قضیه دوم طرف ترتیب، این به و f ∈

√
I نتیجه در و f s ∈ I

ایده آل سازی اشباع ۳ .۱۱ .۱

کمک ما به آن شناخت و ایده آل یک معرفی در که آنچه شدیم. آشنا ایده آل یک اشباع مفهوم با ۲ .۲ .۱ بخش در
حتی بخورد، رقم بهتری شکل به شرایط، که صورتی در است. آن برای مولد مجموعه یک حداقل یافتن می کند،
کنیم. شناسایی را شده اشباع ایده آل یک که هستیم آن بر حال بیابیم. مدنظر ایده آل برای گربنر پایه یک می توانیم
به روش می گذراد. ما اختیار در شده، اشباع ایده آل برای گربنر پایه یک و می زند رقم را خوبی شرایط زیر گزاره
ایده آل یک رادیکال به تعلق بحث در که است رابینوویچ تکنیک از تعمیمی نوعی به قضیه، این اثبات در کار رفته

شدیم. آشنا آن با

J = I+〈yf−۱〉 ایده آل Rباشد. حلقه در ایده آلی I ⊆ R = K[x۱, . . . , xn] کنیم فرض .۲ .۱۱ .۱ گزاره
نظر در با صورت این در باشد. J برای گربنر پایه یک G و جدید متغیر یک y که گونه ای به می گیریم نظر در را

بود. خواهد I : f∞ برای گربنر پایه یک G ∩R مجموعه ،xn ≺lex · · · ≺lex x۱ ≺lex y ترتیب گرفتن

آنکه یکی دهیم. نشان را مورد دو است کافی گربنر، پایه تعریف طبق .I = 〈f۱, . . . , fk〉 کنیم فرض اثبات.
که طوری به است موجود g ∈ G ∩R مانند عنصری ،h ∈ I : f∞ هر برای آنکه دیگر و G ∩R ⊂ I : f∞

.LT(g) | LT(h)
.g ∈ G ∩ R کنیم فرض می دهیم. انجام عنصرگیری با را کار این می پردازیم. اول ویژگی اثبات به نخست
ایده آل به تعلق این .g ∈ J پس است، J برای گربنر پایه یک G و g ∈ G چون .g ∈ R و g ∈ G پس
نوشت می توان که طوری به دارند وجود p۱, . . . , pk, p ,K[x۱عناصر . . . , xn, y] حلقه در که است آن از حاکی
s که ،g =

∑k
i=۱ qifi
fs داشت خواهیم اخیر، رابطه در f = ۱

y
دادن قرار با .g =

∑k
i=۱ pifi + p(yf − ۱)

.g ∈ I : f∞ نهایت در و gf s ∈ I پس .qi = pi |y= ۱
f

و است p۱, . . . , pk در شده ظاهر y توان بزرگترین
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به دارد، وجود g ∈ G ∩ R که می کنیم ثابت .h ∈ I : f∞ که می کنیم فرض دوم، ویژگی اثبات برای
از .hf s ∈ I که طوری به است، موجود s ∈ N پس h ∈ I : f∞ که آنجایی از .LT(g) | LT(h) که طوری
طرفین ضرب با .(yf)s ≡ ۱ (mod J)بنابراین و yf ≡ ۱ (mod J) که می دهد نتیجه yf−۱ ∈ J طرفی
g ∈ G بنابراین و h ∈ J پس ،I ⊂ J و hf s ∈ I چون .yshf s ≡ h (mod J) داریم h در رابطه این
LT(g) ∈ R بنابراین .LT(h) ∈ R نتیجه در و h ∈ R طرفی از .LT(g) | LT(h) که طوری به است موجود
اثبات به و g ∈ G ∩R که است واضح پس .g ∈ R داشت خواهیم نظر، مورد تک جمله ای ترتیب به توجه با و

یافته ایم. دست خود مطلوب

که است ابزاری جعبه مانند به شد، بیان که آنچه بدانیم است لازم رسیده ایم، فصل این انتهای به که اکنون
عامیانه و ساده زبان به عمدتاً مطالب این باشد. رسان یاری آتی مثال های حل و قضایا اثبات تعاریف، در می تواند
خوبی به پایان نامه فکری رویکرد با بتواند خواننده تا است شده مطرح ریاضی سنگین فرمول بندی های از دور به و

می افزاییم. مطالب عمق بر رفته رفته و می کنیم پیدا ورود دیفرانسیلی جبر مبحث به بعد فصل در شود. آشنا
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۲ فصل

دیفرانسیلی جبر در اساسی مفاهیم

شاخه این ظهور انگیزه های با آشنایی به و می شویم آشنا دیفرانسیلی جبر از مختصر پیشینه ای با ابتدا فصل، این در
جبر پایه ای مفاهیم برخی سپس می دهیم. قرار بررسی مورد را آن چشم انداز ادامه در و می پردازیم ریاضیات از
ایده آل و دیفرانسیلی میدان آن، انواع و دیفرانسیلی حلقه مفاهیم، این جمله از می نماییم. معرفی را دیفرانسیلی

است. [۱ ،۵ ،۹ ،۱۰ ،۱۱] فصل این در رفته کار به منابع مهمترین هستند. دیفرانسیلی

مقدمه ۱ .۲

مفاهیم معرفی آن، از پس می پردازیم. عرصه این پیشگامان رهیافتهای مطالعه و پیشینه معرفی به ابتدا فصل این در
این می شویم. آشنا دیفرانسیلی حلقه تعریف با سپس می دهیم. قرار کار دستور در را دیفرانسیلی جبر در مرتبط
به را مشتق چاشنی که طوری به می شود، بیان کلاسیک، جبر از حلقه مفهوم از تعمیمی عنوان به ابتدا ساختار،
ادامه در می پردازیم. آن به دیفرانسیلی حلقه از پس که است دیگری مفهوم دیفرانسیلی، میدان دارد. خود همراه
دیفرانسیلی ایده آل رادیکال، دیفرانسیلی ایده آل جمله از آن، انواع و می رویم دیفرانسیلی ایده آل مفهوم سراغ به
شاخه این در بنیادی مفاهیم از یکی عنوان به ۱ ریت جبر آموخت. خواهیم را ماکزیمال دیفرانسیلی ایده آل و اول
ایده آل پیشین، آموخته های همانند است. شده نهاده نام آن، بنیانگذار ریت افتخارجوزف به که می آید حساب به
که دید خواهیم و کرد خواهیم تعریف را ماکزیمال دیفرانسیلی ایده آل و رادیکال دیفرانسیلی ایده آل اول، دیفرانسیلی

1Ritt Algebra
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مقدماتی، مفاهیم این با آشنایی از پس برد. خواهند ارث به را کلاسیک جبر قضایای صورتی، چه در و اندازه چه تا
مرتبط مثال های ارائه ضمن نموده، تحلیل و بررسی را ساختارها این با مرتبط بنیادی و مهم قضایای تا هستیم برآن

بپردازیم. مطالب شدن روشن به مفاهیم، این با

دیفرانسیلی جبر پیشینه ۲ .۲

کتابی انتشار با ریاضیات این از شاخه این شد. معرفی ریت» «جوزف توسط ۱۹۳۲ سال در دیفرانسیلی جبر
کار به بخش این در کلیدی مرجعی عنوان به کنون تا و نهاد ظهور عرصه به پا دیفرانسیل» «معادلات عنوان با
و دیفرانسیلی حلقه های دیفرانسیلی، جمله ای های چند مورد در را خود نظریه کتاب، این در ریت .[۱۲] می رود
در و می کند ارائه صریح الگوریتم های و ساختارها بر تاکید با را خود نظریه او می کند. ارائه دیفرانسیلی ایده آل های
دیفرانسیل معادلات هندسه مطالعه آغازگر نوعی به که می پردازد جبری دیفرانسیل منیفلد بررسی و تعریف به ادامه
دیفرانسیل معادلات کلاسیک نظریه ارائه دادند، انجام ۱۹۳۰ دهه در همکارانش و ریت که بزرگی کار است.
به تبدیل سرعت به کتاب این می دهد. ارائه را مسئله این روی کار سال ۲۰ نتایج شده، یاد کتاب بود. غیرخطی
و دیفرانسیلی جبر گزارش های ارزشمندترین و کامل ترین از یکی عنوان به کنون، تا و شد کلاسیک مرجع یک
یعنی ۱۹۵۷ سال در بود. ۲ کلچین الیس ریت، دانشجویان برجسته ترین از یکی می شود. استفاده آن کاربردهای
دیفرانسیلی، جبر عرصه فعالان از دیگر ۳،یکی کاپلانسکی ایروینگ یادشده، کتاب انتشار از پس سال ۶ حدود
انتشار کلچین، مهم کارهای از یکی کرد. توصیف ابتدا از را کلچین و ریت فعالیت های عرصه، این به ورود ضمن
به گالوا تئوری از گرفتن الهام با همچنین کلچین اثر، این در .[۸] بود جبری» گروه های و دیفرانسیلی «جبر کتاب
فضای زاریسکی توپولوژی از دیفرانسیلی نظیر تعریف به ادامه در او می کند. نگاه دیفرانسیلی میدان های گسترش
رایانه ای جبر در کلچین و ریت ساختارهای اخیراً، می نماید. توصیف را دیفرانسیل جبری هندسه و می پردازد آفین
کرد جستجو را آن ها درپای خودکار اثبات و استدلال در می توان آنها جمله از که کرده اند پیدا کاربردهایی مدرن

می دهد. نشان را ریاضیات از گرایش این وسیع چشم انداز و اهمیت از نشان شد گفته که آنچه همه برآیند .[۴]

2Ellis Kolchin
3Irving Kaplansky

۴۲



محاسباتی دیفرانسیلی جبر بر دیفرانسیلیمقدمه ای جبر در اساسی مفاهیم :۲ فصل

دیفرانسیلی حلقه های ۳ .۲

در مفروض حلقه های همه شد، اشاره نیز قبل فصل در که همانطور هستیم. آشنا حلقه مفهوم با کلاسیک جبر از
توجه با می شود. گرفته نظر در حلقه یکِ عنصر عنوان به ۱ و هستند یکدار و جابجایی حلقه های پایان نامه، این
نیز مشتق و دیفرانسیل محدوده در جبری، ساختارهای بررسی و مطالعه بر علاوه تا هستیم مایل مبحث، عنوان به

ببریم. پیش موازی طور به منظر، دو از را مطالب و برداریم قدم
دیفرانسیل و جبر اثر تفاوت از روشن، افقی به دستیابی باعث زیر، مثال مطالعه بحث، ادامه از پیش و اینجا در
نمایان ما بر را ریاضیات از شاخه دو این اثر ساده ترین رو پیش مثال در شد. خواهد معادلات دستگاه های بر
سوم، فصل ویژه به مباحث ادامه درک برای خوبی دیدگاه که دید خواهیم مثال، این سادگی علیرغم کرد. خواهد
یکدیگر با را معادلات دستگاه نوع سه ظاهری تفاوت تا داریم تصمیم مثال این در واقع در کرد. خواهد ایجاد
دیفرانسیل معادلات دستگاه یک و دیفرانسیلی معادلات دستگاه یک جبری، معادلات دستگاه یک کنیم. مقایسه

شده اند. مقایسه یکدیگر با مثال این در جبری

می کنیم: مشاهده در را جبری معادلات دستگاه نمونه یک زیر در .۱ .۳ .۲ مثال
۲x+ y + z = ۲

−x+ ۲y − ۹z = ۳

۵x− ۳y + ۷z = −۶.
است: دیفرانسیلی معادلات دستگاه یک نمونه زیر مثال و

x′ = ۲ sin x− ۳y + ۳z

tan y′ = ۵x+ ۷ log y + z

z′ = ۴x+ ۵y − ۶ exp z.

است: زیر صورت به جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه یک همچنین
x′ − ۲xy′۳ + y۲z′ + ۵ = ۰

x۲y′ + ۳x۵z′ + z۲x′ − ۷ = ۰

yz′ + ۸z۳y′ + x۲x′ − ۶ = ۰.
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معادلات فوق) مثال در جبری معادلات دستگاه (همان چندجمله ای معادلات که آنجایی از .۱ .۳ .۲ نتیجه
دیفرانسیلی جبر می توان پس است، صفر است) مشتق درجه بالاترین مرتبه، از (منظور مرتبه با جبری دیفرانسیلی

گرفت. نظر در کلاسیک جبری هندسه از تعمیمی عنوان به را

جبری ساختار مشتق ۱ .۳ .۲

ابتدا شویم. آشنا جبری ساختارهای روی مشتق مفهوم با تا داریم را آن آمادگی فوق، مثال بررسی و مقدمه این با
می کنیم. تعریف R حلقه روی را مشتق مبحث، نخستین عنوان به پس می کنیم. شروع حلقه  ها از

که طوری به δ : R −→ R صورت به نگاشتی از عبارتست R حلقه روی مشتق (مشتق). ۱ .۳ .۲ یف تعر
باشد: داشته را زیر ویژگی های

(1) ∀ a, b ∈ R; δ(a+ b) = δ(a) + δ(b)

(2) ∀ a, b ∈ R; δ(ab) = aδ(b) + bδ(a)

می نامیم. R حلقه در a مشتق را δ(a) صورت، این در

آموخته ایم؛ ریاضی آنالیز در که آنچه از متفاوت ماهیتی و است نگاشت یک تنها مشتق، فوق، تعریف در
انگیزی شگفت شکل به که است ویژگی دو این وجود می شود؛ سبب را نگاشت این اثرگذار وجه که آنچه دارد.
تعاریف و قضایا تمام که دید خواهیم بیان، دیگر به کرد. خواهد روشن را ریاضیات از بخش این آینده مسیر تمامی
جمع اثر اول، ویژگی واقع در گرفت. خواهد سرچشمه ویژگی دو این از ریاضیات، از زمینه این در شده مطرح
نوعی که دید خواهید دوم، ویژگی در دقت با است. آن بر حلقه ضرب اثر دوم، ویژگی و نگاشت این روی حلقه
از پیش و است شده شناخته امری حلقه، یک در ارتباطی چنین است. شده برقرار حلقه جمع و ضرب بین ارتباط

آموخته ایم. حلقه ها تعریف در جمع، روی ضرب پخشی خاصیت در را آن مشابه این،
مقدماتی ریاضی مفاهیم از را آنها که سالهاست و است مشتق بارز ویژگی های از ویژگی دو هر همچنین
مفهوم همان دوم ویژگی و می داند برابر مشتقات مجموع با را مجموع مشتق که است همان اول ویژگی می شناسیم.
را ما حلقه، یک روی مشتق تعریف که پیداست ناگفته می شناسیم. لایبنیتز» «قاعده عنوان به را آن که است آشنایی
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کلاسیک، جبر در شده شناخته حلقه های از یکی مثال، عنوان به می سازد. رهنمون ریاضیات از جدیدی فصل به
کنیم. تعریف را ماتریس ها مشتق که بود خواهیم قادر تعریف، این با و ماتریس هاست حلقه

که است آن قبلی، آموخته های با مشتق، از تعریف این مقایسه در که است توجه جالب نیز نکته این به توجه
مبحث، این در است؛ مشتق وجود لازم شرط پیوستگی و می دانیم مقدماتی ریاضی آنالیز از که آنچه خلاف بر
از شاخه دو این در مشتق، تعریف متفاوت ماهیت از حاکی امر،  این گرفت. مشتق Z مانند حلقه ای از می توان
موضوع این بیان به زیر، لم داد. تعمیم را ۱ .۳ .۲ تعریف در ۱ رابطه می توان استقرا از استفاده با است. ریاضیات

است. پرداخته

.δ(a۱ + · · ·+ an) = δ(a۱) + · · ·+ δ(an) داریم a۱, . . . , an ∈ R هر برای که کنید ثابت .۱ .۳ .۲ لم

به می دهیم. قرار نظر مد را ریاضی استقرا از استفاده داریم، کار و سر طبیعی اعداد با اینکه به توجه با اثبات.
است کافی صورت، این در باشد. درست نیز n = m برای کنیم فرض است. درست n = ۱ برای حکم وضوح
.δ(a۱+ · · ·+am+۱) = δ(a۱)+ · · ·+δ(am)+δ(am+۱)یعنی است، m+۱درست برای که دهیم نشان
و δ(a۱ + · · · + am + am+۱) = δ(a۱ + · · · + am) + δ(am+۱) داریم مشتق تعریف اول ویژگی طبق
اثبات به صورت این در .δ(a۱ + · · · + am+۱) = δ(a۱) + · · · + δ(am) + δ(am+۱) استقرا فرض طبق

یافته ایم. دست خود مطلوب

صورت به را بالاتر مراتب مشتقات می توان آن، متوالی تکرار و مشتق مقدماتی مفاهیم به علم با .۱ .۳ .۲ قرارداد
.δ۰(a) = a که می پذیریم قرارداد عنوان به همچنین نوشت. · · · و δ۳(a) = δ(δ۲(a)) و δ۲(a) = δ(δ(a))

نکات است؛ شده مطرح کنون تا که مواردی و آموخته ایم حلقه ها جبر از پیشتر، که آنچه به توجه با .۱ .۳ .۲ تذکر
است. استنتاج قابل زیر

(1) ∀ a ∈ R; δ(an) = nan−1δ(a).

(2) δ(0) = δ(0 + 0) = δ(0) + δ(0) → δ(0) = 0.

(3) δ(1) = δ(1. 1) = 1.δ(1) + δ(1) . 1 → δ(1) = δ(1) + δ(1) → δ(1) = 0.

۱ .۳ .۲ لم و اخیر رابطه تلفیق با دید. خواهیم را آن کاربردهای و نتایج این نقش و اهمیت مباحث، ادامه در
تفصیل به ۴ .۳ .۲ لم در موضوع این است. صفر با برابر حلقه ای هر در صحیح، عدد هر مشتق که درمی یابیم

است. شده بررسی
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.δ(a−۱) = − δ(a)
a۲ صورت این در . aa−۱ = ۱ و باشد وارون پذیر a ∈ R کنیم فرض .۲ .۳ .۲ لم

. aδ(a−۱) = −a−۱δ(a) نتیجه در و ۰ = δ(۱) = δ(a.a−۱) = aδ(a−۱) + a−۱δ(a) می دانیم اثبات.
.δ(a−۱) = −a−۱a−۱δ(a) = − δ(a)

a۲ نهایت در و a−۱aδ(a−۱) = −a−۱a−۱δ(a) داریم پس

دیفرانسیل حساب در وارون مشتق آشنای رابطه همان مذکور، رابطه که می کنیم مشاهده صورت این در
است قرارداد این پذیرش به منوط تساوی، آخرین برقراری که است ضروری نکته این به توجه است. مقدماتی
می شود آشکار پیش از بیش زمانی موضوع، این اهمیت که است ذکر به لازم دهیم. نمایش ۱

a
نماد با را a−۱ که

باشند. مطالعه و بررسی دست در Zn یا ماتریس ها مانند حلقه هایی که
حاصلضرب مشتقnام برای رابطه ای ریاضی، استقرا و لایبنیتز قاعده از استفاده با که داریم را آن آمادگی اکنون

آوریم. دست به δ(b) و δ(a) و مشتق) (مرتبه n برحسب δn(ab) یعنی

است: زیر صورت به n طبیعی عدد هر برای R حلقه روی ضرب، حاصل ام -n مشتق .۱ .۳ .۲ قضیه

δn(ab) =
n∑

k=۰

(
n

k

)
δn−k(a)δk(b).

به ناپذیر اجتناب امری ریاضی استقرا از استفاده است، طبیعی عدد یک n که آنجایی از و قبل لم همانند اثبات.
سادگی به و می گیریم نظر در ۱ با برابر را n مقدار حالت، این در می کنیم. بررسی را صفر فرض ابتدا می رسد. نظر
کنیم فرض می آید. دست به لایبنیتز رابطه همان که چرا می شود؛ نمایان آن درستی فوق، رابطه در جایگذاری با و

رابطه یعنی است، درست n = m برای ادعا این

δm(ab) =
m∑
k=۰

(
m

k

)
δm−k(a)δk(b)

که کنیم ثابت باید یعنی کنیم، اثبات n = m+ ۱ برای را بالا رابطه که است آن استقرا حکم پس، است. برقرار

δm+۱(ab) =
m+۱∑
k=۰

(
m+ ۱
k

)
δm−k+۱(a)δk(b).

داریم: یعنی بگیریم، مشتق δm(ab) از کافیست δm+۱(ab) محاسبه برای
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δm+۱(ab) = δ(δm(ab)) = δ(
∑m

k=۰
(
m
k

)
δm−k(a)δk(b)).

مشتق چون طرفی از است. صفر برابر آن مشتق ۱ .۳ .۲ تذکر در ۳ رابطه طبق است، طبیعی عدد یک (m
k

) چون
می نویسیم: گونه این مشتقات، مجموع با است برابر مجموع

δm+۱(ab) =
∑m

k=۰
(
m
k

)
δ(δm−k(a)δk(b)) =∑m

k=۰
(
m
k

)
δm−k+۱(a)δk(b) +

∑m
k=۰
(
m
k

)
δm−k(a)δk+۱(b) =

δm+۱(a)b+
∑m

k=۱
(
m
k

)
δm−k+۱(a)δk(b) +

∑m−۱
k=۰

(
m
k

)
δm−k(a)δk+۱(b) + aδm+۱(b) =

δm+۱(a)b+ aδm+۱(b) +
∑m

k=۱
(
m
k

)
δm−k+۱(a)δk(b) +

∑m−۱
k=۰

(
m
k

)
δm−k(a)δk+۱(b) =

δm+۱(a)b+ aδm+۱(b) +
∑m

k=۱
(
m
k

)
δm−k+۱(a)δk(b) +

∑m
k=۱
(

m
k−۱
)
δm−k+۱(a)δk(b) =

δm+۱(a)b+ aδm+۱(b) +
∑m

k=۱(
(
m
k

)
+
(

m
k−۱
)
)δm−k+۱(a)δk(b) =

δm+۱(a)b+ aδm+۱(b) +
∑m

k=۱
(
m+۱
k

)
δm−k+۱(a)δk(b) =

m+۱∑
k=۰

(
m+ ۱
k

)
δm−k+۱(a)δk(b).

یافته ایم. دست خود مطلوب به که است آن تأیید و استقرا حکم همان این

است: زیر صورت به که می شود حاصل خیام دوجمله ای جمع با تشابه از ۱ .۳ .۲ قضیه صورت .۲ .۳ .۲ تذکر

(a+ b)n =
n∑

k=۰

(
n

k

)
an−kbk.

دیفرانسیلی حلقه ۲ .۳ .۲

نقطه نخستین به را ما زیر، تعریف حال شدیم. آشنا جبری ساختار یک روی نگاشت یک عنوان به مشتق، مفهوم با
می رساند: دیفرانسیل و جبر اتصال

به مجموعه ای را ∆ باشد. یکدار و جابجایی حلقه یک R کنیم فرض دیفرانسیلی). (حلقه ۲ .۳ .۲ یف تعر
به باشند. جابجایی دو به دو و متقابل طور به ها δi که طوری به می گیریم نظر در ∆ = {δ۱, . . . , δm} صورت
را زیر حالات اکنون .δi(δj(a)) = δj(δi(a)) باشیم داشته ۱ ≤ i, j ≤ m و a ∈ R هر ازای به دیگر عبارت

می کنیم: تعریف را دیفرانسیلی حلقه نوع دو آن اساس بر و می گیریم نظر در
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این در . ∆ = {δ} دیگر عبارت به .Card(∆) = ۱ هرگاه می نامیم معمولی را دیفرانسیلی حلقه یک .۱
می دهیم. نمایش (R, δ) با را نظر مد دیفرانسیلی حلقه صورت

می دهیم. نمایش (R,∆) با و Card(∆) > ۱ هرگاه می نامیم جزئی را دیفرانسیلی حلقه یک .۲

ثابت را c ∈ R صورت این در باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض حلقه). (ثابت ۳ .۳ .۲ یف تعر
.δ(c) = ۰ هرگاه گوییم حلقه

a ∈ R دلخواه عنصر و c ∈ R ثابت برای لایبنیتز، قاعده از استفاده و موضوع این به توجه با .۳ .۳ .۲ تذکر
.δ(ca) = cδ(a) نوشت می توان

حال عین در و ساده لم یک سراغ به که است خوب شدیم، آشنا حلقه، روی مشتق نام به موجودی با که اکنون
بپردازیم. ۱ .۳ .۲ تذکر اول رابطه اثبات به تا داریم قصد لم این در برویم. کاربردی

m ∈ N و r ∈ R هر ازای به صورت این در باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۳ .۳ .۲ لم
.δ(rm) = mrm−۱δ(r) داشت: خواهیم

ذهن به دیگری چیز هر از پیش ریاضی استقرا از استفاده داریم، کار و سر طبیعی، توان با که این به توجه با اثبات.
فرض طبق حال است. برقرار وضوح به حکم، طرف دو در m = ۱ دادن قرار با استقرا صفر فرض می شود. متبادر
استقرا حکم بتوانیم آنکه برای است. برقرار δ(rk) = krk−۱δ(r) رابطه: پس است. mدرست = k برای استقرا
کارگیری به با .δ(rk+۱) = δ(rkr) که کنیم عمل اینگونه است کافی برسانیم، اثبات به m = k + ۱ برای را
خواهیم استقرا فرض از δ(rk) جایگذاری با .δ(rk+۱) = δ(rk)r + rkδ(r) داشت خواهیم لایبنیتز قاعده
به را لم δ(rk+۱) = (k+ ۱)rkδ(r) رابطه حصول با نهایت در .δ(rk+۱) = krk−۱δ(r)r+ rkδ(r) داشت

رسانده ایم. اثبات

حلقه های روی مشتق تابع تنها صورت این در باشد. Zn یا Z حلقه های از یکی R کنیم فرض .۴ .۳ .۲ لم
است. صفر تابع مذکور،

همان ۳ مورد طبق همچنین .δ(۰) = ۰ همواره ۱ .۳ .۲ تذکر ۲ مورد طبق می کنیم. اثبات Z مورد در ابتدا اثبات.
نوشت، m = ۱ + . . .+ ۱︸ ︷︷ ︸

m

صورت به می توان را m مثبت صحیح عدد هر چون حال .δ(۱) = ۰ همواره تذکر

می رویم. منفی اعداد سراغ به حال δ(m) = ۰ داریم m مثبت صحیح اعداد کلیه برای ۳ .۳ .۲ تذکر طبق پس
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طبق حال .۰ = δ(۰) = δ(−۱ + ۱) می کنیم: عمل اینگونه کار این برای کنیم. محاسبه را δ(−۱) باید ابتدا
به توجه با .δ(−۱) = ۰ پس δ(۱) = ۰ که آنجایی از .δ(−۱ + ۱) = δ(۱) + δ(−۱) مشتق، اول ویژگی
صحیح اعداد برای مشتق، تابع بردیم، کار به مثبت صحیح اعداد مورد در که آنچه مشابه استدلالی با و نتیجه این

می شود. ثابت حکم و بود خواهد صفر نیز منفی
دارد. آنالیز با متفاوت کاملاً مفهومی ریاضیات، از شاخه این در مشتق که است آن بیانگر لم، این اثبات فرآیند
تابع که، طوری به است؛ باز گوی یک یا همسایگی یک وجود دارد، ضرورت آنالیز در مشتق تعریف در که آنچه
فاقد امری نقطه تک از مشتق گیری نتیجه در و باشد شده تعریف نقطه، آن اطراف در باز گوی یا همسایگی آن در
به امر این است. شده گرفته مشتق تک تک صورت به و صحیح اعداد از فوق، لم اثبات در آنکه حال معناست؛
یک عناصر روی که است نگاشتی یک صورت به که چرا است، دیفرانسیلی جبر در مشتق متفاوت ماهیت دلیل

می شود. تعریف جبری حلقه
طبق و Z۲ = {۰, ۱} صورت این در می گیریم. نظر در را Z۲ حلقه ابتدا می رویم. Zn حلقه سراغ به اکنون
که می گیریم نظر در ای گونه به را n ≥ ۳ و k ∈ Zn عنصر حال .δ(۰) = δ(۱) = ۰ داریم ۱ .۳ .۲ تذکر
است، برقرار δ(k) = δ(۱ + · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸

k

) = δ(۱) + · · ·+ δ(۱)︸ ︷︷ ︸
k

= ۰ رابطه که آنجایی از .۲ ≤ k ≤ n− ۱

نموده ایم. اثبات را قضیه حکم پس

به مثال، چند ارائه با تا داریم را آن آمادگی شدیم آشنا دیفرانسیلی جبر مقدماتی مفاهیم از برخی با که حال
نظر، مورد حلقه مثال ها، این تمامی در کنیم. پیدا دست جبری، ساختارهای روی مشتق مفهوم از بهتری درک
شود. ذکر آن خلاف اینکه مگر داشت؛ خواهد وجود روند همین نیز ادامه در و است یکدار و جابجایی حلقه ای

می کنیم: تعریف باشد. یکدار و جابجایی حلقه یک R کنیم فرض .۲ .۳ .۲ مثال

δ : R −→ R

∀ a ∈ R; δ(a) = ۰

مشتق تعریف در شده عنوان شرط دو هر وضوح به چون است دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) صورت این در
پس .a + b ∈ R داریم a, b ∈ R هر ازای به که است واضح می کنیم: بررسی را اول شرط ابتدا دارد.  را
تعریف اول ویژگی برقراری معنای به رابطه این آمدن دست به .۰ = δ(a+ b) = δ(a) + δ(b) = ۰ + ۰ = ۰
مشتق تعریف دوم ویژگی بررسی سراغ به کرده ایم، حاصل اطمینان اول، ویژگی درستی از که اکنون است. مشتق

می رویم.
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a, b ∈ R هر ازای به صورت، این در می کنیم. عمل اول ویژگی با مشابه طریق به نیز دوم ویژگی بررسی در
دوم ویژگی پس .۰ = δ(ab) = δ(a) . b + b.δ(a) = ۰. b + a. ۰ = ۰ + ۰ = ۰ پس .ab ∈ R داریم
یکدار و جابجایی حلقه هر برای که می آموزد ما به مثال این واقع در است. برقرار نیز لایبنیتز) (قاعده مشتق تعریف

بود. خواهد حلقه روی مشتق یک δ(a) = ۰ عبارت a ∈ R هر ازای به R

است. شده تعریف آن روی δ(x) = ۱ مشتق که طوری به بگیرید نظر در را R = Q[x] حلقه .۳ .۳ .۲ مثال
است. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) که دهیم نشان می خواهیم

سپس و می گیریم نظر در قبلی مثالهای و تعاریف لم ها، از استفاده با را مقدمات از برخی ابتدا کار، این برای
۴ .۳ .۲ لم طبق صورت این در . a۰, a۱, . . . , an ∈ Q کنیم فرض می پردازیم. مشتق تابع شرط دو بررسی به
اثر پس .δ(xn) = nxn−۱δ(x) ۱ .۳ .۲ تذکر طبق طرفی از .δ(a۰) = δ(a۱) = · · · = δ(an) = ۰ داریم:

است: زیر صورت به h ∈ Q[x] مانند دلخواهی عنصر روی مشتق تابع

δ(h) = δ(c۰ + c۱x+ · · ·+ ckx
k) = δ(c۰) + δ(c۱x) + · · ·+ δ(ckx

k) =

c۱δ(x) + · · ·+ ckδ(x
k) = c۱ + · · ·+ kckx

k−۱

به این، از پیش که دارد h آنالیزی مشتق به شبیه ظاهری δ(h) حاصل پیداست، تساوی آخرین از که همانگونه
را مشتق نگاشت ویژگی دو δ(x) = ۱ اینکه دادن نشان پس می آوریم. یاد به مشتق آموخته های نخستین عنوان
(Q[x], ۱) نتیجه در و R = Q[x] حلقه روی مشتق، نگاشت یک δ(x) = ۱ پس نیست. دشواری کار دارد،

است. دیفرانسیلی حلقه یک

هر اطراف در که طوری به است f : Cn −→ C مانند تابعی هولومورف تابع مختلط، آنالیز در .۴ .۳ .۲ مثال
در مختلط مشتق وجود است. مشتق پذیر همسایگی آن در تابع که دارد وجود همسایگی یک آن، دامنه از نقطه
یک دارد. نامتناهی دفعات تعداد به مشتق پذیری بر دلالت که آنچنان است، قوی بسیار شرط یک همسایگی یک
نامتاهی مرتبه مشتق وجود از ناشی برابری این و است برابر خود تیلور سری با موضعی صورت به هولومورف، تابع
تضمینی و می افتد اتفاق نقطه در خود، تیلور سری با تابعی چنین برابری که است این موضعی از منظور است.

ندارد. وجود نظر، مورد نقطه از همسایگی یک در تساوی برای
آشکار بیان تفاوت این در که آنچه می نامیم. تحلیلی توابع را هولومورف توابع شد، مطرح که آنچه به توجه با
به اشاره «هولومورف» واژه از استفاده و می رود کار به حقیقی آنالیز در تنهاً «تحلیلی» واژه کارگیری به است،
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است. مشتق پذیر خود دامنه تمام در که است تابعی همان هولومورف تابع ساده زبان به دارد. تابع بودن مختلط
رده با اکنون توابع، از رده این با آشنایی از پس می شود. نامیده تام تابع باشد، Cn تمام آن دامنه که هولومورفی تابع
یک مختلط، آنالیز در نیستند. مشتتق پذیر تعریفشان دامنه از متناهی تعداد در که می شویم آشنا توابع از جدیدی
تکین نقاط جز به D تمام روی که است تابع یک مختلط، صفحه از D باز زیرمجموعه یک روی مرومورفیک تابع
از مرومورفیک توابع از میدانی F کنیم فرض حال هستند. تابع قطب های نقاط این که است، هولومورفیک خود
نشان می توان راحتی به توابع از دسته این تعریف به توجه با است. شده تعریف Cn روی که باشد مختلط متغیر n

است. دیفرانسیلی میدان یک (F, { ∂

∂x۱
, . . . ,

∂

∂xn

}) که داد

فرم از منظور بنویسیم. عملگری شکل به را δ عبارت که است بهتر اثبات، برای اوقات گاهی .۴ .۳ .۲ تذکر
خروجی یک و کند اثر نظر، مورد حلقه از عنصر یک روی که نوشت گونه به را δ بتوان که است آن عملگری
حلقه روی مشتق یک δ که گفت می توان باشد، مطلوب خروجی یک خروجی، این که صورتی در بدهد. متناسب

دید. خواهیم رو پیش لم اثبات در را موضوع این از کاربردی است. مدنظر

چندجمله ای های الحاقی Rحلقه = S[x] و باشد معمولی دیفرانسیلی حلقه یک (S, δ)کنیم فرض .۵ .۳ .۲ لم
دیفرانسیلی حلقه یک δ(x) = f گرفتن نظر در و f ∈ R هر برای صورت این در Sباشد. از ضرایب با متغیره تک

داشت. خواهیم (R, δ) شکل به

عملگری فرم δ(x) تعریف و لم صورت به توجه با است. ۳ .۳ .۲ مثال از تعمیمی لم، این که است واضح اثبات.
کردیم، مشاهده ۳ .۳ .۲ مثال در که آنچه مشابه و سادگی به صورت این در بود. خواهد δ = f d

dx
صورت به آن

آموخته ایم. آنالیز در که است مشتق از فرمی به δ که چرا است اثبات قابل مشتق ویژگی دو هر

دیفرانسیلی حلقه های مورد در و است درست معمولی دیفرانسیلی حلقه های مورد در تنهاً بالا لم .۵ .۳ .۲ تذکر
می پردازیم. نقض مثال یک ارائه به منظور این برای نیست. برقرار لزوماً جزئی،

نگاشت دو δ۲(x) = x و δ۱(x) = ۱ کنیم فرض بگیرید. نظر در را R = Q[x] الحاقی حلقه .۵ .۳ .۲ مثال
۲ .۳ .۲ تعریف طبق پس δ۱(δ۲(x)) = ۱ 6= ۰ = δ۲(δ۱(x)) که آنجایی از باشند. حلقه این روی شده تعریف

باشد. دیفرانسیلی حلقه یک نمی تواند (R, {δ۱, δ۲})

را حلقه ها نوع این تنهاً و شد خواهیم متمرکز معمولی دیفرانسیلی حلقه های روی بر درس، این در .۶ .۳ .۲ تذکر
شود. ذکر آن خلاف آنکه مگر کرد، خواهیم بررسی
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به و می دهیم نمایش Θ نماد با را جبری ساختار یک در مشتق متوالی اثرات از مجموعه ای .۱ .۳ .۲ نمادگذاری
داشت: خواهیم S مانند حلقه ای گرفتن نظر در با اساس، این بر می کنیم. تعریف Θ = {δi | i ∈ N} صورت
یک انتظار در یعنی دارد، عملگری فرم Θ که گفت می توان عبارتی به .Θ(S) = {δi(s) | i ∈ N, s ∈ S}

بگذارد. ما اختیار در خروجی یک آن، روی بر اثر با که گونه ای به است ورودی

یک R۰ ⊆ R و باشد دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). یرحلقه (ز ۴ .۳ .۲ یف تعر
لازم حتماً بودن، زیرمجموعه بر علاوه که است آن بودن، زیرحلقه بحث در مهم نکته باشد. R از زیرحلقه
یک (R۰, δ |R۰) صورت این در δ(R۰) ⊆ R۰ اگر باشد. برابر زیرحلقه یکِ عنصر با حلقه یکِ عنصر تا است
مهم نکته می باشد. R دیفرانسیلی زیرحلقه R۰ می گوییم اختصار به و بود خواهد (R, δ) دیفرانسیلی زیرحلقه

است. کرده حفظ خود در را جبری ساختار بودن بسته ذات که است δ(R۰) ⊆ R۰ شرط تعریف، این در

می نامیم. R۰ زبرحلقه را R فوق، تعریف به توجه با دیفرانسیلی). (زبرحلقه ۵ .۳ .۲ یف تعر

عناصر شامل که دارد وجود R دیفرانسیلی زیرحلقه کوچکترین S ⊆ R اگر مولد). (مجموعه ۶ .۳ .۲ یف تعر
می نامیم. R۰ روی R۰{S} دیفرانسیلی حلقه مولد مجموعه را S و می دهیم نمایش R۰{S} با و است S و R۰

الحاقی حلقه یک شکل به می توان را R۰{S} آموخته ایم، کنون تا که نمادگذاری هایی طبق .۲ .۳ .۲ نمادگذاری
نوشت. R۰[δi(s) | i ∈ N, s ∈ S] صورت به

ثوابت (R, δ) دیفرانسیلی حلقه در که دانستیم و شدیم آشنا حلقه ثوابت با ۳ .۳ .۲ تعریف در این از پیش
.CR = {r ∈ R | δ(R) = ۰} از عبارتند حلقه

ثابت باشد. آن ثوابت مجموعه CR و دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض ثوابت). (حلقه ۷ .۳ .۲ یف تعر
می شود. شناخته ثوابت حلقه عنوان به و است دیفرانسیلی حلقه یک (CR, δ) که می شود

می دهد. دیفرانسیلی حلقه یک تشکیل حلقه، روی شده تعریف مشتق همراه حلقه، ثوابت مجموعه .۶ .۳ .۲ لم

تعریف CR = {r ∈ R|δ(r) = ۰} صورت به R جابجایی و یکدار حلقه  ثوابت مجموعه که می دانیم اثبات.
دو بررسی به باید که است آن مسلم است. دیفرانسیلی حلقه یک (CR, δ) چرا اینکه به بپردازیم حال می شود.
هر ازای به تعریف، طبق که می کنیم عمل اینگونه اول، شرط بررسی برای بپردازیم. مجموعه این در مشتق ویژگی
عبارت r۱ + r۲ ∈ CR هر به ازای که داشت خواهیم پس .δ(r۱) = δ(r۲) = ۰ داشت: خواهیم r۱, r۲ ∈ CR
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با دیگر طرف از است. حلقه یک روی مشتق اول ویژگی صحت کننده تضمین که است برقرار δ(r۱ + r۲) = ۰
می باشد. لم اثبات معنای به این و δ(r۱r۲) = ۰ داشت: خواهیم لایبنیتز، قاعده گرفتن نظر در

دیفرانسیلی حلقه توسیع ۴ .۲

از می دهد. حلقه یک تشکیل شده، تعریف معین ضرب و جمع با همراه که بگیرید نظر در را R مجموعه اکنون
ضرب و جمع به را Frac(R) = {a

b
| a, b ∈ R, b 6= ۰} مجموعه که صورتی در که می دانیم کلاسیک جبر

است. پذیر وارون آن صفر غیر عنصر هر که مفهوم بدان بود؛ خواهد میدان یک حاصل نماییم، مجهز زیر

a

b
+

c

d
=

a.d+ b.c

b.d

a

b
.
c

d
=

a.c

b.d

داشتن نظر مد Frac(R) مجموعه در a
b

نماد بررسی در آنکه نخست است. ضروری و لازم نکته دو به توجه
از یک هر در چپ سمت ضرب و جمع علامت روابط، این در آنکه دوم و است ضروری ۱ .۳ .۲ تذکر ۴ مورد
راست سمت ضرب و جمع علامت که حالی در است Frac(R) قسمتی خارج میدان به مربوط فوق، معادلات
نظر در یکسان نباید و دارند یکدیگر به نسبت متفاوتی ماهیت دو این است. R حلقه به مربوط معادلات، این

شود. گرفته

میدان ماهیت نیست. b بر a تقسیم معنای به لزوماً a
b

نماد شد، اشاره نیز اول فصل در که همانطور .۱ .۴ .۲ تذکر
است. اقلیدسی دامنه از تقسیم، ماهیت که درحالی است، هم ارزی کلاس های از برگرفته قسمتی، خارج

قسمتی خارج میدان صورت این در باشد. R روی مشتق یک δ و صحیح دامنه یک R کنیم فرض .۱ .۴ .۲ لم
بود. خواهد R روی یکتا میدان توسیع کوچکترین Frac(R) = {a

b
| a, b ∈ R, b 6= ۰}

صورت به δ(a
b
) مشتق ضابطه اگر که می کنیم ادعا اکنون می گیریم. نظر در را a

b
∈ Frac(R) عنصر اثبات.

چنین با δ : Frac(R) −→ Frac(R) مانند نگاشتی وجود صورت این در باشد؛ δ(a
b
) = δ(a)b−aδ(b)

b۲

کنیم: اثبات را مورد ۳ باید هدف، این به رسیدن برای بود. خواهد Frac(R) میدان روی مشتق یک ضابطه ای،
نیز نهایت در کنیم. بررسی را آن بودن مشتق سپس و تابع یک عنوان به را نگاشت این تعریفی خوش آنکه نخست

پرداخت. خواهیم توسیع این یکتایی اثبات به
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طوری به هستند Frac(R) عنصر دو c
d

و a
b

که کنیم فرض کافیست می کنیم. اثبات را تعریفی خوش ابتدا
این گونه هدفی، چنین به دستیابی برای .δ(a

b
) = δ( c

d
) که بگیریم نتیجه مشتق ویژگی از استفاده با و a

b
= c

d
که

نتیجه در و .δ(ad) = δ(bc) داریم پس .ad = bc نتیجه در و می گیریم نظر در را a
b
= c

d
که عمل می کنیم

داریم پس .δ(a)d− δ(b)c = bδ(c)− aδ(d) با است معادل این و δ(a)d + aδ(d) = δ(b)c + bδ(c)

داشت: خواهیم δ(a
b
) = δ(a)b−aδ(b)

b۲ رابطه در رابطه این جایگذاری با .δ(a) = ۱
d
(δ(b)c+bδ(c)−aδ(d))

δ(a
b
) = ۱

b۲ (δ(a)b− aδ(b)) = ۱
b۲ (

b
d
(cδ(b) + bδ(c)− aδ(d))− aδ(b)) =

۱
b۲d(bcδ(b) + b۲δ(c)− abδ(d)− adδ(b)) = ۱

b۲d(b
۲δ(c)− abδ(d)) =

۱
bd
(bδ(c)− aδ(d)) = δ(c)

d
− a

bd
δ(d) = δ(c)

d
− c

d۲ δ(d) =
۱
d۲ (δ(c)d− cδ(d)) = δ( c

d
)

۲ باید یعنی است، مشتق ویژگی های دارای ضابطه ای چنین که می دهیم نشان حال است. تابع یک δ پس
می کنیم: بررسی را اول ویژگی صحت ابتدا کنیم. بررسی مجزا طور به را تابع این ویژگی

δ(a
b
+ c

d
) = δ(ad+bc

bd
) = ۱

b۲d۲ (bdδ(ad+ bc)− (ad+ bc)δ(bd)) =

۱
b۲d۲ (abdδ(d)+ bd۲δ(a)+ b۲dδ(c)+ bcdδ(b)− abdδ(d)− ad۲δ(b)− b۲cδ(d)− bcdδ(b)) =

− a
b۲ δ(b) +

۱
b
δ(a) + ۱

d
δ(c)− c

d۲ δ(d) =
δ(a)b−aδ(b)

b۲ + δ(c)d−cδ(d)
d۲ = δ(a

b
) + δ( c

d
).

می پردازیم. دوم ویژگی صحت بررسی به اکنون

δ(a
b
. c
d
) = δ(a.c

b.d
) = ۱

b۲d۲ (bdδ(ac)− acδ(bd)) = ۱
b۲d۲ (bd(aδ(c) + cδ(a))− ac(bδ(d) +

bδ(b))) = a
bd
δ(c) + c

bd
δ(a)− ac

bd۲ δ(d)− ac
b۲dδ(b) =

c
bd
(δ(a)− a

b
δ(b)) + a

bd
(δ(c)− c

d
δ(d)) =

c
bd
( ۱
b
(δ(a)b− aδ(b))) + a

bd
( ۱
d
(δ(c)d− cδ(d))) = c

d
δ(a

b
) + a

b
δ( c

d
).

است؛ Frac(R) به متعلق که a
b

هر ازای به که کنیم ثابت است کافی می پردازیم. یکتایی اثبات به حال
نوشت: می توان پس است. δ(a

b
) مقدار تنها ۱

b۲ (δ(a)b− aδ(b)) حاصل

.∀a
b
∈ R, δ(a) = δ(a

b
.b) = δ(a

b
)b+ a

b
δ(b)

.δ(a
b
) = ۱

b۲ (δ(a)b− aδ(b)) که می شود نتیجه رابطه این از که
تابعی که گونه ای به آوردیم دست به معین حلقه یک از قسمتی خارج میدان روی را مشتق خلاصه طور به

است. تمام اثبات پس هست. نیز یکتا مشتق، ویژگی های بودن دارا بر علاوه و است تعریف خوش
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به توجه با است. صفر تابع صحیح، اعداد حلقه روی مشتق تابع تنها که آموختیم ۴ .۳ .۲ مثال در .۱ .۴ .۲ مثال
بریم. کار به صحیح اعداد مورد در را ۱ .۴ .۲ لم کافیست است. روشن کاملاً نیز Q مورد در مسئله موضوع، این

بود. خواهد مشتق تابع تنها صفر نیز، گویا اعداد مجموعه روی که دید خواهیم صورت، این در

دیفرانسیلی میدان ۵ .۲

دامنه چون مفاهیمی معرفی به حلقه، مفهوم با آشنایی از پس که کلاسیک، جبر همانند و می رویم فراتر کمی اکنون
از مختصری بیان از پس و می دهیم ادامه را رهیافت همان نیز، ریاضیات از شاخه این در می پرداختیم؛ میدان و

پرداخت. خواهیم دیفرانسیلی میدان و دیفرانسیلی دامنه معرفی به نیاز، مورد جبری مقدمات

برای که طوری به باشد داشته وجود n مانند مثبتی و صحیح عدد کنیم فرض میدان). (مشخصه ۱ .۵ .۲ یف تعر
را خاصیت این با موجود n کوچکترین صورت این در ،n.a = ۰ باشیم داشته F میدان از a دلخواه عنصر هر

می دهیم. نمایش Char(F ) نماد با و می نامند F میدان مشخصه

است. میدان آن ناپذیر وارون عنصر میدان، هر مشخصه که پیداست فوق، تعریف از .۱ .۵ .۲ تذکر

باشد. K از میدان توسیع یک L ⊇ K و میدان یک K کنیم فرض مینیمال). (چندجمله ای ۲ .۵ .۲ یف تعر
که طوری به باشد موجود f ∈ K[x۱, . . . , xn] مانند چندجمله ای یک هرگاه می نامیم Kجبری روی αرا ∈ L

چندجمله ای را f باشد، ۱ برابر آن در پیشرو چندجمله ای ضریب یعنی باشد؛ تکین f این اگر حال .f(α) = ۰
می نامیم. مینیمال

میدان K = Q کنیم فرض می کنیم. محدود بعد یک به را خود مثال مطلب، سادگی منظور به .۱ .۵ .۲ مثال
این در باشد. α =

√۳ و گویا اعداد میدان از توسیعی واقع در و حقیقی اعداد میدان L = R گویا، اعداد
در رفته کار به کار و ساز واقع در بود. خواهد √۳ برای مینیمال چندجمله ای یک f = x۲ −۳ ∈ Q[x] صورت
صورت، این در که پیداست ناگفته است. شده محاسبه f = (x−

√۳)(x+
√۳) که است اینگونه مثال، این

بود. خواهد نیز −√۳ برای مینیمال چندجمله ای f

کنیم. حل را بیشتر پیچیدگی با ولی مشابه مسئله ای تا می گیریم کمک قبل مثال حل رهیافت از اکنون
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توسیعی واقع در و حقیقی اعداد میدان L = R گویا، اعداد میدان K = Q کنیم فرض اکنون .۲ .۵ .۲ مثال
که آنجایی از بیابیم. را α مینیمال چندجمله ای می خواهیم باشد. α =

√۲ +
√۳ و گویا اعداد میدان از

می آوریم: دست به را چندجمله ای این زیر طبق باشد، Q[x] به متعلق باید مینیمال چندجمله ای

f = (x−
√۲ −

√
۳)(x+

√۲ +
√

۳)(x−
√۲ +

√
۳)(x+

√۲ −
√

۳)

همانند بود. خواهد √۲ +
√۳ برای مینیمال چندجمله ای یک f = x۴ − ۱۰x۲ + ۱ ∈ Q[x] صورت این در

−
√۲+

√۳ و −√۲−
√۳ و √۲−

√۳ ∈ R نقاط برای مینیمال چندجمله ای f که است بدیهی قبل، مثال
هستند. جبری Q روی نقاط، این تمامی پس بود. خواهد نیز

تعاریف، سراغ به تا رسیده آن وقت شدیم، آشنا مبحث این به مربوط جبری مقدمات از برخی با که اکنون
بپردازیم. موضوع، این با مرتبط لم های و نمادگذاری ها مثال ها،

یک (D,∆) ۲ .۳ .۲ تعریف مشابه باشد. صحیح دامنه Dیک کنیم فرض دیفرانسیلی). (دامنه ۳ .۵ .۲ یف تعر
جزئی و معمولی نوع دو ∆ مجموعه کاردینال به بسته و دیفرانسیلی حلقه همانند می شود. نامیده دیفرانسیلی دامنه

داشت. خواهد

دیفرانسیلی میدان یک (K,∆)۲ .۳ .۲ تعریف مشابه باشد، میدان Kیک اگر دیفرانسیلی). (میدان ۴ .۵ .۲ یف تعر
داشت. خواهد جزئی و معمولی نوع دو دیفرانسیلی، دامنه و حلقه مشابه و می شود نامیده

پیش که مفهومی بپردازیم. دیفرانسیلی جبر در کاربردی مفهوم یک معرفی به تا داریم قصد بعدی، مثال دو در
بپردازیم. دیفرانسیلی جبر در مبحث، آن اهمیت به اکنون و آموخته ایم کلاسیک جبر در این از

آنجایی از باشد. δ(x) = ۱ Rو = Q[x] که طوری به بگیرید نظر در را (R, δ)دیفرانسیلی حلقه .۳ .۵ .۲ مثال
.CR = Q صورت این در که درمی یابیم است، δ = d

dx
صورت به خود عملگری فرم در مشتقی چنین که

از باشد. δ(x) = ۱ و R = Zp(x
p) که طوری به بگیرید نظر در را (R, δ) دیفرانسیلی حلقه .۴ .۵ .۲ مثال

نظر در را حلقه این از دلخواهی عنصر مشتق است، δ = d
dx

صورت به مذکور مشتق تابع عملگری فرم که آنجایی
کلاس های گرفتن نظر در با .f = a۰ + a۱xp + a۲x۲p + · · · + anx

np ∈ Zp(x
p) کنیم فرض می گیریم.

.CR = R داشت خواهیم f از آنالیزی گیری مشتق و Zp = {۰̄, ۱̄, . . . , p− ۱} هم ارزی
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باعث و آن هاست مشخصه در فوق، مثال های در شده مطرح دیفرانسیلی حلقه های تفاوت واقع در .۲ .۵ .۲ تذکر
بشود. میدان ثوابت حلقه، ثوابت دیگری، در و میدان خود حلقه، ثوابت آنها از یکی در تا شده

دیفرانسیلی زیرمیدان معرفی به شناختیم؛ را دیفرانسیلی زبرحلقه و دیفرانسیلی زیرحلقه که همانگونه .۳ .۵ .۲ تذکر
را K ⊆ L باشند، دیفرانسیلی میدان های K و L که صورتی در پرداخت. خواهیم دیفرانسیلی میدان توسیع و

می نامیم. K دیفرانسیلی میدان توسیع را L و L دیفرانسیلی زیرمیدان

K{S} و K[S] عبارت های می گیریم. نظر در S ⊆ L و K دیفرانسیلی میدان توسیع عنوان به را L اکنون
کوچکترین و میدان کوچکترین دیفرانسیلی، حلقه کوچکترین حلقه، کوچکترین ترتیب به را K 〈S〉 و K(S) و
تعاریف اساس بر و Θ(S) = {δi(s) | i ∈ N, s ∈ S} قراردادن با می نامیم. S و K شامل دیفرانسیلی میدان

.K 〈S〉 = K(Θ(S)) و K{S} = K[Θ(S)] داشت: خواهیم فوق،
مختلف حالات تمامی فوق، نمادگذاری در شده یاد موارد سپردن خاطر به در سهولت و نویسی ساده منظور به

است. شده داده نمایش زیر جدول در فشرده صورت به

جبری دیفرانسیلی

حلقه K[S] K{S} = K[Θ(S)]

میدان K(S) K 〈S〉 = K(Θ(S))

دیفرانسیلی میدان و حلقه با جبری میدان و حلقه مقایسه جدول :۱ .۲ جدول

متناهی زیرمجموعه هرگاه گوییم مولد متناهی Lرا دیفرانسیلی) یا (جبری میدان مولد). (متناهی ۵ .۵ .۲ یف تعر
.L = K 〈a۱, a۲, . . . , an〉 که طوری به باشد داشته وجود {a۱, a۲, . . . , an} ⊆ L

کنیم فرض همچنین .CF = F و باشد صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (F , δ) کنیم فرض .۱ .۵ .۲ لم
.CL = L صورت این در باشد. جبری F روی L و دیفرانسیلی میدان توسیع یک L ⊇ F

است. صفر با برابر L از دلخواه عنصر هر مشتق که دهیم نشان تا است لازم لم، این در حکم اثبات برای اثبات.
p(x) = a۰ + a۱x + · · · + anx

n کنیم فرض می گیریم. نظر در را a ∈ L دلخواه عنصر منظور این برای
اکنون می گیریم. نظر در a از مینیمال چندجمله ای یک را p(x) همچنین .p(x) ∈ F یعنی باشد، F از عنصری
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استفاده و لایبنیتز قاعده طبق δ(p(a)) بسط با حال .δ(p(a)) = ۰ پس CF = F فرض طبق که آنجایی از
δ(p(a)) بسط از اکنون شد. خواهد اثبات حکم نیتجه در و δ(a) = ۰ که دید خواهیم لم، فرضیات سایر از
و Char(F) = ۰ که آنجایی از .δ(p(a)) = ∂p

∂x
(a).δ(a) +

∑n
i=۰ δ(ai)a

i = ∂p
∂x
(a).δ(a) = ۰ داریم:

رسیده ایم. خود مطلوب اثبات به و δ(a) = ۰ پس δ(p(a)) 6= ۰

دیفرانسیلی میدان یک (F , δ) و جبری CF روی a اگر .a ∈ L و L ⊇ F ⊇ Q کنیم فرض .۱ .۵ .۲ نتیجه
.δ(a) = ۰ آنگاه باشد،

دیفرانسیلی ایده آل های ۶ .۲

کلاسیک جبر در که آنچه به شبیه رهیافتی با بخواهیم اگر اکنون شدیم. آشنا دیفرانسیلی میدان و دیفرانسیلی حلقه با
ایده آل رادیکال، دیفرانسیلی ایده آل آن، دنبال به و برویم دیفرانسیلی ایده آل سراغ به باید برویم؛ پیش شده ایم آشنا
آن بخش، این در نهایی هدف نماییم. بررسی و مطالعه را اول دیفرانسیلی ایده آل سپس و ماکزیمال دیفرانسیلی
رویکرد، این با خیر. یا است برقرار نیز دیفرانسیلی جبر در کلاسیک، جبر در شده شناخته قضایای آیا ببینیم که است

می رویم. دیفرانسیلی ایده آل تعریف سراغ به

یک را I / R ایده آل باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). (ایده آل ۱ .۶ .۲ یف تعر
.δ(I) = {δ(a) | ∀ a ∈ I} ⊆ I هرگاه می نامیم دیفرانسیلی ایده آل

نکته می شود. تحدید (I) آن از زیرمجموعه ای به R در شده تعریف مشتق نگاشت که معناست بدان این
I روی مشتق نگاشت اعمال با نیز حالت این در که است حقیقت این بیانگر δ(I) ⊆ I شرط که است آن مهم

می شود. حفظ دیفرانسیلی ایده آل یک در جبری، ساختار یک بودن بسته ذات

از عبارتند که دارد بدیهی ایده آل دو حلقه، هر آموخته ایم؛ کلاسیک، جبر از و پیشتر که همانگونه .۱ .۶ .۲ مثال
دارند. مشابهی شرایط نیز دیفرانسیلی ایده آل های که می شود داده نشان راحتی به .I = R و I = 〈۰〉 = {۰}
دیفرانسیلی ایده آل است. دیفرانسیلی ایده آل و جبری ایده آل نمادگذاری در تفاوت زمینه، این در تأمل قابل نکته
تشخیص یکدیگر از را دو این تفاوت مباحث، ادامه در بتواند خواننده تا می شود داده نمایش I = (۰) نماد با صفر،
حلقه برای بدیهی دیفرانسیلی ایده آل های را I = R و I = (۰) = {۰} شد، گفته که آنچه به توجه با پس دهد.

هستند. (R,∆)
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با که گونه ای به باشد (R, δ) در ایده آل یک I = 〈f۱, . . . , fs〉 ⊆ (R, δ) کنیم فرض .۱ .۶ .۲ گزاره
اگر تنها و اگر است دیفرانسیلی ایده آل یک I = 〈f۱, . . . , fs〉 صورت این در می شود. تولید f۱, . . . , fs

.δ(fi) ∈ I آنگاه ، ۱ ≤ i ≤ s که i هر ازای به

است، دیفرانسیلی ایده آل یک I که آنجایی از است. واضح دیفرانسیلی ایده آل تعریف به توجه با (⇐) اثبات.
هر ازای به همواره پس ،δ(I) ⊆ I تعریف طبق که آنجایی از و fi ∈ I داریم ۱ ≤ i ≤ s که i هر ازای به پس

.δ(fi) ∈ I آنگاه ، ۱ ≤ i ≤ s که i
دارند وجود g۱, . . . , gs ∈ R عناصر f ∈ I هر ازای به که می دانیم ایده آل، به تعلق تعریف طبق (⇒)

محاسبه زیر صورت به را f مشتق لایبنیتز، قاعده از استفاده با حال .f = g۱f۱ + · · · + gsfs که طوری به
می کنیم:

δ(f) =
∑s

i=۱

∈R︷︸︸︷
δ(gi)

∈I︷︸︸︷
fi︸ ︷︷ ︸

∈I

+
∑s

i=۱

∈I︷︸︸︷
δ(fi)

∈R︷︸︸︷
gi︸ ︷︷ ︸

∈I

.δ(fi) ∈ I فرض طبق طرفی از .δ(gi) ∈ R داشت: خواهیم ،R حلقه در مشتق نگاشت تعریف به توجه با
یک I پس .δ(I) ⊆ I نوشت: می توان پس است؛ I ایده آل از دلخواه عنصر یک f چون .δ(f) ∈ I پس

می شود. ثابت حکم نتیجه در و است دیفرانسیلی ایده آل

نظر در را S ⊆ R دیفرانسیلی زیرحلقه باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R,∆) کنیم فرض .۱ .۶ .۲ نمادگذاری
گفته آنچه از می شود. تولید S با که است R حلقه از دیفرانسیلی ایده آل کوچکترین [S] صورت این در می گیریم.

[S] = 〈Θ(S)〉 = 〈δis : i ∈ N, s ∈ S〉 که درمی یابیم شد

تنها Q[x] و [۰] صورت، این در بگیرید. نظر در δ(x) = ۱ با را (Q[x], δ) دیفرانسیلی حلقه .۱ .۶ .۲ لم
هستند. Q[x] در دیفرانسیلی ایده آل های

را ایده آل یک ویژگی سه هر که چرا ندارد، اثبات به نیازی و است بدیهی دیفرانسیلی ایده آل یک [۰] ایده آل اثبات.
بپردازیم موضوع این بررسی به می خواهیم حال هست. نیز دیفرانسیلی ایده آل یک تعریف، طبق طرفی از و دارد
است. Q[x] خود دیفرانسیلی، حلقه این برای دیگر دیفرانسیلی ایده آل تنها درواقع و دیفرانسیلی ایده آل دیگر که
ایده آل دامنه یک Q[x] که آنجایی از باشد. [۰] 6= I / Q[x] شرط با ایده آلی I که می کنیم فرض کار این برای
از .I = 〈f〉 که طوری به دارد وجود Q[x] به متعلق f مانند صفر مخالف مولدی صورت این در است؛ اصلی
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پس .f ∤ ∂f
∂x

نتیجه در f 6∈ Q اگر حال .δ(f) = ∂f
∂x

∈ (f) پس است، دیفرانسیلی ایده آل یک I که آنجایی
می رسد. اثبات به لم و می آید دست به I = Q[x] نتیجه در و f ∈ Q \ {۰}

باشد. داشته را زیر شرایط گاه هر می نامیم (اول) رادیکال دیفرانسیلی ایده آل را I / (R, δ) .۲ .۶ .۲ یف تعر

باشد. برقرار δ(I) ⊆ I رابطه تعریف، طبق که مفهوم بدان باشد؛ دیفرانسیلی ایده آل یک I .۱

باشد. (اول) رادیکال ایده آل یک جبری، ایده آل یک عنوان به I .۲

به که دانستیم و آموخته ایم را رادیکال ایده آل جبری، هندسه و کلاسیک جبر در این از پیش .۲ .۶ .۲ نمادگذاری
می گیریم. نظر در را S ⊆ (R,∆) اکنون می شود. تعریف √I = {f ∈ R | ∃n ∈ N; fn ∈ I} صورت
ایده آل یک {S} می گوییم می شود. S شامل که است رادیکال دیفرانسیلی ایده آل کوچکترین {S} کنیم فرض
دیفرانسیلی ایده آل {S}کوچکترین رو پیش پایان نامه در که است واضح Sاست. با شده تولید رادیکال دیفرانسیلی

شود. کید تأ آن بودن مجموعه بر آنکه مگر نیست؛ مجموعه برای نمادگذاری این و است رادیکال

ایده آل ساخت با که می رسد نظر به شهودی، طور به بازمی گردیم. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل ساخت به حال
زیر، نقض مثال آوریم. دست به را {S} [S]√بتوانیم صورت به جبری رادیکال گرفتن با سپس و [S] دیفرانسیلی

نیست. درست لزوماً رویکردی، چنین که است آن از حاکی

می گیریم. نظر در δ(y) = ۰ و δ(x) = y و R = Z۲[x, y] با را (R, δ) دیفرانسیلی حلقه .۲ .۶ .۲ مثال
ایده آل این محاسبه به حال است. x۲ توسط شده تولید دیفرانسیلی ایده آل کوچکترین I = [x۲] صورت این در
از .δ(x۲) = ۲xy است جابجایی حلقه یک مذکور، حلقه که آنجایی از و لایبنیتز قاعده طبق می پردازیم.
می توان را مذکور ایده آل ۱ .۶ .۲ نمادگذاری طبق و δ۲(x۲) = δ۳(x۲) = · · · = ۰ پس δ(y) = ۰ که آنجایی
x ∈

√
I که چرا نیست، دیفرانسیلی ایده آل √I که حالی در √I = (x) بنابراین نوشت. I = (x۲) صورت به

.{x۲} 6=
√
[x۲] پس .δ(x) = y /∈

√
I و

قرار می گیریم. نظر در δ(y) = ۰ و δ(x) = y و R = C[x, y] با را (R, δ) دیفرانسیلی حلقه .۳ .۶ .۲ مثال
J := [

√
I] صورت به J تعریف با اکنون .[√I] = [xy] = 〈xy, y۲〉 نتیجه در .I = 〈xy〉 می دهیم

.y /∈ J که حالی در y۲ ∈ J چون نیست رادیکال ایده آل این که درمی یابیم
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است عبارت ماکزیمال، دیفرانسیلی ایده آل می گیریم. نظر در را ماکزیمال دیفرانسیلی ایده آل یک .۱ .۶ .۲ تذکر
خلاف بر که می دهیم نشان زیر مثال ارائه با سره. دیفرانسیلی ایده آل های همه مجموعه میان در ماکزیمال عنصر از

نیست. اول دیفرانسیلی ایده آل یک لزوماً ایده آلی چنین کلاسیک، جبر

ایده آل باشد. دیفرانسیلی حلقه این روی شده تعریف مشتق δ(x) = ۱ Rو = Z۲[x] کنیم فرض .۴ .۶ .۲ مثال
δ(x۲) = ۲x ∈ J زیرا نیست، اول ایده آل، این وضوح، به می گیریم. نظر Jدر = [x۲] = 〈x۲〉صورت به Jرا
ایده آل هایی همه موضوع، این دادن نشان برای است. ماکزیمال ایده آل یک J طرفی از .x /∈ J و ۲ /∈ J ولی
b ∈ Z۲ هر به ازای صورت این در .J ⫋ I ⊆ R که می گیریم نظر در را (Z۲[x], δ(x) = ۱) حلقه از I مانند
در و I = R بنابراین ۱ ∈ I داریم δ(x) = ۱ تعریف طبق .δ(x + b) ∈ I پس .x + b ∈ I مانند عنصری

است. ماکزیمال ایده آل یک J نتیجه

ریت جبر را R صورت این در باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض یت). ر (جبر ۳ .۶ .۲ یف تعر
.Q ⊆ R هرگاه گوییم

مد دیفرانسیلی حلقه اگر که چرا باشد، صفر با برابر R حلقه مشخصه که است آن معادل امر این .۲ .۶ .۲ تذکر
میدان های و حلقه ها تمامی پس این از بود. خواهد حلقه این ناپذیر وارون عنصر تنها صفر باشد، Q شامل نظر،

داشت. خواهند را خاصیتی چنین پایان نامه، این در بحث مورد

یک I ⊆ (R, δ) کنیم فرض همچنین .Q ⊆ R و دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۱ .۶ .۲ قضیه
است. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک √I آنگاه باشد. دیفرانسیلی ایده آل

دهیم نشان که می شود محقق زمانی امر این است. دیفرانسیلی ایده آل یک √I که دهیم نشان است کافی اثبات.
وجود n مانند طبیعی عددی که معناست بدان a ∈

√
I اینکه .δ(a) ∈ √

I داشت خواهیم a ∈
√
I هر برای

.an−k(δ(a))۲k−۱ ∈ I داشت: خواهیم ۱ ≤ k ≤ n هر برای که می کنیم ادعا .an ∈ I که طوری به دارد
√
I به δ(a) تعلق که است آن اثبات، رهیافت می کنیم. استفاده ریاضی استقرا از هدف، این به رسیدن برای

داشت: خواهیم an−k(δ(a))۲k−۱ ∈ I رابطه در n = k قراردادن با یعنی شد، خواهد k و n تساوی به منجر
خواهد δ(a) ∈

√
I به منجر (δ(a))۲n−۱ ∈ I عبارت پس ،(۲n− ۱) ∈ N که آنجایی از .(δ(a))۲n−۱ ∈ I

نتیجه در و an ∈ I پس a ∈
√
I که آنجایی از .k = ۱ کنیم فرض می رویم. k روی استقرا سراغ به حال شد.

.δ(an) = nan−۱δ(a) ∈ I
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صورت این در استقرا). (فرض ۱ ≤ k < n که کنیم فرض حال .an−۱δ(a) ∈ I پس Q ⊆ R چون
قاعده سازی پیاده با .δ(an−k(δ(a))۲k−۱) ∈ I باشیم: داشته باید تعریف، طبق پس an−k(δ(a))۲k−۱ ∈ I

آنجایی از .(n − k)an−(k+۱)δ(a)۲k + an−k(۲k − ۱)(δ(a))۲k−۲)δ۲(a) ∈ I داشت: خواهیم لاینیتز
تمام اثبات و an−(k+۱)δ(a)۲k+۱ ∈ I داشت خواهیم فوق، عبارت در δ(a) ضرب با پس ،δ(a) ∈ I که

است.

ایده آل محاسبه که می کند معرفی را حلقه ها از دسته ای که چرا است، اهمیت حائز بسیار فوق قضیه .۳ .۶ .۲ تذکر
پیش مباحث در که آنجایی از بود. خواهد انجام قابل شهودی طور به و ساده بسیار آن ها در رادیکال دیفرانسیلی
شد. خواهد نمایان ما بر پیش از بیش قضیه، این اهمیت دارند، بسیار کاربرد رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های رو،

آموخته ایم، تاکنون که قضایایی اهمیت و پرداخت خواهیم رادیکال ایده آل های تجزیه بررسی به بعدی بخش در
شاخه این در ذکری قابل و ویژه اهمیت میدان، مشخصه بودن صفر که دید خواهیم ادامه در شد. خواهد جلوه گر

داشت. خواهد ریاضیات از

رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های تجزیه ۷ .۲

ایده آلی I مانند ایده آل یک رادیکال کرده ایم. مطالعه را رادیکال ایده آل های تجزیه محاسباتی، جبری هندسه در
در باشد. I در x از طبیعی توان یک اگر تنها و اگر دارد؛ وجود آن در x مانند عنصری که صورت بدین است
قضایا، ترین پایه ای و مهمترین بررسی به تا هستیم آن بر اکنون است. برقرار مشابهی تعریف نیز، دیفرانسیلی جبر
جبر در ایده آل ها بین مقایسه ای و بپردازیم رادیکال دیفرانسیلی ایده آل مشخصاً و دیفرانسیلی ایده آل های پیرامون
دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) که است این بر فرض قضایا این تمامی در باشیم. داشته دیفرانسیلی جبر و کلاسیک

باشد. حلقه ای چنین از رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I و

باشد. حلقه ای چنین از رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I و دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۱ .۷ .۲ لم
.bδ(a) ∈ I و aδ(b) ∈ I آنگاه ab ∈ I اگر

لایبنیتز قاعده براساس و δ(ab) ∈ I دیفرانسیلی ایده آل تعریف طبق صورت، این در .ab ∈ I کنیم فرض اثبات.
رابطه ای چنین حاصل نتیجه می کنیم. ضرب aδ(b) در را لایبنیتز رابطه طرفین اکنون .δ(a)b + aδ(b) ∈ I
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بررسی را ایده آل به جملات این از یک هر تعلق اکنون .aδ(b)δ(ab) = (aδ(b))۲ + abδ(a)δ(b) شد خواهد
می کنیم:

∈R︷ ︸︸ ︷
aδ(b)

∈I︷ ︸︸ ︷
δ(ab)︸ ︷︷ ︸

∈I

= (aδ(b))۲ +

∈I︷︸︸︷
ab

∈R︷ ︸︸ ︷
δ(a)δ(b)︸ ︷︷ ︸
∈I

می گیریم نتیجه است، رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I که آنجایی از .(aδ(b))۲ ∈ I که است آن تعلق این نتیجه
.bδ(a) ∈ I داشت خواهیم مشابه طریق به .aδ(b) ∈ I که

استقرایی صورت به روند این ادامه با و فوق لم اساس بر صورت این در .δ(a)b ∈ I کنیم فرض .۱ .۷ .۲ نتیجه
داشت خواهیم i, j ∈ N هر برای روند این ادامه با .(δ(a))ib ∈ I داشت خواهیم i ∈ N هر به ازای
باشند، I رادیکال دیفرانسیلی ایده آل از عنصری ab هرگاه که است آن کلی نتیجه پس .(δ(a))i(δ(b))j ∈ I

بود. خواهد I از عنصری نیز (δ(a))i(δ(b))j عنصر i, j ∈ N هر به ازای

یک تنهاً S ⊆ R و رادیکال دیفرانسیلی ایده  آل یک I دیفرانسیلی، حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۲ .۷ .۲ لم
صورت به که S بر I قسمت خارج صورت این در حلقه). جمع و ضرب گرفتن نظر در (بدون باشد زیرمجموعه

است. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک می شود؛ تعریف I : S = {a ∈ R | aS ⊆ I}

ایده آل یک تعریفی چنین که می دهیم نشان ابتدا که صورت بدین می بریم پیش مرحله سه در را اثبات روند اثبات.
می پردازیم. آن بودن رادیکال بررسی به نهایت در و می کنیم اثبات را ایده آل این بودن دیفرانسیلی سپس است.

از و قسمت، خارج ایده آل تعریف طبق می کنیم: بررسی زیر مطابق را شرط سه بودن، ایده آل بررسی برای
است. برقرار اول شرط پس است. برقرار نیز ۰ ∈ I : S نتیجه در و ۰s ∈ I پس ۰ ∈ I همواره که آنجایی

عنصری r و I : S در دلخواه عنصر دو b و a کنیم فرض می کنیم. عمل اینگونه دیگر، شرط دو بررسی برای
خواهیم است، ایده آل یک I که آنجایی از bS ⊆ I و aS ⊆ I قسمتی خارج ایده آل تعریف طبق باشد. R از

است. برقرار نیز، دوم شرط پس .(a+ b) ∈ I : S نتیجه در و (a+ b)S ⊆ I داشت
ایده آل یک I چون و است برقرار aS ⊆ I پس می گیریم. نظر در را .a ∈ I : S سوم شرط بررسی برای

است. برقرار نیز سوم ویژگی پس .ra ∈ I : S نتیجه در و raS ⊆ I پس است،
است. دیفرانسیلی ایده آل یک که می کنیم ثابت اکنون است. ایده آل یک I : S که کردیم ثابت اینجا تا پس
داشت خواهیم ۱ .۷ .۲ لم طبق حال aS ⊆ I داریم: a ∈ I : S هر ازای به قسمتی خارج ایده آل تعریف طبق

است. دیفرانسیلی ایده آل یک I : S بنابراین .δ(a) ∈ I : S نتیجه در و δ(a)S ⊆ I
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از a مانند عنصری می کنیم فرض کار، این برای می پردازیم: ایده آل این بودن رادیکال اثبات به نهایت در
بتوانیم که صورتی در .an ∈ I : S باشیم داشته n دلخواه طبیعی عدد به ازای که طوری به دارد وجود R حلقه
تعریف طبق صورت این در .an ∈ I : S کنیم فرض کرده ایم. کامل را خود اثبات a ∈ I : S که کنیم ثابت
نتیجه در و ans ∈ I داشت خواهیم s ∈ S هر به ازای پس .anS ⊆ I داشت خواهیم قسمتی خارج ایده آل
ترتیب این به و a ∈ I : S نتیجه در و as ∈ I پس است، رادیکال ایده آل یک I که آنجایی از .ansn ∈ I

نموده ایم. کامل را خود اثبات

.a{S} ⊆ {aS} صورت این در .a ∈ R و باشد زیرمجموعه یک S ⊆ R کنیم فرض .۳ .۷ .۲ لم

رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک J قبل، لم از استفاده با می گیریم. نظر در را J = {aS} : a ایده آل اثبات.
.a{S} ⊆ {aS} بنابراین و {S} ⊆ J پس S ⊆ J که آنجا از است.

علاوه و {S}{T} ⊆ {ST} صورت این در بگیرید. نظر در را S, T ⊆ R دلخواه زیرمجموعه دو .۴ .۷ .۲ لم
.{S} ∩ {T} = {ST} آن بر

با همچنین .a{T} ⊆ {aT} ⊆ {ST} داریم: a ∈ S هر به ازای که داریم ۳ .۷ .۲ لم از استفاده با اثبات.
می شود. شامل را S که است رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک {ST} : {T} که می دانیم ۲ .۷ .۲ لم از استفاده

.{S}{T} ⊆ {ST} بنابراین
از یک هر که دهیم نشان است کافی است. شده عنوان قضیه حکم در که آنچه اثبات به می پردازیم اکنون
از .{ST} ⊆ {S} ∩ {T} پس .{ST} ⊆ {S}, {T} که می دانیم هستند. یکدیگر زیرمجموعه طرفین،
تلفیق از .a۲ ∈ {S}{T} پس .a ∈ {T} و a ∈ {S} داریم ،a ∈ {S} ∩ {T} هر به ازای دیگر طرف
پس است، رادیکال ایده آل یک {ST} چون و a۲ ∈ {ST} داشت خواهیم {S}{T} ⊆ {ST} با رابطه این

نموده ایم. اثبات را حکم ترتیب این به و {S} ∩ {T} ⊆ ST نتیجه در و a ∈ {ST}

که کنیم فرض و باشد بسته حلقه ضرب عمل تحت که باشد مجموعه زیر یک T ⊆ R کنیم فرض .۵ .۷ .۲ لم
صورت این در باشد. نداشته Tاشتراک با که طوری به باشد، ماکزیمال رادیکال، دیفرانسیلی ایده آل های بین Pدر

است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک P

باشند موجود چنان a, b ∈ R می کنیم فرض اساس، این بر نباشد. اول P می کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
مانند عناصری بنابراین .P ⫋ {P, b} و P ⫋ {P, a} بنابراین .b /∈ P و a /∈ P ولی ab ∈ P که
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طرفی از .t۱t۲ ∈ T پس .t۲ ∈ {P, b} ∩ T و t۱ ∈ {P, a} ∩ T که طوری به دارند وجود t۲ و t۱

است، تناقض یک این .t۱t۲ ∈ P ∩ T که گرفتیم نتیجه پس .t۱t۲ ∈ {P, a}.{P, b} ⊆ {P, ab} = P

می شود. اثبات قضیه حکم و باطل خلف، فرض پس .P ∩ T = ∅ فرض طبق زیرا

صورت به می توان را I صورت، این در باشد. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I ⫋ R کنیم فرض .۶ .۷ .۲ لم
داد. نمایش اولیه، دیفرانسیلی ایده آل های از اشتراکی

I چون .x /∈ I که حالی در x ∈ R که طوری به دارد وجود x مانند عنصری پس I ⫋ R که آنجایی از اثبات.
صورت به را T ⊆ R مجموعه می توان پس بود. نخواهد I عنصر x از طبیعی توان هیچ پس است، ایده آل یک
x /∈ I هر برای حال باشد. حاکم آن بر قبل، لم شرایط که طوری به گرفت نظر در T = {x, x۲, x۳, . . .}

ایده آل های P اگر .x /∈ Px و Px ⊇ I که می گیریم نظر در طوری Px مانند اولیه دیفرانسیلی ایده آل یک
نظر در U = {P ⊆ R | I ⊆ P, P ∩ T = ∅} صورت به را U مجموعه باشد، R حلقه رادیکال دیفرانسیلی
وجود U در Px ماکزیمال عنصر زرن، لم از استفاده با پس .I ∈ U چون است ناتهی مجموعه این می گیریم.
طبق .I =

⋂
x/∈I Px که کرد ادعا می توان قبل، لم از استفاده با x /∈ Px و Px ∩ T = ∅ که آنجا از دارد.

فرض می کنیم. استفاده خلف برهان از دیگر، طرف اثبات برای است. بدیهی I ⊆
⋂

x/∈I Px موجود فرضیات
پس y /∈ I چون .y ∈

⋂
x/∈I Px که طوری به دارد وجود y /∈ I مانند عنصری پس .⋂x/∈I Px 6⊂ I کنیم

تناقض که y /∈
⋂

x/∈I Px که می دهد نتیجه این و I ⊆ Py که طوری به دارد وجود Py اول دیفرانسیلی ایده آل
و بنویسیم اول دیفرانسیلی ایده آل های اشتراک صورت به را رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک توانستیم پس است.

برسانیم. اثبات به را حکم

ارث به را آن دیفرانسیلی جبر که است کلاسیک جبر در لاسکر-نوتر قضیه همان نوعی به فوق لم .۱ .۷ .۲ تذکر
دیفرانسیلی ایده آل های مورد در تنهاً کلاسیک، جبر خلاف بر که است این قضیه این در ذکر قابل نکته است. برده

است. درست رادیکال

در اول ایده آل های اشتراک که است این کلاسیک جبر در مشابهش مورد با لم این دیگر تفاوت .۲ .۷ .۲ تذکر
نیست. متناهی لزوماً دیفرانسیلی جبر

این در باشد. ماکزیمال سره، دیفرانسیلی ایده آل های همه بین در M و Q ⊆ (R, δ) کنیم فرض .۲ .۷ .۲ نتیجه
است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک M صورت
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نتیجه در و ۱ ∈
√
M صورت این در √M = R اگر .{M} =

√
[M ] =

√
M کنیم فرض اثبات.

است. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک M و √M = M بنابراین است. تناقض در M بودن سره با که ۱ ∈ M

α /∈ M هر برای بنابراین هستند. اولیه دیفرانسیلی ایده آل های ها، Pα که M ⊆
⋂

α/∈M Pα قبل لم طبق پس
نموده ایم. اثبات را خود حکم پس است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک M نتیجه در و M = Pα داریم

تعریف در باشد. Q ⊆ R آن در که می گیریم نظر در گونه ای به را (R, δ) دیفرانسیلی حلقه .۳ .۷ .۲ تذکر
که: آموختیم ۷ .۲ و ۶ .۲ بخش های در می شود. نامیده ریت جبر ساختاری، چنین که آموختیم ۳ .۶ .۲

نوشت: می توان پس .√[S]دیفرانسیلی ایده آل یک رادیکال با است برابر {S}رادیکال دیفرانسیلی ایده آل .۱
.{S} =

√
[S]

است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک ماکزیمال، دیفرانسیلی ایده آل هر کلاسیک، جبر همانند .۲

قسمت Mخارج ماکزیمال دیفرانسیلی ایده آل گرفتن نظر در با Rو مانند ریت جبری ساختار یک در حتی .۳
از ماکزیمال ایده آل یک M اگر کلاسیک جبر در که است حالی در این نیست. میدان یک لزوماً R/M

نقض مثال یک ارائه به مورد این تفهیم بود.جهت خواهد میدان یک R/M صورت این در باشد، R حلقه
می پردازیم.

دانستیم قبلی مثال از بگیرید. نظر در δ(x) = ۱ مشتق نگاشت با را R = Q[x] دیفرانسیلی حلقه .۱ .۷ .۲ مثال
تنها حلقه این که آنجایی از هست. نیز ماکزیمال وضوح به که است حلقه این در دیفرانسیلی ایده آل یک [۰] که
با است. حلقه این ماکزیمال دیفرانسیلی ایده آل تنها [۰] پس هستند، بدیهی دو هر که دارد دیفرانسیلی ایده آل دو
در نقضی مثال را مثال این می توان نیست، دیفرانسیلی میدان R = Q[x] و است R/[۰] = R اینکه به توجه

کرد. عنوان سوم مورد تأیید راستای

فصل این در اولیه تعاریف شدیم. آشنا آن مبانی با و آموختیم را دیفرانسیلی جبر مقدمات فصل، این در
در شده مطرح موضوعات مهمترین گرفت. صورت جبری هندسه و کلاسیک جبر با آنها مقایسه و شدند معرفی
شرایطی چه تحت آموختیم که آنجایی همچنین بود. رادیکال دیفرانسیلی ایده ال های با مرتبط قضایای فصل، این
خواهد ما مسیر روشنگر راه، ادامه در رهیافت این ببرد. ارث به را کلاسیک جبر قضایای می تواند دیفرانسیلی جبر

بود.
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۳ فصل

چندگوناهای و چندجمله ای  حلقه های
دیفرانسیلی

چندجمله ای های حلقه ابتدا هستیم. جبری هندسه در چندجمله ای ها حلقه از تعمیمی یافتن دنبال به فصل این در
که است بعدی مفهوم دیفرانسیلی، مشخصه مجموعه می کنیم. تعریف را دیفرانسیلی چندگونای و دیفرانسیلی
فصل این آموزه های دیگر از ریت-رادنباش۱ پایه ای قضیه بود. خواهد ایده آل به تعلق پاسخگوی و می شود تعریف
مهمترین دارد. کلاسیک جبری هندسه در هیلبرت پایه ای قضیه و دیکسون لم به مشابه رهیافتی و بود خواهد

است. [۱ ،۲ ،۵ ،۶ ،۹ ،۱۰ ،۱۱] منابع است، شده گرفته کار به فصل این در که منابعی

مقدمه ۱ .۳

یک که چرا است؛ کلاسیک جبری هندسه در چندجمله ای ها حلقه از تعمیمی دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه
شناخت فصل، این در مطلب اولین هستند. جبری چندجمله ای های همان صفر، مرتبه با دیفرانسیلی جمله چند
گرفت. خواهد صورت گزاره و لم تعریف، چند بیان از استفاده با که است دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه
برخی از استفاده و مناسب ترتیب تعریف با و می نماییم معرفی را دیفرانسیلی مشخصه مجموعه های آن، از پس
همچون، مفاهیم می کنیم. مطالعه را دیفرانسیلی ایده آل به تعلق بررسی جبری، هندسه در رفته کار به پایه ای مفاهیم
کمک ما به جبری هندسه از که هستند مفاهیمی جمله از مدرج، الفبایی ترتیب و دیکسون لم خوش ترتیبی، اصل

1Ritt-Raudenbush Basis Theorem
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این آموزه های دیگر از ریت-رادنباش پایه ای قضیه بیابیم. را دیفرانسیلی ایده آل به تعلق سؤال به پاسخ تا می کنند
ما به و دارد کلاسیک جبری هندسه در هیلبرت پایه ای قضیه و دیکسون لم به مشابه رهیافتی و بود خواهد فصل
کنیم؛ جایگزین متناهی دستگاهی با را نامتناهی دیفرانسیلی جبر معادلات دستگاه یک می توانیم آیا که می گوید

بمانند؟ باقی تغییر بدون جوابها که طوری به

دیفرانسیلی حلقه های یختی همر ۲ .۳

باشد؛ صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) که گونه ای به هستیم، ریت جبر محدوده در کنیم فرض
و جبری ساختارهای مفاهیم تا داریم آن قصد رو پیش مباحث ادامه در و فصل این در .Char(K) = ۰ یعنی
همریختی می توان حلقه ای، همریختی همانند دهیم. گسترش معمولی دیفرانسیل معادلات برای را جبری نظریه
نگاشت نقش باید حلقه ای، همریختی تعریف در که پیداست ناگفته البته کرد. تعریف را دیفرانسیلی حلقه های
تا می پردازیم مقدماتی تاحدی و مهم مفهوم چند تعریف به هدف این به دستیابی برای گردد. مشخص نیز، مشتق

نماییم. استفاده آنها از بخش، این مباحث ادامه در

صورت، این در می گیریم. نظر در را (S,⊕,�) و (R,+, حلقه های(. حلقه ای). یختی (همر ۱ .۲ .۳ یف تعر
باشیم داشته x, y ∈ R هر برای هرگاه، گوییم حلقه ای (هومومورفیسم) همریختی یک را f : R → S تابع

.f(x+ y) = f(x)⊕ f(y) و f(x.y) = f(x)� f(y)

یکریختی را آن باشد، پوشا و یک به یک تابعی f چنانچه فوق، تعریف در حلقه ای). یختی (یکر ۲ .۲ .۳ یف تعر
هستند. یکریخت S و R می گوییم و R ∼= S می نویسیم حالت این در می نامیم. حلقه ای (ایزومورفیسم)

از یک به یک حلقه ای همریختی هرگاه می شود نشانده S حلقه در R حلقه گوییم (جانشانی). ۳ .۲ .۳ یف تعر
از زیرحلقه ای با R که معناست بدان این می دهیم. نمایش R ↪→ S نماد با را مفهوم این باشد. موجود S به R

گرفت. درنظر S زیرحلقه را R خود می توان جهت همین به و است یکریخت S

می شود. K(x)نشانده K[x]در هر مثلا یا می شود. نشانده اعدادگویا در صحیح اعداد اینکه مثال .۱ .۲ .۳ مثال

می شود. نشانده S یکدار حلقه یک در R جابجایی حلقه هر .۱ .۲ .۳ قضیه
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توسیع یک L ⊇ K و دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). میدان (توسیع ۴ .۲ .۳ یف تعر
روی مشتق نگاشت یک δ هرگاه می نامیم (K, δ)برای دیفرانسیلی میدان توسیع یک را (L, δ) Kباشد. از میدان

باشد. L

L از S زیرمجموعه باشد. (K, δ) از توسیع یک (L, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). (وابسته ۵ .۲ .۳ یف تعر
حالت در باشد. K روی جبری وابسته (δk(s))k∈N,s∈ S مجموعه اگر گوییم K روی دیفرانسیلی وابسته را
Kمی گوییم. روی y۱, . . . , yn دیفرانسیلی متغیرهای از خانواده یک Kیا روی دیفرانسیلی مستقل Sرا مخالف،

است. جبری K روی دیفرانسیلی صورت به α می گوییم S = {α} حالت در

تعریف را (L, δ) = (C(x, ex), d
dx
) و (K, δ) = (Q(x), d

dx
) بالا نمادگذاری به توجه با .۲ .۲ .۳ مثال

جبری K روی دیفرانسیلی صورت به α = ex و c ∈ C هر فوق، تعریف به علم با صورت این در می کنیم.
هستند.

این از پیش بپردازیم. دیفرانسیلی جبر در پرکاربرد و ارزش با مفاهیم از یکی تعریف به تا داریم آن قصد اکنون
معادلات این درجه و مرتبه دیفرانسیلی، معادلات دیفرانسیلی، چندجمله ای های با مقدماتی سطوح ریاضیات در و
به دیفرانسیلی و جبری دیدگاه از همزمان که می کنیم معرفی مفهومی قالب در را آشنایی این اکنون هستیم. آشنا

می پردازد. موضوع این

و K میدان از ضرایب، با دیفرانسیلی است حلقه ای دیفرانسیلی). چندجمله ای های (حلقه ۶ .۲ .۳ یف تعر
بنابراین و متغیرهاست این مشتقات از چندجمله ای حلقه یک حلقه ای چنین .y۱, . . . , yn دیفرانسیلی متغیرهای
داده نمایش K{y۱, . . . , yn} نماد با و می شود تعریف K = [δkyj | k ∈ N, j = ۱, . . . , n] صورت به

می شود.

حلقه ,K{y۱یک . . . , yn}صورت این در می شوند. نامیده دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه، این عناصر
.δ(δkyj) = δk+۱(yj) و است δ |K توسیع نتیجه که است δ مشتق عملگر با دیفرانسیلی

دیفرانسیلی، چندجمله ای این y۲ := v و y۱ := uتعریف با بگیرید. نظر در uxxرا = vx معادله .۳ .۲ .۳ مثال
می شود. نوشته K{y۱, y۲} حلقه در δ۲y۱ − δy۲ = ۰ صورت به

به دیفرانسیلی، چندجمله ای این y۱ := u تعریف با بگیرید. نظر در را (du
dt
)۲ = ۴ud۲u

dt۲ معادله .۴ .۲ .۳ مثال
می شود. نوشته K{y۱} حلقه در (δy۱)۲ − ۴y۱δ۲(y۱) = ۰ صورت
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یک باشند. دیفرانسیلی حلقه دو (R۲, δ۲) و (R۱, δ۱) کنیم فرض دیفرانسیلی). یختی (همر ۷ .۲ .۳ یف تعر
طوری به است ϕ : R۱ −→ R۲ مانند حلقه ای همریختی یک (R۲, δ۲) به (R۱, δ۱) از دیفرانسیلی همریختی
صورت، این در ،ϕ |R۰= idR۰ و R۲ و R۱ از مشترک دیفرانسیلی زیرحلقه یک R۰ اگر .ϕ ◦ δ۱ = δ۲ ◦ ϕ که

می شود. نامیده R۰ روی دیفرانسیلی همریختی یک ϕ

حلقه ای همریختی :۱ .۳ شکل

موضوع شدن روشن برای اکنون می کنید. مشاهده را حلقه ای همریختی یک از شماتیکی ۱ .۳ شکل در
پرداخت. خواهیم زیر مثال دو مطالعه به آن، بیشتر بررسی و همریختی

باشد، K از توسیعی L که گونه ای به باشند، دیفرانسیلی میدان دو (K, δ) ⊆ (L, δ) کنیم فرض .۵ .۲ .۳ مثال
است. دیفرانسیلی همریختی یک idK : (K, δ) → (L, δ) نگاشت آنگاه

ϕa⃗ : K{y۱, . . . , yn} → L نگاشت بگیرید. نظر در ~a = (a۱, . . . , an) ∈ Ln عنصر .۶ .۲ .۳ مثال
همریختی یک می شود، تعریف δk(yi) 7→ δk(ai) و f(y۱, . . . , yn) 7→ f(a۱, . . . , an) صورت به که را
به f(a۱, . . . , an) اینجا، در می شود). تعیین یکتا طور به ϕ(yi) مقدار توسط (که است K روی دیفرانسیلی

است. f(y۱, . . . , yn) در δk(ai) با δk(yi) جایگزینی معنای

همریختی یک ϕ : R۱ → R۲ و باشند دیفرانسیلی حلقه دو (R۲, δ) و (R۱, δ) کنیم فرض .۱ .۲ .۳ گزاره
است. دیفرانسیلی ایده آل یک ker(ϕ) آنگاه باشد. دیفرانسیلی

است. حلقه  ای همریختی یک ϕ زیرا است، R در ایده آل یک ker(ϕ) کلاسیک، جبر آموخته های طبق اثبات.
نتیجه در و δ(ϕ(r)) = ۰ = ϕ(δ(r)) بنابراین .ϕ(r) = ۰ داشت خواهیم r ∈ ker(ϕ) هر برای طرفی از

است. دیفرانسیلی ایده آل یک ker(ϕ) پس .δ(r) ∈ ker(ϕ)

ایده آل یک I آنگاه باشد. R در ایده آل یک I و دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۱ .۲ .۳ نتیجه
باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R/I, δ) اگر تنها و اگر است R در دیفرانسیلی
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تعریف δ(r + I) = δ(r) + I صورت به را δ(r + I) حال .r + I ∈ R/I کنیم فرض (⇒) اثبات.
نشان باید حالت این در .r۱ + I = r۲ + I کنیم فرض رابطه، این تعریفی خوش دادن نشان برای می کنیم.
داریم است، دیفرانسیلی ایده آل یک I و r۱ − r۲ ∈ I که آنجا از .δ(r۱) + I = δ(r۲) + I که دهیم

.δ(r۱) + I = δ(r۲) + I بنابراین .δ(r۱ − r۲) = δ(r۱)− δ(r۲) ∈ I

نشان برای است. مشتق یک R/I روی δ(r + I) = δ(r) + I که دهیم نشان است لازم بعدی قدم در
دو r۲ + I و r۱ + I می کنیم فرض است. برقرار مشتق ویژگی دو که دهیم نشان است کافی موضوع، این دادن

داشت: خواهیم صورت این در باشد. R/I از دلخواه عنصر

(1) δ(r1 + I + r2 + I) = δ(r1 + r2 + I) = δ(r1) + δ(r2) + I = δ(r1 + I) + δ(r2 + I)

(2) δ((r1 + I)(r2 + I)) = δ(r1r2 + I) = δ(r1r2) + I = δ(r1)r2 + r1δ(r2) + I =

δ(r1 + I) · (r2 + I) + (r1 + I) · δ(r2 + I)

برای آنگاه باشد. شده تعریف r ∈ R هر برای ϕ(r) = r + I صورت به ϕ : R → R/I کنیم فرض (⇐)

دیفرانسیلی همریختی یک ϕ بنابراین .ϕ(δ(r)) = δ(r) + I = δ(r + I) = δ(ϕ(r)) داریم r ∈ R هر
است. R در دیفرانسیلی ایده آل یک I = ker(ϕ) ۱ .۲ .۳ گزاره از استفاده با پس است.

از شاخه این مفاهیم اساسی ترین از یکی مفهوم این شویم. آشنا جدیدی مفهوم با تا هستیم آماده اکنون
مفهوم، این است. آن وسیع کاربردهای نمایش برای سرآغازی و علوم سایر با اتصال نقطه که چرا است، ریاضیات
پرداخت. خواهیم آن معرفی به نیاز مورد مقدمات شدن آماده و تعریف چند از پس که است دیفرانسیلی چندگونای

دیفرانسیلی چندگونای ۳ .۳

مفهوم چند با آشنایی از پس بخش، این در است. برخوردار ویژه ای اهمیت از دیفرانسیلی چندگونای که دانستیم
می پردازیم. آن معرفی به رفته، دیفرانسیلی چندگونای سراغ به مقدماتی،

از نقطه ای η = (η۱, . . . , ηn) و Σ ⊆ K{y۱, . . . , yn} کنیم فرض دیفرانسیلی). (صفر ۱ .۳ .۳ یف تعر
باشیم داشته f ∈ Σ هر برای اگر می شود نامیده Σ برای دیفرانسیلی صفر یک η نقطه باشد. (L, δ) ⊇ (K, δ)

.Σ ⊆ ker(ϕη : K{y۱, . . . , yn} → Ln) دیگر عبارت به .f(η) = ۰
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یک میدانی چنین باشد. دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). بسته (میدان ۲ .۳ .۳ یف تعر
مانند دیفرانسیلی میدان یک اگر F ⊆ K{y۱, . . . , yn} هر برای هرگاه می شود نامیده دیفرانسیلی بسته میدان
طوری به باشد، داشته وجود ξ ∈ Kn آنگاه F (η) = ۰ آنگاه باشد، داشته وجود η ∈ Ln و (L, δ) ⊇ (K, δ)

.F (ξ) = ۰ که

صورت این در باشند. دیفرانسیلی میدان دو (L, δ) ⊇ (K, δ)کنیم فرض دیفرانسیلی). (بستار ۳ .۳ .۳ یف تعر
هر برای آنکه دیگر و باشد دیفرانسیلی بسته (L, δ) هرگاه می شود نامیده (K, δ) دیفرانسیلی بستار یک (L, δ)
طوری به باشد داشته وجود ϕ : L 7→ M دیفرانسیلی جانشانی یک (M, δ) ⊇ (K, δ) دیفرانسیلی بسته میدان

.ϕ|K = idK که

مجموعه باشد. (K, δ) از دیفرانسیلی بستار یک (E, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). (چندگونای ۴ .۳ .۳ یف تعر
یا VE(Σ) با و می نامند K روی دیفرانسیلی چندگونای یک را Σ ⊆ K{y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی صفرهای

می دهیم. نمایش V(Σ)

I(V ) = {f ∈ K{y۱, . . . , yn} | ∀ξ ∈ V, f(ξ) = ۰} مجموعه ،V ⊆ En زیرمجموعه یک برای
می شوند. صفر V نقطه هر در که می نامند K{y۱, . . . , yn} در دیفرانسیلی چندجمله ای های تمام مجموعه را
و fm ∈ I(V ) هر و m طبیعی عدد هر برای پس است. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I(V ) که است واضح

.f ∈ I(V ) داریم است، میدان یک K که آنجایی از .fm(ξ) = ۰ داشت خواهیم ξ ∈ V هر

روی را چندگونا و رفتیم دیفرانسیلی میدان بستار سراغ به دیفرانسیلی، چندگونای از فوق تعریف در .۱ .۳ .۳ قرارداد
دیفرانسیلی چندگونای تعریف است پرکاربرد علمی مراجع از بسیاری در که آنچه کردیم. تعریف دیفرانسیلی بستار
و مشاهده جهت به صرفاً دیفرانسیلی، میدان بستار روی چندگونا تعریف درواقع است. دیفرانسیلی میدان روی
روی را چندگونا که است آن می شود دنبال مباحث، ادامه در که هدفی و است بوده پایان نامه این خواننده گاهی آ

کنیم. تعریف دیفرانسیلی میدان

(K, δ) دیفرانسیلی میدان توسیع یک از نقطه یک η = (η۱, . . . , ηn) کنیم فرض عام). (نقطه ۵ .۳ .۳ یف تعر
هرگاه می شود نامیده I ⊆ K{y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی ایده آل یک از عام نقطه یک η صورت این در باشد.

.f ∈ I اگر تنها و اگر f(η۱, . . . , ηn) = ۰ باشیم داشته f ∈ K{y۱, . . . , yn} به ازای

نیست. یکتا عام نقطه که دید خواهیم مشخص، ایده آل یک برای عام، نقطه یک بررسی ضمن زیر، مثال در
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تعریف، طبق و صورت این در می گیریم. نظر در را I = 〈x۲ + y۲ − ۱〉 ⊆ Q[x, y] ایده آل .۱ .۳ .۳ مثال
این برای دیگر عام نقطه یک (cos(θ), sin(θ)) همچنین است. ایده آل این از عام نقطه یک

(
۲t

۱+t۲ ,
۱−t۲
۱+t۲

)
نیستند. یکتا عام نقاط بنابراین است. ایده آل

عام نقطه یک P صورت این در باشد. دیفرانسیلی ایده آل یک P ⊆ K{y۱, . . . , yn} کنیم فرض .۱ .۳ .۳ لم
باشد. اول P اگر تنها و اگر دارد

برای است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک P = I(η) آنگاه باشد. P از عام نقطه یک η کنیم فرض (⇒) اثبات.
که آنجایی از .f(η)g(η) = ۰ که معناست بدان این .fg ∈ I(η) می کنیم فرض موضوع، این دادن نشان
در و باشد صفر با مساوی باید آنها از یکی حداقل پس می آیند، وجود به صفر مشخصه با میدان از g و f ضرایب

است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک I(η) نتیجه
دیفرانسیلی دامنه یک K{y۱, . . . , yn}/P آنگاه باشد. اول دیفرانسیلی ایده آل یک P کنیم فرض (⇐)
یک (y۱, . . . , yn) ∈ Ln آنگاه .yi = yi + P و L = Frac(K{y۱, . . . , yn}/P ) می دهیم قرار است.

است. P از عام نقطه

قضیه یعنی دیفرانسیلی، چندجمله ای های حلقه برای هیلبرت، پایه ای قضیه دیفرانسیلی مشابه فصل، این در
ابزار که می کنیم معرفی را مشخصه مجموعه روش ابتدا آن، از پیش کرد. خواهیم اثبات را ریت-رادنباش پایه ای
نهان ایده کند. فراهم را نظری بینش های برخی می تواند همچنین و است دیفرانسیلی جبر در اصلی محاسباتی
مشخصه مجموعه سراغ به مقدمه این با است. گربنر پایه بر حاکم تفکر با همراستا مشخصه، مجموعه های

می رویم. دیفرانسیلی

دیفرانسیلی مشخصه مجموعه ۴ .۳

موضوع این جبری، هندسه مباحث در و این از پیش است. دیفرانسیلی ایده آل به تعلق بررسی بخش این هدف
است. شده بحث تفصیل به متغیره چند و متغیره تک چندجمله ای های حلقه برای مطالب و است شده بررسی
متغیره، تک چندجمله ای های حلقه مورد در است. متفاوت حلقه نوع دو این مورد در بررسی این استراتژی
در که آنچه بود. خواهد پاسخگو گربنر، پایه متغیره، چند چندجمله ای های حلقه مورد در و اقلیدس الگوریتم
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به قضایا و تعاریف ذکر با که است دیفرانسیلی و جبری منظر دو از می کند، بررسی را ایده آل به تعلق رهیافت، این
می کند. کمک موضوع تفهیم به مناسب مثال های از استفاده نیز مفاهیم شدن روشن برای می پردازد. موضوع تبیین

از عنصری f که است I = 〈f〉 فرم به ایده آلی هر است، اصلی ایده آل دامنه یک Q[x] که آنجایی از .۱
g بنابراین .g = qf + r داریم متغیره تک چندجمله ای های تقسیم الگوریتم از استفاده با است. Q[x]

.r = ۰ اگر تنها و اگر است ایده آل از عنصری

و گربنر پایه از I = 〈f۱, . . . , fs〉 ⊆ Q[x۱, . . . , xn] ایده آل داشتن با Q[x۱, . . . , xn] حلقه در .۲
می کنیم. استفاده g ∈ I آزمون برای متغیره چند تقسیم الگوریتم

که است رهیافتی دیفرانسیلی، مشخصه مجموعه های می شود؟ چه دیفرانسیلی ایده آل در عضویت مسئله .۳
می گیرد. برعهده را سؤال این به پاسخ

چندجمله ای حلقه صورت، این در باشد. صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض
به می تواند Y = {y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی متغیرهای برحسب K{Y } ≜ K{y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی
به شود. دیده Θ(Y ) ≜ {δi(yj) | i ∈ N, j = ۱, . . . , n} جبری متغیرهای در چندجمله ای حلقه یک عنوان

.K{Y } = K[Θ(Y )] نوشت می توان دیگر عبارت
می کند: تأمین را زیر شرایط که Θ(Y ) روی کلی ترتیب یک Θ(Y ) روی دیفرانسیلی رتبه بندی یک

.u ≺ δ(u) باشیم داشته u ∈ Θ(Y ) هر برای .۱

.δ(u) ≺ δ(v) داشت خواهیم u ≺ v که طوری به u, v ∈ Θ(Y ) هر برای .۲

ترتیب یک دارای مجموعه این می گیریم. نظر در را Θ(y) = {δi(y) : i ∈ N} مجموعه .۱ .۴ .۳ مثال
می شود. نوشته y ≺ δ(y) ≺ δ۲(y) ≺ δ۳(y) ≺ · · · صورت به که یکتاست

می شوند: تعریف زیر صورت به Θ(Y ) روی مهم رتبه بندی نوع دو .۱ .۴ .۳ یف تعر
.k, l ∈ N هر برای δk(yi) � δl(yj) آنگاه yi > yj اگر که است صورت بدین حذفی] [رتبه بندی

.i, j ∈ N همه برای δk(yi) � δl(yj) آنگاه k > l اگر که است صورت بدین مرتب] [رتبه بندی

است. خوش ترتیبی رابطه یک رتبه بندی، هر .۱ .۴ .۳ لم
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است. عنصر کوچکترین دارای Θ(Y ) از تهی غیر زیرمجموعه هر که می دارد بیان لم این دیگر، عبارت به

وجود i ∈ N مانند عنصری j ∈ {۱, . . . , n} هر برای اگر .U 6= ∅ و U ⊆ Θ(Y ) کنیم فرض اثبات.
صورت به را uj و kj = min{i | δi(yj) ∈ U} می دهیم قرار صورت این در ،δi(yj) ∈ U که باشد داشته
متناهی مجموعه در عنصر کوچک ترین U عنصر کوچک ترین صورت، این در می گیریم. نظر در uj = δkj(yj)

رسانده ایم. اثبات به را خود حکم ترتیب این به و است {u۱, . . . , uj}

.۱ ≺ δi(yj) همواره و باشد شده داده رنکینگ یک R که می کنیم فرض بخش، این پایان تا .۱ .۴ .۳ قرارداد
واقع در می شوند. داده نمایش a(k), a′′, a′ صورت به δk(a), δ۲(a), δ(a) عبارت های k > ۳ برای همچنین

است. عمومی ریاضیات سطح در مشتق، نمادگذاری همان این

رتبه بندی به Θ(Yنسبت ) عنصر بزرگ ترین f پیشرو .f ∈ K{y۱, . . . , yn}\K کنیم فرض .۲ .۴ .۳ یف تعر
می دهیم. نمایش ld(f) یا uf با را آن می شود. ظاهر f در موثر طور به که است R

f = Idu
d
f + Id−۱ud−۱

f + · · · + I۱uf + I۰ مانند یک متغیره چندجمله ای صورت به را f اگر حال
صورت به را درجه جبری، هندسه با مشابه شرایطی در هستند. مستقل uf از Ii ضرایب بنویسیم، uf به نسبت

می شود. داده نشان If نماد با و تعریف f بنیان نام به Id پیشرو ضریب می کنیم. تعریف d = deg(f, uf )

می دهیم. نمایش rank(f) نماد با و می شود شناخته f رتبه نام به (uf , d) مرتب زوج

بنیان پیشرو، می خواهیم می گیریم. نظر در را Q{y} معمولی دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه .۲ .۴ .۳ مثال
و If = ۱ و uf = ld(f) = y′ داشت خواهیم تعریف طبق آوریم. دست به را f = (y′)۲ − ۴y رتبه و

.rank(f) = (y′, ۲)
بالا در شده محاسبه کمیت های نتیجه در و δ(f) = ۲y′y′′ − ۴y′ داشت خواهیم f روی مشتق، اعمال با

بود. خواهد .rank(δ(f)) = (y′′, ۱) و Iδ(f) = ۲y′ و uδ(f) = y′′ = δ(uf ) صورت به

زیر، لم مطالعه با تا رسیده آن وقت شدیم، آشنا مثال یک در آن نمایش و مفاهیم این با حدودی تا که اکنون
بخشیم: وسعت را مفاهیم این به نسبت خود دید گستره

ld(δk(f)) = δk(ld(f)) رابطه صورت، این در باشد. f پیشرو ld(f) و k ∈ N کنیم فرض .۲ .۴ .۳ لم
است. برقرار همواره
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می شود. متبادر ذهن به دیگری تکنیک هر از پیش ریاضی استقرا است، طبیعی عدد یک k که آنجایی از اثبات.
به آن مشتق نتیجه در و f = Idu

d
f + Id−۱ud−۱

f + · · ·+ I۱uf + I۰ داریم می پردازیم. k = ۱ حالت به ابتدا
درمی یابیم δ(f) و f مقایسه با است. δ(f) = ∑d

j=۰ δ(Ij)(ld(f))j +∑d
j=۱ jδ(Ij)(ld(f))j صورت

حال است. درست k = ۱ برای نظر، مورد حکم که معناست بدان تساوی این .ld(δ(f)) = δ(ld(f)) که
δk(ld(f)) از است کافی است. درست نیز k+ ۱ برای می دهیم نشان . ld(δk(f)) = δk(ld(f)) کنیم فرض

داریم: صورت این در بگیریم. مشتق

δk+۱(ld(f)) = δ(δk(ld(f))) = δ(ld(δk(f))) = ld(δ(δk(f))) = ld(δk+۱(f)).

است. حکم اثبات معنای به این و

می شود. داده نمایش Sf با و می شود شناخته جداساز نام به ∂f/∂uf نسبی مشتق (جداساز). ۳ .۴ .۳ یف تعر

فرض منظور بدین می آوریم. دست به زیر صورت به را δ(f) مقدار آموخته ایم، کنون تا که آنچه به توجه با
داشت: خواهیم لایبنیتز قاعده اعمال و مشتق گیری با صورت این در .f =

∑d
i=۰ Iiu

i
f می کنیم

δ(f) =
∑d

i=۱ Iiδ(u
i
f ) +

∑d
i=۰ δ(Ii)u

i
f = (

∑d
i=۱ Ii · i · u

i−۱
f )δ(uf ) +

∑d
i=۰ δ(Ii)u

i
f =

Sf · δ(uf ) +
∑d

i=۰ δ(Ii)u
i
f .

و uδ(f) = δ(uf ) داشت. خواهیم میدان، مشخصه بودن صفر به توجه با که است لازم نکته این به توجه
برابر ام k مرتبه مشتق که گفت می توان k طبیعی عدد هر برای طرفی از .deg(δ(f), uδ(f)) = ۱ و Iδ(f) = Sf

uδk(f) = δk(uf ) بنابراین است. δk(uf ) از کمتر مرتبه مشتق شامل که جملاتی اضافه به Sfδ
k(uf ) با است

.deg(δk(f), uδk(f)) = ۱ نتیجه در و Iδk(f) = Sf و

uf = ۱ داریم f ∈ K \ {۰} هر برای .۲ .۴ .۳ قرارداد

f ∈ K{Y } مانند عنصری سره مشتق مفوم که بدانیم باید بپردازیم، بعدی مفهوم تعریف به آنکه از پیش
.i > ۰ آن در که δi(f) از عبارتست

هرگاه می نامیم، g به نسبت جزئی کاهش یافته را f صورت این در .f, g ∈ K{Y } کنیم فرض .۴ .۴ .۳ یف تعر
نشود. ظاهر f در مؤثر طور به ug سره مشتقات از یک هیچ
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ظاهر f در y مشتقات از هیچیک و ug = y که آنجایی از .g = y + ۱ و f = y۲ کنیم فرض .۳ .۴ .۳ مثال
است. g به نسبت جزئی، کاهش یافته f پس نمی شود،

f جمله اولین در δ(ug) = δ(y) که آنجایی از .g = y+ ۱ و f = ۲yδ(y)۲ + y کنیم فرض .۴ .۴ .۳ مثال
نیست. g به نسبت جزئی، کاهش یافته f پس می شود، ظاهر

شرط دو هرگاه گوییم g به نسبت کاهش یافته را f صورت این در .f, g ∈ K{Y } کنیم فرض .۵ .۴ .۳ یف تعر
باشد: برقرار زیر

باشد g دیفرانسیلی چندجمله ای به نسبت جزئی کاهش یافته f دیفرانسیلی چندجمله ای .۱

.deg(f, uf ) < deg(g, ug) دیگر عبارت به باشد. کمتر g درجه از f درجه .۲

تقسیم امکان نفی معنای به دوم مورد و موجود دیفرانسیلی صورت به تقسیم امکان عدم معنای بدان اول مورد
است. جبری صورت به

هر هرگاه گوییم خودکاهش یافته را A ⊆ K{y۱, . . . , yn} زیرمجموعه (خودکاهش یافته). ۶ .۴ .۳ یف تعر
باشد. کاهش یافته A عناصر سایر به نسبت A عنصر

است. متناهی K{y} از خودکاهش یافته مجموعه هر .۳ .۴ .۳ لم

چندجمله ای یک حداکثر ۱ ≤ i ≤ l هر برای باشد. خودکاهش یافته مجموعه یک A کنیم فرض اثبات.
دو برای و ld(A) = δk(yi) باشیم داشته k طبیعی عدد برای که طوری به دارد وجود A ∈ A دیفرانسیلی
کاهش یکدیگر به نسبت نمی توانند ۱ ≤ j ≤ ۲ و ld(Aj) = δkj(yi) با A۲ و A۱ دیفرانسیلی چندجمله ای

.|A| ≤ n بنابراین کنند. پیدا

دیکسون لم نیازمند ببریم، کار به جزئی دیفرانسیلی حلقه مورد در را فوق لم بخواهیم که صورتی در .۱ .۴ .۳ تذکر
است. متناهی خودکاهنده، مجموعه هر دهیم نشان تا هستیم

با و دارد پایین تری رتبه g به نسبت f می گوییم .f, g ∈ K{y۱, . . . , yn} \K کنیم فرض .۷ .۴ .۳ یف تعر
.rank(f) ≺lex rank(g) هرگاه می دهیم نمایش (f < g) نماد

باشند. داشته یکسانی رتبه g و f یا f < g که می کنیم استفاده زمانی f ≤ g نماد از .۱ .۴ .۳ نمادگذاری
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طوری به A = A۱, . . . , Ap یعنی می نویسیم، رتبه افزایش ترتیب به را A خودکاهش یافته مجموعه اکنون
و A = A۱, . . . , Ap کنیم فرض حال .rank(A۱) ≺lex rank(A۲) ≺lex · · · ≺lex rank(Ap) که
شرط دو از یکی هرگاه A < B می گوییم صورت این در باشند. خودکاهش یافته مجموعه دو B = B۱, . . . , Bq

باشد: برقرار زیر،

باشیم داشته i < k هر به ازای که طوری به باشد، داشته وجود k = min{p, q} مانند طبیعی عدد .۱
.rank(Ak) ≺lex rank(Bk) و rank(Ai) = rank(Bi)

.rank(Ai) = rank(Bi) باشیم داشته i ≤ q هر به ازای و p > q .۲

دیگر عبارت به دارند. یکسانی رتبه B و A می گوییم نباشد، برقرار A > B یا A < B موارد از هیچیک اگر
.rank(A) = rank(B) باشیم. داشته i ≤ p هر به ازای و p = q اگر تنها و اگر دارند یکسان رتبه B و A

طرفی از می گیریم. نظر در y۱ < y۲ مرتب رتبه بندی با را K{y۱, y۲} چندجمله ای های حلقه .۵ .۴ .۳ مثال
C = {C۱ = (y′۲)

۲+۲} Bو = {B۱ = y′۲+۲} Aو = {A۱ = (y′۲)
۲+۱, A۲ = y′′۱ +y۲}کنیم فرض

که آنجا از همچنین .B < A که می شود نتیجه rank(A۱) �lex rank(B۱) که آنجا از باشند. موجود
.A < C که می شود نتیجه |A| > |C| و rank(A۱) = rank(C۱)

خودکاهش یافته ای مجموعه K{Yدارای } در خودکاهش یافته مجموعه های از ناتهی زیرمجموعه هر .۱ .۴ .۳ گزاره
است. رتبه پایین ترین با

از استفاده با باشد. K{Y } حلقه در خودکاهش یافته مجموعه های از ناتهی مجموعه یک U کنیم فرض اثبات.
به را Ui مجموعه i > ۰ هر برای و U۰ ≜ U صورت به i = ۰ برای را U زیرمجموعه های از دنباله ای استقرا،
Ui = {A ∈ Ui−۱ | card(A) ≥ i , i − th Element of A is of Lowest Rank} صورت
است، متناهی خودکاهش یافته مجموعه هر که آنجایی از .U۰ ⊇ U۱ ⊇ · · · صورت این در می کنیم. تعریف
خودکاهش یافته مجموعه یک Ui عنصر هر پس .Ui+۱ = ∅ و Ui 6= ∅ که طوری به دارد، وجود i طبیعی عدد

است. مرتبه کمترین از U در

باشد. دیفرانسیلی ایده آل یک I ⊆ K{Y } کنیم فرض دیفرانسیلی). مشخصه (مجموعه ۸ .۴ .۳ یف تعر
یک به نسبت دیفرانسیلی مشخصه مجموعه یک که دارد قرار I در رتبه پایین ترین با خودکاهش یافته  مجموعه یک

می شود. نامیده شده، داده رتبه بندی

۷۸



محاسباتی دیفرانسیلی جبر بر دیفرانسیلیمقدمه ای چندگوناهای و چندجمله ای  حلقه های :۳ فصل

خودکاهش یافته ،مجموعه های a ∈ K∗ = K \ {۰} آن در که {a} و ∅ قراردادی طور به .۳ .۴ .۳ قرارداد
.rank(a) = (۱, ۱) داریم حالت این در هستند.

دیفرانسیلی تقسیم شبه ۵ .۳

این با می کنیم؛ دنبال را دیفرانسیلی تقسیم شبه مشابه، رهیافتی با شدیم. آشنا مشخصه مجموعه با ۷ .۱ بخش در
می کنیم. شروع لم یک با ساکن به ابتدا کرد. خواهیم پیگیری دیفرانسیلی و جبری دیدگاه دو از را مطالب که تفاوت

این از عنصری F و K{Y } در خودکاهش یافته مجموعه یک A = A۱, . . . , Ap کنیم فرض .۱ .۵ .۳ لم
چندجمله ای حلقه در F̃ مانند عنصری و ti طبیعی عدد صورت، این در باشد. دیفرانسیلی چندجمله ای حلقه

که طوری به دارد وجود K{Y } دیفرانسیلی

است، A به نسبت جزئی کاهش یافته F̃ .۱

نباشد، F رتبه از بیشتر F̃ رتبه .۲

.∏p
i=۱ S

ti
Ai
F ≡ F̃ mod [A] داریم همواره .۳

مشتقات خطی از ترکیب صورت به می تواند ∏p
i=۱ S

ti
Ai
F − F̃ که می گوییم اینگونه دقیق تر، بیان به

.θ(uAi
) ≤ uF که طوری به شود، بیان K{Y } در ضرایبی با θ(Ai)

صورت، این غیر در .(i ≤ p (برای ti = ۰ و F̃ = F آنگاه باشد، جزئی کاهش یافته A به نسبت F اگر اثبات.
بیشترین با مشتقی چنین vF کنیم فرض است. Ai از برخی پیشرو جمله از δk(uAi

) سره مشتق یک شامل F

شامل که G ∈ K{Y } هر برای کنیم فرض می شود. انجام vF روی استقرا اساس بر لم اثبات باشد. رتبه
شده اند تعریف متناظر طبیعی اعداد و G̃ مقادیر نیست، ≥ vF مرتبه با uAi

هیچ از سره مشتقات از هیچیک
به طوری است موجود A ∈ A یکتا عنصر یک صورت، این در می کنند. برآورده را مطلوب خواص که به طوری
در که δk(A) = SAδ

k(uA) + T داریم: آنگاه ،A =
∑d

i=۰ Iiu
i
A اگر .k > ۰ یک برای vF = δk(uA) که

.rank(T ) < vF آن
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J۰, . . . , Jl آن در که Fبنویسیم =
∑l

i=۰ Jiv
i
F صورت به Fرا می توانیم l = deg(F, vF نمادگذاری( با

داریم: لذا نیست. vF از بزرگتر مرتبه با ui
A از هیچکدام سره مشتقات شامل

Sl
AF =

l∑
i=۰

JiS
l−i
A (SAvF )

i ≡
l∑

i=۰
JiS

l−i
A (−T )i (mod (δk(A))).

با نیست. vF از بزرگتر مرتبه با uAi
هیچ از سره مشتقات شامل G =

∑l
i=۰ JiS

l−i
A (−T )i که است آشکار

وجود ki طبیعی عدد و است جزئی Aکاهش یافته به نسبت که دارد وجود G̃ که درمی یابیم استقرا فرض از استفاده
دهیم قرار است کافی حال .∏p

i=۱ S
ki
Ai
G ≡ G̃ (mod [A]) که طوری به دارد

.F̃ = G̃, ti =


ki, Ai 6= A

ki + l, Ai = A.

یافته ایم. دست حکم اثبات به صورت، این در

به نسبت F جزئی باقیمانده را، فوق قضیه اثبات فرآیند در شده حاصل F̃ جزئی). (باقیمانده ۱ .۵ .۳ یف تعر
می نامیم. A

صحیح دامنه یک D کنیم فرض می آوریم. خاطر به را جابجایی جبر در تقسیم شبه الگوریتم .۱ .۵ .۳ تذکر
در باشند. dF , dA درجات دارای ترتیب به F,A ∈ D[v] کنیم فرض باشد. D روی متغیر یک v و باشد
می دهیم قرار می گیریم. نظر در .Ii ∈ D با را .A = IdAv

dA + · · · + I۱v + I۰ 6= ۰ صورت این
داشته که طوری به بیابیم را یکتا Q,R ∈ D[v] می توانیم صورت، این در .e = max{dF − dA + ۱, ۰}

.IedAF = QA+Rو deg(R) < deg(A) باشیم

اگر باشد. K{y۱, . . . , yn} در خودکاهش یافته مجموعه یک A = A۱, . . . , Ap کنیم فرض .۱ .۵ .۳ قضیه
طبیعی اعداد و (F دیفرانسیلی (باقیمانده F۰ دیفرانسیلی چندجمله ای یک آنگاه باشد، حلقه این از عنصری F

که طوری به دارند وجود ti و ri

باشد، A به نسبت کاهش یافته F۰ .۱

نباشد، F رتبه از بیشتر F۰ رتبه .۲
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.∏p
i=۱ S

ti
Ai
IriAi

F ≡ F۰ mod [A] داریم همواره .۳

کنیم فرض .∏p
i=۱ S

ti
Ai
F ≡ F̃ mod [A] و باشد A به نسبت F جزئی باقی مانده F̃ کنیم فرض اثبات.

Fp−۱ ∈ K{Y } مانند عنصری صورت، این در .rp = max{۰, deg(F, uAp) − deg(Ap, uAp) + ۱}
داریم که طوری به باشد، کاهش یافته Ap به نسبت و جزئی کاهش یافته A به نسبت که طوری به دارد وجود
را Fp−۲ ∈ K{Y } و rp−۱ صورت این غیر در است. کامل اثبات p = ۱ اگر .IrpAp

F̃ ≡ Fp−۱ mod (Ap)

باشیم داشته که طوری به باشد، کاهش یافته Ap و Ap−۱ به نسبت و جزئی کاهش یافته A به نسبت که می کنیم پیدا
F۰ به تا می دهیم ادامه را فرآیند این نباشد. F̃ از بیشتر رتبه اش و Irp−۱

Ap−۱I
rp
Ap
F̃ ≡ Fp−۲ mod (Ap−۱, Ap)

باشد. داشته را نظر مورد ویژگی های که برسیم

δ-rem(F,A) نماد با و Aاست مشخصه مجموعه Fبر تقسیم F۰باقیمانده فوق، قضیه در .۱ .۵ .۳ نمادگذاری
می شود. داده نمایش F −→

A
F۰ یا

می کنیم. تثبیت y۱ > y۲ با را مرتب رتبه بندی و می گیریم نظر در را K{y۱, y۲} میدان .۱ .۵ .۳ مثال

.IA۱f − ۰ ∈ [A] و f −→
A

۰ داریم: اینجا در .A = A۱ = y۲y۱ و f = y۱ کنید فرض .۱

است آشکار .SA۱ = ۲y۲y۱ و uA۱ = y۱ همچنین، .A = A۱ = y۲y۲
۱ و f = y′۱ + ۱ کنیم فرض .۲

باقیمانده آن تبع به و δ(A۱) = ۲y۲y۱y′۱ +y′۲y
۲
۱ داریم پس نیست. جزئی کاهش یافته A به نسبت f که

بنابراین می شود. محاسبه SA۱f − A′
۱ = f̃ و ۲y۲y۱ − y′۲y

۲
۱ = f̃ صورت به A به نسبت f جزئی

کاهش یافته A به نسبت که IA۱f − IfA۱ = y۲(۲y۲y۱ − y′۲y
۲
۱ )−

(
−y′۲

)
y۲y۲

۱ = ۲y۲
۲y۱ داریم

.IA۱SA۱f − ۲y۲
۲y۱ = −y′۲A۱ + IA۱A

′
۱ ∈ [A] و f −→

A
۲y۲

۲y۱ نوشت می توان پس است.

I ⊆ K{y۱, . . . , yn} سره دیفرانسیلی ایده آل یک از خودکاهش یافته مجموعه کنیمAیک فرض .۲ .۵ .۳ قضیه
هستند: معادل زیر شرایط آنگاه باشد.

است. I مشخصه مجموعه A .۱

.δ-rem(f,A) = ۰ داریم f ∈ I هر برای .۲

نیست. باشد، کاهش یافته A به نسبت که ناصفری دیفرانسیلی چندجمله ای هیچ شامل I .۳
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است. بدیهی :(۲) ⇔ (۳) اثبات.
k ∈ N کنیم فرض باشد. Aکاهش یافته = A۱, . . . , Ap به نسبت f ∈ I \{۰} کنیم فرض :(۱) ⇒ (۳)
مجموعه یک A۱, . . . , Ak, f مجموعه صورت، این در .rank(Ak) < rank(f) که طوری به باشد بیشینه
گرفته نظر در k = ۰ مقدار ،rank(f) < rank(A۱) که حالتی (در است. A از کمتر درجه از خودکاهش یافته
و می رسیم تناقض به بنابراین است.) A از کمتر درجه از خودکاهش یافته مجموعه یک {f} مجموعه و می شود

است. معتبر (۳) درنتبجه
این در نباشد. I مشخصه ی مجموعه A = A۱, . . . , Ap کنیم فرض باشد. معتبر (۳) و :(۳) ⇒ (۱)
تعریف، طبق دارد. Aوجود از پایین تر رتبه ای با I از خودکاهش یافته مجموعه یک ،B = B۱, . . . , Bq صورت،

است: برقرار زیر حالت دو از یکی

همچنین و rank(Ai) = rank(Bi) داریم i < k هر برای که طوری به دارد وجود k ≤ min{p, q} .۱
.Ak > Bk

.rank(Ai) = rank(Bi) ،i ≤ p هر برای و q > p .۲

است. کاهش یافته A به نسبت و ناصفر Bp+۱ یا Bk از یکی پس

دیفرانسیلی ایده آل برای مشخصه، مجموعه یک A = A۱, . . . , Ap اگر بالا قضیه به توجه با .۲ .۵ .۳ تذکر
.IAi

, SAi
/∈ I داریم ۱ ≤ i ≤ p هر برای آنگاه باشد، I ⊆ K{Y }

I ⊆ K{Y } = K{y۱, . . . , yn} سره دیفرانسیلی ایده آل یک از مشخصه مجموعه کنیمAیک فرض .۲ .۵ .۳ لم
می کنیم: تعریف است. شده تولید A عناصر جداسازهای و اولیه ضرایب توسط H∞

A ضرب پذیر مجموعه باشد.
داشت خواهیم صورت، این در .sat(A) := [A] : H∞

A = {f ∈ K{Y } | ∃M ∈ H∞
A ,Mf ∈ [A]}

.I = sat(A) باشد، اول I اگر این، بر علاوه .I ⊆ sat(A)

اعداد A ∈ A برای بنابراین .δ-rem(f,A) = ۰ داشت خواهیم f ∈ I هر برای ۲ .۵ .۳ قضیه طبق اثبات.
برای باشد، اول I اگر .f ∈ sat(A) یعنی ،∏A∈A I iAA StA

A f ∈ [A] که طوری به دارند وجود iA, tA طبیعی
که آنجایی از .∏A∈A I iAA StA

A f ∈ [A] ⊆ I که طوری به دارند وجود iA, tA طبیعی اعداد f ∈ sat(A) هر
.f ∈ I می شود نتیجه IA, SA /∈ I
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یت-رادنباش ر اساسی قضیه ۶ .۳

چندجمله ای های حلقه از ایده آل «هر که می کند بیان قضیه این آورید. یاد به را جبری هندسه در هیلبرت اساسی قضیه
چندجمله ای های حلقه در ایده آل ها از صعودی زنجیر هر دیگر، بیان به است. مولد Rمتناهی = K[y۱, . . . , yn]

به باشیم امیدوار است ممکن شده ایم. آشنا آن با ۴ .۲ .۱ بخش در این از پیش که Rایستاست = K[y۱, . . . , yn]

K{y۱, . . . , yn}دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه در دیفرانسیلی ایده آل های برای صعودی، زنجیر شرط که آن
موضوع این بررسی به نقض، مثال یک ارائه با ادامه در نیست. درست مسئله این وجود، این با باشد. برقرار نیز

می پردازیم.

ایده آل ها از صعودی زنجیر یک که دهیم نشان نقض، مثال یک ارائه با تا داریم قصد مثال این در .۱ .۶ .۳ مثال
تک دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه اکنون نیست. ایستا لزوماً دیفرانسیلی، چندجمله ای های حلقه یک در
دیفرانسیلی ایده آل های دنباله که می شود داده نشان می گیریم. نظر در را Q ⊆ (K, δ) شرط با را K{y} متغیره
موضوع، بیشتر شدن روشن برای نیست. ایستا K{y} در [y۲] ⊆ [y۲, (y′)۲] ⊆ [y۲, (y′)۲, (y′′)۲] ⊆ · · ·

می کنیم. دنبال را زیر لم

ایده آل های از صعودی زنجیر یک [y۲] ⊊ [y۲, (y′)۲] ⊊ [y۲, (y′)۲, (y′′)۲] ⊊ · · · کنیم فرض .۱ .۶ .۳ لم
است. دیفرانسیلی ایده آل های از نامتناهی افزایشی دنباله یک زنجیر، این باشد. دیفرانسیلی

صورت به را y(i)y(j) هر وزن باشد. n ≥ ۰ با In = [y۲, (y′)۲, . . . , (y(n))۲] می دهیم قرار اثبات.
y(i)y(j) تمام توسط که K{y} زیرفضای عنوان به را Vn زیرفضای می کنیم. تعریف wt(y(i)y(j)) = i + j

،V۱ = SpanK(yy
′) ،V۰ = SpanK(y

۲) داریم بنابراین می گیریم. نظر در می شود، تولید n وزن و ۲ درجه
داشت خواهیم روند این ادامه با و V۳ = SpanK(yy

(۳), y′y′′) ،V۲ = SpanK(yy
′′, (y′)۲)

V۲n = SpanK(yy
(۲n), y′y(۲n−۱), . . . , (y(n))۲),

V۲n+۱ = SpanK(yy
(۲n+۱), y′y(۲n), . . . , y(n)y(n+۱)).

که می کنیم ادعا .dimV۲n = dimV۲n+۱ = n+ ۱ داریم n طبیعی عدد هر برای که است واضح

(1) V2n+2 = SpanK(δ2(V2n), (y
(n+1))2),

(2) In ∩ V2n+2 = SpanK(δ2(V2n)) ⊊ V2n+2.
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که داریم توجه اول، ادعای دادن نشان برای



δ۲(yy(۲n))

δ۲(y′y(۲n−۱))
...

δ۲((y(n))۲)

(y(n+۱))۲


=



۱ ۲ ۱ ۰ . . . ۰ ۰
۰ ۱ ۲ ۰ . . . ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۲ . . . ۰ ۰
... ... ... ... . . . ... ...
۰ ۰ ۰ ۰ . . . ۰ ۱





yy(۲n+۲)

y′y(۲n+۱)

...
y(n)y(n+۲)

(y(n+۱))۲


= A



yy(۲n+۲)

y′y(۲n+۱)

...
y(n)y(n+۲)

(y(n+۱))۲


نشان که است V۲n+۲ برای پایه ای {δ۲(V۲n), (y(n+۱))۲} مجموعه که می شود نتیجه ،det(A) = ۱ چون

است. صحیح (۱) می دهد
طرفی از و SpanK{δ۲(V۲n)} ⊆ In ∩ V۲n+۲ پس داریم: ،V۲n ⊆ In چون دوم ادعای اثبات برای

In ∩ V۲n+۲ ⊆ SpanK

(
δ۲n+۲−۲k(y(k))۲ : k = ۰, . . . , n)

= SpanK

(
δ۲[δ۲n−۲k(y(k))۲] : k = ۰, . . . , n) ⊆ SpanK(δ

۲(V۲n)),

داشت خواهیم n طبیعی عدد هر به ازای رو این از .In ∩ V۲n+۲ = SpanK(δ
۲(V۲n)) ⊊ V۲n+۲ بنابراین

.In ⊊ In+۱ داشت خواهیم n طبیعی عدد هر به ازای نتیجه در .V۲n+۲ ⊈ In و .V۲n ⊆ In

جبر در حلقه ها از نوعی نوتری، حلقه های با متناظر می آوریم. یاد به را اول فصل در نوتری حلقه های
عمده سهم بحث، ادامه در و می شناسیم نوتری ریت- حلقه های عنوان به را آن ها که می شوند تعریف دیفرانسیلی

داشت. خواهند تأثیرگذاری و

صعودی زنجیر هر هرگاه می نامیم نوتری ریت- را دیفرانسیلی حلقه یک یت-نوتری). ر (حلقه ۱ .۶ .۳ یف تعر
باشد. ایستا آن، در رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های از

اگر تنها و اگر است ریت-نوتری R صورت این در باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۲ .۶ .۳ لم
به شود. تولید رادیکالی دیفرانسیلی ایده آل یک عنوان به متناهی صورت به I / R رادیکالی دیفرانسیلی ایده آل هر

.I = {f۱, . . . , fs} که طوری به باشند موجود f۱, . . . , fs ∈ I دیگر عبارت
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عنوان به را I خلف، برهان به باشد. R حلقه از دلخواه رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I کنیم فرض (⇒) اثبات.
یک تا هستیم قادر صورت این در نباشد. تولید متناهی که می گیریم درنظر طوری رادیکال، دیفرانسیلی ایده آل یک
صعودی زنجیر یک می توانیم دیگر، به عبارت بسازیم. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های از را صعودی اکیداً دنباله
است. فرض با تناقض که بگیریم درنظر {a۱} ⊊ {a۱, a۲} ⊊ · · · ⊊ {a۱, a۲, . . . , ap} ⊊ · · · صورت به

صورت به را I ایده آل باشد. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های از دنباله یک I۱ ⊆ I۲ ⊆ · · · کنید فرض (⇐)
بنابراین است. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I که می شود داده نشان سادگی به می کنیم. تعریف I =

⋃∞
i=۱ Ii

m طبیعی عدد پس fi ∈ I هر که آنجا از .I = {f۱, . . . , fs} که طوری به است موجود f۱, . . . , fs ∈ I

و {f۱, . . . , fs} ⊆ Im ⊆ I بنابراین .fi ∈ Im داریم ۱ ≤ i ≤ s هر به ازای که طوری به است موجود
.Im = Im+j = {f۱, . . . , fs} داریم j طبیعی عدد هر برای درنتیجه

این در باشد. Q ⊆ K با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض یت-رادنباش). ر (قضیه ۱ .۶ .۳ قضیه
است. ریت-نوتری K{y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی چندجمله ای حلقه صورت،

یک ,K{y۱به عنوان . . . , yn} از رادیکال دیفرانسیلی ایده آل هر که کنیم ثابت است کافی ۲ .۶ .۳ لم طبق اثبات.
رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک که کنیم فرض خلف، برهان به است. تولید متناهی رادیکال، دیفرانسیلی ایده آل
ایده آل یک زرن، لم از استفاده با صورت، این در نیست. تولید متناهی طوری به دارد وجود K{y۱, . . . , yn} از
می کنیم ادعا نیست. تولید متناهی طور به که دارد وجود J ⊆ K{y۱, . . . , yn} ماکزیمال رادیکال دیفرانسیلی
به دارند وجود a, b ∈ K{y۱, . . . , yn} عناصر نباشد. اول کنیم فرض است. اول دیفرانسیلی ایده آل یک J که
طور به {b, J} و {a, J}مجموعه های ،{b, J} ⊋ J و {a, J} ⊋ J چون .ab ∈ J ولی a, b /∈ J که طوری
دارند وجود f۱, . . . , fs, g۱, . . . , gt ∈ J پس می شوند. تولید رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های عنوان به متناهی
متناهی {a, J} چون واقع، (در .{b, J} = {b, g۱, . . . , gt} و {a, J} = {a, f۱, . . . , fs} که طوری به
،hi ∈ {a, J} آن در که i هر برای و {a, J} = {h۱, . . . , hl} که دارند وجود h۱, . . . , hl عناصر است، تولید
به دارند وجود f۱, . . . , fs ∈ J عناصر همچنین .hmi

i ∈ [a, J ] که طوری به دارد وجود mi طبیعی عدد
داشت خواهیم درنتیجه و hi ∈ {a, f۱, . . . , fs} = {a, J} بنابراین .hmi

i ∈ [a, f۱, . . . , fs] که طوری
می توان پس {a, f۱, . . . , fs} ⊆ {a, J} که آنجایی از .({h۱, . . . , hl} ⊆ {a, f۱, . . . , fs} ⊆ {a, J}
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نوشت
J۲ ⊆ {a, J} · {b, J} = {a, f۱, . . . , fs} · {b, g۱, . . . , gt}

⊆ {ab, agj, bfi, figj : ۱ ≤ i ≤ s, ۱ ≤ j ≤ t} ≜ P ⊆ J

تضاد در J نبودن تولید متناهی فرض با که f۲ ∈ J۲ ⊆ P ⇒ f ∈ P ⇒ J = P داریم ،f ∈ J هر برای
این تحت J مشخصه مجموعه A که می کنیم فرض و می گیریم نظر در Θ(Y ) روی رتبه بندی، یک اکنون است.
از .IS ≜

∏p
i=۱(IAi

SAi
) ⊆ K{Y } می کنیم تعریف و A = A۱, . . . , Ap کنیم فرض باشد. رتبه بندی

داریم i هر برای که آنجایی از و J = sat(A) = [A] : H∞
A ⊆ {A} : (IS) داریم است، اول J که آنجا

h۱, . . . , hl عناصر بنابراین است. تولید متناهی رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک {J, IS} ،پس IAi
, SAi

/∈ J

داشت خواهیم نتیجه در .{J, IS} = {h۱, . . . , hl, IS} که طوری به دارند وجود

J۲ ⊆ J · {J, IS} = J · {h۱, . . . , hl, IS} ⊆ {h۱, . . . , hl,A} (forIS · J ⊆ {A}) ⊆ J.

دیفرانسیلی ایده آل هر پس می کند. تناقض یک ایجاد که J = {h۱, . . . , hl, A۱, . . . , Ap} بنابراین:
است. تولید متناهی K{y۱, . . . , yn} از رادیکال

دیفرانسیلی ایده آل تجزیه ۷ .۳

مفاهیم در کاربردی، ابزار یک عنوان به قضیه این داد. خواهیم ادامه کاربردی و مهم قضیه یک ارائه با را بخش این
بپردازیم. تعریف یک ارائه به تا است نیاز آن، از پیش رفت. خواهد کار به آتی فصل های قضایای و

هرگاه می نامیم نافزون تجزیه یک را I = ∩l
i=۱Pi صورت به I ایده آل تجزیه نافزون). (تجزیه ۱ .۷ .۳ یف تعر

.∩j ̸=iPj 6⊆ Pi باشیم داشته ۱ ≤ i ≤ l هر به ازای

هر برای صورت، این در .Q ⊆ R و باشد ریت-نوتری دیفرانسیلی حلقه یک R کنیم فرض .۱ .۷ .۳ قضیه
دارند وجود P۱, . . . , Pl اول دیفرانسیلی ایده آل های از متناهی تعداد I ⊊ R مانند رادیکال، دیفرانسیلی ایده آل
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مجموعه این آنگاه ،(∀i,⋂j ̸=i Pj 6⊆ Pi) باشد نافزون تجزیه این اگر این، بر علاوه .I =
⋂l

i=۱ Pi که طوری به
است. یکتا اول، ایده آل های از

می گیریم نظر در طوری را A = {I | I ⊊ K{y۱, . . . , yn}} مجموعه منظور، این به دستیابی برای اثبات.
نوشته اول ایده آل های از متناهی اشتراک صورت به آن  را نمی توان که است رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I که
A که است آن نادرستی این لازمه باشد. نادرست گزاره کنیم فرض خلف، برهان به صورت، این در نوشت.
ایده آل های از صعودی زنجیره هر است، ریت-نوتری R = K{y۱, . . . , yn} حلقه که آنجایی از باشد. ناتهی
دارد. وجود A در J مانند ماکسیمال، عنصر یک A زرن، لم طبق دارد. بالا کران یک A در رادیکال دیفرانسیلی
می توان پس .a, b /∈ J و ab ∈ J که دارند وجود b و a مانند عناصری بنابراین نیست. اول J که است واضح

.{J, b} ⊋ J و {J, a} ⊋ J گفت
Q ⊆ R که آنجایی از .۱ ∈ {J, a} صورت این در باشد. مساوی کنیم فرض .{J, a} 6= R همچنین
طبیعی k هر به ازای پس است، رادیکال نیز J و ab ∈ J چون .۱ = f +

∑
k ∗δk(a) و ۱ ∈ [J, a] پس

داریم مشابه طور به .b /∈ J با است تناقض که b = bf +
∑

k ∗bδk(a) ∈ J بنابراین .bδk(a) ∈ J

P b
l+۱∩· · ·∩P b

l+t Pو a
۱ ∩· · ·∩P a

l اول دیفرانسیلی ایده آل های است، Jماکسیمال که آنجایی از .{J, b} 6= R

بتوانیم که صورتی در .{J, b} = P b
l+۱ ∩ · · · ∩ P b

l+t و {J, a} = P a
۱ ∩ · · · ∩ P a

l که طوری به دارند وجود
برداشته ایم. را قضیه این اثبات در مهمی قدم J = {J, a} ∩ {J, b} که دهیم نشان

.{J, b} ⊋ J و {J, a} ⊋ J چون است. بدیهی (⊆)

و f۲ ∈ J پس .f۲ ∈ {J, a}.{J, b} ⊆ {J, ab} ⊆ J پس .f ∈ {J, a} ∩ {J, b} کنیم فرض (⊇)

.f ∈ J است، رادیکال دیفرانسیلی ایده آل J چون
به را J می توان که معناست بدان این و J ⋂l

i=۱ P
a
i ∩

⋂l+t
j=l+۱ P

b
j پس J = {J, a} ∩ {J, b} چون

فرض پس است. A مجموعه بودن ناتهی با تناقض این و نوشت اول ایده آل های از متناهی تعداد اشتراک صورت
می شود. اثبات حکم و باطل خلف

هر برای باشد. نافزون اشتراک یک I =
⋂l

i=۱ Pi =
⋂t

j=۱ Qj می کنیم فرض یکتایی، اثبات برای اما
طوری به دارد وجود {۱, . . . , l} مجموعه در i۰ مانند عددی بنابراین، .⋂l

i=۱ Pi ⊆ Qj داریم j = ۱, . . . , t
در fi مانند عنصری i = ۱, . . . , l هر برای صورت، این در می کنیم. فرض را آن برعکس حال، .Pi۰ ⊆ Qj که
مانند عددی مشابه، طور به است. تناقض یک که f۱f۲ · · · fl ∈

⋂l
i=۱ Pi ⊆ Qj بنابراین دارد. وجود Pi \Qj

نافزون I =
⋂t

j=۱ Qj که آنجا از .Qj۰ ⊆ Pi۰ ⊆ Qj که طوری به دارد وجود {۱, . . . , t} مجموعه در j۰
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طوری به دارد وجود σ ∈ Sl جایگشت یک و l = t بنابراین، .Pi۰ = Qj و j۰ = j که می گیریم نتیجه است،
.Pi = Qσ(i) که

از یک هر به صورت این در باشد. نافزون تجزیه یک I = ∩l
i=۱Pj کنیم فرض اول). (مؤلفه ۲ .۷ .۳ یف تعر

می شود. گفته I ایده آل از اول مؤلفه یک ها Pj

دیفرانسیلی جبر در یتم ها الگور ۸ .۳

به کاربردی تر کمی آن، نظری ساختارهای شناخت در دیفرانسیلی جبر معرفی از پس تا هستیم آن بر بخش این در
در دیفرانسیلی جبر کاربردی جنبه های به و می نهیم فراتر را خود گام کمی بخش، این در کنیم. نگاه مبحث این
در که است موضوعی مهمترین کپلر، قوانین از نیوتن گرانش قانون و حرکت قوانین استنتاج می پردازیم. فیزیک
پس که طوری به است رشته ای بین مفاهیم سمت به حرکت بخش، این هدف می شود. پرداخته آن به بخش، این
علم به ورود با فصل، این بخش جذاب  ترین در دیفرانسیلی تجزیه الگوریتم بیان و خوش ترتیبی مفهوم معرفی از

شد. خواهد نمایان ما بر پیش از بیش دیفرانسیلی جبر کاربرد وسعت فیزیک،

دیفرانسیلی چندجمله ای های ترتیبی خوش ۱ .۸ .۳

K{Y دیفرانسیلی{ چندجمله ای حلقه همچنین یاشد. صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ)کنیم فرض
مجموعه «مفهوم با سوم فصل در این، از پیش می گیریم. نظر در K{Y } = K{y۱, . . . , yn} صورت به را
شویم. متمرکز موضوع کاربردی و محاسباتی جنبه های بر تا هستیم آن بر اینک شدیم. آشنا دیفرانسیلی» مشخصه
چندجمله ای های حلقه از متناهی زیرمجموعه یک خوش ترتیبی سراغ به که است آن بخش این در ما هدف
می گیریم. نظر K{Yدر روی{ Rرا شده داده رنکینگ یک کار این برای Σبرویم. ⊆ K{Y } مانند دیفرانسیلی

زیر یک A متناهی مجموعه یک Σ ⊆ K{Y } کنیم فرض دیفرانسیلی). پایه (مجموعه ۱ .۸ .۳ یف تعر
داشته خودکاهش یافته مجموعه های میان در را رتبه کمترین که طوری به باشد Σ از خودکاهش یافته مجموعه

می نامیم. Σ برای دیفرانسیلی پایه مجموعه یک را A صورت، این در باشد.
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و A۱ < · · · < Ap که باشد گونه ای به Ai ∈ Σ و خودکاهش یافته A = A۱, . . . , Ap اگر دیگر عبارت به
خواهد Σ برای دیفرانسیلی پایه مجموعه یک باشد، داشته خودکاهش یافته مجموعه های بین در را رتبه کمترین A

بود.

در باشد. K{Y } در غیرصفر دیفرانسیلی چندجمله ای های از متناهی مجموعه یک Σ کنیم فرض .۱ .۸ .۳ لم
متناهی تعداد با الگوریتمیک، روشی با آن، آوردن دست به که است پایه مجموعه  دارای لزوماً Σ صورت، این

است. امکان پذیر مرحله،

تولید به مسئله بنابراین است. بدیهی پایه مجموعه  وجود تعریف، طبق است، متناهی Σ که آنجایی از اثبات.
نظر در گونه ای به را A۱ ∈ Σ ابتدا موضوع، این دادن نشان برای می یابد. کاهش مجموعه ای چنین الگوریتمیک
نظر در را Σ۱ = {f ∈ Σ|f is Reduced w.r.t A۱} حال باشد. داشته را رتبه کوچکترین که می گیریم
برای پایه مجموعه و دارد را رتبه کمترین A۱ ∈ Σ آنگاه، Σ۱ = ∅ اگر که درمی یابیم ۱ .۸ .۳ تعریف از می گیریم.
در باشد. داشته را رتبه کوچکترین که می گیریم نظر در گونه ای به را A۲ ∈ Σ۱ صورت این غیر در بود. خواهد Σ

را Σ۲ = {f ∈ Σ|f is Reduced w.r.t A۱, A۲} حال هستند. خودکاهش یافته A۲ و A۱ صورت این
صورت این درغیر بود. خواهد Σ برای پایه مجموعه A۲ و A۱ صورت این در ،Σ۲ = ∅ اگر می گیریم. نظر در
شد، گفته گه آنچه همانند را مراحل و باشد داشته را رتبه کوچکترین که می گیریم نظر در گونه ای به را A۲ ∈ Σ۱

به مرحله متناهی تعداد در فرآیند این است، متناهی مجموعه یک Σ فرض، طبق که آنجایی از می دهیم. ادامه
است. قضیه اثبات پایان معنای به این و رسید خواهد پایان

مجموعه با K{Y } در غیرصفر دیفرانسیلی چندجمله ای های از متناهی مجموعه یک Σ کنیم فرض .۲ .۸ .۳ لم
غیرصفر دیفرانسیلی چندجمله ای  یک B همچنین .A۱ /∈ K که طوری به باشد، A = A۱, A۲, . . . , Ap پایه
داشت خواهد پایه ای Σ۱مجموعه = Σ∪{B} مجموعه صورت این در است. Aکاهش یافته به نسبت که است

است. کمتر A رتبه از آن رتبه که

دارد. A از کمتر رتبه ای که چرا است، Σ۱ برای پایه مجموعه یک B صورت، این در ،B ∈ K اگر اثبات.
و rank(B) ≺lex rank(Ai) روابط که طوری به دارد وجود ۱ ≤ i ≤ p طبیعی عدد صورت این غیر در
A۱, . . . , Ai−۱, B است، Aکاهش یافته به نسبت B که آنجایی از باشد. برقرار rank(B) �lex rank(Ai−۱)

پایه مجموعه اولی، طریق به بنابراین دارد. A به نسبت کمتری رتبه که است Σ۱ در خودکاهش یافته مجموعه یک
می رسد. اتمام به اثبات و دارد A به نسبت کمتری رتبه Σ۱
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می دهیم قرار باشد. K{Y } در دیفرانسیلی چندجمله ای های از متناهی مجموعه یک Σ کنیم فرض اکنون
R۱ مجموعه حال A۱می نامیم. را آن که دارد پایه مجموعه Σ۱یک که می دانیم ،۱ .۸ .۳ لم از استفاده با .Σ۱ = Σ

صورت، این در ،R۱ = ∅ اگر می گیریم. نظر در .R۱ = {δ-rem(f,A۱)|f ∈ Σ۱\A۱}\{۰}صورت به را
پایه مجموعه گرفته، نظر در را Σ۲ = Σ۱ ∪ R۱ مجموعه باشد، R۱ 6= ∅ اگر و بود خواهد نظر مد خروجی A۱

این در ،R۲ = ∅ اگر حال دارد. A۱ به نسبت کمتری رتبه A۲ که می دانیم ۲ .۸ .۳ لم از می نامیم. A۲ را آن
دنباله یک به نهایتاً می دهیم. ادامه را فرآیند این صورت، این غیر در بود. خواهد نظر مد خروجی A۲ صورت،
پایه مجموعه های آن، با متناظر که رسید خواهیم Σ۱ ⊆ Σ۲ ⊆ · · · دیفرانسیلی چندجمله ای های مجموعه از
متناهی تعداد در دنباله ای، چنین پس است، متناهی مجموعه یک Σ که آنجایی از دارد. نزولی رتبه A۱,A۲, . . .

صورت این در Aqباشد، پایه مجموعه با دنباله، این جمله آخرین Σq اگر دیگر، عبارت به می رسد. پایان به جمله
خروجی نتیجه در و δ-rem(f,Aq) = ۰ داشت: خواهیم Σq به متعلق f هر برای که معنا بدان ،Rq = ∅

«مجموعه نام به جدیدی مفهوم تعریف به منجر الگوریتم، این که دید خواهیم ادامه در بود. خواهد Aq الگوریتم
همه است. K{Y } حلقه مشخصه مجموعه Aq که دید خواهیم ادامه در شد. خواهد دیفرانسیلی» مشخصه

است. شده گذاشته نمایش به ۲ .۳ شکل در شد، بیان الگوریتم این پیرامون که آنچه

دیفرانسیلی مشخصه مجموعه یافتن الگوریتم از طرحواره ای :۲ .۳ شکل

Σ ⊆ K{Y دیفرانسیلی{ چندجمله ای های مجموعه از متناهی زیرمجموعه خوش ترتیبی). (اصل ۱ .۸ .۳ قضیه
تعداد از پس Σ از A مشخصه مجموعه یک آوردن به دست برای الگوریتمی صورت این در می گیریم. نظر در را
V(Σ) = V(A/HA) ∪ و ،V(A/HA) ⊆ V(Σ) ⊆ V(A) داریم این، بر علاوه دارد. وجود گام، متناهی

.⋃A∈A (V(Σ, IA) ∪ V(Σ, SA))

۹۰



محاسباتی دیفرانسیلی جبر بر دیفرانسیلیمقدمه ای چندگوناهای و چندجمله ای  حلقه های :۳ فصل

فیزیک در کاربرد ۲ .۸ .۳

مثال یک ارائه با نهایت، در و کنیم هدایت علوم سایر در کاربرد سمت به را خود آموخته های تا داریم تصمیم اکنون
و ریشه پرداخت. خواهد فیزیک دانش قلمرو در مسئله یک بررسی به دیفرانسیلی، جبر چگونه که دید خواهیم

شد. خواهد منجر دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل به رو پیش مثال که است آن موضوع، این اساس
سیارات رفتار که هستند فیزیک در اساسی قانون سه می شوند، ۲شناخته کپلر یوهانس نام به که کپلر، قوانین

پرداخت. خواهیم قوانین این شرح به ادامه در می دهند. توضیح خورشید اطراف در را

عصر در می دهد. قرار بررسی مورد را خورشید دور به سیارات حرکت قوانین این کپلر). (قوانین ۲ .۸ .۳ یف تعر
فضایی محموله های ارسال برای می نماید تشریح هم به نسبت فضا در را جرمی دو هر حرکت که قوانین این حاضر،
سه می شود. استفاده آن از فراتر و زمین مدار به کاوشگر روبات های و سرنشین دار فضاپیماهای ماهواره ها، از اعم

است: زیر شرح به کپلر قانون
به می کند، حرکت خورشید حول شکل بیضی مسیر در سیاره هر بیضی): مدارهای (قانون کپلر اول قانون .۱

است. بیضی این کانون های از یکی خورشید که طوری

کپلر اول قانون :۳ .۳ شکل

مساحت های یکسان، زمان مدت در خورشید، به سیاره یک از واصل خط مساحات): (قانون کپلر دوم قانون .۲
داشت خواهیم باشد، dt زمان مدت در شده پیموده مساحت dA اگر صورت این در می پیماید. را مساوی

.dA
dt

= ثابت
بیشتر است، خورشید به نزدیکتر که زمانی بیضی، مدار مسیر در سیاره سرعت که معناست این به قانون این

دارد. قرار خورشید از دورتر که است زمانی از
2Johannes Kepler
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کپلر دوم قانون :۴ .۳ شکل

گردش کامل دور یک برای لازم (زمان تناوب دوره مربع دوره ای): نسبت های (قانون کپلر سوم قانون .۳
داریم همواره سیاره یک برای همواره یعنی دارد، مستقیم نسبت خورشید از سیاره فاصله میانگین مکعب با سیاره)
است. خورشید از سیاره فاصله میانگین r و کامل) گردش یک (زمان سیاره تناوب دوره T آن در که T ۲

r۳ = ثابت
است. بیشتر آن تناوب دوره باشد، خورشید از دورتر سیاره چه هر که می دهد نشان قانون این

یکدیگر به جهان در جسم دو هر که می کند بیان نیوتن گرانش قانون نیوتن). گرانش (قانون ۳ .۸ .۳ یف تعر
دارد. بستگی آن ها میان فاصله ی و آن ها جرم های به نیرو این که می کنند وارد جاذبه نیروی

ثابت G است. جسم دو بین جاذبه نیروی F آن در که است F = Gm۱m۲
r۲ صورت به قانون این فرمول

جرم های ترتیب به m۲ و m۱ است. G = ۶٫۶۷۴ × ۱۰−۱۱ N · m۲/kg۲ آن مقدار و است جهانی گرانش
فاصله افزایش با گرانش نیروی که می دهد نشان قانون این است. جسم دو مراکز میان فاصله r هستند. جسم دو

می یابد. افزایش گرانش نیروی جرم ها، افزایش با و می یابد کاهش
تشریح به ادامه در می کنند. توصیف را اجسام حرکت که هستند فیزیک در اساسی قانون سه نیوتن، قوانین

پرداخت. خواهیم قوانین این

به دست را آن حرکت و جسم بر واردشده نیروهای رابطه قوانین، این نیوتن). حرکت (قوانین ۴ .۸ .۳ یف تعر
می دهند. تشکیل را کلاسیک مکانیک اساس و پایه قوانین این می دهد.

خط یک در ثابت سرعت با یا می ماند باقی سکون حالت در جسمی هر اینرسی): (قانون نیوتن اول قانون
اگر مثال عنوان به دهد. تغییر را آن وضعیت و شود وارد آن بر خارجی نیرویی اینکه مگر می کند، حرکت راست
جای همان در نکند، جابه جا را آن شما دست مانند خارجی نیروی یک که زمانی تا باشد، میز روی کتاب یک

است. لَخت دستگاه معرفی بیانگر نیوتن، اول قانون دیگر، عبارت به می ماند. باقی خود
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آن بر وارد خالص نیروی با متناسب جسم یک (شتاب) حرکت تغییر میزان شتاب): (قانون نیوتن دوم ∑قانون ~Fext رابطه این در می شود. ∑بیان ~Fext = m~a رابطه با قانون این دارد. قرار نیرو همان جهت در و است
بر جسم شتاب بردار ~a و کیلوگرم حسب بر جسم جرم m نیوتن حسب بر جسم بر شده وارد نیروی همه ،برآیند
شتاب کنید، شوت بیشتری نیروی با را فوتبال توپ یک اگر مثال، عنوان به است. ثانیه» مجذور بر «متر حسب

گرفت. خواهد بیشتری
آن با مساوی است، عکس العملی را عملی هر که می دارد بیان قانون این واکنش): و (کنش نیوتن سوم قانون
وارد نیرو دو جسم به یک جسم هرگاه هستند. هم با تماس در دو و یک جسم کنید تصور آن. خلاف جهت در و
وقتی مثال عنوان به می کند. وارد یک جسم بر جهت خلاف در ولی بزرگی همان به نیرویی نیز دوم جسم کند،
مخالف جهت در اما مساوی نیرویی با نیز زمین و می کنند وارد نیرو زمین به شما پاهای می روید، راه زمین روی

می کند. وارد نیرو شما به

تشریح به چگونه دیفرانسیلی جبر با که ببینیم می خواهیم کردیم، پیدا کامل آشنایی مسئله فیزیک که اکنون
که کنیم تعریف را جدیدی مفهوم تا داریم نیاز بپردازیم بخش این مهم مثال به آنکه از پیش می پردازد. مسئله این

می شود: استفاده آن از مثال این در

صرفاً را بودن خودکاهش یافته هرگاه گوییم ضعیف را پایه مجموعه یک ضعیف). پایه (مجموعه ۵ .۸ .۳ یف تعر
نمی شود. بررسی خودکاهش یافتگی چندجمله ای، جملات بقیه با و می کند بررسی بنیان و جداساز برای

این باید نخست بگیریم. نتیجه را نیوتن قوانین کپلر، قوانین به علم با می خواهیم مثال این در .۱ .۸ .۳ مثال
به باید فرآیند این هندسی، قضایای خودکار اثبات همانند بنویسیم. را قوانین این از یک هر به مربوط معادلات
عمده باشد. حکم به فرض از دستیابی منظور به لازم، عملیات انجام و حکم و فرض گرفتن نظر در صورت

شود. انجام تقسیم فرآیند سپس و شود لحاظ کمیت ها بین ترتیب یک که است آن نظر، مد عملیات
است: زیر صورت به کارتزین مختصات به آن تبدیل و تخت قطبی مختصات در کپلر معادلات


(K۱) r =

p

۱ − e cos θ

(K۲) r۲θ′ = h
⇒



r = p+ ex

p′ = e′ = ۰
xy′ − x′y = h

h′ = ۰
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مسئله بتوانیم تا هستند قضیه فرضیات حکم در معادلات این واقع در هستند. ثابت h و e ،p رابطه این در
دیفرانسیلی معادلات صورت به نیوتن قوانین ثبت سراغ به اکنون کنیم. تبدیل دیفرانسیلی جبر در مسئله یک به را
می شود. بیان زیر صورت به که است قضیه حکم منزله به معادلات، این دیفرانسیلی، جبر دیدگاه از می رویم.
مختصات دستگاه به سپس و می نویسیم تخت قطبی مختصات در را معادلات این ابتدا کپلر، قوانین همانند

می کنیم. تبدیل کارتزین

 (N۱) a =
Const
r۲

(N۲) (x′′, y′′) = −Const · (−x,−y)
⇒


((x′′)۲ + (y′′)۲) r۴ = k

k′ = ۰
x′′y − xy′′ = ۰

و HYP = {r − p − ex, p′, e′, xy′ − x′y − h, h′, (x′′)۲ + (y′′)۲)r۴ − k} قضیه فرض پس
به مسئله در موجود متغیر های مجدد نامگذاری با بنابراین بود. خواهد Conc = {k′, x′′y − xy′′} آن حکم
در مسئله حل پس می شود. بازنویسی (p, e, r, x, y, h, k) = (x۲۱, x۲۲, x۳۱, x۳۲, x۳۳, x۵۱, x۵۲) صورت
با و شرایط این در می شود. انجام K{x۲۱, x۲۲, x۳۱, x۳۲, x۳۳, x۵۱, x۵۲} دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه
دنبال را کار x۲۱ < x۲۲ < x۳۱ < x۳۲ < x۳۳ < x۵۱ < x۵۲ صورت به حذفی رتبه بندی گرفتن نظر در
تبدیل از پس ما فرض معادلات ضعیف، پایه مجموعه گرفتن نظر در و خوش ترتیبی اصل از استفاده با می کنیم.

شد. خواهد زیر صورت به پایه، مجموعه یک به

V(HYP) =



r = p+ ex

p′ = ۰
e′ = ۰
xy′ − x′y = h

h′ = ۰
r۲ = x۲ + y۲

((x′′)۲ + (y′′)۲) r۴ = k

⇒ Σ۱ =



x′
۲۱ = F۱

x′
۲۲ = F۲

x۲۱ + x۲۲x۳۲ − x۳۱ = F۳

x۳۲x′
۳۳ − x′

۳۲x۳۳ − x۵۱ = F۴

x′
۵۱ = F۵

x۲
۳۲ + x۲

۳۳ − x۲
۳۱ = F۶

x′′
۳۲x

۴
۳۱ + x′′

۳۳x
۴
۳۱ − x۵۲ = F۷
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است کافی کرده ایم، تبدیل حکم و فرض قالب در دیفرانسیل معادلات از تعدادی به را مسئله فیزیک که اکنون
شرایط از منظور گرفت. نتیجه را Conc = ۰ می توان HYP = ۰ از غیرتبهگن، شرایط تحت که دهیم نشان
باشیم داشته توجه است لازم باشد. بامعنا فیزیکی نظر از مسئله تا باشند p, r, e, y 6= ۰ که است آن غیرتبهگن،
الگوریتم از استفاده و دیفرانسیلی تقسیم الگوریتم انجام با است. ضعیف پایه مجموعه یک Σ۱ فوق، روابط در که

داشت: خواهیم ۲ .۸ .۳ لم در موجود

Σ۱ = {F۱, F۲, . . . , F۷}.

A۱ = F۱, F۲, F۳, F۶, F۴, F۷.

R۱ = δ-rem(F۵,A۱) = ۴x۲۱
(
(x۳

۳۱x
۲
۲۲ − x۳

۳۱ + ۲x۲
۳۱x۲۱ − x۳۱x۲

۲۱)x
′′
۳۱ + x۳۱x۲۱(x′

۳۱)
۲ − x′۲

۳۱x
۲
۲۱
)
.

Σ۲ = Σ۱ ∪ {R۱}.

A۲ = {F۱, F۲, r۱, F۳, F۴, F۶, F۷}.

R۲ = ∅.

داشت خواهیم مشخصه مجموعه این بر حکم جملات تقسیم با است. مشخصه مجموعه یک A۲ پس
δ-rem(x′

۵۲,A) = ۰ h۱ = −۱۲۸x۸
۳۳x

۸
۲۲x

۲
۲۱,

δ-rem(x′′
۳۲x۳۳ − x۳۲x′′

۳۳,A) = ۰ h۲ = ۱۶x۳
۳۳x

۳
۲۲x۲۱.

زیر صورت به HHYP درنظرگرفتن با صورت این در

۴HHYP = ۴x۲۱(x۳
۳۱x

۲
۲۲ − x۳

۳۱ + ۲x۲
۳۱x۲۱ − x۳۱x۲

۲۱)x۳۳x۲۲
F۳−→ ۴x۲۱x۳۱x۳

۲۲x
۳
۳۳

می شود. نتیجه K۲ و K۱ از N۲ و N۱ نتیجه در و V (HYP/HHYP) ⊆ V (Conc) داشت خواهیم

بر را بعدی عمیق مطالب به ورود دریچه نخستین که شناختیم را دیفرانسیلی چندجمله ای حلقه فصل، این در
آن ارتباط سپس و چندگونا جبری، هندسه رویکرد همانند درست تا هستیم آن آماده اکنون گشود. خواهد ما روی
خواهد بررسی تفصیل به بعد، فصل در موضوع این بشناسیم. بیشتر و بهتر دیفرانسیلی جبر دنیای در را ایده آل با

شد.
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۴ فصل

دیفرانسیلی هندسه-جبر نامه واژه

ایده آل و چندگونا ایده آل، که دانستیم شدیم. آشنا چندگونا یک ایده آل و چندگونا ایده آل، مفاهیم با جبری هندسه از
دیفرانسیلی جبر به کلاسیک جبر از را مفاهیم این از هریک تا هستیم برآن اکنون دارند. تعریفی چه چندگونا یک
به نگاهی نیم و گردد یادآوری قبل فصل مفاهیم از برخی تا است لازم هدفی چنین به دستیابی برای کنیم. منتقل

است. [۱ ،۵ ،۷ ،۹] فصل این در شده استفاده منابع باشیم. داشته بیشتر عمق با البته جبری، هندسه آموزه های

مقدمه ۱ .۴

صورت این در .Char(K) = ۰ یعنی باشد، صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض
می نامیم. y۱, . . . , yn متغیرهای Kبا روی دیفرانسیلی چندجمله ای های حلقه را K{Y } = K{y۱, . . . , yn}

یک دهنده نشان Σ = ۰ صورت این در بگیرید. نظر در را Σ ⊆ K{Y } مانند دلخواهی مجموعه زیر
معادلات از دستگاهی جبری، دیفرانسیل معادلات دستگاه از منظور است. جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه
توابع مانند توابعی شامل و هستند (چندجمله ای ها) جبری عبارات آن معادلات که طوری به است دیفرانسیلی
دستگاه هایی چنین جواب های مطالعه دیفرانسیلی، جبر هدف مهمترین نمی شوند. ... و لگاریتمی مثلثاتی،
میان به دیفرانسیلی چندگونای نام که حال هستند. دیفرانسیلی چندگوناهای ۳ فصل آموخته های طبق که است
و تعاریف جستجوی در جبری، هندسه مفاهیم همانند و برویم دیفرانسیلی ایده آل سراغ به که است طبیعی آمد،
به که است چیزی اولین هیلبرت، قضایای امر، ابتدای در و شرایط این در باشیم. مفهوم دو این با مرتبط قضایای
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آشنا دیفرانسیلی» صفرساز «قوی و دیفرانسیلی» صفرساز «ضعیف قضایای با فصل، این در می کند. خطور ذهن
موضوع، این کاربردی اهمیت می پردازیم. دیفرانسیلی چندگونای تجزیه به فصل، این پایانی قسمت در می شویم.
تجزیه با مشابه موضوع این شد. خواهد نظر مد معادلات دستگاه حل در سهولت باعث که است جهت آن از
تجزیه اصلی تفاوت آموختیم. سوم فصل در این از پیش که است اول ایده آل های به رادیکال دیفرانسیلی ایده آل
تحویل ناپذیری بحث دیفرانسیلی چندگونای تجزیه در که است آن در دیفرانسیلی ایده آل با دیفرانسیلی چندگونای
مطرح مباحث تبیین به مثال، چند ارائه با نهایت در شد. خواهد تشریح فصل، این آخر بخش در که می شود مطرح

پرداخت. خواهیم شده

دیفرانسیلی جبر در ایده آل-چندگونا ۲ .۴

به ابتدا منظور، بدین بیاورید. خاطر به را دیفرانسیلی چندگونای و دیفرانسیلی بسته میدان های تعریف اکنون
چندجمله ای یک دیفرانسیلی صفر ساده، ولی نادقیق عبارت به می پردازیم. دیفرانسیلی صفر مفهوم مجدد بیان
که طوری به η = (η۱, . . . , ηn) مانند مرتب تایی n یک از عبارتست ،f ∈ K{Y } مانند دلخواه دیفرانسیلی

شود. صفر با برابر f(η)
و f ∈ K{Y } = K{y۱, . . . , yn} آنکه نخست می پردازیم. مفهوم این ریاضی و دقیق بیان به اکنون
(L, δ) از دیفرانسیلی میدان زیر یک (K, δ) اینکه گرفتن نظر در با است. مفروض η = (η۱, . . . , ηn) ⊆ Ln

f(η) از منظور اینجا در .f(η) = ۰ هرگاه می نامیم، f از دیفرانسیلی صفر یک را η ،((L, δ) ⊇ (K, δ)) است
است. f(y۱, . . . , yn) عبارت در δkηi با δkyi کردن جایگزین

می رویم. دیفرانسیلی بسته میدان مفهوم سراغ به شد، یادآوری دیفرانسیلی صفر مفهوم که حال

عنصر هر برای اگر می نامیم دیفرانسیلی بسته میدان یک را (E, δ) دیفرانسیلی). بسته (میدان ۱ .۲ .۴ یف تعر
آنگاه F؛ (η) = ۰ که طوری به باشند، موجود η ∈ Ln و (L, δ) ⊇ (E, δ) اگر F ∈ E{y۱, . . . , yn}

.F (ξ) = ۰ که طوری به ξ ∈ En

دیفرانسیلی بستار را (E, δ)صورت این در .(K, δ) ⊆ (E, δ)کنیم فرض دیفرانسیلی). (بستار ۲ .۲ .۴ یف تعر
باشد: برقرار زیر شرایط گاه هر می نامیم (K, δ) از

باشد. دیفرانسیلی بسته (E, δ) .۱
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ϕ : E ↪→ M مانند دیفرانسیلی جانشانی یک (M, δ) ⊇ (K, δ) دیفرانسیلی بسته میدان هر برای .۲
.ϕ|K = idK که باشد موجود

جبری آفین فضای مفهوم با مشابه است. دیفرانسیلی بسته میدان یک (E, δ) ⊇ (K, δ) فصل، این طول در
می کنیم تعریف زیر صورت به را دیفرانسیلی آفین فضای شد؛ داده توضیح اول فصل در که

است En عبارت n طبیعی عدد هر برای دیفرانسیلی، آفین فضای دیفرانسیلی). آفین (فضای ۳ .۲ .۴ یف تعر
می شود. تعریف E دکارتی ضرب عنوان به که

می نامیم. نقطه یک را η = (η۱, . . . , ηn) ∈ En مرتب تایی n پیشین، آموخته های همانند صورت، این در
طوری به باشد موجود Σ ⊆ K{Y } هرگاه می نامیم K روی دیفرانسیلی چندگونای یک را V ⊆ En مجموعه
رابطه این در باشد. برقرار V = V(Σ) ≡ {η ∈ En | f(η) = ۰, ∀f ∈ Σ} همچون رابطه ای که
آفین فضای از نقاطی مجموعه آن، خروجی و دیفرانسیلی چندجمله ای های آن ورودی که است نگاشت یک V
ادامه در می کنیم. تعریف « K روی En چندگوناهای همه «مجموعه صورت به را Π حال است. دیفرانسیلی

می کند: برآورده را زیر شرط سه مجموعه ای چنین که دید خواهیم

هستند. Π از عنصری همواره En و ∅ آنکه نخست .۱

بود. خواهد Π از عنصری نیز V۱ ∪ V۲ همواره Π به متعلق V۱, V۲ هر برای .۲

بود. خواهد Π از عنصری Π عناصر از نامتناهی) یا (متناهی دلخواه اشتراک هر .۳

Π بنابراین است. شده تعریف توپولوژیک بسته های روی که است توپولوژی یک تعریف مذکور، شرط سه
در زاریسکی توپولوژی با معادل آن نقش و می شود نامیده ۱ کلچین توپولوژی که است En روی توپولوژی یک

می پردازیم. ویژگی سه این بررسی به مجزا طور به اکنون می باشد. ۲ است. کلاسیک جبری هندسه
زمانی به مربوط حالت این چندگوناست. یک مقدم، انتفای به ∅ است. بدیهی و واضح کاملاً اول حالت
حالت بررسی برای .f = ۰ است زمانی به مربوط En که است واضح باشد. ثابت f یعنی ،f ∈ K که است
ویژگی از تعمیمی استقرا کمک به است. چندگونا یک چندگونا دو اشتراک که است ضروری نکته این به توجه دوم
آموخته های با موضوع این است. توپولوژیک فضای از عنصری نیز چندگوناها از متناهی اجتماع که است آن دوم

1Kolchin Topology
2Zariski Topology
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نظر در با سوم ویژگی دارد. سازگاری توپولوژیک، بسته یک عنوان به چندگونا تعریف و توپولوژیک فضای از ما
است. واضح و بدیهی کاملا توپولوژی تعریف از ما دانسته های و توپولوژیک بسته یک عنوان به چندگونا گرفتن
S کلچین بستار را S شامل دیفرانسیلی چندگونای کوچکترین ،S ⊆ En مانند دلخواه مجموعه یک برای

می دهیم. نمایش SKol با و می نامیم
این در .S ⊆ En داریم: صورت، این در می گیریم. نظر در را S مانند En از دلخواهی زیرمجموعه مجدداً
می کنیم. تعریف I(S) = {f ∈ K{y۱, . . . , yn} | ∀η ∈ S, f(η) = ۰} صورت به را S ایده آل شرایط
دیفرانسیلی ایده آل را آن می شود، صفر با برابر S در موجود نقاط مقادیر تمامی به ازای ایده آل، این که آنجایی از

می نامند. صفرساز

است. رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I(S) .۱ .۲ .۴ لم

بودن رادیکال آن از پس و بودن دیفرانسیلی سپس بودن، ایده آل ابتدا می شود. انجام مرحله سه در روند این اثبات.
I(S) که دید خواهیم ۲ .۲ .۱ بخش در ایده آل مفهوم در موجود شرایط بررسی با و سادگی به دهیم. نشان باید را آن
هست. نیز دیفرانسیلی ایده آل یک I(S) پس ،δ(۰) = ۰ داریم همواره که آنجایی از همچنین است. ایده آل یک
از توانی هر پس است، میدان یک K طرفی از و f(η) = ۰ چون که کنیم دقت باید نیز بودن رادیکال مورد در اما
ایده آل یک I(S) بنابراین دارد. همراه به را بودن رادیکال از قوی تر شرطی که بود خواهد I(S) از عضوی نیز، f

است. رادیکال دیفرانسیلی

.I(S۲) ⊆ I(S۱) صورت این در .S۱ ⊆ S۲ ⊆ En کنیم فرض .۱ .۲ .۴ گزاره

می توان S۱ ⊆ S۲ که آنجایی از .f(S۲) = ۰ داشت خواهیم صورت این در .f ∈ I(S۲) کنیم فرض اثبات.
یافته ایم. دست خود مطلوب به و f ∈ I(S۱) بنابراین .f(S۱) = ۰ گفت

.V(P۲) ⊆ V(P۱) صورت این در .P۱ ⊆ P۲ ⊆ K{Y } کنیم فرض .۲ .۲ .۴ گزاره

که آنجایی از .f(η) = ۰ داشت خواهیم f ∈ P۲ هر برای نتیجه در .η ∈ V(P۲) کنیم فرض اثبات.
دست خود مطلوب به و η ∈ V(P۱) بنابراین .g(η) = ۰ داریم g ∈ P۱ هر برای گفت می توان P۱ ⊆ P۲

یافته ایم.

داریم آن بر علاوه است. S کلچین بستار V = V(I(S)) صورت این در .S ⊆ En کنیم فرض .۳ .۲ .۴ گزاره
.I(V ) ⊆ I(S)
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داشت خواهیم f ∈ Σ هر برای صورت، این در .SKol = V(Σ) و Σ ⊆ K{Y } کنیم فرض اثبات.
بستار تعریف طبق اکنون .V = V(I(V )) ⊆ V(Σ) = SKol بنابراین .Σ ⊆ I(S) نتیجه در و .f |S ≡ ۰

.SKol = V داریم کلچین
.S ⊆ V می دانیم که می کنیم عمل اینگونه و برمی گزینیم را خلف برهان قضیه، دوم قسمت اثبات برای اما
مانند عنصری صورت این در باشد، داشته وجود I(S) \ I(V ) در f مانند عنصری اگر .I(V ) ⊆ I(S) پس
می گیریم. نظر در Σ۱ = I(V ) ∪ {f} صورت به را Σ۱ حال .f(η) 6= ۰ که طوری به است، موجود η ∈ V

و η ∈ V(Σ۱)پس η ∈ V که آنجایی از .V(Σ۱) ⊇ V(I(S)) = V نتیجه در Σ۱و ⊆ I(S) که است واضح
می رسد. اثبات به حکم نتیجه در و باطل خلف فرض پس می شود. تناقض به منجر که f(η) = ۰ نتیجه در

چندجمله ای های حلقه در که هستند نگاشت Vدو و I که می یابیم در شد، گفته که آنچه به توجه با .۱ .۲ .۴ نمادگذاری
یکدیگر به را دیفرانسیلی چندگونای و رادیکال دیفرانسیلی ایده آل های K{Y } = K{y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی

می شود. بیان زیر صورت به و می سازند مرتبط

I : {δ − varieties in En over K} −→ {radical δ − ideals in K{Y }}

V I(V )

V : {radical δ − ideals in K{Y }} −→ {δ − varieties in En over K}

J V(J)

پوشاست. V و یک به یک I بنابراین .V(I(V )) = V داریم V دیفرانسیلی چندگونای هر برای .۱ .۲ .۴ نتیجه

.V = V Kol = V(I(V )) داریم ۳ .۲ .۴ گزاره به توجه با اثبات.

برای عام صفر یک را η ∈ Ln نقطه باشد. میدان توسیع یک L ⊇ K کنیم فرض عام). (صفر ۴ .۲ .۴ یف تعر
.I = I(η) گاه هر گوییم، I ∈ K{Y } دیفرانسیلی ایده آل

هستند. دوسوئی V و I نگاشت های که دید خواهیم و می نهیم فراتر را خود گام جلوتر، کمی .۱ .۲ .۴ تذکر

هندسه در هیلبرت صفرساز قضایای مشابه که می کنیم مطرح را دیفرانسیلی صفرساز قضایای بعدی، بخش در
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برقرار نیز نیستند، دیفرانسیلی بسته که هایی E برای حتی شده مطرح مباحث و قضایا تمامی اینجا تا است. جبری
می شود. محدود دیفرانسیلی، بسته میدان های به صرفاً دیفرانسیلی، صفرساز قضایای اعتبار آنکه، حال است.

دیفرانسیلی صفرسازهای ۳ .۴

در ما دانش که آنجایی از و اکنون شدیم. آشنا ضعیف و قوی فرم در هیلبرت صفرساز قضایای با اول، فصل در
پرداخت. خواهیم زیر قضایای در آن تعمیق به پس است، داشته افزایش اول، فصل به نسبت دیفرانسیلی جبر سطح

نیست. لطف از خالی بخش، این مطالعه این از پیش ۳ .۱ بخش بر مروری

(E, δ) ⊇ و F ⊆ K{y۱, . . . , yn} کنیم فرض دیفرانسیلی). صفرساز ضعیف (قضیه ۱ .۳ .۴ قضیه
V(F ) = {η ∈ En | F (η) = ۰} = ∅ ⇐⇒ صورت این در باشد. دیفرانسیلی بسته میدان یک (K, δ)

.۱ ∈ [F ]

است. بدیهی (⇐) اثبات.
[F ] 6= K{y۱, . . . , yn} اگر که دهیم نشان است کافی برمی گزینیم. را خلف برهان اثبات، برای (⇒)
که آنجایی از .f(η) = ۰ داریم f ∈ F هر برای که طوری به دارد وجود En در η مانند عنصری آنگاه
و مینیمال اولیه تجزیه √[F ] =

⋂l
i=۱ Pi کنیم فرض اکنون .√[F ] 6= K{y۱, . . . , yn} پس ۱ /∈ [F ]

همچنین است. K میدان از دیفرانسیلی توسیع یک M صورت، این در .M = Frac(K{y۱, . . . , yn}/P۱)

(ȳ۱, . . . , ȳn) که دارد این بر دلالت F ⊆ P۱ است. P۱ برای عمومی نقطه یک (ȳ۱, . . . , ȳn) ∈ Mn

مانند نقطه ای است، دیفرانسیلی بسته میدان یک E ⊇ K که آنجایی از و است F برای دیفرانسیلی صفر یک
بودن تهی با تناقض در که f(η) = ۰ داشت خواهیم f ∈ F هر برای که طوری به η = (η۱, . . . , ηn) ∈ En

می رسد. اثبات به حکم و باطل خلف فرض پس است. دیفرانسیلی چندگونای

دیفرانسیلی جبر و هندسه مسیر از برگشت و رفت که ببینیم تا می رویم دیفرانسیلی صفرساز قضیه سراغ به حال
می گذارد. دیفرانسیلی ایده آل یک بر تأثیری چه

.f ∈ K{y۱, . . . , yn} Fو ⊆ K{y۱, . . . , yn}کنیم فرض دیفرانسیلی). صفرساز قوی (قضیه ۲ .۳ .۴ قضیه
I(V(F )) = {F} همچنین .f ∈ {F} آنگاه شود، صفر با برابر En در F دیفرانسیلی صفر هر در f اگر
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داده توضیح ۳ .۱۱ .۱ بخش در این از پیش که می کنییم استفاده رابینوویچ تکنیک از قضیه این اثبات برای اثبات.
مجموعه صورت، این در می کنیم. معرفی را t نام به جدید، دیفرانسیلی متغیر یک تکنیک، این انجام برای شد.
در f که آنجایی از می گیریم. نظر ,K{y۱در . . . , yn, t} حلقه در را ۱−ftچندجمله ای Fو چندجمله ای های
صفرساز قضیه از استفاده با و شرایط این در .V ⊆ En+۱ = پس∅ می شود، Fصفر Enاز دیفرانسیلی صفر هر
و Ai عناصر و s طبیعی عدد بنابراین .۱ ∈ [F, ۱ − ft] ⊆ K{y۱, . . . , yn, t} داریم ضعیف، دیفرانسیلی
.۱ =

∑s
i=۰ AiF

(i) +
∑s

j=۰ Bj(۱ − ft)(j) که طوری به دارند وجود K{y۱, . . . , yn, t} حلقه در Bi

به جدیدی معادله به اخیر، معادله طرف دو در t جای به ۱
f

جایگزینی با که می یابیم در f 6= ۰ که آنجایی از
است طبیعیmموجود عدد صورت این در یافت. خواهیم دست ۱ =

∑s
i=۰ Ai(y۱, . . . , yn, ۱

f
)F (i) صورت

.f ∈ {F} درنتیجه و fm ∈ [F ] پس fm
∑s

i=۰ Ai(y۱, . . . , yn, ۱
f
) ∈ K{y۱, . . . , yn, } که طوری به

که است ضعیف دیفرانسیلی صفرساز قضیه از مختصری اثبات شد، اشاره آن به بالا در که آنچه .۱ .۳ .۴ تذکر
نظریه از آن در که شده مطرح ۳ سیدنبرگ، توسط قضیه، این ساختاری اثبات نخستین است. شده ارائه ریت توسط

است. کرده استفاده حذف

هستند. دوسوئی V و I که درمی یابیم ۱ .۲ .۴ نتیجه و ۲ .۳ .۴ قضیه درنظرگرفتن با .۲ .۳ .۴ تذکر

می رسانیم. پایان به تعریف دو با را بخش این

این در باشد. دیفرانسیلی چندگونای Vیک ⊆ En کنیم فرض دیفرانسیلی). مختصات (حلقه ۱ .۳ .۴ یف تعر
می شود. Vنامیده دیفرانسیلی مختصات K{Vحلقه } := K{y۱, . . . , yn}/I(V دیفرانسیلی( حلقه صورت،

می نامیم V برای دیفرانسیلی زیرچندگونای یک را W ⊆ En دیفرانسیلی). یرچندگونای (ز ۲ .۳ .۴ یف تعر
باشد. En در دیفرانسیلی چندگونای یک W و W ⊆ V هرگاه

دیفرانسیلی چندگونای ناپذیر تحویل تجزیه ۴ .۴

گاه هر گوییم ناپذیر تحویل را V ⊆ En دیفرانسیلی گونای چند تحویل ناپذیر). (چندگونای ۱ .۴ .۴ یف تعر
به . 6 ∃ V۱ & V۲ ⊂ V ; V = V۱ ∩ V۲ یعنی نباشد، سره دیفرانسیلی زیرچندگونای دو اجتماع صورت به

3Seidenberg
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.V۱ = V۲ = V ⇔ V = V۱ ∩ V۲ باشیم داشته دیگر عبارت

باشد. اول I(V ) ⊆ K{y۱, . . . , yn} تنها و اگر است ناپذیر تحویل V دیفرانسیلی چندگونای .۱ .۴ .۴ لم

تعریف طبق .fg ∈ I(V ) که طوری به باشند دیفرانسیلی چندجمله ای دو g و f کنیم فرض :(⇒) اثبات.
تعریف طبق صورت، این در g ∈ I(V ) یا f ∈ I(V ) که دهیم نشان است کافی اول، دیفرانسیلی ایده آل
است، تحویل ناپذیر V که آنجایی از .V = V(I(V ), fg) = V(I(V ), f) ∪ V(I(V ), g) داریم چندگونا
آن معادل موضوع این باشد. برقرار V(I(V ), g) = V یا V(I(V ), f) = V رابطه دو از یکی تا است لازم

است. اول I(V ) بنابراین باشد. برقرار g ∈ I(V ) یا f ∈ I(V ) رابطه دو از یکی که است
است، اول I(V ) که آنجایی از .I(V ) = I(V۱)∩ I(V۲)صورت این در .V = V۱ ∪V۲ کنیم فرض (⇐)

مانند عنصری و I(V۱) \ I(V ) در f۱ مانند عنصری صورت، این غیر در .I(V۲) ⊆ I(V ) یا I(V۱) ⊆ I(V )

می کند. ایجاد تناقض که f۱f۲ ∈ I(V۱) ∩ I(V۲) = I(V ) که طوری به است، موجود I(V۲) \ I(V ) در f۲

طبق پس است. درست V = V۲ برای رهیافت این مشابه، طور به .V = V۱ آنگاه ،I(V۱) ⊆ I(V ) اگر بنابراین
است. تحویل ناپذیر چندگونای یک V تعریف،

متناهی اجتماعی صورت به را V دیفرانسیلی چندگونای کنیم فرض تحویل ناپذیر). (تجزیه ۲ .۴ .۴ یف تعر
تجزیه یک را اجتماعی چنین .V =

⋃l
i=۱ Vi یعنی بنویسیم، Vi تحویل ناپذیر دیفرانسیلی زیرچندگوناهای از

می نامیم. V تحویل ناپذیر

را V = ∪l
i=۱Vi صورت به V دیفرانسیلی چندگونای تجزیه نافزون). تحویل ناپذیر (تجزیه ۳ .۴ .۴ یف تعر

.Vi 6⊆ ∪j ̸=iVj باشیم داشته ۱ ≤ i ≤ l هر به ازای هرگاه می نامیم (مینیمال) نافزون تحویل ناپذیر تجزیه یک

دیفرانسیلی چندگوناهای از متناهی اجتماع صورت به می توان را V دیفرانسیلی چندگونای هر .۱ .۴ .۴ قضیه
{V۱, . . . , Vl} مجموعه باشد، نافزون تجزیه، این اگر آن بر علاوه .V =

⋃l
i=۱ Vi یعنی نوشت، تحویل ناپذیر

یکتاست.

با K{y۱, . . . , yn} ریت-نوتری حلقه از سره رادیکال دیفرانسیلی ایده ال هر که آموختیم سوم فصل در اثبات.
آنجایی از نوشت. اول دیفرانسیلی ایده آل های از متناهی اشتراک یک صورت به می توان را صفر میدان مشخصه
داریم اول، دیفرانسیلی ایده آل عنوان به ها Pj گرفتن نظر در با است، رادیکال دیفرانسیلی ایده آل یک I(V ) که
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یک V =
⋃l

j=۱ V(Pj) نتیجه در و V = V(I(V )) = V(
⋂l

j=۱ Pj) داریم حال .I(V ) =
⋂l

j=۱ Pj

است. V از تحویل ناپذیر تجزیه
از نافزون تحویل ناپذیر تجزیه دو V =

⋃m
j=۱ Wi و V =

⋃l
i=۱ Vi که می کنیم فرض یکتایی اثبات برای

I(V ) برای نافزون اول تجزیه دو I(V ) =
⋂m

j=۱ I(Wj) و I(V ) =
⋂l

i=۱ I(Vi) صورت این در باشند. V
دارد وجود σ مانند جایگشتی و l = mداشت خواهیم ۷ .۳ بخش قضیه از استفاده با صورت، دراین بود. خواهند

.Vi = Wσ(j) داریم همواره ۱ ≤ i ≤ l هر به ازای بنابراین .I(Vi) = I(Wσ(j)) که طوری به

در باشد. نافزون تحویل ناپذیر تجزیه یک V = ∪l
i=۱Vi کنیم فرض تحویل ناپذیر). (مؤلفه ۴ .۴ .۴ یف تعر

می شود. گفته تحویل ناپذیر مؤلفه یک ها Vi از یک هر به صورت این

تحویل ناپذیر دیفرانسیلی «زیرچندگونای فوق، تعریف ,V۱در . . . , Vl زیرچندگوناهای از مجموعه ای به .۱ .۴ .۴ تذکر
می شود. گفته ماکزیمال»

جبری دیفرانسیل معادله یک اجزای ۵ .۴

حاصلضرب صورت به یعنی باشد، تحویل ناپذیر جبری چندجمله ای Aیک ∈ K{y۱, . . . , yn}\K کنیم فرض
را {A} رادیکال دیفرانسیل ایده آل اولیه تجزیه داریم قصد ما نباشد. K{Y } \K در دیفرانسیل چندجمله ای دو

می کنیم. شروع مثال یک با ابتدا با ابتدا کنیم. بررسی

است. زیر صورت به A سوم تا اول مرتبه مشتقات پس .A = y′′۲ − y ∈ K{y} کنیم فرض .۱ .۵ .۴ مثال
.A′ = ۲y′′y(۳)−y′, A′′ = ۲y′′y(۴)+۲(y(۳))۲−y′, A(۳) = ۲y′′y(۵)+۶y(۳)y(۴)−y(۳)

نتیجه در و ۲y(۳)A(۳)+A′′−۶y(۴)A′ = y′′(۴y(۳)y(۵)− ۱۲(y(۴))۲ +۸y(۴)− ۱) نوشت می توان پس
.{A} = {A, y′′} ∩ {A, ۴y(۳)y(۵) − ۱۲(y(۴))۲ + ۸y(۴) − ۱}

نظر در R تحت را SA جداساز و می کنیم انتخاب Θ(Y ) روی را R دلخواه دیفرانسیلی رتبه بندی یک اکنون
yi در A مرتبه .ld(A) = y

(h)
p باشیم داشته ۱ ≤ p ≤ n و h طبیعی عدد هر برای می کنیم فرض می گیریم.

ordA = صورت به A مرتبه و می شود تعریف ord(A, yi) = max{k | deg(A, y(k)i ) ≥ ۱} صورت به
.P۱ = {A} : SA = {f ∈ K{Y } | SAf ∈ {A}}می دهیم قرار می شود. ,maxi{ord(Aتعریف yi)}
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است. اول ایده آل یک P۱ .۱ .۱ .۵ .۴ لم

.δ-rem(F,A) = ۰ اگر تنها و اگر F ∈ P۱ داریم ،F ∈ K{Y } دیفرانسیلی چندجمله ای یک برای .۲
بخش پذیر A بر F صورت این در ،ord(F, yp) ≤ ord(A, yp) = h و F ∈ P۱ اگر خاص، طور به

است.

نسبت g و f جزئی باقیمانده های g۱ و f۱ همچنین .f, g ∈ K{Y } با fg ∈ P۱ کنیم فرض .۱ اثبات.
Sa
Af ≡ f۱ (mod [A]) داشت خواهیم که طوری به دارند وجود a, b طبیعی اعداد پس باشند. A به

اینکه به توجه با .Sa+b+۱
A fg ≡ SAf۱g۱ (mod [A]) داریم درنتیجه و Sb

Ag ≡ g۱ (mod [A]) و
که طوری به دارند وجود l, q طبیعی اعداد پس .SAf۱g۱ ∈ {A} داریم ،fg ∈ P۱ = {A} : SA

(SAf۱g۱)l = MA+M۱A′ +M۲A′′ + · · ·+MqA
(q). (∗)

سه هر است. مستقل y(h+۱)
p , . . . , y

(h+q)
p از Tk آن در که A(k) = SAy

(h+k)
p + Tk ،k ≥ ۱ برای

می کنیم جایگزین (∗) معادله طرفین در − Tk

SA
با را y(h+k)

p حال مستقل اند. مشتقات این از SA, f۱, g۱

داریم کسرها حذف با .M = M
∣∣
y
(h+k)
p =− Tk

SA

آن در که (SAf۱g۱)l = M · A داشت خواهیم و
یا A | f۱ پس ،A ∤ g۱ و ،A ∤ f۱ ،A ∤ SA و است تحویل ناپذیر A چون .St

A(f۱g۱)l = N · A

است. اول P۱ و f ∈ {A} : SA = P۱ بنابراین .A | g۱

A که است ذکر به (لازم است. F ∈ sat(A) = [A] : S∞
A آنگاه ،δ-rem(F,A) = ۰ اگر (⇒) .۲

داشت: خواهیم بنابراین است). اول ایده آلی [A] : S∞
A و است [A] : S∞

A از مشخصه مجموعه یک
.sat(A) ⊆ {A} : SA = P۱

R که کنیم فرض شرایط، این در .SAF ∈ {A} آنگاه باشد. F ∈ P۱ کنیم فرض برعکس، (⇐)
خواهیم که طوری به است موجود l طبیعی عدد صورت، این در باشد. A به نسبت F جزئی باقیمانده
نشان می توان اثبات، اول بخش مشابه روشی با .(SAR)l = MA+M۱A′ + · · ·+MtA

(t) داشت
.δ-rem(F,A) = ۰ نتیجه در است. بخش پذیر A بر R که داد

.{A} = P۱ ∩ {A, SA} .۱ .۵ .۴ گزاره
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دهیم نشان است کافی .f ∈ P۱ ∩ {A, SA} کنیم فرض .{A} ⊆ P۱ ∩ {A, SA} داریم وضوح به اثبات.
آن در و f l = T۱ + T۲ که طوری به دارد وجود l طبیعی عدد f ∈ {A, SA} که آنجایی از .f ∈ {A}

نتیجه در و δk(SA)f ∈ {A} پس SAf ∈ {A} که می گیریم نتیجه f ∈ P۱ از .T۲ ∈ [SA] و T۱ ∈ [A]

شد. خواهد f ∈ {A} به منجر که f l+۱ ∈ {A}

داشت خواهیم آنگاه باشد. {A, SA} از مینیمال اول تجزیه ی {A, SA} = Q۱ ∩ · · · ∩ Qt کنیم فرض
مابقی نامگذاری و هستند P۱ ⊆ Qi که هایی Qi از دسته آن حذف با .{A} = P۱ ∩Q۱ ∩Q۱ ∩ · · · ∩Qt

است. {A} از مینیمال اول تجزیه که {A} = P۱ ∩ · · · ∩ Pr داشت خواهیم P۲, . . . , Pr صورت: به

و S /∈ P۱ = {A : SA} داشت: خواهیم دلخواه، بندی رتبه هر تحت A از S جداساز هر برای .۲ .۵ .۴ لم
.S ∈ P۲, . . . , Pr

{A, SA} ⊆ P۲, . . . , Pr که آنجا از .S /∈ P۱ که می گیریم Aنتیجه ∤ S که واقعیت این و ۱ .۵ .۴ لم از اثبات.
{A} یکتای تحویل ناپذیر مؤلفه های {P۱, . . . , Pr} اینکه به توجه با .SA ∈ P۲, . . . , Pr که می گیریم نتیجه

.S ∈ P۲, . . . , Pr می شود: نتیجه هستند،

قضایای اثبات به دیفرانسیلی، ایده آل با آن ارتباط از استفاده با و شناختیم را دیفرانسیلی چندگونای فصل این در
تا و متفاوت کمی که می دهد قرار بررسی و بحث مورد را دیفرانسیلی مشتق توسیع بعد، فصل پرداختیم. مهمی

است. فصل این مباحث از مستقل حدودی
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۵ فصل

دیفرانسیلی میدان های توسیع

جبرخطی از برگرفته رویکردی با سپس می کنیم. بررسی میدان یک روی را مشتق توسیع مفهوم ابتدا فصل، این در
مهمترین بیان به اولیه، عنصر معرفی با سپس پرداخت. خواهیم میدان یک روی متعالی و جبری های پایه معرفی به
دیفرانسیلی چندگوناهای روی بر را موضوع این کاربرد نهایت، در پرداخت. خواهیم فصل این در نظر مد قضیه
این در شده استفاده منابع است. ریاضیات از شاخه این در کاربردی مهم اهداف از یکی که کرد خواهیم بررسی

است. [۱ ،۴ ،۵ ،۹ ،۱۱] فصل

مقدمه ۱ .۵

یک توسیع یا دیفرانسیلی میدان یک توسیع مثال، عنوان به ایم. آموخته متعددی موارد در را توسیع مفهوم کنون تا
رهیافت دهیم. توسیع دیفرانسیلی میدان یک روی را مشتق تا هستیم برآن فصل، این در کسرها. میدان به حلقه

یافت. خواهیم دست آن به مطالب، ادامه در که است آن کاربرد سبب به رویکرد، این در برگرفته

۱۰۷
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میدان روی مشتق توسیع ۲ .۵

در باشد. K روی متغیر یک x و صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض .۱ .۲ .۵ قضیه
چندجمله ای هر برای و δ۰(x) = ۰ که طوری به یافت K[x] حلقه روی δ۰ مانند توسیعی می توان صورت این
حلقه روی دیگری مشتق آن، بر علاوه .δ۰(f) =

∑l
i=۰ δ(ri)x

i داریم f =
∑l

i=۰ rix
i ∈ K[x] دلخواه

صورت به f ∈ K[x] دلخواه چندجمله ای هر برای و d
dx
(x) = ۱ و d

dx
(K) = ۰ آن در که دارد وجود K[x]

به دهد، توسیع را δ که K[x] حلقه روی δ۱ مشتق  هر می شود. تعریف d
dx

(∑l
i=۰ rix

i
)
=
∑l

i=۱ irix
i−۱

صورت به δ۱ مشتق δ۱(x) = p(x) ∈ K[x] تعریف با برعکس، می شود. داده .δ۱ = δ۰ + δ۱(x) d
dx

صورت
است. δ برای توسیعی و بوده K[x] روی مشتق یک که بود خواهد δ۱ = δ۰ + p(x) d

dx

دلخواه چندجمله ای هر برای است. δ از توسیعی که باشد K[x] روی مشتق یک δ۱ کنیم فرض ابتدا اثبات.
می توان بنابراین، .δ۱(f) =

∑r
i=۰ δ(ri)x

i +
∑r

i=۱ irix
i−۱δ۱(x) داریم f =

∑r
i=۰ rix

i ∈ K[x]

.δ۱ = δ۰ + δ۱(x) d
dx

نوشت
است. شده تعریف δ۱(f) = δ۰(f) + δ۱(x) d

dx
(f) رابطه با δ۱ : K[x] → K[x] می کنیم فرض اینک

هر برای و δ۱(a) = δ۰(a) + δ۱(x) d
dx
(a) = δ(a) داشت خواهیم a ∈ K هر برای صورت، این در

می توان آن بر علاوه .δ۱(f + g) = δ۰(f + g)+ δ۱(x) d
dx
(f + g) = δ۱(f)+ δ۱(g) داریم f, g ∈ K[x]

است آن از حاکی اخیر، رابطه دو برقراری .δ۱(fg) = δ۰(fg)+ δ۱(x) d
dx
(fg) = δ۱(f)g+ fδ۱(g) گفت

است. δ از است مشتق توسیع یک δ۱ پس است. K[x] حلقه روی مشتق، نگاشت یک δ۱ که

هرگاه گوییم جبری K روی را L صورت، این در باشد. میدان توسیع یک L ⊇ K کنیم فرض .۱ .۲ .۵ یف تعر
باشد. جبری K روی α ∈ L عنصر هر

را K روی مشتق هر آنگاه باشند، صفر مشخصه با میدان هایی (K, δ) ⊆ (L, δ) کنیم فرض .۲ .۲ .۵ قضیه
باشد. جبری K روی L اگر تنها و اگر یکتاست گسترش این داد. توسیع L روی مشتق یک به می توان

دو در را قضیه این اثبات باشد. L = K(α) که کنیم فرض ابتدا باشد. K روی مشتق یک δ کنیم فرض اثبات.
می گیریم. درنظر زیر حالت

بنابراین .δ۰(α) = ۰ و δ۰|K = δ که دارد رویK[α]وجود δ۰ مشتق آنگاه باشد، Kمتعالی αروی اگر •
می یابد. گسترش L = K(α) روی مشتق گیری یک به δ
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چندجمله ای یک باشد. K روی α مینیمال چندجمله ای F (x) کنیم فرض باشد، جبری K روی α اگر •
δ۰(x) = ۰ شرط با K[x] روی δ۰ به می توان را δ مشتق می گیریم. نظر در را g(x) ∈ K[x] مانند
است g(x) انتخاب ما هدف بود. خواهد δ۱ = δ۰ + g(x) d

dx
صورت به δ۱ مشتق بنابراین، داد. توسیع

از یکی که می شود محقق زمانی امر این کند. نگاشت خودش به را F ·K[x] آل ایده δ۱ که ای گونه به
dF
dx
(α) 6= ۰ که آنجا از باشد. برقرار δ۰(F )(α) + g(α)dF

dx
(α) = ۰ یا δ۱(F )(α) = ۰ شرط دو

می توان است، K(α) = K[α] چون کرد. انتخاب g(α) = − δ۰(F )(α)
dF
dx

(α)
صورت به را g(α) می توان

صورت به δ۱ مشتق g(x) مناسب انتخاب با باشد. داشته را خاصیت این که یافت را g(x) ∈ K[x]

این در می کند. القا را K(α) = K[α] روی مطلوب مشتق  و شده تعریف δ۱(A(x)) + F · K[x]

.δ̄۱(α) = g(α) = − δ۰(F )(α)
F ′(α)

داریم حالت،

که آنجایی از .E = {(Ki, δi) | K ⊆ K۱ ⊆ L andδ۱|K = δK} کنیم فرض کلی، حالت برای
زنجیره یک (K۱, δ۱) ⊆ (K۲, δ۲) ⊆ · · · ⊆ (Kn, δn) ⊆ · · · کنیم فرض است. ناتهی E پس K ∈ E

زنجیر برای بالا کران یک و E در عنصر یک (⋃i Ki, δ) که می شود داده نشان سادگی به باشد. E در صعودی
عنصر که می یابیم در لم، این از استفاده با است، برقرار زرن لم شرایط تمامی که آنجا از است. شده یاد صعودی
فرض خلف، برهان به ادعا این اثبات برای .M = L که می کنیم ادعا دارد. وجود E در (M, δM) ماکزیمال
قضیه، اثبات اول بخش از استفاده با دارد. وجود L\M به αمتعلق مانند عنصری بنابراین .M 6= L که می کنیم
که دارد تناقض M بودن ماکزیمال با امر، این دهیم. توسیع M [α] ⊋ M روی δ۱ مشتق یک به را δ می توانیم

می رساند. اثبات به را M = L ادعای صحت
برسد. اثبات به باید که است قضیه این از باقیمانده موضوع تنها یکتایی

است، موجود α ∈ L مانند عنصری آنگاه نباشد، جبری K روی بر L کنیم، فرض خلف، برهان به (⇐)
که طوری به است موجود K[α] روی مشتق یک از بیش صورت، این در است. K روی بر متعالی که طوری به

است. K روی را δ توسیع از حاصل
F (x) =

∑n
i=۰ rix

i ∈ K[x] چندجمله ای α ∈ L هر برای آنگاه باشد، جبری K روی بر L اگر (⇒)
طوری به باشد، L روی مشتق یک D کنیم فرض می گیریم. درنظر K روی بر α مینیمال چندجمله ای عنوان به را
داشت خواهیم F (x) از مشتق گیری با F (α) = ۰ که آنجایی از است. K روی δ مشتق توسیع از حاصل که
به D(α) مشتق نتیجه در و D(F (α)) =

∑n
i=۰ riα

i =
∑n

i=۰ δ(ri)α
i +
∑n

i=۱ iriα
i−۱D(α) = ۰

آمد. خواهد دست به D(α) = −
∑n

i=۰ δ(ri)α
i∑n

i=۱ iriαi−۱ یکتای صورت
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.δ(K) ⊆ K که طوری به رویLباشد مشتق یک δ و صفر مشخصه با Kمیدان هایی ⊆ L اگر .۱ .۲ .۵ نتیجه
یک روی بر α ∈ L اگر خاص طور به .δ(α) ∈ K(α) داریم باشد، جبری K روی α ∈ L اگر صورت این در

است. ثابت مقدار یک α آنگاه باشد، جبری ثابت زیرمیدان

داشت. خواهد زیر صورت به تازه ای بیان ۵ .۲ .۳ تعریف دیفرانسیلی چندجمله ای های گرفتن درنظر با

داشته وجود p(y) ∈ K{y} \ {۰} اگر .α ∈ K و میدان توسیع یک L ⊇ L کنیم فرض .۲ .۲ .۵ یف تعر
متعالی را α صورت، این غیر در می نامیم. K روی دیفرانسیلی جبری را α آنگاه ،p(α) = ۰ که طوری به باشد

گوییم. K روی دیفرانسیلی

وابسته K روی α۱, . . . , αn می گوییم صورت این در .α۱, . . . , αn ∈ K کنیم فرض .۳ .۲ .۵ یف تعر
باشیم داشته که طوری  به باشد موجود F (y۱, . . . , yn) ∈ K{y۱, . . . , yn} هرگاه هستند دیفرانسیلی جبری
هستند. دیفرانسیلی Kمتعالی روی ,α۱بر . . . , αn که می شود گفته صورت، این غیر در .F (α۱, . . . , αn) = ۰

این کنیم. استفاده آن از مطلب ادامه در بتوانیم تا بپردازیم جدید کمیت یک معرفی به تا است لازم اکنون
دارد. نام تعالی درجه جدید کمیت

تعالی درجه K به نسبت را K〈α〉 در دیفرانسیلی مستقل عناصر تعداد بیشترین تعالی). (درجه ۴ .۲ .۵ یف تعر
می دهیم. نمایش tr.degK〈α〉/K نماد با و می نامیم

اگر و دیفرانسیلی جبری K روی α آنگاه tr.degK〈α〉/K = ۰ اگر گفت می توان دیگر عبارت به
است. دیفرانسیلی متعالی K روی α آنگاه tr.degK〈α〉/K = ۱

با جبری دیفرانسیلی معادله هیچ و است ex با برابر α′ مشتق .α = ex و K = C کنیم فرض .۱ .۲ .۵ مثال
.tr.degC〈ex〉/C = ۱ بنابراین باشد. برقرار آن برای F (α) = ۰ که ندارد وجود مختلط ضرایب

است. دیفرانسیلی جبری α و دارد قرار K درون α′ مشتق .α = x و K = C(x) کنیم فرض .۲ .۲ .۵ مثال
است. دیفرانسیلی متعالی K روی α و tr.degC(x)〈x〉/C(x) = ۰ بنابراین

کنیم دنبال را کلیدی و مهم لم یک می توانیم شدیم آشنا تعالی درجه مفهوم با که اکنون

جبری K روی α آنگاه .α ∈ L و صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان های K ⊆ L کنیم فرض .۱ .۲ .۵ لم
.tr.degK〈α〉/K < ∞ اگر تنها و اگر است دیفرانسیلی
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از مشخصه مجموعه یک A(y) ∈ K{y} مجموعه و دیفرانسیلی جبری K روی α کنیم فرض (⇒) اثبات.
به توجه با .tr.degK〈α〉/K = n که می کنیم ادعا .ord(A) = n کنیم فرض باشد. I(α) ⊆ K{y}

جبری مستقل و نیستند دیفرانسیلی جبری K روی بر α, α′, . . . , α(n−۱) که است بدیهی تعالی، درجه تعریف
داشت خواهیم A(α) = ۰ که آنجایی از است. جبری K(α, α′, . . . , α(n−۱)) روی بر α(n) اما هستند.
رابطه این به توجه با است. TA(α) ∈ K(α, . . . , α(n)) آن در که SA(α) · α(n+۱) + TA(α) = ۰
طبیعی عدد هر برای که می گیریم نتیجه آن از و α(n+۱) = −TA(α)

SA(α)
∈ K(α, α′, . . . , α(n)) که درمی یابیم

خواهیم نتیجه در و K〈α〉 = K(α, α′, . . . , α(n)) داریم پس .α(n+k) ∈ K(α, α′, . . . , α(n)) داریم k
.tr.degK〈α〉/K = n داشت

وابسته K روی {α, α′, . . . , α(n)} مجموعه که دارد آن بر دلالت n = tr.degK〈α〉/K < ∞ (⇐)
است. یفرانسیلی جبری K روی α بنابراین است. جبری

و باشد جبری دیفرانسیلی K روی α اگر داشت خواهیم ۲ .۲ .۵ و ۱ .۲ .۵ مثال های به توجه با .۱ .۲ .۵ تذکر
آنگاه می شود، صفر α در که باشد مرتبه ای کمترین با دیفرانسیلی چندجمله ای یک f(y) 6= ۰ چندجمله ای

.tr.degKK〈α〉 = ord(f) داشت خواهیم

می گیریم. درنظر را L =
(
K(ex, sin(x)), d

dx

) و K =
(
R(x), d

dx

) دیفرانسیلی میدان دو .۳ .۲ .۵ مثال
جبری K روی بر دو هر sin(x) و ex تابع های ( d

dx
)۲(sin(x)) = − sin(x) و d

dx
(ex) = ex که آنجایی از

.tr.degK(K〈sin(x)〉) = ۲ و tr.degK(K〈ex〉) = ۱ این بر علاوه هستند. دیفرانسیلی

جبری K روی a ∈ L عنصر هر اگر است، دیفرانسیلی جبری K روی L ⊇ K می گوییم معمول مطابق
است. دیفرانسیلی جبری متناهی، تعالی درجه با دیفرانسیلی، میدان توسیع هر که می کنیم توجه باشد. دیفرانسیلی

نیست. برقرار لزوماً آن عکس اما

باشند. دیفرانسیلی جبری K روی a, b ∈ L و دیفرانسیلی میدان توسیع یک L ⊇ K کنیم فرض .۲ .۲ .۵ لم
خاص، طور به هستند. دیفرانسیلی جبری K روی بر نیز (a 6= ۰ (برای a−۱ و δ(a) ،ab ،a+ b صورت این در
تمامی مجموعه و است شده ایجاد K روی بر دیفرانسیلی جبری عناصر توسط که دیفرانسیلی میدان توسیع یک

است. K از دیفرانسیلی میدان توسیع یک هستند، دیفرانسیلی جبری K روی که L در عناصر

.tr. degK K〈b〉 < ∞ و tr. degK K〈a〉 < ∞ صورت به K〈b〉 و K〈a〉 تعالی درجه تناهی اثبات.
.tr. degK K〈a, b〉/K = tr. degK K〈a〉/K + tr. degK K〈b〉/K < ∞ پس است.
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اگر است دیفرانسیلی جبری K روی بر M آنگاه باشند، دیفرانسیلی میدان های K ⊆ L ⊆ M اگر .۳ .۲ .۵ لم
باشد. دیفرانسیلی جبری K روی L و L روی M اگر تنها و

می کند. صدق بودن دیفرانسیلی جبری تعریف در زیرا است، واضح (⇒) اثبات.
آنگاه بنامیم، a را دلخواه عنصر این اگر است. دیفرانسیلی جبری L روی M به متعلق عنصر هر (⇐)
را p(y) ضرایب مجموعه .p(a) = ۰ که طوری به دارد وجود p(y) ∈ L{y} \ {۰} دیفرانسیلی چندجمله ای

داریم پس است. L از زیرمجموعه ای که می دهیم قرار {b۱, . . . , bt}

tr. degK K〈b۱, . . . , bt, a〉/K =

.tr. degK K〈b۱, . . . , bt〉/K + tr. degK K〈b۱, . . . , bt, a〉/K〈b۱, . . . , bt〉 < ∞

است. دیفرانسیلی جبری K روی a و tr. degK K〈a〉/K < ∞ بنابراین

دیفرانسیلی اولیه عنصر قضیه ۳ .۵

لازم قضیه این اثبات و بیان برای است. دیفرانسیلی جبر بنیادین قضایای از یکی تعرفی بخش، این اصلی هدف
بیان با و می پردازیم کلاسیک جبر در قضیه این مشابه معرفی به ابتدا کنیم. معرفی را مقدمات برخی تا داریم
کلاسیک جبر از رسید. خواهیم بخش این در نظر مورد مهم قضیه به خطی، جبر مفاهیم از استفاده و لم چند
که طوری به دارد ω مانند اولیه عنصر یک صفر، مشخصه با K میدان از متناهی جبری توسیع یک که می دانیم
با دلخواه دیفرانسیلی میدان هر برای را مشابه ای مسئله تا هستیم آن بر حال .K(a۱, . . . , an) = K(ω)

دنبال را زیر مثال بررسی و مطالعه قضیه این بهتر درک منظور به دهیم. قرار بررسی و بحث مورد صفر، مشخصه
بعدی، مثال در می گیریم. درنظر را Q(x, y) = {f

g
| f, g ∈ Q[x, y], g 6= ۰} کسرهای میدان می کنیم.

اولیه عنصر یک مثال، این در آوریم. دست به گویا اعداد از میدان توسیع یک روی را اولیه عنصر تا داریم آن قصد
می کنیم. بررسی را Q بر Q(

√۲,√۳) میدان توسیع برای

ما هدف است. √۳ و √۲ عدد دو از ترکیبی صورت به Q میدان بر Q(
√۲,√۳) میدان توسیع .۱ .۳ .۵ مثال

با شدیم. آشنا ایده آل یک بعد با این از پیش است. اولیه عنصر یک α =
√۲ +

√۳ دهیم نشان که است این
{۱,√۲ +

√۳, (√۲ +
√۳)۲, (

√۲ +
√۳)۳} مجموعه که دهیم نشان است کافی موضوع، این به توجه
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را بودن مولد و بودن خطی مستقل باید پس می باشد. برداری فضای -Q یک عنوان به Q[x,y]
⟨x۲−۲,y۲−۳⟩ برای پایه یک

Q بر Q(
√۲,√۳) توسیع برای اولیه عنصر یک α =

√۲ +
√۳ که دید خواهیم بررسی این با کنیم. بررسی

.Q(
√۲,√۳) = Q(α) نتیجه در و است

β =
√۲ −

√۳ که دید خواهیم فوق، مثال با مشابه راهبردی با نیست. یکتا لزوماً اولیه عنصر .۱ .۳ .۵ تذکر
Q(

√۲,√۳) = Q(β) می نویسیم و است .Q(
√۲,√۳) برای اولیه عنصر یک نیز

√۳ و √۲ از مختلف ترکیب های از می توان و نیست فرد به منحصر اولیه عنصر که گفت می توان .۱ .۳ .۵ نتیجه
کرد. استفاده اولیه عنصر عنوان به

می گذارد. نمایش به دیفرانسیلی فرم در را قضیه این که می رویم مثالی سراغ به اینک و

میدان این پس δ(π) = δ(e) = ۰ که آنجایی از می گیریم. نظر در را Q〈π, e〉 دیفرانسیلی میدان .۲ .۳ .۵ مثال
همواره ω ∈ Q〈π, e〉 هر برای که است واضح پس است. Q از مولد متناهی میدان توسیع یک دیفرانسیلی،

.Q〈π, e〉 6= Q〈ω〉

نیاز دیفرانسیلی، جبر در اولیه عنصر قضیه با مشابه ای قضیه آوردن دست به برای که می دهد نشان مثال این
(K, δ) مانند معمولی دیفرانسیلی میدان یک برای که درمی یابیم شده مطرح ازمثال داریم. محدودیت ها برخی به
η ∈ K مانند عنصری ریاضی، بیان به باشد. غیرثابت عنصر یک شامل میدان، این که است آن خفیف، شرط یک
طول در داریم. لم دو معرفی به نیاز بخش، این اصلی قضیه به رسیدن برای .δ(η) 6= ۰ که طوری به باشد، موجود
را ثابت غیر عنصر یک که طوری به که است صفر مشخصه با معین، دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) بخش، این
هرگاه می شوند، نامیده خطی وابسته η۱, . . . , ηs عناصر که می شود یادآوری خطی جبر مفاهیم از می شود. شامل
برای رونسکین همچنین نباشند. صفر ها ci همه که باشد داشته وجود ای گونه به c۱η۱ + · · ·+ csηs = ۰ رابطه

است: زیر صورت به که است دترمینان یک η۱, . . . , ηs از ای مجموعه

wr(η۱, . . . , ηs) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

η۱ · · · a۱n

η′۱ · · · η′s

· · · · · · · · ·

η
(s−۱)
۱ · · · η

(s−۱)
s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۱۱۳
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هستند خطی مستقل η۱, . . . , ηs صورت، این در باشند. K در عناصری η۱, . . . , ηs کنیم فرض .۱ .۳ .۵ لم
یعنی ،wr(η۱, . . . , ηs) = ۰ اگر تنها و اگر

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

η۱ · · · a۱n

η′۱ · · · η′s

· · · · · · · · ·

η
(s−۱)
۱ · · · η

(s−۱)
s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰ (∗)

که دارند وجود K در c۱, . . . , cs ثابت اعداد آنگاه باشند. وابسته خطی η۱, . . . , ηs کنیم فرض (⇐) اثبات.
خطی معادلات دستگاه رابطه، این از مشتق گیری بار s− ۱ با .c۱η۱ + · · ·+ csηs = ۰ و نیستند صفر همگی

می آید. دست به ci ضرایب برای زیر


c۱η۱ + · · ·+ csηs = ۰

c۱η′۱ + · · ·+ csη
′
s = ۰

· · ·

c۱η
(s−۱)
۱ + · · ·+ csη

(s−۱)
s = ۰

است. برقرار (∗) شرط بنابراین است؛ ناصفر جواب یک دارای دستگاه این
را کار این هستند. خطی وابسته η۱, . . . , ηs که می دهیم نشان باشد. برقرار (∗) شرط کنیم فرض حال (⇒)

است. خطی وابسته بنابراین و η۱ = ۰ آنگاه باشد، s = ۱ اگر صفر فرض طبق می دهیم. انجام s روی استقرا با

اکنون و باشد برقرار s− ۱ با مساوی یا کوچکتر مقادیر تمام برای ادعا که می گیریم نظر در اینگونه را استقرا فرض
به نیستند، صفر همگی که دارند وجود c۱, . . . , cs ثابت اعداد ،(∗) شرط به توجه با می کنیم. بررسی را s حالت

داریم j = ۰, . . . , s− ۱ برای که طوری

c۱η
(j)
۱ + · · ·+ csη

(j)
s = ۰. (∗∗)

باشیم داشته اگر حال
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wr(η۱, . . . , ηs−۱) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

η۱ · · · ηs−۱

η′۱ · · · η′s−۱

· · · · · · · · ·

η
(s−۲)
۱ · · · η

(s−۲)
s−۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰,

است. کافی η۱, . . . , ηs برای خطی وابستگی دادن نشان پس خطی اند. وابسته η۱, . . . , ηs−۱ استقرا فرض طبق

.cs = ۱ که درمی یابیم نیاز) صورت (در cs بر معادله ها تقسیم با و cs 6= ۰ آنگاه ،wr(η۱, . . . , ηs−۱) 6= ۰ اگر
به می کنیم. کم آن از را j + ۱ با متناظر معادله و می گیریم مشتق (∗∗) معادله از j = ۰, . . . , s− ۲ برای حال

می رسیم. زیر معادله به ترتیب این

c′۱η
(j)
۱ + · · ·+ c′s−۱η

(j)
s−۱ = ۰ برای j = ۰, . . . , s− ۲.

η۱, . . . , ηs بنابراین، .i = ۱, . . . , s− ۱ برای c′i = ۰ می گیریم نتیجه ،wr(η۱, . . . , ηs−۱) 6= ۰ که آنجایی از
خطی اند. وابسته

η۱, . . . , ηn عناصر آنگاه باشد، K{y۱, . . . , yn} در ناصفر دیفرانسیلی چندجمله ای یک G اگر .۲ .۳ .۵ لم
.G(η۱, . . . , ηn) 6= ۰ که طوری به دارند وجود K در

در را n = ۱ مورد پس کنیم. بررسی y متغیره تک حالت در را دیفرانسیلی چندجمله ای یک است کافی اثبات.
است. K در غیرثابت عنصر یک ξ و ثابت طبیعی عدد یک r ادامه در می گیریم. نظر

آنگاه باشد، r از کوچکتر مرتبه از ناصفر دیفرانسیلی چندجمله ای یک G ∈ K{y} اگر که می کنیم ادعا
.G(η) 6= ۰ که طوری به هستند، K از ci ثابت ضرایب آن در که دارد وجود η = c۰ + c۱ξ + · · ·+ crξ

r

کمترین با ناصفر دیفرانسیلی چندجمله ای یک H و باشد نادرست ادعا این کنیم فرض خلف، برهان به
ord(H, y) = s را H مرتبۀ می شود. صفر η = c۰ + c۱ξ + · · · + crξ

r مقدار هر برای که باشد مرتبه ای
پس باشد. z′i = ۰ که می کنیم معرفی را z۰, . . . , zr جبری متغیرهای اکنون .۰ ≤ s ≤ r آن در که می نامیم
H از جزئی مشتق گیری با است. صفر چندجمله ای H = H(z۰ + z۱ξ + · · ·+ zrξ

r) ∈ K[z۰, . . . , zr]

داریم z۰, . . . , zs به نسبت
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∂H
∂y

= ۰,
∂H
∂y

ξ + ∂H
∂y′

ξ′ + · · ·+ ∂H
∂y(s)

ξ(s) = ۰,

· · ·

∂H
∂y

ξs + ∂H
∂y′

(ξs)′ + · · ·+ ∂H
∂y(s)

(ξs)(s) = ۰,

∂H

∂y(j)
=

∂H

∂y(j)
(z۰ + · · ·+ zrξ

r)

داریم پس

۱ ۰ · · · ۰
ξ ξ′ · · · ξ(s)

· · · · · · · · · · · ·

ξs (ξs)′ · · · (ξs)(s)





∂H
∂y

∂H
∂y′

...
∂H
∂y(s)


= ۰.

بنابراین . ∂H
∂y(s)

6= ۰ داریم است، H به نسبت کمتری رتبه دارای ∂H
∂y(s)

که آنجا از

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ′ (ξ۲)′ · · · (ξs)′

ξ′′ (ξ۲)′′ · · · (ξs)′′

· · · · · · · · · · · ·

ξ(s) (ξ۲)(s) · · · (ξs)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= wr(ξ′, (ξ۲)′, . . . , (ξs)′) = ۰.

c۱ξ′ + که: طوری به نیستند، صفر برابر همگی که دارند، وجود K به متعلق c۱, . . . , cs ثابت ضرایب پس
است. ثابت یک c۰ آن در که c۱ξ + c۲ξ۲ + · · · + csξ

s = c۰ نتیجه در .c۲(ξ۲)′ + · · · + cs(ξ
s)′ = ۰

تضاد در ξ′ 6= ۰ فرضیه با این که ،ξ′ = ۰ نتیجه به توجه با است. جبری K ثابت های میدان روی بر ξ بنابراین
.G(η) 6= ۰ که طوری به کرد پیدا ci ثابت ضرایب با η = c۰ + c۱ξ + · · ·+ crξ

r می توان پس است.

شرط با ξ′ = ۰ که طوری به ξ ∈ K وجود شرط ،(K, {δ۱, . . . , δm}) جزئی مشتق گیری حالت برای
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که طوری به می شود جایگزین ξ۱, . . . , ξm ∈ K وجود
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ۱(ξ۱) · · · δ۱(ξm)

δ۲(ξ۱) · · · δ۲(ξm)

· · · · · · · · ·

δm(ξ۱) · · · δm(ξm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= ۰.

به لم این آنکه ضمن می شود. شناخته « ناصفر دیفرانسیلی «چندجمله ای های عنوان به ۲ .۳ .۵ لم .۲ .۳ .۵ تذکر
می شود. شناخته جبر در زیر، قضیه دیفرانسیلی مشابه عنوان

f ∈ K[y۱, . . . , yn] ناصفر چندجمله ای هر برای آنگاه باشد. نامتناهی میدان Kیک کنیم فرض .۱ .۳ .۵ قضیه
.f(a۱, . . . , an) 6= ۰ که طوری به دارند وجود (a۱, . . . , an) ∈ Kn عناصر

یعنی باشد، ناثابت دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی). اولیه عنصر (قضیه ۲ .۳ .۵ قضیه
اگر یاشد. صفر میدان این مشخصه کنیم فرض همچنین .δ(b) 6= ۰ که طوری دارد وجود b ∈ K ماندد عنصری
که طوری به دارد وجود ξ ∈ K〈α۱, . . . , αn〉 عنصر آنگاه باشد، K روی دیفرانسیلی جبری K〈α۱, . . . , αn〉

.K〈α۱, . . . , αn〉 = K〈ξ〉

e ∈ K مانند عنصری آنگاه باشند، دیفرانسیلی جبری K به نسبت γ, β اگر که دهیم نشان است کافی اثبات.
کرده معرفی K〈γ, β〉 روی را t جدید دیفرانسیلی متغیر .K〈γ, β〉 = K〈γ + eβ〉 که طوری به دارد وجود
به نسبت γ + tβ که درمی یابیم ۲ .۲ .۵ لم به توجه با می گیریم. نظر در را γ + tβ ∈ K〈t〉〈γ, β〉 عبارت و
فرض می گیریم نظر در را .I(γ + tβ) ⊆ K〈t〉{y} اول دیفرانسیلی آل ایده است. دیفرانسیلی جبری K〈t〉

.A(γ + tβ) = ۰ آنگاه باشد. I(γ + tβ) از مشخصه مجموعه یک A(y) ∈ K〈t〉{y} کنیم

می توانیم لزوم، صورت در مخرج ها حذف با .ord(A) = s کنیم فرض .SA(γ + tβ) 6= ۰ داریم اما
بنویسیم. A(t, y) صورت به نوشتار در سهولت منظور به و بگیریم نظر در را A ∈ K{t, y}
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که: داریم توجه . ∂A
∂y(s)

(t, γ + tβ) 6= ۰ اما A(t, γ + tβ) = ۰ داریم اکنون

∂((γ + tβ)(k))

∂t(s)
=


۰, k < s,

β, k = s.

for k ≤ s.

به رابطه ای محاسبات انجام با و صورت این در می گیریم. t(s) به نسبت را A(t, γ+ tβ) = ۰ جزئی مشتق
∂A
∂y(s)

(t, γ+tβ) 6= ۰ که آنجا از آورد. خواهیم دست به ∂A
∂t(s)

(t, γ+tβ)+β · ∂A
∂y(s)

(t, γ+tβ) = ۰ صورت
که طوری به دارد وجود e ∈ K مانند عنصری ۲ .۳ .۵ لم طبق است، K〈γ, β〉{t} به متعلق عبارت این و

داشت خواهیم نتیجه در و ∂A
∂y(s)

(e, γ + eβ) 6= ۰

β = −
∂A
∂t(s)

(e, γ + eβ)
∂A
∂y(s)

(e, γ + eβ)
∈ K〈γ + eβ〉

نموده ایم. اثبات را حکم K〈γ, β〉 = K〈γ + eβ〉 به دستیابی با پس .

K〈η۱, . . . , ηn〉 کنیم فرض همچنین باشد. ناثابت دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض .۲ .۳ .۵ نتیجه
طوری به دارند وجود e۱, . . . , en ∈ K عناصر صورت، این در باشد. K از دیفرانسیلی جبری میدان توسیع یک

.K〈η۱, . . . , ηn〉 = K〈e۱η۱ + · · ·+ enηn〉 که

متعالی دیفرانسیلی پایه ۴ .۵

دیفرانسیلی حلقه یک روی را دیفرانسیلی جبری وابسته مفهوم ابتدا می کنیم. آغاز تعریف چند با را بخش این
پرداخت. خواهیم دیفرانسیلی میدان توسیع روی آن تعمیم به کرده، تعریف

,α۱در . . . , αn عناصر باشد. دیفرانسیلی حلقه کنیمRیک فرض دیفرانسیلی). جبری (وابسته ۱ .۴ .۵ یف تعر
دیفرانسیلی چندجمله ای هرگاه می شوند، وریRنامیده دیفرانسیلی جبری Rوابسته Sاز دیفرانسیلی زبرحلقه یک

.G(α۱, . . . , αn) = ۰ که طوری به باشد، موجود G ∈ R{y۱, . . . , yn} مانند ناصفری
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را α۱, . . . , αn عناصر باشد، نداشته وجود G دیفرانسیلی چندجمله ای اگر فوق، تعریف در .۲ .۴ .۵ یف تعر
می نامیم. R روی دیفرانسیلی جبری مستقل

های زیرمجموعه همه گاه هر می شود، نامیده R روی دیفرانسیلی جبری مستقل S مجموعه .۳ .۴ .۵ یف تعر
باشند. R روی دیفرانسیلی جبری مستقل آن، متناهی

b ∈ L عنصر یک .A ⊆ L و دیفرانسیلی میدان توسیع یک (L, δ) ⊇ (K, δ) کنیم فرض .۴ .۴ .۵ یف تعر
باشد. K〈A〉 روی دیفرانسیلی جبری b هرگاه می شود، نامیده ( K روی ) A در دیفرانسیلی جبری مستقل

B از عنصر هر هرگاه می شود، نامیده ( K روی ) A در دیفرانسیلی جبری وابسته B ⊆ L .۵ .۴ .۵ یف تعر
باشد. A در دیفرانسیلی جبری وابسته

b صورت این در .b ∈ L و A ⊆ L و دیفرانسیلی میدان توسیع یک (L, δ) ⊇ (K, δ) کنیم فرض .۱ .۴ .۵ لم
طوری به a۱, . . . , an ∈ A و f ∈ K{y۱, . . . , yn, z} اگر تنها و اگر است، A در دیفرانسیلی جبری وابسته

.f(a۱, . . . , an, b) = ۰ و f(a۱, . . . , an, z) 6= ۰ که

است. بدیهی دیفرانسیلی جبری وابستگی تعریف طبق (⇐) اثبات.
جبری b تعریف، از استفاده با صورت این در باشد. A در دیفرانسیلی جبری وابسته b کنیم فرض (⇒)

به است، موجود K〈A〉{z} حلقه در g ناصفر دیفرانسیلی چندجمله ای بنابراین است. K〈A〉 روی دیفرانسیلی
ظاهر g ضرایب در مؤثر طور به که باشد ای زیرمجموعه {a۱, . . . , an} ⊆ A کنیم فرض .g(b) = ۰ که طوری
.g ∈ K{a۱, . . . , an, z} که: کنیم فرض می توانیم ،K{a۱, . . . , an} از مناسب عنصری ضربgدر با می شود.

می کند. تأمین را لم فرض در نظر مورد ویژگی دو g چندجمله ای این نتیجه، در

که باشد ای زیرمجموعه A ⊂ L و باشد باشد. دیفرانسیلی میدان توسیع یک K ⊆ L کنیم فرض .۲ .۴ .۵ لم
دیفرانسیلی جبری وابسته b و A اگر .b ∈ L کنیم فرض باشند. K روی دیفرانسیلی جبری مستقل آن، عناصر

است. K روی دیفرانسیلی جبری b آنگاه باشند، K روی روی

۰ 6= f ∈ K{y۱, . . . , yn, z} پس وابسته اند، دیفرانسیلی جبری طور به K روی بر A, b که آنجا از اثبات.
بر a۱, . . . , an که آنجا از .f(a۱, . . . , an, b) = ۰ داریم a۱, . . . , an ∈ A برای که طوری به دارد وجود
جبری طور به K〈A〉 روی b درنتیجه و f(a۱, . . . , an, z) 6= ۰ و مستقلند دیفرانسیلی جبری طور به K روی

است. دیفرانسیلی
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اگر .A,B,C ⊆ L و (K, δ) ⊆ (L, δ) کنیم فرض دیفرانسیلی) جبری وابستگی (تراگذری .۳ .۴ .۵ لم
A آنگاه باشد، وابسته دیفرانسیلی جبری طور به C روی B و باشد وابسته دیفرانسیلی جبری طور به B روی A

است. وابسته دیفرانسیلی جبری طور به C روی

طرفیK〈C〉〈B〉جبری از رویK〈B〉است. دیفرانسیلی K〈B〉〈A〉جبری داریم: فرض، به توجه با اثبات.
است. دیفرانسیلی جبری K〈C〉 روی K〈C〉〈B〉〈A〉 داریم ۳ .۲ .۵ لم طبق است. K〈C〉 روی دیفرانسیلی

است. دیفرانسیلی جبری طور به K〈C〉 روی A عنصر هر نتیجه در

b اگر باشند. K از δ-دار امتداد میدان یک از عناصری a۱, . . . , an, b کنیم فرض تبادل) (ویژگی .۴ .۴ .۵ لم
a۱, . . . , an−۱, bرویan آنگاه ,a۱نباشد، . . . , an−۱ روی ولی باشد وابسته دیفرانسیلی جبری طور ,a۱به . . . , an روی

است. وابسته دفرانسیلی جبری طور به

داریم عنصری ۲ .۴ .۵ لم طبق است، وابسته دیفرانسیلی جبری طور به a۱, . . . , an روی بر b که آنجا از اثبات.
.g(a۱, . . . , an, z) 6= ۰ و g(a۱, . . . , an, b) = ۰ که طوری به g ∈ K{y۱, . . . , yn, z} \ {۰} مانند
می گیریم نظر در K{y۱, . . . , yn−۱, z} از ضرایب با yn در یک متغیره چندجمله ای عنوان به را δ چندجمله ای
عددی صورت، این در باشند. g ناصفر ضرایب تمام g۱, . . . , gn ∈ K{y۱, . . . , yn−۱, z} می دهیم قرار و
آنجا از .g(a۱, . . . , an−۱, an, z) = ۰ صورت این غیر در .gi(a۱, . . . , an−۱, z) 6= ۰ که دارد وجود iصحیح
.gi(a۱, . . . , an−۱, b) 6= ۰ می گیریم نتیجه نیست، وابسته دیفرانسیلی جبری طور به a۱, . . . , an−۱ روی b که
به a۱, . . . , an−۱, b روی an نتیجه در .g(a۱, . . . , an−۱, an, b) = ۰ و g(a۱, . . . , an−۱, yn, b) 6= ۰ پس

است. وابسته دیفرانسیلی جبری طور

،A = {a۱, . . . , an} باشیم داشته و باشد دیفرانسیلی میدان توسیع یک L ⊇ K کنیم فرض .۱ .۴ .۵ گزاره
دیفرانسیلی جبری مستقل K به نسبت A مجموعه (۱ اگر باشند. L از زیرمجموعه دو B = {b۱, . . . , bm}

.n ≤ m آنگاه باشد دیفرانسیلی جبری وابسته B به نسبت A مجموعه (۲ باشد

و r < n کنیم فرض حال است. حاصل نتیجه باشد، r = n اگر باشد. r = |A ∩ B| بگذارید اثبات.
{a۱, . . . , ar, br+۱, . . . , bm} مجموعه به ar+۱نسبت که آنجا از .B = a۱, . . . , ar, br+۱, . . . , bm می نویسیم:
r + ۱ ≤ شرط با j صحیح عددی نیست، وابسته {a۱, . . . , ar} به نسبت ولی است دیفرانسیلی جبری وابسته
است دیفرانسیلی جبری وابسته {a۱, . . . , ar, br+۱, . . . , bj} به نسبت ar+۱ طوری که به دارد وجود j ≤ m
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bj که می گیریم نتیجه ۴ .۴ .۵ لم از استفاده با نیست. وابسته {a۱, . . . , ar, br+۱, . . . , bj−۱} به نسبت ولی
مجموعه صورت، این در است. دیفرانسیلی جبری وابسته {a۱, . . . , ar, br+۱, . . . , bj−۱, ar+۱} به: نسبت
به B به نسبت A که آنجا از است. دیفرانسیلی جبری وابسته B به نسبت نیز B۱ := (B \ {bj}) ∪ {ar+۱}

است. وابسته دیفرانسیلی جبری طور به نیز B۱ به نسبت A ۳ .۴ .۵ لم طبق است، وابسته دیفرانسیلی جبری طور
و r = n که می رسیم حالتی به نهایت در روند، این ادامه با .|A ∩B۱| = r + ۱ و |B۱| = m که داریم توجه

.n ≤ m که می گیریم نتیجه پس .A ⊆ Bn−r عبارتی به

در غیرثابت عنصر یک شامل K می کنیم فرض آن بر علاوه .L = K〈a۱, . . . , an〉 کنیم فرض .۲ .۴ .۵ گزاره
دیفرانسیلی صورت به عنصر، d+ ۱ حداکثر با L صورت این در می شود. d = δ-tr.deg(L/K) = ۰ حالت

می شود. تولید

در باشد. d > ۰ کنید فرض حال است. دیفرانسیلی اولیه عنصر قضیه همان این d = ۰ حالت در اثبات.
متعالی پایه یک ξ۱, . . . , ξd که طوری به دارند وجود {ξ۱, . . . , ξd} ⊆ {a۱, . . . , an} عناصر صورت، این
داریم بنابراین می دهیم. نمایش ξd+۱, . . . , ξn با را عناصر سایر می دهند. تشکیل را K روی L از دیفرانسیلی
که آنجایی از .L = K〈ξ۱, . . . , ξd〉/〈ξd+۱, . . . , ξn〉 = K〈ξ۱, . . . , ξd〉〈ad+۱ξd+۱ + · · · + anξn〉

.K〈ξ۱, . . . , ξd〉′ 6= {۰} داریم d > ۰

هیلبرت تابع ۵ .۵

«چندجمله ای  به ابتدا دهیم. ادامه را کار مهم قضیه و مفهوم چند معرفی با تا داریم سعی بخش، این ادامه در
نقاط توصیف برای ویژه به تابع این می پردازیم. جبری هندسه در هیلبرت» «تابع و هیلبرت» «سری ، هیلبرت»
هدف این به دستیابی برای دارد. کاربرد جبری های مجموعه با مرتبط چندجمله ای های درجه بررسی و خاص
پرداخت خواهیم آن نتایج و لم چند بیان به قسمت این در شویم. آشنا مقدماتی مفاهیم از برخی با تا است لازم
بیشتر بررسی و قضایا این اثبات مطالعه به مند علاقه که صورتی در شد. خواهد ارائه آن به مربوط مثال های و

نمایید. مراجعه [۵] منبع به می توانید هستید؛ آن پیرامون
باشد. حلقه این از آل ایده یک I ⊆ R و R = K[x۱, . . . , xn] کنیم فرض ادامه در
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.(n+d−۱
d

) با است برابر d درجه از R ای های تک جله تعداد .۱ .۵ .۵ لم

.(n+d
d

) با است برابر d حداکثر درجه از R ای های تک جله تعداد .۱ .۵ .۵ نتیجه

تک جمله جمع با برابر dبرحسبnمتغیر، حداکثر درجه از ای های تک جمله تعداد اینکه به توجه با .۱ .۵ .۵ تذکر
نتایج به توجه با صورت، این در می شود. گرفته نظر در متغیر n برحسب که است ۰ ≤ i ≤ d درجه از ای های

داشت. خواهیم d∑را
i=۰
(
n+i−۱

i

)
=
(
n+d
d

صورت( به ترکیبیاتی اتحاد ۱ .۵ .۵ نتیجه و ۱ .۵ .۵ لم

Rباشد. به متعلق s حداکثر درجه از چندجمله ای های همه R≤sمجموعه کنیم فرض sطبیعی عدد هر برای
می کنیم تعریف I در s حداکثر درجه از چندجمله ای های مجموعه را I≤s آن گاه باشد، آل ایده یک I ⊂ R اگر
برداری فضای -K ساختار دارای I≤s و R≤s که می یابیم در ساده بررسی یک با .I ∩ R≤s با است برابر که

هستند.

I آفین هیلبرت تابع صورت این در Rباشد. حلقه آل ایده یک I کنیم فرض آفین). هیلبرت (تابع ۱ .۵ .۵ یف تعر
aHFI(s) := dim(

R≤s

I≤s
) = dimK(R≤s)−dimK(I≤s)صورت به sطبیعی عدد هر برای که است تابعی

می شود. تعریف

است. X برداری فضای K بعد dimK(X) از منظور فوق، تعریف در

.aHFI(s) =
(
n+s
s

) آنگاه I = 〈۰〉 ⊆ R اگر ۱ .۵ .۵ نتیجه به توجه با .۱ .۵ .۵ مثال

وجود p یکتای و متغیره تک چندجمله ای و m طبیعی عدد صورت این در .I ⊴ R کنیم فرض .۱ .۵ .۵ قضیه
.aHFI(s) = p(s) داریم s ≥ m هر برای که دارند

صورت، این در باشد. R حلقه از آل ایده یک I کنیم فرض آفین). هیلبرت (چندجمله ای ۲ .۵ .۵ یف تعر
aHPI(s) نماد با و می نامیم I آفین هیلبرت چندجمله ای را ۱ .۵ .۵ قضیه در شده، معرفی یکتای چندجمله ای

می دهیم. نمایش

خواهیم آنگاه باشد، R روی مدرج ای تک جمله ترتیب یک ≺ و R حلقه در آل ایده یک I اگر .۲ .۵ .۵ قضیه
.dim(I) = dim(LT(I)) = deg(aHPI(s)) داشت

با است برابر I = 〈x۲, xy〉 ⊂ R = K[x, y, z] آفین هیلبرت چندجمله ای که آنجایی از .۲ .۵ .۵ مثال
.dim(I) = ۲ پس ۱

۲s
۲ + ۵

۲s+ ۱
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شویم آشنا آفین هیلبرت سری نام به جدیدی مفهوم با تا داریم را آن آمادگی اکنون

هیلبرت سری صورت، این در باشد. R حلقه در آلی ایده I کنیم فرض آفین). هیلبرت (سری ۳ .۵ .۵ یف تعر
می کنیم. تعریف aHSI(z) =

∑∞
i=۰

aHFI(z) · zi صورت به را I آفین

R = حلقه در همگن، آل ایده یک I کنیم فرض می کنیم. معرفی را (همگن) هیلبرت تابع ادامه در
همگن چندجمله ای های همه مجموعه ترتیب، به را Rs و Is ،s طبیعی عدد هر برای باشد. K[x۱, . . . , xn]

برداری فضای -K دو Rs و Is که می شود مشاهده راحتی به می گیریم. نظر در صفر با همراه R و I در s درجه از
هستند. متناهی بعد با

HFI(s) = dim(Rs
Is
صورت( sبه در I همگن آل ایده برای تابع این (همگن)). هیلبرت (تابع ۴ .۵ .۵ یف تعر

می کنیم. خودداری «همگن» واژه بردن کار به از ادامه در می کنیم. تعریف

آنگاه باشد، R از ای تک جمله ترتیب یک ≺ و R از همگن آل ایده یک I اگر .۳ .۵ .۵ قضیه

برابرند. هم با LT(I) و I هیلبرت تابع .۱

HFI(s) = داریم s ≥ m هر برای که طوری به دارند، وجود m طبیعی عدد و p یکتای چندجمله ای .۲
.p(s)

در شده معرفی یکتای چندجمله ای باشد، همگن آل ایده یک I اگر هیلبرت). (چندجمله ای ۵ .۵ .۵ یف تعر
می دهیم. نمایش HPI با و می نامیم I هیلبرت چندجمله ای را ۳ .۵ .۵ قضیه

dim(I) = deg(HPI) + ۱ آنگاه باشد، همگن آل ایده یک I اگر .۲ .۵ .۵ نتیجه

دیفرانسیلی چندگوناهای در کاربردها ۶ .۵

دیفرانسیلی چندگونای یک V ⊆ An و باشد صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض
K{V } ≜ K{y۱, . . . , yn}/I(V ) صورت به V دیفرانسیلی حلقه مختصات باشد. K روی تحویل ناپذیر،
به آن، با متناظر دیفرانسیلی قمستی خارج میدان و است دیفرانسیلی دامنه یک K{V } اینجا در می شود. تعریف
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از دیفرانسیلی میدان توسیع یک K〈V 〉 طبیعی، طور به می شود. تعریف K〈V 〉 = Frac(K{V }) صورت
عضوی (ȳ۱, . . . , ȳn) اگر تعریف، طبق که است واضح می شود. نامیده V دیفرانسیلی توابع میدان و است K
مانند دیگری دلخواه عام نقطه هر ازای به صورت، این در بود. خواهد V از عام نقطه یک باشد؛ K〈V 〉n از
درخواهیم ساده بررسی با .K〈V 〉 = K〈ȳ۱, . . . , ȳn〉 ∼= K〈a۱, . . . , an〉 داشت خواهیم (a۱, . . . , an)

می توان ویژه به می شود. تعریف آن وسیله به یکریختی، این که پوشاست و یک به یک تابعی f(ȳi) = ai که یافت
.δ-tr.degK〈ȳ۱, . . . , ȳn〉/K = δ-tr.degK〈a۱, . . . , an〉/K گفت

چندگونای یک اندازه از منظور باشیم. داشته دیفرانسیلی چندگونای یک اندازه برای معیاری تا هستیم برآن اکنون
بُعد مفهوم مهم، این به دستیابی برای است. جبری دیفرانسیل معادله یک جواب های مجموعه دیفرانسیلی،

می کنیم. معرفی را دیفرانسیلی

K روی تحویل ناپذیر، دیفرانسیلی چندگونای یک V ⊆ An کنیم فرض دیفرانسیلی). (بُعد ۱ .۶ .۵ یف تعر
می توان یعنی ،K روی V دیفرانسیلی توابع میدان دیفرانسیلی تعالی درجه از عبارتست V دیفرانسیلی بعد باشد.

.δ-dim(V ) = δ-tr.degK〈V 〉/K گفت

داشت ,V۱خواهیم . . . , Vm تحویل ناپذیر های مؤلفه Vبا دلخواه چندگونای هر برای تعریف، این به توجه با
.δ-dim(V ) = maxi{δ-dim(Vi)}

متغیر های از زیرمجموعه یک باشد. اول دیفرانسیلی آل ایده یک P ⊆ K{y۱, . . . , yn} کنیم فرض حال
در .P ∩K{U} = {۰} گاه هر می نامیم، P پیمانه به دیفرانسیلی مستقل را U ⊆ {y۱, . . . , yn} دیفرانسیلی

است. P پیمانه به ماکزیمال دیفرانسیلی مستقل مجموعه P پارامتری مجموعه صورت این
این می شود. بیان دیفرانسیلی آل  ایده زبان به که است شده ارائه دیفرانسیلی بعد از دیگری معادل تعریف

می پردازیم. آن به ادامه در و شده ارائه ریت جوزف توسط تعریف

.(V(P ) (یا P پارامتری مجموعه کاردینال عدد از عبارتست (V(P ) (یا P دیفرانسیلی بُعد .۲ .۶ .۵ یف تعر

این در باشد. دیفرانسیلی زیرچندگونای یک W ⊆ V و دیفرانسیلی چندگونای یک V کنیم فرض .۱ .۶ .۵ لم
.δ-dim(W ) ≤ δ-dim(V ) صورت

را حکم آن، نتیجه از استفاده با و تحویل ناپذیر چندگونای برای ابتدا که است صورت بدین اثبات راهبرد اثبات.
W ⊆ V باشند. تحویل ناپذیر W و V که می کنیم فرض ابتدا می رسانیم. اثبات به تحویل پذیر چندگونای برای
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مجموعه یک {y۱, . . . , yd} و δ-dim(W ) = d کنیم فرض حال .I(V ) ⊆ I(W ) که دارد آن بر دلالت
{y۱, . . . , yd} و I(V )∩K{y۱, . . . , yd} = {۰} تعریف، به توجه با صورت، این در باشد. I(W ) از پارامتری
یابد. توسیع I(V ) پارامتری مجموعه یک به می تواند که است I(V ) پیمانه به دیفرانسیلی مستقل مجموعه یک

.δ-dim(V ) = δ-dim(I(V )) ≥ d بنابراین
تحویل ناپذیر مؤلفه W۱ کنیم فرض نیستند. تحویل ناپذیر لزوماً W و V که می رویم حالتی سراغ به اکنون
V۱وجود Vمانند از تحویل ناپذیر مولفه صورت، این در .δ-dim(W ) = δ-dim(W۱) که طوری به Wباشد،
داشت خواهیم تحویل ناپذیر، چندگونای مورد در قضیه اثبات به توجه با و بنابراین .W۱ ⊆ V۱ که طوری به دارد،
برای حکم، برقراری معنای به رابطه، این .δ-dim(W ) = δ-dim(W۱) ≤ δ-dim(V۱) ≤ δ-dim(V )

است. حکم برقراری اثبات و است تحویل پذیر چندگونای

شرط در که طوری به باشند، تحویل ناپذیر دیفرانسیلی چندگونای دو W ⊆ V کنیم فرض .۱ .۶ .۵ تذکر
اما .W = V داریم خطی جبر در شرایط، این گرفتن نظر در با کنند. صدق δ-dim(W ) = δ-dim(V )

در رو پیش مثال خیر. که است آن پاسخ است؟ برقرار نیز، دیفرانسیلی جبر در تساوی این آیا که اینجاست سؤال
می رود. کار به ادعایی چنین نقض راستای

صورت، این در باشند. چندگونا دو V = V(y′′) ⊆ A۱ و W = V(y′) ⊆ A۱ کنیم فرض .۱ .۶ .۵ مثال
.W 6= V که است درحالی این .δ-dim(W ) = δ-dim(V ) و W ⊆ V تعریف، طبق

بنابراین نیست. مجموعه یک اندازه صرفاً دیفرانسیلی، بعد معیار که است آن مثال، این بطن در نهفته مهم نکته
چندگونای یک برای دیفرانسیلی» بُعد «چندجمله ای معیار، این داریم. نیاز تفکیک برای دقیق تر معیار یک به

است. I(V ) یا V تحویل ناپذیر دیفرانسیلی
اساس بر را مختصات حلقه می توان که می دهد نشان همگن آل های ایده برای هیلبرت چندجمله ای ایده

باشد. دیفرانسیلی اول آل ایده یک P ⊂ K{Y۱, . . . , Yn} کنیم فرض زد. برش آن مرتبه

عمومی نقطه با دیفرانسیلی اول آل ایده Pیک ⊂ K{Y۱, . . . , Yn} کنیم فرض کلچین). (قضیه ۱ .۶ .۵ قضیه
را زیر ویژگی های که دارد وجود ωP (t) ∈ R[t] عددی چندجمله ای یک صورت، این در باشد. (θ۱, . . . , θn)

دارد:

.dim(Pt) = ωP (t) داریم ،t ∈ N بزرگ کافی مقادیر برای .۱
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است. s ∈ N و d با ωP (t) = d(t+ ۱) + s فرم دارای چندجمله ای .۲

Θ(Y ) = {δkyj | k ∈ N, j = روی مرتب، ترتیب با P مشخصه مجموعه A۱, . . . , Am اگر .۳
آنگاه کنیم، تعریف را d(Ai) ld(Ai) = کنیم فرض و باشد ۱, . . . , n}

ωP (t) =
m∑
i=۱

(
t+ si
si

)
.

گرفتن نظر در برای روشی است ممکن که می دهد نشان همگن آل های ایده برای هیلبرت چندجمله ای ایده
آل ایده یک P ⊆ K{y۱, . . . , yn} کنیم فرض باشد: داشته وجود ترتیب اساس بر یافته برش مختصات حلقه
می دهیم قرار و K[y

[t]
۱ , . . . , y

[t]
n ] = K[y

(j)
i : j ≤ t, i = ۱, . . . , n] می کنیم تعریف باشد. اول دیفرانسیلی

که داد نشان کلچین است. dim(Pt) بعد با اول جبری آل ایده یک Pt آنگاه .Pt = P ∩ K[y
[t]
۱ , . . . , y

[t]
n ]

بیان دیفرانسیلی میدان های بسط  زبان با را موضوع این است. عددی چندجمله ای یک dim(Pt) ،t � ۰ برای
می کنیم.

η = (η۱, . . . , ηm)عمومی نقطه با اول دیفرانسیلی آل ایده Pیک ⊆ K{y۱, . . . , yn}کنیم فرض .۱ .۶ .۵ قضیه
داراست: را زیر ویژگی های که طوری به دارد وجود ωP (t) ∈ R[t] عددی چندجمله ای یک آنگاه باشد.

dim(Pt) = ωP (t) داریم t ∈ N بزرگ کافی اندازه به مقادیر برای .۱

.s ∈ N و d = δ − dim(V (P )) آن در که ،ωP (t) = d(t+ ۱) + s .۲

برای مرتب رتبه بندی به نسبت P از مشخصه مجموعه یک A = A۱, . . . , Al (ωP (t) (محاسبه .۳
آنگاه .ld(Ai) = y

(si)
σ(i) کنیم فرض باشد. Θ(Y ) = {δkyj : k ∈ N, j = ۱, . . . , n}

ωP (t) = (n− l)(t+ ۱) +∑l
i=۱ si

ωP (t) = ۰ همچنین .V (P ) = An با است معادل که P = [۰] اگر تنها و اگر ωP (t) = n(t+ ۱) .۴
باشد. متناهی مجموعه یک V (P ) اگر تنها و اگر

نقطه یک η[t] که است آشکار .η[t] = (η۱, . . . , ηn, η′۱, . . . , η
′
n, . . . , η

(t)
۱ , . . . , η

(t)
n ) کنیم فرض اثبات.

،A ∈ A هر برای پس .dim(Pt) = tr.degK(η[t])/K بنابراین Ptاست. ⊆ K[y
[t]
۱ , . . . , y

[t]
n ] از عمومی
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K(η
(k)
j : y

(k)
j < uA, j = ۱, . . . , n) روی uA(η) می دهد نتیجه که IA(η) 6= ۰ و A(η) = ۰ داریم

روی v(η) آنگاه باشد، uA از مشتقی هر v اگر که درمی یابیم متوالی مشتق گیری با است. جبری

K(η
(k)
j : y

(k)
j < v, j = ۱, . . . , n)

نیستند A ∈ A از uA هیچ مشتق که y
(k)
j مشتقات تمام مجموعه عنوان به را M مجموعه است. جبری

t ≥ برای پس، .M(t) = M ∩ {y(k)j : k ≤ t, j = ۱, . . . , n} می دهیم قرار و می کنیم تعریف
این رو از (∗) با را رابطه این است. جبری K

(
(v(η))v∈M(t)

) روی K(η[t]) داریم: max{s۱, . . . , sl}

که آنجایی از .dim(Pt) = tr.degK(η[t])/K = Card(M(t))

M(t) = {yσ(i), y′σ(i), . . . , y
(si−۱)
σ(i) : i = ۱, . . . , l}︸ ︷︷ ︸

پیشرو متغیرهای مشتقات

∪{yj, y′j, . . . , y
(t)
j : j 6= σ(۱), . . . , σ(l)}︸ ︷︷ ︸

پارامتری متغیرهای قسمت های

.

برای dim(Pt) = (n− l)(t+ ۱)+∑l
i=۱ si بنابراین Card(M(t)) = (n− l)(t+ ۱)+∑l

i=۱ si پس
بخش های اثبات این، ωP (t) = (n− l)(t+ ۱) +∑l

i=۱ si می کنیم نمادگذاری .t ≥ max{s۱, . . . , sl}

می کند. کامل را سوم و اول

.δ − dim(P ) = n− l دهیم نشان است کافی اکنون

η۱, . . . , ηd می دهیم قرار کلیت، از کاستن بدون .d = δ−dim(P ) = δ−tr.degK〈η〉/K کنیم فرض
پس باشد. K بر K〈η〉 از دیفرانسیلی متعالی پایه یک

ωP (t) = tr.degK(η
[t]
۱ , . . . , η

[t]
d )/K = (n− l)(t+ ۱) +

l∑
i=۱

si

≥ tr.degK(η
[t]
۱ , . . . , η

[t]
d )/K = d(t+ ۱)

می شود. نتیجه n− l ≥ d نتیجه در و

چندجمله ای هر که آنجا از {z۱, . . . , zn−l} = {y۱, . . . , yn} \ {yσ(۱), . . . , yσ(l)}. کنیم فرض برعکس،
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.K{z۱, . . . , zn−l} ∩ P = {۰} داریم است، کاهش یافته A به نسبت K{z۱, . . . , zn−l} در غیرصفر
P از پارامتری مجموعه یک به را آن می توان و است P پیمانه به مستقل مجموعه یک {z۱, . . . , zn−l} پس
-n−l = d = δ صورت به رابطه ای نامساوی، دو ترکیب از .n−l ≤ δ- dim(P ) = dبنابراین داد. گسترش

نموده ایم. کامل را خود اثبات ترتیب، بدین و می آید دست به dim(P )

از استفاده با و کند پیدا توسعه می تواند میدان، یک روی شده تعریف مشتق چگونه که آموختیم فصل این در
توابع سمت به کمی بعد فصل در پرداختیم. دیفرانسیلی چندگونای مورد در مهمی قضایای به جبرخطی مفاهیم

دید. خواهیم را زمینه این در دیفرانسیلی جبر کاربرد و کرد خواهیم حرکت جبری غیر
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۶ فصل

مقدماتی توابع برای نمادین انتگرال گیری

این در ما هدف است. مثلثاتی و لگاریتمی نمایی، توابع همچون توابعی فصل این در مقدماتی توابع از منظور
خواهیم فصل این در است. توابع گونه این در آن کاربرد و دیفرانسیلی جبر در مقدماتی مفاهیم برخی توسیع فصل
این ذکر، قابل نکته گرفت. خواهد قرار دیفرانسیلی جبر تیررس در چگونه ریاضی، مقدماتی توابع بررسی که دید
این در می کند. شروع رشته این در را جذابی فصل و است رفته غیرجبری توابع سراغ به دیفرانسیلی جبر که است

است. [۱ ،۶ ،۱۰ ،۱۱] منابع از فصل

مقدمه ۱ .۶

مقدماتی توابع روی بر را آنها اثر دیفرانسیلی، جبر مقدماتی مفاهیم برخی توسیع با تا هستیم برآن فصل این در
توابع به را خود بررسی نهاده، فراتر را گام که آنجایی از کرد. خواهیم بررسی لگاریتمی و مثلثاتی توابع جمله از
می آید. حساب به ریاضیات از شاخه این در جلو به رو و چشمگیر اقدامی رویکرد، این داده ایم؛ گسترش غیرخطی،
عنصر یک بودن لگاریتمی بودن، نمایی همچون مفاهیمی با میدان، یک روی عنصر، یک بودن جبری بر علاوه
آن متنوع کاربردهای بررسی به مثال، چند ارائه و لیوویل قضیه معرفی با آن از پس و شد خواهیم آشنا میدان روی

پرداخت. خواهیم

۱۲۹



مقدماتی توابع برای نمادین انتگرال گیری :۶ محاسباتیفصل دیفرانسیلی جبر بر مقدمه ای

مقدماتی توابع برای نمادین انتگرالگیری ۲ .۶

حلقه ثوابت CR = {r ∈ R | D(R) = ۰} که می دانیم باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R,D) کنیم فرض
حلقه و می دهد دیفرانسیلی حلقه یک تشکیل (CR, D) که آموختیم دوم فصل در این، از پیش هستند. (R,D)

که می دانیم قبلی آموخته های از می شود. نامیده (R,D) ثوابت

.D(۱) = ۰ صورت این در باشد، حلقه یکِ عنصر ۱ اگر .۱

است. برقرار D(an) = nan−۱D(a) رابطه همواره a ∈ R و n ∈ N هر برای .۲

.D(a
b
) = D(a)b−aD(b)

b۲ داشت خواهیم صورت این در باشد، R در وارون پذیر عنصری b کنیم فرض .۳

و ak = a . . . a︸ ︷︷ ︸
k

عناصر صورت، این در باشد، R در وارون پذیر عنصری a و طبیعی عدد یک k اگر .۴

یکدیگرند. وارون a−k = a−۱ . . . a−۱︸ ︷︷ ︸
k

می دهیم. نمایش ۱
a

یا a−۱ نماد با را a وارون .۱ .۲ .۶ نمادگذاری
D(a

m۱
۱ ...ams

s )

a
m۱
۱ ...ams

s
=
∑s

i=۱ mi
D(ai)
ai

داریم miصحیح، هر برای Rباشد، در وارون پذیر aiعنصری کنیم فرض .۱ .۲ .۶ لم

صحیح اعداد برای استقرا که است آن مبحث، این در ذکر قابل نکته می کنیم. استفاده استقرا از اثبات برای اثبات.
است آن ۴ شماره مورد به توجه با اثبات، رویکرد لذا هستند؛ صحیح اعداد ها mi که حالی در می رود؛ کار به
عنصری نیز، آن ها وارون پس وارون پذیرند، ها ai که آنجا از می گیریم. نظر در طبیعی اعداد برای را مسئله که
صفر فرض به ابتدا می رویم. اثبات سراغ به مقدمه این با است. موجه اثبات برای فرآیند، این لذا و است R از
خواهیم ۲ شماره مورد از استفاده با می پردازیم. D(a

m۱
۱ )

a
m۱
۱

= m۱
D(a۱)
a۱ رابطه درستی بررسی به یعنی می پردازیم،

کار اینگونه حال است. برقرار لم، این در صفر فرض بنابراین .D(a
m۱
۱ )

a
m۱
۱

= m۱am۱−۱D(a)
am۱ = m۱

D(a۱)
a۱ داشت

رابطه که دهیم نشان است کافی باشد. درست D(a
m۱
۱ ...ams

s )

a
m۱
۱ ...ams

s
=
∑s

i=۱ mi
D(ai)
ai

کنیم فرض می دهیم. ادامه را
است. برقرار D(a

m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱ )

a
m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱

=
∑s+۱

i=۱ mi
D(ai)
ai

که دهیم نشان باید یعنی است، درست s+ ۱ برای اخیر،
و استقرا فرض از بهره مندی با سپس و می دهیم قرار کار دستور در را لایبنیتز قاعده از استفاده ابتدا فرآیند، این در

داشت: خواهیم لازم، محاسبات انجام
D(a

m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱ )

a
m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱

=
D(a

m۱
۱ ...ams

s )a
ms+۱
s+۱ +a

m۱
۱ ...ams

s D(a
ms+۱
s+۱ )

a
m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱
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=
a
m۱
۱ ...ams

s (
∑s

i=۱ mi
D(ai)

ai
)a

ms+۱
s+۱ +ms+۱a

m۱
۱ ...asmsa

ms+۱−۱
s+۱ D(as+۱)

a
m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱

=
a
m۱
۱ ...ams

s

a
m۱
۱ ...ams

s a
ms+۱
s+۱

(a
ms+۱
s+۱

∑s
i=۱ mi

D(ai)
ai

+ms+۱a
ms+۱−۱
s+۱ D(as+۱))

=
∑s

i=۱ mi
D(ai)
ai

+ms+۱
D(as+۱)
as+۱

=
∑s+۱

i=۱ mi
D(ai)
ai

.

ماست. نظر مورد مطلوب نتیجه به دستیابی و استقرا حکم اثبات بیانگر تساوی، آخرین

می کنیم: تعریف زیر صورت به را R حلقه روی مشتق نگاشت های همه مجموعه .۱ .۲ .۶ تذکر

Der(R) = {D : R −→ R|D is a Derivative on R}.

مدول -R یک Der(R) که دید خواهیم ساده بررسی یک و ۹ .۱ بخش در مدول تعریف طبق صورت، این در
.r۱D۱ + r۲D۲ ∈ Der(R) داشت خواهیم D۱, D۲ ∈ Der(R) و r۱, r۲ ∈ R هر به ازای که چرا است؛

،D̄|R = D و R ⊆ R̄ اگر باشند. دیفرانسیلی حلقه دو (R̄, D̄) و (R,D) کنیم فرض .۲ .۲ .۶ نمادگذاری
می شود. نامیده (R,D) از دیفرانسیلی توسیع یک (R̄, D̄) صورت این در

خارج میدان F = {a
b
|a, b ∈ R, b 6= ۰} و دیفرانسیلی صحیح دامنه یک (R,D) کنیم فرض .۱ .۲ .۶ قضیه

،F قسمتی خارج میدان روی D̄(a
b
) = D(a)b−aD(b)

b۲ ضابطه با یکتا طور به D صورت این در باشد. R قسمتی
است. دیفرانسیلی میدان یک (F, D̄) دیگر عبارت به است. توسیع قابل

نمایید. مراجعه ۱ .۴ .۲ لم به اثبات.

طور به F صورت این در باشد. جبری F روی α و دیفرانسیلی میدان یک (F,D) کنیم فرض .۲ .۲ .۶ قضیه
است. توسیع قابل F (α) جبری توسیع به یکتا

نظر در با صورت، این در باشد. متعالی F روی t و دیفرانسیلی میدان یک (F,D) کنیم فرض .۳ .۲ .۶ قضیه
داد. توسیع یکتایی صورت به را D می توان F (t) به متعلق معین، D(t) یک گرفتن

این در .۴α۲ − ۹x = ۰ که طوری به می گیریم درنظر را α ∈ F عنصر و F = Q(x) میدان .۱ .۲ .۶ مثال
.dα
dx

= ۹
۸α نتیجه در و d

dx
(۴α۲ − ۹x) = ۸αdα

dx
− ۹ = ۰ صورت

۱۳۱
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آنگاه باشد. جبری F روی بر α و صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (F,D) کنیم فرض .۴ .۲ .۶ قضیه
.D(α) ∈ F (α) داریم

تحویل ناپذیر F روی P و P (α) = ۰ یعنی بگیرید، نظر در را α از P مینیمال چندجمله ای α 6= ۰ اگر اثبات.
مشتق اعمال با .P۰Pd 6= ۰ و Pi ∈ F آن در که P = Pdx

d + Pd−۱xd−۱ + · · · + P۰ بنابراین است.
از و D(P ) =

∑d
i=۰ D(Pi)x

i آن در که D(P (α)) = D(P )(α) + Px(α)D(α) داشت خواهیم
بنابراین .gcd(P, Px) = ۱ داریم است، تحویل ناپذیر P که آنجایی از .Px =

∑d
i=۱ iPix

i−۱ دیگر طرف
که می شود نتیجه رابطه این از .aP + bPx = ۱ که طوری به یافت a, b ∈ F [x] همچون ضرایبی می توان

یافته ایم. دست خود مطلوب به پس .D(α) = −D(P )(α)
Px(α)

= −D(P (α)).b(α) ∈ F (α)

که میدان، توسیع درجه باشد. میدان توسیع یک L ⊇ K کنیم فرض میدان). توسیع (درجه ۱ .۲ .۶ یف تعر
دیگر بیان به می شود. تعریف K روی برداری فضای یک L بعد عنوان به می شود، داده نمایش [L : K] با

.[L : K] = dimK(L)

L در عنصر هر که طوری به است، K روی L از پایه یک عناصر تعداد توسیع، درجه که معناست بدان این
[L : K] = ۱ اگر که پیداست ناگفته شود. نوشته K در ضرایب با پایه عناصر از خطی ترکیب صورت به می تواند

.L = K آنگاه باشد،
است. L = K آنگاه باشد، [L : K] = ۱ اگر است. متناهی توسیع، می گوییم باشد، متناهی [L : K] اگر
با برابر توسیع درجه ،L = K(α) یعنی آید، دست به α جبری عنصر یک افزودن طریق از توسیع، اگر همچنین

است. K روی α مینیمال چندجمله ای درجه

از بهتری درک و شهود و شد خواهد روشن برایمان میدان توسیع درجه مفهوم ساده، مثال دو ارائه با .۲ .۲ .۶ مثال
کرد. خواهیم پیدا موضوع این

است. {۱,√۲} آن پایه چون است، ۲ درجه از Q روی Q(
√۲) توسیع

است. پایه یک {۱, i} چون است، ۲ درجه از R روی C توسیع

یعنی است، Q روی متعالی عنصر یک x که طوری به می گیریم درنظر Q(x) و Q میدان های .۳ .۲ .۶ مثال
که ندارد وجود ai ∈ Q با f(x) = anx

n + an−۱xn−۱ + · · · + a۱x + a۰ غیرصفر چندجمله ای هیچ
یک {۱, x, x۲, x۳, . . . } مجموعه است. متعالی توسیع یک Q روی Q(x) توسیع حالت، این در .f(x) = ۰

.[Q(x) : Q] = ∞ بنابراین است. Q روی مستقل بردارهای از نامتناهی مجموعه

۱۳۲
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می شود. آن مینیمال چندجمله ای درجه با برابر و متناهی توسیع، درجه باشد، جبری x عنصر اگر .۲ .۲ .۶ تذکر
توسیع، درجه شدن نامتناهی به منجر که ندارد وجود آن توان های برای محدودیتی هیچ باشد، متعالی x اگر اما

می شود.

معادله در زیرا است C(x) روی جبری عنصر یک α حالت این در باشد. α =
√
x کنیم فرض .۴ .۲ .۶ مثال

می توان یعنی است، ۲ درجه از C(x) روی C(x)(α) میدان توسیع مثال، این در می کند. صدق α۲ − x = ۰
و است میدان توسیع برای پایه یک {۱, α} که معناست بدان رابطه این .[C(x)(α) : C(x)] = ۲ نوشت
می گیریم. نظر در را مشتقات حال نوشت. دو این از خطی ترکیب صورت به می توان را C(x)(α) در عنصر هر
واقع، در است. خطی وابسته C(x) روی بر {α, dα

dx
} مجموعه است، جبری α چون .dα

dx
= ۱

۲√x
که می دانیم

بنویسیم. dα
dx

= ۱
۲α صورت به α حسب بر را مشتق می توانیم

دیفرانسیل معادله یک در a(x) آنگاه باشد. C(x) روی بر جبری تابع یک a(x) کنیم فرض .۱ .۲ .۶ نتیجه
آن در که Pn

dna
dxn + Pn−۱ d

n−۱a
dxn−۱ + · · ·+ P۰a = ۰ یعنی می کند، صدق C[x] در ضرایب با غیربدیهی خطی

نباشند. صفر ها Pi همه که گونه ای به Pn 6= ۰ و Pi ∈ C[x]

داشت خواهیم است، متناهی [C(x)(a) : C(x)] = n جبری مرتبه و dia
dxi ∈ C(x)(a) که آنجایی از اثبات.

است. C(x) روی بر خطی وابسته {a, da
dx
, . . . , dna

dxn}

است. متعالی F روی بر t = exp(x) که می دهیم نشان .D = d
dx

و F = C(x) کنیم فرض .۵ .۲ .۶ مثال

پس باشد. جبری F روی بر exp(x) کنیم فرض خلف، برهان به .D(t) = t که می کنیم توجه اثبات.
P۰ 6= ۰ با P = Pny

n + Pn−۱yn−۱ + · · · + P۰ صورت به P صفر غیر تحویل ناپذیر چندجمله ای
صورت به رابطه ای اخیر، رابطه از مشتق گیری با اکنون .tn +Pn−۱tn−۱ + · · ·+P۰ = ۰ آن در که دارد وجود
چون داشت. خواهیم ntn−۱D(t) +D(Pn−۱)tn−۱ + (n − ۱)Pn−۱D(t)tn−۲ + · · · +D(P۰) = ۰
ntn + (D(Pn−۱) + (n− ۱)Pn−۱)tn−۱ + · · ·+D(P۰) = ۰ داشت خواهیم ساده سازی، با D(t) = t

.D(P۰) = nP۰ 6= ۰ نتیجه در و

ندارد. ناصفری جواب هیچ C(x) در D(y) = ny معادله که می کنیم ادعا اکنون

داشت خواهیم آنگاه باشد، D(y) = ny برای ناصفر جواب یک f = p(x)
q(x)

کنیم فرض خلف، برهان به اثبات.
می کنیم. نامگذاری (∗) با را اخیر رابطه .(D(p)−np)q = pD(q) نتیجه در D(f)و = D(p)q−pD(q)

q۲ = np
q
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نوشت می توان بنابراین .q(λ) 6= ۰ که طوری به q = (x − λ)mq صورت این در باشد. q /∈ C کنیم فرض
.(x− λ)m ∤ D(q) ولی (x− λ)m−۱ | D(q) درنتیجه و D(q) = m(x− λ)m−۱q + (x− λ)mD(q)

که (x − λ)m | D(q) درنتیجه و q | pD(q) پس gcd(p, q) = ۱) که آنجایی از و (∗) رابطه به توجه با اما
است. متعالی C(x) روی t = exp(x) بنابراین است. تناقض

این در باشد. (F,D) از دیفرانسیلی توسیع یک (E,D) کنیم فرض ابتدایی). (توسیع های ۲ .۲ .۶ یف تعر
داریم. t ∈ E برای صورت

.P (t) = ۰ که طوری به باشد موجود P ∈ F [x] \ {۰} چندجمله ای اگر است جبری F روی بر t •

.D(t) = D(a) · t که طوری به باشد موجود a ∈ F عنصر اگر است نمایی F روی بر t •

.D(t) = D(a)
a

که طوری به باشد موجود a ∈ F \ {۰} عنصر اگر است لگاریتمی F روی بر t •

باشد. F روی لگاریتمی یا نمایی جبری، هرگاه گوییم ابتدایی را F روی t عنصر •

هریک ۱ ≤ i ≤ n برای و E = F (t۱, . . . , tn) باشیم داشته هرگاه گوییم ابتدایی را F روی E میدان •
باشد. ابتدایی F (t۱, . . . , ti−۱) میدان روی ها ti از

می گیریم: نظر در را زیر تابع .D = d
dx

و F = C(x) کنید فرض مثال:

f(x) =
π√

log
(
exp(

√
۱

۲x۲+۱)
۲ + x۲ + ۱) .

t۱ = آن در که E = C(x)(t۱, t۲, t۳, t۴) کنیم: فرض است. ابتدایی C(x) روی بر f(x) که می دهیم نشان
.f = π

t۴
∈ E نتیجه در و .

√
۱

۲x۲+۱ , t۲ = exp(t۱), t۳ = log(t۲
۲ + x۲ + ۱), t۴ =

√
t۳

توسیع یک اگر باشد. F به متعلق عنصری f و دیفرانسیلی میدان یک (F,D) کنیم فرض .۳ .۲ .۶ یف تعر
گفته صورت این در f = D(g) که طور ی به باشد موجود g ∈ E مانند عنصری و (F,D) از (E,D) ابتدایی

است. انتگرال پذیر ابتدایی به طور F روی بر f می شود
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K بر t آن بر علاوه باشد. دیفرانسیلی میدان یک (K,D) کنیم فرض ویژه). (چندجمله ای ۴ .۲ .۶ یف تعر
.gcd(P,D(P )) = P هرگاه: می نامیم ویژه چندجمله ای را P .P ∈ K[t] و Dt ∈ K[t] و متعالی

K بر t آن بر علاوه باشد. دیفرانسیلی میدان یک (K,D) کنیم فرض نرمال). (چندجمله ای ۵ .۲ .۶ یف تعر
.gcd(P,D(P )) = ۱ هرگاه: می نامیم نرمال چندجمله ای را P .P ∈ K[t] و Dt ∈ K[t] و متعالی

است ممکن نباشد، تحویل ناپذیر P اگر نرمال. یا است ویژه یا آنگاه باشد، تحویل ناپذیر P اگر .۳ .۲ .۶ تذکر
نرمال. نه و باشد ویژه نه

می دهیم قرار .D(t) = ۱ + t۲ آنگاه .t = tan(x) و K = C(x) کنیم فرض .۱ .۶ .۲ .۶ مثال
است. ویژه چندجمله ای یک P۱ پس .D(P۱) = ۲t(۱ + t۲) داریم صورت این در .P۱ = ۱ + t۲

و است ویژه نه P۲ بنابراین D(P۲) = ۲t(۱ + t۲) داریم صورت این در .P۲ = t۲ می دهیم قرار حال
است. نرمال چندجمله ای یک P۳ = t نهایت در نرمال. نه

P۲ = ۱+ t و ویژه چندجمله ای یک P۱ = t صورت این در .t = exp(x) و K = C(x) کنیم فرض .۲
است. نرمال چندجمله ای یک

P تحویل ناپذیر تکین چندجمله ای های تمام صورت، این در .t = log(x) و K = C(x) کنیم فرض .۳
.degt D(P ) < degt P زیرا هستند نرمال

و f ∈ K(t) کنیم فرض باشد. متعالی K بر t و صفر مشخصه با میدانی K کنیم فرض .۶ .۲ .۶ یف تعر
با که f = Pm · g نوشت می توان m صحیح عدد برای آنگاه باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای یک P ∈ K[t]

بخش پذیر ab بر P که طوری به gcd(a, b) = ۱ و g = a
b
∈ K(t) باشیم داشته a, b ∈ K[t] گرفتن درنظر

می دهیم. نمایش ordP (f) نماد با و می نامیم P در f مرتبه را m حالت این در باشد.

آنگاه باشند. f, g ∈ K(t) و باشد تحویل ناپذیر P ∈ K[t] کنیم فرض .۲ .۲ .۶ لم

(1) ordP (fg) = ordP (f) + ordP (g),

(2) ordP (f + g) ≥ min{ordP (f), ordP (g)}.

۱۳۵
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.ordP (f) 6= ordP (g) که است برقرار زمانی برابری

و P = t۲ اگر مثال، برای نباشد. برقرار (۱) قسمت است ممکن نباشد، تحویل ناپذیر P اگر .۷ .۲ .۶ مثال
.ordP (fg) ≥ ordP (f) + ordP (g) آنگاه f = g = t

فرض همچنین .D(t) ∈ K[t] و باشد متعالی K بر t و دیفرانسیلی میدان یک (K,D) کنیم فرض .۳ .۲ .۶ لم
آنگاه باشد. تحویل ناپذیر K[t] در P و f ∈ K(t) کنیم

ordP؛ (D(f)) ≥ ordP (f)− ۱ .۱

آنگاه باشد، نرمال چندجمله ای یک P اگر .۲

ordP (D(f)) =


≥ ۰ if ordP (f) = ۰,

ordP (f)− ۱, if ordP (f) 6= ۰.

است. m = ordP (f) و gcd(P, ab) = ۱ آن در که f = Pmg = Pma
b

می نویسیم .۱ اثبات.

آنگاه: ،m = ۰ اگر

ordP (D(f)) = ordP

(
D
(a
b

))
= ordP

(
D(a)b− aD(b)

b

)
≥ ۰ ≥ −۱.

آنگاه: ،m 6= ۰ اگر

D(f) = (mPm−D(P ))
a

b
+ PmD

(a
b

)
= Pm−۱(mD(P )

a

b
+ PD

(a
b

)
).

داریم طرفی از است. ordP

(
mD(P )a

b

)
≥ ۰ که می گیریم نتیجه gcd(P, ab) = ۱ که آنجا از

خواهیم موجود فرضیات به توجه با پس .ordP

(
D
(
a
b

))
≥ ۰ نتیجه در و D (a

b

)
= bD(a)−aD(b)

b۲

.ordP (D(f)) ≥ m− ۱ = ordP (f)− ۱ داشت

اول، قسمت به توجه با باشد، ordP (f) 6= ۰ اگر و ordP (D(f)) ≥ ۰ آنگاه ،ordP (f) = ۰ اگر .۲
آن تبع به و .gcd(P,D(P )) = ۱ داریم است، Pنرمال چون .ordP (D(f)) ≥ ordP (f)−۱ داریم
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ordP (P
mD(a

b
)) چون≤ و ordP ((mPm−D(P ))a

b
) = m−۱ نتیجه در و .ordP (D(P )) = ۰

.ordP (D(f)) = m− ۱ آنگاه m

ordP

(
D(f)
f

)
= −۱ داریم خاص، طور به است. کاربردی بسیار بعدی بحث های در ۳ .۲ .۶ لم .۴ .۲ .۶ تذکر

تحویل ناپذیر نرمال چندجمله ای یک P اگر است برقرار ordP (D(P )) 6= −۱ همچنین .ordP (f) 6= ۰ اگر
باشد.

t ∈ F اگر باشد. K از دیفرانسیلی توسیع یک F و دیفرانسیلی میدان یک (K,D) کنیم فرض .۱ .۲ .۶ گزاره
بر t آنگاه a 6= ۱

n
u′

u
باشیم داشته u ∈ K \ {۰} و n طبیعی عدد هر برای و a = t′

t
∈ K که باشد گونه ای به

است. K[t] در ویژه تحویل ناپذیر چندجمله ای تنها t و CK(t) = CK آن بر علاوه است. متعالی K

همچون تحویل ناپذیر، چندجمله ای یک صورت، این در باشد. جبری K میدان روی بر t می کنیم فرض اثبات.
می توان که طور ی به دارد وجود P۰ 6= ۰ با P = xn + Pn−۱xn−۱ + · · · + P۱x + P۰ ∈ K[x]

داشت خواهیم D(t) = at مشتق عملگر اعمال با اکنون .tn + Pn−۱tn−۱ + · · · + P۰ = ۰ نوشت
صورت به نتیجه ای an = P ′۰

P۰ که آنجا از .antn + (P ′
n−۱ + Pn−۱(n − ۱)a)tn−۱ + · · · + P ′

۰ = ۰
است. متعالی K روی بر t پس است. تناقض در اولیه فرض با که می شود حاصل P۰ ∈ K \ {۰} با a = ۱

n
P ′۰
P۰

با p
q

∈ K(t) \ K مانند عنصری آنگاه CK(t) 6= CK اگر می پردازیم. قضیه دوم اثبات به اکنون
.D(p)q = pD(q) درنتیجه و D

(
p
q

)
= D(p)q−pD(q)

q۲ = ۰ که طوری به دارد وجود gcd(p, q) = ۱
ویژه اند. دو هر q و p پس q | D(q) و p | D(p) داریم پس

صحیح عددی m و K از عضوی b که هستند btm فرم به K[t] در ویژه چندجمله ای های که می کنیم ادعا
است.

۰ ≤ i ≤ n−۱ Piبرای 6= ۰ Pnو 6= ۰ با چندجمله ای Pیک = Pnt
n+· · ·+P۰ ∈ K[t]کنیم فرض

P | D(P ) آنگاه باشد، ویژه P اگر .D(P ) = (D(Pn)+Pnna)t
n+ · · ·+D(P۰) صورت این در باشد.

داشت خواهیم بنابراین .(n− i)a = D(Pi)
Pi

− D(Pn)
Pn

درنتیجه و D(Pn)+nPna
Pn

= D(Pi)
Pi

+ iPia نتیجه: در و

a =
۱

n− i
·

D(Pi)
Pi

− D(Pn)
Pn

Pi

Pn

۱۳۷



مقدماتی توابع برای نمادین انتگرال گیری :۶ محاسباتیفصل دیفرانسیلی جبر بر مقدمه ای

است. اولیه فرض با تناقض در که
b ∈ K با p

q
= btm نتیجه در است. K[t] در ویژه تحویل ناپذیر چندجمله ای تنها t و است برقرار ادعا پس

.CK(t) = CK و D
(

p
q

)
6= ۰ که دید می توان راحتی به است. m صفر غیر صحیح عدد و

باشد. f ∈ C(x) \ C اگر است متعالی C(x) روی بر exp(f(x)) تابع .۲ .۲ .۶ نتیجه

هر برای اگر .D(t)
t

= D(f(x)) صورت این در .f ∈ C(x) \ C و t = exp(f(x)) کنیم فرض اثبات.
را تحویل ناپذیر چندجمله ای هر حال، .D(f) = ۱

n
D(g)
g

باشیم داشته g ∈ C(x) \ {۰} و مثبت طبیعی عدد
مساوی کوچکتر یا است صفر مساوی بزرگتر یا ordP (D(f)) آنگاه می گیریم. درنظر را P ∈ C[x] صورت به

اما .−۱

ordP

(
D(g)

g

)
=


≥ ۰, ordP (g) = ۰

−۱, ordP (g) 6= ۰.

f ∈ C(x) \ C فرض با که D(f) = ۰ و g ∈ C نتیجه در و ordP (g) = ۰ داریم ،P هر برای بنابراین،
است. متعالی C(x) روی t ۱ .۲ .۶ گزاره طبق پس است. تناقض در

t ∈ F اگر باشد. K از دیفرانسیلی توسیع یک F و دیفرانسیلی میدان یک (K,D) کنید فرض .۲ .۲ .۶ گزاره
متعالی K روی بر t آنگاه .D(t) 6= D(u) باشیم داشته u ∈ K هر برای و D(t) ∈ K که باشد گونه ای به

هستند. نرمال K[t] در تحویل ناپذیر چندجمله ای های تمام آن، بر علاوه .CK(t) = CK و است

چندجمله ای صورت این در باشد. جبری K روی بر t کنیم فرض پس برمی گزینیم. را خلف برهان اثبات.
خواهد وجود P۰ 6= ۰ با P = xn + Pn−۱xn−۱ + · · · + P۱x + P۰ ∈ K[x] مانند تحویل ناپذیری
داشت خواهیم D(t) = a ∈ K اینکه به توجه با .tn + Pn−۱tn−۱ + · · · + P۰ = ۰ که طوری به داشت
که آنجا از .(na+D(Pn−۱))tn−۱ + (Pn−۱(n− ۱)a+D(Pn−۲))tn−۲ + · · ·+P۱a+D(P۰) = ۰
دارد. تناقض فرض با نتیجه این که D(t) = a = D

(
− ۱

n
Pn−۱

) که می گیریم نتیجه na + D(Pn−۱) = ۰
است. متعالی K روی بر t بنابراین

و تحویل ناپذیر چندجمله ای یک P (t) = tn + Pn−۱tn−۱ + · · · + P۰ ∈ K[t] کنیم فرض حال
چون .D(P ) = (na+D(Pn−۱))tn−۱ +(Pn−۱(n− ۱)a+D(Pn−۲))tn−۲ + · · ·+P۱a+D(P۰)

f = a
b
∈ CK(t) کنیم فرض اکنون .gcd(P,D(P )) = ۱ که می گیریم نتیجه degt(D(P )) < degt(P )

۱۳۸
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و a که آنجا از .D(a)b = D(b)a که درمی یابیم .D(f) = D(a)b−aD(b)
b۲ = ۰ چون .gcd(a, b) = ۱ و

بنابراین .f ∈ CK درنتیجه و a, b ∈ K پس .b | D(b) و a | D(a) می شود نتیجه اول اند، هم به نسبت b
.CK(t) = CK داشت خواهیم

است. متعالی C(x) روی بر log(f(x)) آنگاه باشد، f ∈ C(x) \ C اگر .۳ .۲ .۶ نتیجه

g ∈ C(x) هر برای که می کنیم ادعا .D(t) = D(f(x))
f(x)

صورت این در .t = log(f(x)) می دهیم قرار اثبات.
از .D(f)

f
= D(g) که می کنیم فرض اینگونه خلف، برهان اساس بر ادعا اثبات برای .D(t) 6= D(g) داریم

به دارد وجود ∈ C[x] در P مانند تحویل ناپذیر چندجمله ای یک پس است، C(x) \ C از عضوی f که آنجا
داریم P تحویل ناپذیر چندجمله ای هر برای اما .ordP

(
D(f)
f

)
= −۱ نتیجه در .ordP (f) 6= ۰ که طوری

است. تناقض یک این که ordP (D(g)) 6= −۱

لیوویل قضیه ۳ .۶

F روی جبری عنصر یک α ∈ E و صفر مشخصه با (F,′ ) از دیفرانسیلی توسیع یک (E,′ ) کنیم فرض
اگر صورت، این در .P (α) = ۰ آن در که باشد P = xn +

∑n−۱
i=۰ Pix

i تکین مینیمال چندجمله ای با
λ۱, . . . , λn اگر آنگاه باشد، F روی F (α) برای پایه یک {۱, α, . . . , αn−۱} مجموعه و [F (α) : F ] = n

داشت: خواهیم باشند، F جبری توسیع در P ریشه های


Pn−۱ = −(λ۱ + · · ·+ λn),

P۰ = (−۱)nλ۱ · · ·λn.

γ ∈ F (α) هر به ازای ϕβ(γ)و = βγ صورت به ϕβرا : F (α) → F (α)نگاشتβ ∈ F (α) هر برای
{α۱, . . . , αn} اگر βمی گوییم. با متناظر ضرب نگاشت آن به و است ϕβخطی حالت، این در می کنیم. تعریف

۱۳۹
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داریم آنگاه باشد، F روی F (α) برای پایه یک

ϕβ


α۱
...
αn

 = Mβ


α۱
...
αn

 ,

شناخته {α۱, . . . , αn} پایه به نسبت β ماتریسی نمایش عنوان به Mβ ماتریس است. Mβ ∈ F n×n آن در که
هستند. مشابه متفاوت پایه دو به نسبت β ماتریسی نمایش های که می دانیم همچنین می شود.

F (α) در β اثر باشد. پایه یک به نسبت β ماتریسی نمایش Mβ و β ∈ F (α) کنیم فرض .۱ .۳ .۶ یف تعر
F (α) در β نرم همچنین است. Mβ ماتریس اثر همان که می شود تعریف TrF (α)/F (β) صورت به ،F روی

است. Mβ دترمینان با برابر که می شود داده نمایش NF (α)/F (β) نماد با ،F روی

از مستقل نرم و اثر برای فوق تعاریف دارند، یکسانی دترمینان و اثر مشابه، ماتریس های که آنجا از .۱ .۳ .۶ تذکر
است. پایه انتخاب

که طوری به دارد وجود P ∈ F n×n وارون پذیر ماتریس یعنی باشند، مشابه A,B ∈ F n×n کنیم فرض
و |λI − A| = |λI − P−۱BP | = |P−۱(λI − B)P | = |λI − B| صورت این در .A = P−۱BP

بنویسیم اگر است. برابر B و A ماتریس های سرشت نمای چندجمله ای درنتیجه

|λI − A| = λn + an−۱λn−۱ + · · ·+ a۰ = (λ− λ۱) · · · (λ− λn),

داشت خواهیم آنگاه
Tr(A) = λ۱ + · · ·+ λn,

det(A) = λ۱ · · ·λn.

می مانند. باقی پایدار مشابه، تبدیلات تحت A ماتریس دترمینان و اثر نتیجه، در

P =
∑n

i=۰ Pix
i ∈ F [x] صورت به آن مینیمال چندجمله ای و جبری F روی α کنیم فرض .۱ .۳ .۶ قضیه

به را F جانشانی نگاشت و می نامیم α۱ = α, α۲, . . . , αn صورت به را F در P متمایز ریشه های باشد.
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داشت خواهیم β ∈ F (α) هر برای آنگاه می کنیم. تعریف σi(α) = αi ضابطه با σi : F (α) → F صورت
.σi(β

′) = (σi(β))
′

.P۱ =
∑n

i=۱ iPix
i−۱ P۰و =

∑n
i=۰ Pix

i کنیم فرض .σi(α
′) = (σi(α))

′ که دهیم نشان است کافی اثبات.
داریم و است F [x] از عنصری Q آن در که α′

i = −P۰(αi)
P۱(αi)

= Q(αi) داریم P از αi ریشه هر برای
داشت خواهیم ۱ ≤ i ≤ n هر برای حال .degx(Q) ≤ n− ۱

σi(α
′
۱) = σi(Q(α۱)) = Q(σi(α۱)) = (αi)

′ = (σi(α۱))′.

یافته ایم. دست خود مطلوب اثبات به پس

برای باشد. نامنفی و Fجبری αروی و صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (F,′ ) کنید فرض .۱ .۳ .۶ گزاره
داریم آنگاه β۱, β۲ ∈ F (α)

(1) Tr(β1 + β2) = Tr(β1) + Tr(β2),

(2) N(β1β2) = N(β1)N(β2),

(3)
N(α)′

N(α)
= Tr

(
α′

α

)
.

فرض می رویم. سوم قسمت اثبات سراغ به بنابراین است. امکان پذیر سادگی به دوم و اول قسمت اثبات اثبات.
پایه به نسبت α در ضرب ماتریس آنگاه باشد. α مینیمال چندجمله ای P = xn +

∑n−۱
i=۰ Pix

i ∈ F [x] کنیم
است زیر صورت به {۱, α, . . . , αn−۱}

Mα =



۰ ۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۱ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱

−P۰ −P۱ −P۲ · · · −Pn−۱


.
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این در .|xI − Mα| = P۰ + P۱x + · · · + Pn−۱xn−۱ + xn داریم شد، گفتده آنچه به توجه با
Tr(α) = −Pn−۱ = σ۱(α) + · · · + σn(α) روابط با ترتیب به α نقطه در ماتریس این نرم و اثر صورت،
خواهیم β ∈ F (α) هر برای کلی، طور به و شد خواهد بیان N(α) = (−۱)nP۰ = σ۱(α) · · · σn(α) و

نهایت در و NF (α)/F (β) = σ۱(β) · · · σn(β) و TrF (α)/F (β) = σ۱(β) + · · ·+ σn(β) داشت

N(α)′

N(α)
=

n∏
i=۱

σi(α)
′

n∏
i=۱

σi(α)

=
n∑
i=۱

(σi(α))
′

σi(α)
=

n∑
i=۱

σi(α
′)

σi(α)
=

n∑
i=۱

σi

(
α′

α

)
= Tr

(
α′

α

)
.

اگر .f ∈ F و صفر مشخصه با دیفرانسیلی میدان یک (F,′ ) کنیم فرض لیوویل). (قضیه ۲ .۳ .۶ قضیه
f = g′ که طوری به باشد موجود g ∈ E و CE = CF با E = F (t۱, . . . , tn) ابتدایی توسیع یک
که به طوری دارند وجود c۱, . . . , cm ∈ CF و u۱, . . . , um ∈ F ∗ = F \ {۰} ،v ∈ F عناصر آنگاه

.f = v′ +
∑m

i=۱ ci
u′
i

ui

یک E = F (t۱, . . . , tn) در f اگر می کند بیان که دارد وجود لیوویل قضیه از قوی تری نسخه .۲ .۳ .۶ تذکر
دارد وجود u۱, . . . , um ∈ F (c۱, . . . , cm) و c۱, . . . , cm ∈ F ،v ∈ F آنگاه باشد، داشته ابتدایی انتگرال

.f = v′ +
∑m

i=۱ ci
u′
i

ui
که طوری به

شویم. گاه آ لیوویل قضیه کاربردهای از برخی به نسبت مثال،  چند ارائه با تا داریم آن قصد بخش این در

لیوویل قضیه کاربردهای ۴ .۶

دهیم نشان می توانیم اکنون نماییم. روشن را لیوویل قضیه کاربرد مثال، دو ارائه با تا داریم آن قصد بخش، این در
ندارند: ابتدایی انتگرال ۱

log(x)
و exp(x۲) توابع که

ندارد. ابتدایی انتگرال f = exp(x۲) .۱ .۴ .۶ مثال

۱۴۲
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است. متعالی C(x) روی بر f که کنید توجه است. ابتدایی C(x) روی که F = C(x)(f) کنیم فرض
وجود u۱, . . . , um ∈ F و c۱, . . . , cm ∈ CF = C ،v ∈ F آنگاه باشد، داشته ابتدایی انتگرال یک f اگر

.f = v′ +
∑m

i=۱ ci
u′
i

ui
که طوری به دارد

عناصر مرتبه P ∈ C(x)[f ] تحویل ناپذیر نرمال چندجمله ای هر برای که داریم مرتبه برآورد از استفاده با
v ∈ C(x)[f, f−۱] بنابراین بود. خواهد ordP (ui) = ۰ و ordP (v) ≥ ۰ صورت به لیوویل قضیه در شده یاد
نوشت می توان پس degf

(
f −

∑m
i=۱ ci

u′
i

ui

)
= ۱ که آنجایی از است. f با برابر ها ui از یکی حداکثر و

درنتیجه و .f = (af)′ = (a′ + ۲xa)f پس .a 6= ۰ و a, b ∈ C(x) آن در که .v = af + b

ندارد. C(x) در جوابی هیچ ۱ = y′ + ۲xy معادله می دهیم نشان مرتبه برآورد از استفاده با .۱ = a′ + ۲xa
ندارد. ابتدایی انتگرال f = exp(x۲) بنابراین

ندارد. ابتدایی انتگرال f = ۱
log(x)

که دهیم نشان می خواهیم .۲ .۴ .۶ مثال
انتگرال یک f اگر است. متعالی C(x) روی بر و است t = log(x) آن در که F = C(x)(t) کنیم فرض
به دارند وجود c۱, . . . , cm ∈ C و u۱, . . . , um ∈ F \ {۰} ،v ∈ F آنگاه باشد، داشته F روی بر ابتدایی
یا ui = t و ordP (v) ≥ ۰ که داد نشان می توان مرتبه برآورد از استفاده با . ۱

t
= v′ +

∑m
i=۱ ci

u′
i

ui
که طوری

P 6= t اگر واقع، در است. برقرار P ∈ C(x)[t] تحویل ناپذیر نرمال چندجمله ای هر برای ordP (ui) = ۰
داریم باشد،

ordP (v
′) =


≥ ۰, اگر ordP (v) ≥ ۰,

< −۱, اگر ordP (v) < ۰.

داریم: اما

ordP

(
۱
t
−

m∑
i=۱

ci
u′
i

ui

)

مانند عددی برای ordP (ui) 6= ۰ اگر .ordP (v) ≥ ۰ نتیجه در است. −۱ با برابر یا ۰ مساوی بزرگ تر که
ordP (v

′) ≥ ۰ شرط با رابطه این که ordP

(
۱
t
−
∑m

i=۱ ci
u′
i

ui

)
= −۱ آنگاه باشد، برقرار i ∈ {۱, . . . ,m}

باشد، P = t اگر است. برقرار i ∈ {۱, . . . ,m} هر برای ordP (ui) = ۰ بنابراین، است. تناقض در
۱
t
= v′ + ci

t′

t
+ پس .i مانند عددی برای ui = t که می دهد نتیجه این و ordP

( ۱
t

)
= −۱ آنگاه

است. تناقض یک این که ۱ = cit
′ = ci

۱
x

نتیجه در m∑و
j=۱
j ̸=i

cj
u′
j

uj
, ci ∈ C

۱۴۳
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جبر کاربرد از نوعی وضوح به بود، داده جای خود در را محض اثباتهای و تئوری قضایای اگرچه فصل، این
از فراتر که بود این فصل این در موجود اساسی نکته گذاشت. نمایش به مقدماتی توابع مورد در را دیفرانسیلی
آن ها پیرامون لیوویل قضیه از استفاده با را مناسبی و مفید اطلاعات و کردیم حرکت چندجلمه ای ها و جبری توابع

آوردیم. دست به

۱۴۴
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Abstract

Differential algebra is one of the emerging branches in mathematics that deals with system
of differential equations from an algebraic point of view. Although this branch of math-
ematics is purely based on abstract concepts in mathematics, especially the foundations
of classical algebra; It will clearly have significant applications in other sciences and es-
pecially the engineering science. The ultimate goal of this branch of mathematics is the
study and investigation of differential equations and this guarantees a strong relation with
other branches of mathematics and basic science such as physics.

Keywords Differential Ring, Differential Field, Differential Ideal,Ritt Algebra,Gröbner
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