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۱ فصل

پیشگفتار

نقش ساختمان ها داخلی تزئینات و معماری در تاریخ طول در که است باستانی هنرهای از یکی کاشی کاری
هندسی اشکال آن در که است ریاضیات و هنر از جذابی تقاطع کاشی کاری، واقع، در است. کرده ایفا مهمی
کاشی کاری های تا ساده موزاییک های از می شوند. استفاده فاصله یا هم پوشانی بدون صفحه یک پوشش برای
نظر از تنها نه هنر این هستند. هنر این در ریاضیات گسترده کاربردهای نشان دهنده همه و همه اسلامی، پیچیده
ارائه پایان نامه، این از هدف کلی، طور به است. پیچیده و جذاب بسیار نیز ریاضی دیدگاه از بلکه زیبایی شناسی
نظر از هندسی اشکال از استفاده با صفحه پوشش بررسی و است کاشی کاری جذاب دنیای بر جامع مقدمه ای

است. توپولوژی و هندسه مبانی جبر، مبانی گسسته، ریاضیات جمله از ریاضی مختلف شاخه های
دو به ایزومتری ها می  کنیم. آغاز تقارن ها و ایزومتری ها کاشی کاری، از پایه ای تعاریف با را اول فصل
لغزه و بازتاب و هستند مستقیم ایزومتری های انتقال، و دوران می شوند. تقسیم غیرمستقیم و مستقیم دسته
تقارن های به سپس می گیرند. قرار غیرمستقیم ایزومتری های دسته در است بازتاب و انتقال یک از ترکیبی که
از امکان پذیر تقارنی گروه های ادامه در و می کنیم معرفی را دووجهی و دوری گروه های و می پردازیم کاشی ها
کاشی کاری  تقارن های از گروه دو به فصل این در می کنیم. مطرح را اصلی آن قضیه های و مفاهیم و کاشی کاری ها
گروه و می شوند فریز تقارنی گروه هفت شامل و موازی اند که هستند انتقالی ای تقارن های اول، گروه می پردازیم.
به ادامه در می کنند. تولید را گروه کاغذدیواری ۱۷ و غیرموازی اند تقارنی انتقال های شامل تقارنی گروه های دوم
می توانند که خاصی کاشی های مورد در بحث با و می پردازیم تقارنی گروه های این برای اربیفولد نمادگذاری معرفی

می رسانیم. پایان به را فصل کنند، ایجاد فردی به منحصر کاشی کاری های



کاشی کاری های معرفی به ادامه در و کاشی ها رئوس مختلف تایپ های و گونه ها مفهوم به دوم فصل در سپس
یکسان تایپ دارای رئوس با منظم چندضلعیهای توسط شده تولید یال به یال کاشی کاری یک به که یکنواخت
حالت یازده و هستند منظم کاشیکاریهای یکنواخت، کاشی کاریهای از ساده مثالهای می پردازیم. می شود، گفته
به می پردازیم. حالات این از یک هر نمایش به بخش این در که داشت خواهد وجود کاشی کاری ها این از ممکن
می گیریم. نظر در منظم را رئوس حال و می دهیم ادامه متفاوت کاشی کاری های ایجاد برای شروط کردن اضافه
کاشی کاری های این به که است وصل ۲π

n
زاویه با یال n رأس، هر به صورت این در باشد، منظم رأس یک اگر

این نوع دو از متفاوت انطباق و آن نمایش نحوه به و گوییم لاوس کاشی کاری های منظم، رئوس از شده تولید
یال به یال غیر کاشی کاری های و می کنیم اضافه جدیدی شروط بار این سپس کرد. خواهیم اشاره کاشی کاری ها
مطرح را است اساسی و مهم بسیار که توسیع قضیه و کرده معرفی را وصله یک از متشکل کاشی کاری های و
پایان به آن با مرتبط قضایای و وتعاریف متناوب کاشی کاری های معرفی با را فصل این درنهایت، می کنیم.

می رسانیم.
فصل، این می کند. معرفی را انتقال ها نام به نمادین دینامیکی سیستم های در جدید مفهوم یک سوم فصل
می شود. آغاز محدود نوع از  انتقال های و انتقال فضاهای کامل، انتقال های از اصلی مفاهیم کردن مطرح با
کند شبیه سازی را محاسباتی الگوریتم هر می تواند و است محاسبه از ریاضی مدل یک که تورینگ ماشین سپس
یک شبیه سازی امکان نهایت، در می دهد. توضیح محاسبات نظریه در را آن اهمیت و کار نحوه و کرده معرفی را
و نمادین دینامیک بین ارتباطی پل یک و می کند بررسی را کاشی کاری الگوهای از استفاده با تورینگ ماشین

می کند. ایجاد ریاضی کاشی کاری
هستند. [۲] و [۱] کتاب های پایان نامه، این اصلی مراجع



۲ فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

اولیه مفاهیم یادآوری ۱ .۰ .۲

مجموعه ها نظریه

.x ∈ X می نویسیم باشد، X از عضو یک x اگر می گوییم. مجموعه یک عضو۱، نام به اشیاء، از گردایه ای هر به
یک Y می گوییم و Y ⊂ X می نویسیم باشند، داشته قرار X مجموعه در Y مجموعه عضو های همه اگر
می نویسیم باشند، نداشته وجود X مجموعه در Y مجموعه عضو های اگر است. X مجموعه از زیرمجموعه

بود. خواهد Y مکمل۲ X از زیرمجموعه آن X \ Y

اگر که گونه ای به می کند نمایه را X مجموعه اعضا که است مجموعه ای ،I ۳ شاخص مجموعه
بنویسیم می توانیم بود. خواهد I = ۱,۲, ..., n آن شاخص مجموعه آنگاه X = {x۱, x۲, ..., xn}

اعداد می تواند اما است نامتناهی و متناهی اعدادصحیح از مجموعه یک I مواقع اکثر در .X = {xi}i∈I
باشد. نیز دیگری مجموعه هر یا حقیقی

این به که می کند افراز ناسازگار زیرمجموعه های به را آن ،X مجموعه روی هم ارزی4 رابطه یک .۲ −۱ تعریف
می گوییم. هم ارزی۵ کلاس های زیرمجموعه ها

relation equivalence4 ⅽoⅿpⅼeⅿent۲ eⅼeⅿent۱

3index set 5equivalence classes



۲

باشد. بیشتر یا متفاوت هم ارزی کلاس دو در نمی تواند عضوی هیچ که کنید توجه
مثبت، صحیح اعداد به را مجموعه این می توانیم می گیریم. نظر در را اعدادصحیح مجموعه مثال برای

کنیم. افراز {۰} مجموعه و منفی اعدادصحیح
می دهیم نشان x ∼ y صورت به که باشند هم ارزی کلاس یک از اگر هستند رابطه در y و x عضو دو
باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض باشد. برقرار ∼ برای باید تعدی و تقارنی بازتابی، خاصیت سه و
اگر است ۶ یک به یک f تابع می کند. مرتبط B از یکتا عضو یک به را A از عضو هر f : A → B تابع
a ∈ A مانند نقطه یک ،b ∈ B هر ازا به اگر بود خواهد ۷ پوشا f تابع .a۱ = a۲ آنگاه f(a۱) = f(a۲)

باشد. پوشا هم و یک به یک هم اگر است دوسویه۸ تابع یک .f(a) = b که باشد داشته وجود

ضابطه با f : A → B تابع آنگاه B = {۱۵,۱۶,۱۷,۱۸} و A = {۶,۷,۸,۹} اگر مثال برای
است. دوسویه تابع یک f(x) = x+ ۹

صورت این در باشد، n > m که طوری به باشند شده جایگذاری لانه m در کبوتر n :اگر کبوتری۹ لانه اصل
است. x مساوی بزرگ تر صحیح عدد اولین معنی به dxe که داشت خواهد وجود کبوتر dn/me حداقل با لانه ای
از نامتناهی مجموعه یک اگر دهیم. تعمیم اشیاء از نامتناهی گردایه به را کبوتری لانه اصل می توانیم همچنین
ها کبوتر از نامتناهی تعداد شامل که دارد وجود لانه یک حداقل آنگاه کنیم،  توزیع لانه متناهی تعداد بین را کبوتر

می شود.
تعداد به رقم یک حداقل آنگاه باشد، داشته وجود ۰,۱, . . . , ۹ ارقام از نامتناهی گردایه ای اگر مثال برای

می شود. تکرار بار نامتناهی

ناشمارا و شمارا مجموعه ۲ .۰ .۲

X بین دوسویه رابطه یک یا باشد عضو متناهی تعداد شامل یا اگر است ۱۰ شمارا X مجموعه .۲ −۲ تعریف
باشد. داشته وجود مثبت صحیح اعداد و

می کند. نظیر {۱,۲, · · · } مجموعه به را عضو هایش شمارا مجموعه هر
بین f(x) = x/۲ ضابطه با دوسویه تابع یک می توانیم چون هستند شمارا {۲,۴,۶, · · · } صحیح اعداد
را f : Z → Z+ دوسویه تابع یک می توانیم چون است شمارا نیز Z بیابیم. مثبت صحیح اعداد و مجموعه این

ⅽountabⅼe۱۰ bijeⅽtive۸ injeⅽtive۶

surjeⅽtive۷

9pigeonhole principle



۳

ضابطه با ۲x+ ۱ ۰ ≤ x

−(۲x) x < ۰

به ،Y مجموعه آنگاه باشد شمارا مجموعه یک X ،f : X → Y پوشا تابع در اگر کنید توجه کنیم. تعریف
نیز گویا اعداد کنیم اثبات تا می کنیم استفاده نکته این از ما بود. خواهد شمارا نیز کوچک تر، مجموعه عنوان

می کنیم. معرفی زیر شکل مطابق صفحه در را گویا اعداد کار، این برای هستند. شمارا

اعداد (حتی گویا عدد هر روش این در است. x/y گویا عدد با متناظر ،Z × Z صفحه از (x, y) نقطه هر
یک پس شد. خواهد گویا اعداد همه شامل قطعاً ولی می شود فهرست بار یک از بیشتر ۰و۱) مانند غیرگویا
در و مبدأ حول مارپیچ صورت به و شروع (۰,۱) نقطه از که کنیم می ایجاد اعداد این همه از مرتب فهرست
می کنیم. عبور فهرست در موجود صحیح نقاط همه از که می کنیم پیدا اطمینان می کنیم. حرکت پادساعتگرد جهت
اعداد از بعضی شامل و نیست دوسویه تابع این اینکه با می شود. تولید Q به Z+ از پوشا تابع یک نهایت در
یک زیرمجموعه که جایی آن از هستند. شمارا گویا اعداد که می دهد نشان ولی می شود تکراری اعداد و غیرگویا
و x ∈ Q آن در که است (x, y) مرتب های زوج شامل که Q×Q ضرب حاصل است،  شمارا شمارا، مجموعه
فهرست نمی توانند روش این با که هستند مجموعه هایی طرفی، از بود. خواهد شمارا نیز هستند، شمارا y ∈ Q

نشان تا می کنیم استفاده قطری استدلال از می گیریم. نظر در را [۰,۱] در حقیقی اعداد بازه مثال، برای شوند.
بود. خواهد ناشمارا نباشد، شمارا اگر مجموعه یک است. ناشمارا [۰,۱] دهیم



۴

است. ناشمارا [۰,۱] بازه .۲ −۳ قضیه

عدد صحیح هر برای سپس باشد. شمارا مجموعه یک ،۱ و ۰ بین حقیقی اعداد گردایه  می کنیم، فرض اثبات.
۰ بین اعداد حقیقی همه شود، کامل لیست که وقتی کنیم. فهرست را آن با متناظر حقیقی عدد می توانیم مثبت،

داشت: خواهیم را زیر لیست ما و است شده گرفته نظر در ۱ و
۱. ۰ .۳۱۲۴....
۲. ۰ .۹۴۱۶۵....
۳. ۰ .۴۴۳۱۲۵...
۴. ۰ .۵۹۶۶۴....
۵. ۰ .۶۵۱۱۹۳....
۶. ...............

اول عدد معنا با رقم اولین شامل x ارقام که صورتی به بسازیم x مانند جدید حقیقی عدد یک می توانیم ولی
.x = ۰ ·۳۴۳۶۹ · · · نتیجه، در باشد. داشته ادامه ترتیب همین به و لیست دوم عدد معنا با رقم دومین لیست،
رقم هر باشد. x از متفاوت بامعنا ارقام دارای که بسازیم x′ مثل دیگری جدید حقیقی عدد می توانیم حال
پس باشد. ملموس تا می کنیم جایگذاری ۸ با که ۹ عدد از غیر به می بریم بالاتر واحد یک را x از بامعنا
با آن بامعنا رقم اولین چون شود ظاهر اعداد تمام فهرست در نمی تواند جدید عدد این x′ = ۰ · ۴۵۴۷۸ · · ·

فهرست یک ما نتیجه، در می کند. صدق x′ ارقام تمام برای مسئله این دارد. مغایرت اول عدد بامعنا رقم اولین
ناشمارا حقیقی، اعداد پس می کند. ایجاد تناقض ما ادعا با و داشت خواهیم ۱ و ۰ بین حقیقی اعداد از کامل

هستند.

مجموعه یک باید یک و صفر شامل دنباله های تمام از گردایه ای که کنیم اثبات می توانیم مشابه طور به
مجموعه یک شامل مجموعه هر و شمارا شمارا، مجموعه یک از زیرمجموعه هر که کنید توجه باشد. ناشمارا

بود. خواهد ناشمارا ناشمارا،

هندسه مبانی ۳ .۰ .۲

یک یا اقلیدسی صفحه کاشی کاری های می گیریم، نظر در ما که کاشی کاری هایی از بسیاری .۲ −۴ تعریف
،E۲اقلیدسی صفحه می پردازیم. هندسه مبانی از مفاهیمی به حال هستند. اقلیدسی صفحه از زیرمجموعه ای
به که p۲ = (x۲, y۲) و p۱ = (x۱, y۱) نقطه دو بین فاصله اندازه با می شود E۲تعریف = {(x, y) ∈ R۲}

گفته متراقلیدسی فاصله، این اندازه به می شود. نوشته d(p۱, p۲) =
√

(x۲ − x۱)۲ + (y۲ − y۱)۲ صورت
 می شود.



۵

اقلیدسی صفحه در فاصله :۲ −۱ شکل

مسیر کوتاه ترین چون اقلیدسی صفحه در دارد. نام ژئودزیک نقطه، دو بین مسیر کوتاه ترین هندسه ای، هر در
داشته توجه هستند. ژئودزیک مستقیم خط های پس است، نقطه دو آن بین موجود مستقیم پاره خط نقطه، دو بین
نشان p مانند حرف یک با مواقع بعضی در و (x, y) مانند مختصات با مواقع  بعضی در صفحه در نقطه باشید

می شود. داده

d(p, q)+d(q, r) ≥ d(p, r) صفحه، در r و q ،p مثل نقطه سه هر برای مثلث نامساوی نامعادله .۲ −۵ تعریف
داشته قرار r و p نقطه دو بین مستقیم پاره خط یک روی q اگر تنها و اگر است مساوی شرایطی در و است

باشد.

در حتی است دیگر ضلع طول از مثلث ضلع دو طول جمع بودن مساوی یا بزرگ تر بیانگر مثلث نامساوی
بگیرند. قرار خط یک روی آن رأس سه هر یعنی که باشد تباهیده مثلث که شرایطی

نقطه دو بین مسقیم پاره خط هر اگر است محدب اقلیدسی، صفحه از A مانند زیرمجموعه یک .۲ −۶ تعریف
بگیرد. قرار A داخل نیز A در

است. غیرمحدب ماه هلال اما است محدب مستطیل مثال برای

به X از ایزومتری یک آنگاه باشیم، داشته E⊭ اقلیدسی صفحه از Y و X زیرمجموعه دو اگر .۲ −۷ تعریف
آنگاه باشند، E۲ در نقاطی q و p اگر یعنی باشد. نیز پوشا که است σ : X → Y طولپای نگاشت Y

هستند. یکریخت Y و X می گوییم باشد، داشته وجود ایزومتری ای چنین وقتی d(σ(p), σ(q)) = d(p, q)



۶

،σ(p) = σ(q) اگر که دلیل این به بود خواهد یک به یک پس است، طولپا σ چون که کنید توجه .۲ −۸ تذکر
است. Y به X از دوسویه تابع یک σ پس .p = q نتیجه در و d(σ(p), σ(q)) = d(p, q) = ۰ آنگاه

حول زاویه یک توسط دوران خاص، جهت در صفحه یک انتقال شامل ،E۲ به E۲ صفحه از ایزومتری ها
نشان σ۲ ◦ σ۱ با که σ۲ و σ۱ ایزومتری دو ترکیب می شود. صفحه در خط یک به نسبت بازتاب یا نقطه یک
متجانس ،E۲ از زیرمجموعه دو می گوییم. ایزومتری ضرب آن به که می دهد نتیجه را ایزومتری یک می دهیم،

باشد. داشته وجود دیگر زیرمجموعه به زیرمجموعه یک از ایزومتری یک اگر هستند

توپولوژی و ریاضی آنالیز ۴ .۰ .۲

داریم. احتیاج توپولوژی و ریاضی نالیز از ساده ای پیشینه به کاشی کاری ها، مبحث برای

نقاط همه می دهیم، نشان D(p,R) صورت به p نقطه مرکز و R شعاع به E۲ در دیسک یک .۲ −۹ تعریف
.D(p,R) = {q ∈ E۲ : d(p, q) ≤ R} دیگر عبارت به است. p نقطه از R شعاع حداکثر تا دیسک درون
Ḋ(p, ϵ) = {q ∈ ،p مرکز و ϵ شعاع به باز دیسک هست. نیز دایره یک مرز شامل دیسک یک که کنید توجه

نمی شود. خود مرز شامل باز دیسک می شود. تعریف E۲ : d(p, q) < ϵ}

یک به S می گوییم باشیم، داشته E۲ در S = {p۱, p۲, ...} متمایز نقاط از نامتناهی دنباله اگر .۲ −۱۰ تعریف
باشد. ϵ > ۰ شعاع هر برای متناهی تعداد جز به نقاط همه شامل Ḋ(p, ϵ) اگر می کند میل p ∈ E۲ مانند نقطه

شامل دیسک هر و می کند میل مبدأ به که می کنید مشاهده را دنباله ای چپ، سمت شکل در مثال برای
می بینیم دنباله ای راست، سمت شکل در ولی است دنباله در موجود متناهی تعداد جز به نقاط همه شامل مبدأ،
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میل مبدأ به اما است، نقطه نامتناهی تعداد شامل مبدأ حول باز ϵ‑دیسک هر که است شرایطی در اینکه با که
کرد. خواهد میل مبدأ به که دارد وجود نقاط از زیر دنباله ای مثال، این در که کنید توجه نمی کند.

شامل ،ϵ > ۰ و p ∈ E۲ نقطه هر برای Ḋ(p, ϵ) اگر است چگال صفحه از A زیرمجموعه .۲ −۱۱ تعریف
باشد. A در نقطه یک حداقل

است. صفحه از چگال زیرمجموعه یک گویا، مختصات با نقاط همه شامل مجموعه

همه اجتماع می دهیم، نشان Ȧ یا int(A) با که صفحه از A زیرمجموعه داخلی مجموعه .۲ −۱۲ تعریف
.ϵ > ۰ که طوری به دارند وجود A در که است ϵ شعاع به باز دیسک های

بسته A آنگاه باشد، باز E۲ − A اگر .A = Ȧ اگر است باز صفحه از A زیرمجموعه یک .۲ −۱۳ تعریف
بود. خواهد

شکل باشد. باز دیسک های از اجتماعی اگر است باز صفحه از مجموعه یک مشابه طور به

نقطه ای در را A ،p مرکز و ϵ شعاع به باز دیسک هر اگر است حدی A مجموعه یک از p نقطه .۲ −۱۴ تعریف
کند. قطع p از غیر به



۸

حدی نقطه :۲ −۲ شکل

باز بسته، مجموعه یک مکمل و بسته دیگر، توپولوژیک فضای هر با صفحه در باز مجموعه یک مکمل
بود. خواهد

از A زیرمجموعه شود. محدود دیسک یک در A اگر است کراندار صفحه از A زیرمجموعه .۲ −۱۵ تعریف
باشد. کراندار هم و بسته هم A اگر است فشرده صفحه

هموئومورفیسم یک f : X → Y نگاشت باشند. صفحه از زیرمجموعه هایی Y و X کنیم فرض نهایت در
می گوییم باشد، داشته وجود نگاشتی چنین اگر باشد. پیوسته وارون با بیوسته دوسویه نگاشت یک f اگر است
از Q زیرمجموعه های از کاشی کاری مبحث در ما است. هم ارز Y با توپولوژیک صورت به یا همئومورفیک X

استفاده باشند هم ارز توپولوژیک صورت به D(p,۱) = {(x, y) : x۲ + y۲ ≤ ۱} واحد دیسک با که صفحه
تغییر کنیم، کم یا اضافه کلی شکل از بی آنکه واحد دیسک یک به را Q می توانیم که معناست این به این می کنیم.

بدهیم. شکل

نیستند همئومورفیک شکل دو این :۲ −۳ شکل
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کران باشد. واحد دیسک یک با همئومورفیک صفحه، از زیرمجموعه ای یک A کنید فرض .۲ −۱۶ تعریف
واحد دیسک مرز یا کران به همئومورفیسم توسط که است A از زیرمجموعه یک می دهیم، نشان ∂A با که A

می کند. جدا صفحه بقیه از را A که است حصار یک ∂A نتیجه در می شود. فرستاده

به هست همئومورفیک واحد دیسک با که است صفحه از زیرمجموعه یک چندضلعی، یک .۲ −۱۷ تعریف
چسبیده هم به مستقیم خطوط این انتهای است. شده تشکیل مستقیم خطوط متناهی تعداد از آن مرز که طوری

باشد. برابر هم با آن زوایا تمام اندازه و اضلاع تمام طول که است چندضلعی منظم، چندضلعی یک هستند.

جبر مبانی ۵ .۰ .۲

داریم. احتیاج گروه ها نظریه از مفاهیم از سری یک به کاشی کاری ها، بهتر درک برای

گاه هر می نامیم گروه یک را (G, ∗) آنگاه باشد، G روی دوتایی عمل ∗ و ناتهی مجموعه G اگر .۲ −۱۸ تعریف
( بودن (بسته a ∗ b ∈ G ،a, b ∈ G هر برای .۱ باشند: برقرار زیر شرایط
(شرکت پذیری) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) ،a, b, c ∈ G هر برای .۲

e ∈ G یک a ∈ G هر برای .۳
همانی) (عضو e ∗ a = a ∗ e که باشد داشته وجود

وارون) (عضو a−۱ ∗ a = a ∗ a−۱ که باشد داشته وجود a−۱ ∈ G یک a ∈ G هر برای .۴

تشکیل نیز جمع عمل و Zp = {۰,۱, ..., p−۱} هم چنین هستند. گروه دو (R/۰, .) و (Z,+) مثال برای
می دهند. گروه

.a ∗ b = b ∗ a ،a, b ∈ G هر برای هرگاه گوییم آبلی را G گروه .۲ −۱۹ تعریف

است. آبلی گروه یک (Z,+)

. می نامیم گروه آن مرتبه را گروه یک عضو های تعداد .۲ −۲۰ تعریف

است. ∞ مرتبه دارای Z و است p مرتبه دارای Zp

خود ∗ دوتایی عمل تحت H هرگاه گویند ∗ دوتایی عمل تحت G زیرگروه را H ناتهی مجموعه .۲ −۲۱ تعریف
بدهد. گروه یک تشکیل

بود. خواهند nZ فرم به همه n عدد صحیح هر برای Z زیرگروه های مثال برای
زیرمجموعه مثال برای کند. عاد را گروه مرتبه باید زیرگروه، یک مرتبه لاگرانژ، قضیه طبق همچنین
مرتبه که می دهد تشکیل را مرتبه۵ با زیرگروه مجموعه این است. Z۱۵ از زیرگروه یک {۰,۳,۶,۹,۱۲}

می کند. عاد را ۱۵ آن



۱۰

A گوییم باشد، G متمایز عضو های از گردایه ای یک A = {g۱, g۲, ....} و گروه یک G اگر .۲ −۲۲ تعریف
گروه باشند. آن عضو های وارون یا A عناصر از محصولی یک G از عضو هر اگر است G برای مولد مجموعه
ویا (−۱)+۱ با می شود برابر که است صفر یا عضو هر چون شود تولید یک عدد عضو تک با می تواند (Z,+)

می شود. تولید ....(−۱)+(−۱)+(−۱) و ....۱+۱+۱

های عمل که باشد ϕ : G → H دوسویه تابع یک اگر هستند ایزومورفیک H و G گروه های .۲ −۲۳ تعریف
گروه ها از ایزومورفیسم یک ϕ می گوییم آنگاه ϕ(g.h) = ϕ(g).ϕ(h) اگر یعنی کند. حفظ را گروه دو روی دوتایی

است.

چیست؟ کاشی کاری ۶ .۰ .۲

چند یا یک از استفاده با صفحه، یک اغلب سطح، یک پوشش و هنری شاخه های از یکی ریاضی در کاشی کاری
تعریف به بخش این در است. حفره و شکاف بدون و مرزها در جز همپوشانی بدون کاشی، نام به هندسی شکل

می پردازیم. E۲ اقلیدسی صفحه در کاشی کاری ویژگی های و پایه مفاهیم

صفحه از ۱۱ پوشش یک C باشد. صفحه یک زیرمجموعه های از مجموعه ای یک C کنید فرض .۲ −۲۴ تعریف
.E۲ =

∪
C∈C C اگر است E۲

خود، داخلی فضاها ی در C مجموعه در زیرمجموعه ها از جفت هر اگر است E۲ از ۱۲ بسته بندی یک C
نکنند. قطع را یکدیگر

paⅽking۱۲ ⅽovering۱۱
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می شود. دیده بسته بندی یک راست سمت در و پوشش یک چپ سمت در :۲ −۴ شکل

در بسته مجموعه های از τ گردایه یک ρ، اولیه مجموعه با E۲ صفحه از ۱۳ کاشی کاری یک .۲ −۲۵ تعریف
صفحه، در بسته مجموعه های از ρ متناهی گردایه یک و گوییم کاشی بسته، مجموعه های این به که است، صفحه

باشند: برقرار زیر شروط که طوری به است دارد، نام اولیه کاشی یک کدام هر که
باشد. ارز هم دیسک یک با توپولوژیک صورت به اولیه کاشی هر .۱

باشد. متجانس یکتا، کاشی اولیه یک با کاشی هر .۲
است). پوشش یک τ) E۲ =

∪
T∈τ T .۳

است). بسته بندی یک τ) i 6= j هر برای Ṫi ∩ Ṫj = ∅ .۴
اولیه مجموعه آن با مطابق صفحه از τ کاشی کاری یک اگر می کند تولید را τ کاشی کاری اولیه مجموعه یک

باشد. داشته وجود

از متناهی تعداد حذف با که است کاشی هایی و حفره دارای ناهمبند، کاشی های از اجتناب برای اول، شرط
است. حفره ها مانند صفر سطح دارای کاشی های از دوری و شد خواهند کاشی شدن ناهمبند باعث نقاط،

داشته یاد به می کند. محدود اولیه، کاشی های از متناهی گردایه به را کاشی ها شکل های تعداد دوم، شرط
باشد. بازتاب شامل میتواند متناظر، اولیه کاشی و کاشی کاری از کاشی یک بین تجانس که باشید

همپوشانی ویژگی همچنین و است کاشی ها توسط صفحه کامل پوشش از اطمینان برای هم چهارم و سوم شرط
است. کاشی مرزهای در فقط آن ها

tiⅼing۱۳
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طور به کاشی هر و می پوشانند کاشی هایشان، داخلی فضاهای کردن قطع بدون را صفحه که کاشی کاری هایی
اولیه، کاشی تنها چون می شوند نامیده صفحه یک از منظم کاشی کاری باشد، هم ارز دیسک یک با توپولوژیک

هستند. منظم چندضلعی های

:۲ −۵ شکل

عبارت به باشد. متجانس کاشی، یک با فقط τ در کاشی هر اگر است تک وجهی۱۴ τ کاشی کاری .۲ −۲۶ تعریف
τ کاشی کاری یک کلی، طور به کند. می تولید را τ که دارد وجود ρاولیه مجموعه در اولیه کاشی یک تنها دیگر

کنند. می تولید را τ که باشند ρ اولیه مجموعه در اولیه کاشی n اگر ۱۵ است n‑وجهی

هستند. تک وجهی همه منظم کاشی کاری های مثال برای

باشند. بیشتر،متقاطع یا کاشی سه نقطه آن در که است کاشی کاری یک در ۱۶نقطه ای رأس، یک .۲ −۲۷ تعریف
آن داخلی فضای در رأسی هیچ که است کاشی یک مرز از همبند زیرمجموعه یک کاشی کاری، یک ۱۷از یال یک

باشد. شده محدود رأس دو توسط و نباشد

رأسی چندضلعی، از رأس هر است ممکن باشد، چندضلعی کاشی کاری یک در کاشی یک اگر .۲ −۲۸ تذکر
یال و رأس با تا می کنیم استفاده کنار و گوشه اصطلاح از چندضلعی، کاشی های در پس نباشد. کاشی کاری از

نشود. اشتباه کاشی کاری
eⅾge۱۷ vertex۱۶ ⅿonoheⅾraⅼ۱۴

n−heⅾraⅼ۱۵
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می باشند. کنار و گوشه دارای که هستند چندضلعی هایی رنگ، سبز کاشی های :۲ −۶ شکل

با چندضلعی کنارهای و گوشه که باشد گونه ای به چندضلعی ها توسط کاشی کاری که شرایطی در .۲ −۲۹ تعریف
است. یال به یال کاشی کاری گوییم باشند، منطبق یال ها و رئوس

کاشی کاری یک اگر حتی نکنیم، محدود یال به یال کاشی کاری های به را کاشی کاری که صورتی در .۲ −۳۰ تذکر
بسازیم. متمایز کاشی کاری های بینهایت می توانیم باشد، مربع توسط شده تولید ساده تک وجهی

j‑درجه۱۹ کاشی کاری یک هستند. وصل رأس آن به که است یال هایی تعداد رأس، هر ۱۸درجه .۲ −۳۱ تعریف
باشد. j درجه دارای رأس هر اگر است

است. ۴‑درجه مربع، توسط شده تولید منظم کاشی کاری پس

متقاطع اگر هستند همسایه کاشی دو باشند. مشترک لبه یک در اگر هستند مجاور کاشی دو .۲ −۳۲ تعریف
است. همسایه هایش تمام با T اجتماع می دهیم، نشان N(T ) با که T کاشی همسایگی باشند.

j−vaⅼent۱۹ vaⅼenⅽy۱۸
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یک با کاشی یک باشد. انتهایی نقاط از یکی رأس آن اگر است تلاقی در رأس یک با یال یک .۲ −۳۳ تعریف
بگیرد. قرار کاشی مرز روی یال آن اگر است تلاقی در یال

می توانند کاشی دو باشند، محدب چندضلعی های اولیه، مجموعه در اولیه کاشی های ی همه اگر .۲ −۳۴ تذکر
برقرار نکته این دیگر نباشند محدب چندضلعی ها همه اگر چند هر باشند. متقاطع یال یک یا رأس یک تنها در

باشند. متقاطع ناهمبند مجموعه های در می توانند ، شکل مانند و بود نخواهد

باشد. متقاطع کاشی کاری یک در کاشی متناهی تعداد با تنها تواند می صفحه در دیسک هر .۲ −۳۵ لم

تعداد فقط که جایی آن از کنیم. می تعریف کاشی در نقطه دو هر بین فاصله بزرگترین را کاشی یک قطر اثبات.
خواهد وجود اولیه کاشی های قطر روی dp بالایی کران یک پس داریم، p اولیه مجموعه در اولیه کاشی متناهی
مساحت در αp پایینی کران یک همچنین بود. خواهد نیز کاشی کاری در کاشی هر قطر روی نتیجه در و داشت
همه برای پایینی کران αp پس دارد، وجود آن ها از متناهی تعداد که جایی آن از و دارد وجود اولیه کاشی هر
را D دیسک که کاشی هر باشیم، داشته را R شعاع به D دیسک ما اگر بود. خواهد کاشی کاری در کاشی ها
داشته قرار D′ در که کاشی هر گیرد. می قرار R+ dp شعاع و مرکز همان به D′ گوی در کامل طور به کند، قطع
برابر D′ کل مساحت ولی کنند. نمی عبور مرز از سطوح از یک هیچ و است αp حداقل مساحت دارای باشد
خواهد وجود کاشی متناهی تعداد برای خالی فضای D′ گوی در پس است. متناهی یعنی که است π(R+ dp)

۲

می کند. قطع را کاشی متناهی تعداد تنها D دیسک پس داشت.

باشد. تماس در دیگر کاشی های از متناهی تعداد با تنها می تواند کاشی کاری یک در T کاشی یک .۲ −۳۶ نتیجه

هر آنگاه کنیم، می محصور T کاشی در ای نقطه هر مرکز به و dp شعاع به D دیسک در را T کاشی اثبات.
در D با کاشی متناهی تعداد تنها ،۱ −۱ لم بر بنا اما است تماس در نیز D با باشد تماس در T با که کاشی

بود. خواهند تماس در نیز T با کاشی متناهی تعداد تنها نتیجه در و هستند تماس

فضای یک و داخلی فضای یک به را صفحه صفحه، در ساده بسته خم یک (۲۰ ژردان خم (قضیه .۲ −۳۷ قضیه
کند. می تقسیم بیرونی

20Jordan curve theorem
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از باید بیرونی فضای در نقطه یک به داخلی فضای در نقطه یک از مسیری هر که است معنی این به این
کند. عبور خم روی

دو برای مسئله این ،۲ −۷ شکل طبق باشند. مشترک رأس یک در می توانند کاشی سه که است واضح حال
بود؟ خواهد برقرار نیز رأس دو از بیشتر برای آیا اما می کند صدق نیز رأس

رأس. دو در سبز و آبی زرد، کاشی سه اشتراک :۲ −۷ شکل

باشند. داشته آن از بیشتر یا مشترک رأس سه توانند نمی کاشی کاری یک در کاشی سه .۲ −۳۸ لم

شکل مانند را رئوس باشند. مشترک v۳ و v۲ و v۱ رأس سه در T۳ و T۲ و T۱ کاشی سه کنیم فرض اثبات.
T۱ داخلی فضای در خم یک باشد. کاشی ها از کدام هر مرز روی مشترک وسط رأس v۲ رأس تا کرده انتخاب
و v۱ نقاط در که کرده انتخاب T۲ داخلی فضای در خم یک و محدود v۲ و v۱ نقاط توسط که می کنیم انتخاب
خم قضیه طبق دارد. تماس v۲ و v۱ نقاط در T۳ با که است C۱۲ بسته خم یک آن ها اجتماع شود. محدود v۲

T۳ آنگاه باشد داخلی فضای در اگر داشت. خواهد قرار C۱۲ از بیرونی فضای یا داخلی فضای در یا Ṫ۳ ژردان،
بسته خم مشابه طور به است. بیرونی فضای در T۳ پس بود. خواهد تناقض یک که داشت نخواهد تماس v۳ با
به v۳ و v۲ رئوس در خم ها سر دو که است شده تشکیل T۲ و T۱ کاشی در خم دو اجتماع از که داریم را C۲۳

اما باشد. داشته قرار C۲۳ بیرونی فضای در باید باشد، داشته تماس v۱ رأس با T۳ اینکه برای رسند. می انتها
با تواند نمی صورت آن در اما باشد C۲۳ و C۱۲ توسط شده محدود سطح دو و T۱ ∪ T۲ از بیرون باید هم Ṫ۳

است. ثابت حکم و باطل خلف فرض پس باشد. تماس در v۲ رأس

است. یال متناهی تعداد نتیجه در و رأس متناهی تعداد دارای کاشی کاری یک در کاشی یک .۲ −۳۹ لم



۱۶

۳۸ −۱ لم به مربوط شکل :۲ −۸ شکل

نامتناهی تعداد T۱ که می گیریم نظر در طوری را τ کاشی کاری در T۱ کاشی نباشد. چنین می کنیم فرض اثبات.
بار نامتناهی تعداد به کبوتری لانه اصل طبق که دارد وجود T۲ کاشی یک حداقل نتیجه، طبق باشد. داشته رأس
تعداد به نیز باید T۳ مانند دیگری کاشی صورت این در کند. تولید رأس نامتناهی تعداد تا است تماس در T۱ با
کاشی یک حداقل با T۱ ∩ T۲ در رأس هر که طوری به باشد داشته تماس T۲ و T۱ مشترک رئوش با نامتناهی
رأس سه در که داشت خواهیم کاشی سه ما پس باشد. داشته وجود کاشی متناهی تنها و باشد تماس در دیگر
خواهد تناقض قبل لم طبق که داشت خواهیم رأس نامتناهی تعداد صورت این در که هستند مشترک بیشتر، یا
دایره توپولوژیک صورت به نیز آن مرز است، هم ارز دیسک یک با توپولوژیک طور به کاشی یک چون داشت.
نتیجه در و می کند تقسیم یال n دقیقا به را مرز رأس، n مجموعه داریم، رأس متناهی تعداد چون و بود خواهد

داشت. خواهد نیز یال متناهی تعداد

است. شمارا مجموعه یک τ کاشی کاری یک در کاشی ها مجموعه .۲ −۴۰ لم

را τ۱ که باشد داشته وجود صفحه از ایزومتری یک اگر هستند متجانس τ۲ و τ۱ کاشی کاری .۲ −۴۱ تعریف
یک اگر برابرند هم با کاشی کاری دو باشد. دوران و انتقال بازتاب، شامل تواند می ایزومتری این ببرد. τ۲ به

سازد. متجانس τ۲ با را آن ،τ۱ از پایین تر یا بالاتر مضرب

اجتماع که طوری به τاست، در کاشی ها از مجموعه ای ،τ کاشی کاری یک ۲۱از وصله یک .۲ −۴۲ تعریف
A(p,R) با را R شعاع و p رأس به D(p,R) دیسک با متناظر وصله باشد. توپولوژیکی دیسک یک کاشی ها
شده ایجاد حفره های که است کاشی هایی و دیسک با متقاطع کاشی های همه اجتماع شامل که می دهیم نشان

کنند. می پر را اجتماع این توسط
patⅽh۲۱
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کاشی هایی همه اجتماع شامل زیرمجموعه، آن با متناظر A(s) وصله ،τ از S زیرمجموعه هر برای پس
است. می کنند، پر را اجتماع این توسط شده ایجاد حفره های که کاشی هایی علاوه به و می کنند قطع را S که است

:۲ −۹ شکل

ایزومتری ها ۷ .۰ .۲

ابتدا در دارند. کاشی کاری نظریه در مهمی بسیار نقش که می پردازیم ایزومتری ها درباره مفاهیمی به بخش این در
می کنیم. تقسیم دسته  دو به را ایزومتری ها

جهت یافته اضلاع با مثلث یک اگر می شود نامیده جهت گیری حافظ یا مستقیم ایزومتری  یک .۲ −۴۳ تعریف
جهت گیری یا غیرمستقیم ایزومتری یک و ببرد ساعتگرد جهت یافته اضلاع با دیگر مثلث یک به را ساعتگرد
ببرد. پادساعتگرد جهت یافته اضلاع با مثلث یک به ساعتگرد جهت  یافته اضلاع با مثلث یک اگر دارد معکوس

خواهد اتفاق این صفحه مثلث های همه برای کند، معکوس را مثلث یک اضلاع جهت ایزومتری یک اگر
افتاد.

را صفحه از نقطه ای هیچ که است ایزومتری ای می دهیم، نشان I با را آن که همانی، ایزومتری .۲ −۴۴ تعریف
نکند. جابه جا

است. مستقیم ایزومتری یک همانی ایزومتری پس
می پردازیم. غیر همانی ایزومتری های از شکل چهار معرفی به حال
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غیر مستقیم ایزومتری :۲ −۱۱ شکل مستقیم ایزومتری :۲ −۱۰ شکل

با o حول را صفحه تمام و نگه می دارد ثابت را p مانند نقطه ای صفحه، در ثابت نقطه یک حول دوران .۱
ایزومتری این گرفت. نظر در باید منفی را θ زاویه پادساعتگرد، جهت در می دهد. دوران ،θ ساعتگرد زاویه یک

.Rθ, p = R۲π+θ,p = R−(−۲π−θ),p که می هیم نشان Rθ, p با را مستقیم

صفحه در q مانند نقطه ای گرفتن نظر در با می دهیم؛ نشان Tv⃗ با را آن که v⃗ بردار جهت در انتقال .۲
و نیستند ثابت نقاط ایزومتری این در می دهد. نتیجه را Tv⃗(q) = w⃗ + v⃗ ،(۰,۰) مبدأ با w⃗ بردار عنوان به

.Tv⃗ ◦ Tw⃗ = Tv⃗+w⃗

می دهد نشان را صفحه از نقطه یک انتقال راست سمت و دوران چپ .سمت :۲ −۱۲ شکل

مخالف نقطه به را دیگری نقطه هر و داشته نگه ثابت را خط این روی نقاط تمام L خط به نسبت بازتاب .۳
ایزومتری F ۲

L که کنید توجه می شود. داده نشان FL با و می کند جابه جا ،L خط به نسبت فاصله همان با آن،
است. همانی

بردار یک توسط انتقال اول، مرحله شامل که است L خط به نسبت غیرمستقیم ایزومتری یک لغزه، .۴



۱۹

به ایزومتری این می دهیم. نشان Gv⃗,p با که است خط همان به نسبت بازتاب دوم، مرحله و L خط راستای در
نگه نمی دارد. ثابت صفحه در را نقاط وضوح

دیده لغزه غیر مستقیم ایزومتری راست، سمت در و بازتاب غیرمستقیم ایزومتری چپ، سمت .در :۲ −۱۳ شکل
می شود

می شود. لغزه یا دوران انتقال، بازتاب، شامل قطعا صفحه، از غیرهمانی ایزومتری هر .۲ −۴۵ قضیه

می کنیم. اثبات لم تعدادی توسط را قضیه این

می فرستد. خط یک به را خط یک ایزومتری، هر .۲ −۴۶ لم

d(p, q)+d(q, r) ≥ مثلث نامساوی که می دانیم باشیم، داشته صفحه در را r و q ،p نقطه سه کنید فرض اثبات.
مستقیم خط روی q که می شود تبدیل مساوی به نامساوی این صورتی در و بود خواهد برقرار آن ها برای d(p, r)
ایزومتری این توسط خط نتیجه که می خواهد باشد ایزومتری یک σ کنید فرض حال باشد. داشته قرار r و p بین
بود خواهد دیگر خطی نقطه سه خطی، نقطه سه ایزومتری نتیجه که دهیم نشان است کافی باشد. خط یک نیز
p بین q که باشند خطی ای نقاط r و q ،p اگر پس است). خط یک روی بر واقع نقاط خطی، نقاط از (منظور
پس می کند)، حفظ را نقطه دو بین (فاصله است طولپا σ چون .d(p, q) + d(q, r) = d(p, r) پس باشد، r و
همان روی بر σ(r) و σ(q) ،σ(p) نقطه سه نتیجه در .d(σ(p), σ(q)) + d(σ(q), σ(r)) = d(σ(p), σ(r))

بود. خواهند واقع خط

می کند. حفظ را خطوط بین زوایا ایزومتری، یک .۲ −۴۷ لم

آن، توسط مثلث هر محصول پس می کند، حفظ را خطوط قبل، لم طبق و فاصله ها ایزومتری یک چون اثبات.
خطی دو بین زاویه ای اگر اما می کند. حفظ نیز را مثلث این زوایای قطعا پس بود. خواهد متجانس مثلث یک
دو هر روی نقطه یک و خط دو این تلاقی نقطه  انتخاب با می توانیم بگیریم، نظر در کرده اند قطع را یکدیگر که
می شوند، حفظ ایزومتری ها توسط مثلث یک زوایا چون زیر، شکل طبق دهیم. تشکیل را مثلث یک رئوس خط،

شود. حفظ باید نیز خط دو بین زاویه نتیجه در



۲۰

دوخط، بین زاویه شدن حفظ چپ، سمت شکل در و خطی نقاط از نمایی راست، سمت شکل در :۲ −۱۴ شکل
است. شده داده نشان

می شود. مشخص غیرخطی نقطه سه هر روی بر خود عمل نحوه توسط ،σ ایزومتری یک .۲ −۴۸ لم

توسط می کنند، تولید نقطه سه این که مثلثی نتیجه بگیریم، نظر در را c و b ،a غیرخطی نقطه سه اگر اثبات.
صفحه از x مانند نقطه یک اگر بود. خواهد σ(c) و σ(b) ،σ(a) رئوس با آن با متجانس مثلث ایزومتری، یک
یکسانی فاصله باید σ(x) پس داشت. خواهد نقطه دو هر از d(x, b) و d(x, a) ثابت فاصله بگیریم، نظر در را
ها آن از یکی فقط که هستند ویژگی چنین دارای صفحه در نقطه دو حداکثر، اما باشد داشته σ(b) و σ(a) با
مشخص غیرخطی نقطه سه هر روی بر خود عمل نحوه توسط σ پس داشت. خواهد σ(c) تا را موردنظر فاصله

می شود.

با ایزومتری آن باشد، واضح ما برای مستقیم) یا (غیرمستقیم ایزومتری ماهیت که صورتی در .۲ −۴۹ نتیجه
شد. خواهد مشخص صفحه از نقطه دو هر بر خود عمل نحوه

است. بازتاب سه یا دو یک، صفر، نتیجه اقلیدسی، صفحه از ایزومتری هر .۲ −۵۰ لم

خود عمل نحوه با ایزومتری یک می دانیم قبل، لم طبق باشد. صفحه از ایزومتری یک σ می کنیم فرض اثبات.
،σ(p۱) = q۱ و باشند غیرخطی P۳ و p۲ ،p۱ نقطه سه کنیم فرض می شود. مشخص غیرخطی نقطه سه روی بر
و q۲ ،q۱ رئوس با Q مثلث به ،P۳ و p۲ ،p۱ رئوس با را W مثلث σ پس باشند. σ(p۳) = q۳ و σ(p۲) = q۲

دست به زیر مراحل طی را σ بود. خواهد همانی ایزومتری بازتاب، صفر نتیجه که باشید داشته توجه می برد. q۳

q۱ و p۱ نقطه دو بین فرضی پاره خط عمودمنصف L۱ خط و p۱ 6= q۱ می کنیم فرض اول مرحله در می آوریم.
FL۱ اعمال با که مثلثی .FL۱(p۱) = q۱ که می گیریم نظر در L۱ خط به نسبت بازتاب را FL۱ سپس باشد.
فرض دوم مرحله در بود. خواهند مشترک هم با رأس یک در Q و W ′ می نامیم. W ′ را می آید دست به W به
باشد. q۲ و FL۱(p۲) نقطه دو بین فرضی پاره خط عمودمنصف L۲ خط شکل، طبق و FL۱(p۲) 6= q۲ می کنیم
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چون کنید توجه . می برد q۲ به را FL۱(p۲) ، FL۲ که می گیریم نظر در L۲ خط به نسبت بازتاب را FL۲ سپس
خواهد قرار L۲ خط روی q۱ پس است عمودمنصف L۲ و دارند یکسانی فاصله q۱ به نسبت q۲ و FL۱(p۲)

W ′′ می نامیم. W ′′ را می آید دست به W ′ بر FL۲ اعمال با که مثلثی نمی کند. جابه جا را q۱ ، FL۲ پس داشت.
L۳ خط و FL۲ ◦ FL۱(p۳) 6= q۳ می کنیم فرض آخر مرحله در بود. خواهند مشترک هم با رأس یک در Q و
در L۳ خط به نسبت بازتاب را FL۳ باشد.سپس q۳ و FL۲ ◦FL۱(p۳) نقطه دو بین فرضی پاره خط عمودمنصف
پس داشت. خواهد قرار L۳ خط روی q۲ و q۱ ، شکل طبق می برد. q۳ به را FL۲ ◦ FL۱(p۳) که می گیریم نظر
حصول صورت در که کنید توجه .σ = FL۳ ◦ FL۲ ◦ FL۱ ،۱ −۱۰ لم طبق نمی کند. جابه جا را نقاط این FL۳

بود. خواهد بازتاب سه یا دو یک، صفر، نتیجه σ پس است. حذف قابل مراحل از کدام هر دلخواه، نتیجه

بپردازیم. می شوند، تولید بازتاب توسط که ایزومتری هایی انواع به می توانیم موضوع، این دانستن با حال

یگدیگر بازتاب خطوط اگر و می دهد نتیجه را انتقال بازتاب، دو باشند، موازی بازتاب خطوط اگر .۲ −۵۱ لم
می دهد. نتیجه را دوران بازتاب، دو باشند، کرده قطع را

دو بود. خواهد مستقیم ایزومتری نیز بازتاب دو نتیجه است، مستقیم ایزومتری یک بازتاب هر چون اثبات.
فاصله w و باشند موازی بازتاب خط دو L۲ و L۱ می کنیم فرض اول، حالت در می گیریم: نظر در را زیر حالت
عمودمنصف که می گیریم نظر در L۲ خط روی را c نقطه و L۱ خط روی b و a نقطه دو باشد. خط دو این بین
b و a نقاط می کنیم. بازتاب L۱ خط به نسبت را نقاط همه حال .d(a, c) = w و می گذرد a نقطه از L۲ خط
نسبت نقطه سه این بازتاب با سپس می شود. جابه جا چپ سمت به ۲w اندازه به c نقطه ولی نمی شوند جابه جا
اندازه با نقاط همه پس می شود. جابه جا راست سمت به ۴w اندازه به c نقطه و ۲w اندازه به b و a ،L۲ خط به
مشخص غیرخطی نقطه سه روی بر خود عمل نحوه با ایزومتری یک چون و می شوند جابه جا راست سمت به ۲w

بود. خواهد ۲w اندازه به انتقال با σ = FL۲ ◦ FL۱ می شود،
زاویه ،θ زاویه و آن ها تقاطع نقطه p باشند. متقاطع بازتاب خط دو L۲ و L۱ می کنیم فرض دوم، حالت در
در L۲ و L۱ خط روی ترتیب به ،p از غیر به را b و a نقاط زیر، شکل طبق می گیریم. نظر در را L۲ و L۱ بین
می یابد. دوران −۲θ زاویه با b ولی نمی کند پیدا دوران a ،L۱ خط به نسبت نقاط همه بازتاب با می گیریم. نظر
که می کند پیدا دوران شکل طبق ۴θ زاویه با b و ۲θ زاویه با a نقطه ،L۲ خط به نسبت نقاط بازتاب با سپس
b ،a نقاط توسط شده تعریف مثلث ،σ = FL۲ ◦FL۱ پس است. کرده پیدا دوران ۲θ اندازه به b نقطه نهایت در
غیرخطی نقطه سه بر خود عمل نحوه با ایزومتری یک چون و می کند پیدا دوران ۲θ زاویه با و p نقطه حول p و

بود. خواهد دوران ،σ پس می شود، معین

دوران، هر و است |v⃗|
۲ فاصله با v⃗ جهت بردار بر عمود بازتاب خطوط با بازتاب دو از ترکیبی انتقال، هر پس

است. θ
۲ زاویه با p نقطه از گذرنده بازتاب خطوط با بازتاب دو از ترکیبی
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بود. خواهد لغزه یا بازتاب بازتاب، سه نتیجه .۲ −۵۲ لم

باشد. بازتاب ها نتیجه σ و باشند مشترک p نقطه در که می گیریم نظر در را L۳ و L۲ ،L۱ بازتاب خطوط اثبات.
در L۲ و L۱ بازتاب خط دو بین زاویه θ که است ۲θ زاویه با دورانی بازتاب، دو نتیجه می دانیم قبل،  لم طبق
خطوط باشد، θ زاویه با p نقطه حول صفحه در خط دو هر بازتاب نتیجه می تواند دوران چون می شود. گرفته نظر
θ آن ها بین زاویه مشترک، p نقطه در نیز خط دو این که طوری به می کنیم جایگذاری L′

۲ و L′
۱ با را L۲ و L۱

بازتابی σ = FL۳ ◦ FL۲ ◦ FL۱ = FL۳ ◦ FL۳ ◦ FL′
۱
= I ◦ FL′

۱
= FL′

۱
زیر، شکل طبق پس .L′

۲ = L۳ و
نکنند. قطع را یکدیگر نقطه ای، هیچ در L۳ و L۲ ،L۱ خطوط می کنیم فرض حال بود. خواهد L′

۱ خط به نسبت

اندازه با انتقالی ،L۲ و L۱ خط دو بازتاب نتیجه می دانیم قبل، لم طبق باشند، موازی یکدیگر با خطوط این اگر
هر بازتاب نتیجه می تواند انتقال که جایی آن از است. شده گرفته نظر در خط دو این بین فاصله w که است ۲w
خط دو این که طوری به می کنیم جایگذاری L′

۲ و L′
۱ با را L۲ و L۱ خطوط باشد، w اندازه با صفحه در خط دو

عبارت به .σ = FL۳ ◦FL۲ ◦FL۱ = FL۳ ◦FL۳ ◦FL′
۱
= I ◦FL′

۱
= FL′

۱
پس .L′

۲ = L۳ و w فاصله دارای
را یکدیگر دوبه دو و نباشند موازی خط سه این کنیم فرض حال داشت. خواهیم L′

۱ خط به نسبت بازتابی دیگر،

و بود خواهد p۱۲ مشترک نقطه حول دورانی ،L۲ و L۱ خطوط به نسبت بازتاب دو نتیجه می دانیم کنند. قطع
بود. خواهند دوران نیز، باشند مشترک p۱۲ در که دیگری خط دو هر پس نیست خطوط به وابسته دوران چون
نتیجه حال می کنیم. جایگذاری باشد، عمود L۳ بر L′

۲ که طوری به ،L′
۲ و L′

۱ با را L۲ و L۱ شکل طبق پس
وابسته خطوط به دوران چون بود. خواهد p۲′۳ نقطه حول درجه ۱۸۰ زاویه با دورانی ،L۳ و L′

۲ خط بازتاب
بگذرند p۲′۳ نقطه از و هستند عمود هم به نسبت که می دهیم قرار L۳ و L′

۲ جای به را L′′
۳ و L′′

۲ بار این نیست،
جهت در است انتقالی آن ها بازتاب نتیجه هستند، موازی L′′

۲ و L′
۱ چون باشد. عمود L′

۱ بر L′′
۲ که طوری به
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که زمانی برای را موضوع این می توان مشابه، طور به بود. خواهد لغزه سوم، بازتاب نتیجه . L′′
۳ خط با موازی

کرد. اثبات نیز باشند موازی خط سه این از خط دو

بازتاب یا انتقال یا دوران یا همانی غیر ایزومتری های همه که می شود نتیجه بالا لم های از (۱ −۴۵ (قضیه اثبات.
بود. خواهند لغزه یا و

غیرمستقیم یا مستقیم اینکه و ثابت نقاط مجموعه از اطلاع با را ایزومتری نوع می توانیم باشید داشته توجه
باشد، ثابت نقطه یک که صورتی در است. همانی ایزومتری باشند، ثابت نقاط همه اگر بدهیم. نشان است،
که صورتی در بود. خواهد بازتاب ایزومتری نوع باشیم، داشته ثابت نقاط از خطی اگر و دوران ایزومتری نوع
لغزه نوع از باشد، غیرمستقیم ایزومتری اگر و دوران نوع از مستقیم، ایزومتری اگر نباشد، ثابت نقطه ای هیچ

بود. خواهد
کنیم. استفاده زیر نتیجه اثبات برای دسته بندی این از می توانیم حال

بود. خواهد ترکیب دوتایی عمل با گروه یک صفحه، در ایزومتری ها همه مجموعه .۲ −۵۳ نتیجه

شرکت پذیری خاصیت دارای دوتایی عمل این و است دیگری ایزومتری ایزومتری، دو ترکیب وضوح به اثبات.
وارون T−v⃗ انتقال هر برای می کند. عمل گروه در خنثی عضو عنوان به همانی، ایزومتری هم چنین بود. خواهد
بازتاب خود بازتاب هر وارون و Gv⃗,p وارون G−v⃗,p لغزه هر برای ،Rθ,p وارون R−θ,p دوران هر برای ،Tv⃗

بود. خواهد

کاشی در تقارن ها ۸ .۰ .۲

می کنند. ایفا کاشی کاری نظریه در حیاتی نقش تقارن ها

تقارن برمی گرداند، خودش روی بر را Q که σ ایزومتری باشیم، داشته صفحه از را Q شکل اگر .۲ −۵۴ تعریف
می شود. نامیده Q
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ترکیب که کنید توجه هم چنین بود. خواهد صفحه از شکلی هر برای تقارن یک همانی ایزومتری وضوح، به
وارون از استفاده با آن وارون تقارن، هر برای و داد خواهد نتیجه را Q از دیگری تقارن ،Q شکل از تقارن دو
متقارن گروه آن به که می دهند گروه یک تشکیل Q شکل تقارن های مجموعه پس می آید. دست به ایزومتری آن
می کنیم استفاده S(Q) متقارن گروه از بیشتر مبحث این در می دهیم. نمایش S(Q) با را آن و می گوییم Q شکل

است. کاشی یک Q شکل آن در که
به ۲π

۵ , ۴π
۵ , ۶π

۵ , ۸π
۵ زوایای با مرکزی نقطه حول دوران ار تقارن ها بگیریم، نظر در را زیر شکل کاشی اگر

شده اند. ظاهر Rn
۲π
۵ ,p

صورت به n = ۰,۱,۲,۳,۴ هر ازای به ایزومتری ها همه دیگر، عبارت به می آید؛ دست
می شوند. تولید R ۲π

۵ ,p دوران با که می گوییم ۵ مرتبه از دوری گروه ایزومتری ها، خاص گروه این به

گروه را می شوند تولید R ۲π
۵ ,p دوران توسط که ایزومتری هایی گروه ،n ≥ ۱ صحیح عدد هر برای .۲ −۵۵ تعریف

می دهیم. نشان Cn با و گوییم n مرتبه از دوری۲۲

دووجهی و دوری تقارن های :۲ −۱۵ شکل

بود. خواهد C۱ گروه است، I همانی ایزومتری شامل فقط که همانی گروه
متقارن ها گروه از زیرگروه یک C۴ دوری گروه بگیریم، نظر در شکل طبق را مربع یک اگر دیگر طرفی از
می توانیم هم چنین داشت. خواهیم هم قطری و افقی عمودی ، جهت در بازتاب هایی شکل طبق اما بود. خواهد
خط به نسبت بعد و باشیم داشته دوران پادساعتگرد جهت در π

۲ اندازه به اول یعنی کنیم؛ ترکیب را تقارن ها این
نقطه هم و باشد غیرمستقیم هم باید می دهد نتیجه که ایزومتری کنید، توجه کنیم. بازتاب را شکل L۱ بازتاب
نحوه اگر بود. خواهد بازتاب ایزومتری این قطعا پس نیست شرایط این حائز لغزه چون نگهدارد. ثابت را مرکزی
شمال جهت در L۴ خط به نسبت بازتاب یک که دید خواهیم بگیریم، نظر در (۱,۰) برنقطه را ایزومتری عمل
بازتاب چهار و همانی) ایزومتری آن ها از (یکی دوران چهار گردایه پس داشت. خواهیم شرقی جنوب و غربی
می دهیم. نشان D۴ با و می گوییم ۸ مرتبه از دووجهی گروه آن به که می دهند مربع تقارن های از گروه یک تشکیل

n orⅾer if group ⅽyⅽⅼiⅽ۲۲
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بازتاب هایی و i = ۰,۱, · · · , n − ۱ هر برای Ri
۲π
n
,p

دوران شامل که تقارن ها از گروهی به .۲ −۵۶ تعریف
آن و می نامیم ۲n مرتبه از دو وجهی۲۳ گروه بگذرند، p مرکزی نقطه از که باشد برابر فاصله با خط n به نسبت

کنیم. تعریف منظم n‑ضلعی از متقارن گروه با هم ارز را گروه این می توانیم می دهیم. نشان Dn با را

بازتاب ها بقیه و کنیم تولید را Dn خط، یک به نسبت FL بازتاب و R ۲π
n
,p دوران با تنها می توانیم ما واقع در

خط یک به نسبت بازتاب و همانی ایزومتری با ایزومتری دو از گروه یک باشیم. داشته را Ri
۲π
n
,p
◦ FL فرم به

بود. خواهد متناظر
Cn شکل به متقارن گروه که کنید توجه هستند. صفحه در اشیاء تقارن  برای خوبی مثال چرخ ها شکل، طبق

رسید. خواهیم نتیجه این به زیر لم از استفاده با که بود خواهد Dn یا

هستند. Dn و Cn نگه می دارند، ثابت را p مرکزی نقطه که صفحه از ایزومتری ها متناهی گروه های تنها .۲ −۵۷ لم

را باشند مستقیم G در ایزومتری ها همه که اولی حالت باشد. خواصی چنین با گروهی G کنید فرض اثبات.
حول دورانی ایزومتری ها این همه پس نگه نمی دارد ثابت را p مرکزی نقطه انتقال که آنجایی از می گیریم.  نظر در
هر که می کنیم ادعا می گیریم. نظر در G گروه از عضو هر برای دوران زاویه کوچکترین را ϕ بود. خواهند p نقطه
که داشت خواهیم را G از Rα,p دوران آنگاه نباشد چنین که می کنیم فرض باشد. Ri

ϕ,p فرم به باید G از عضو
j یک باید پس .α 6= iϕ ،i = ۰,۱, · · · , n − ۱ هر برای پس نباشد. Ri

ϕ,p از توانی i صحیح عدد هر برای
دوران یک Rα,p ◦R−jϕ,p ولی .jϕ < α < (j + ۱)ϕ ،j = ۰,۱, · · · , n− ۱ هر برای که باشد داشته وجود
همه و است تناقض در دوران زاویه کوچکترین عنوان به ϕ فرض با پس بود. خواهد G در ϕ از کوچکتر زاویه با
باشد داشته وجود n یک باید است، متناهی گروه این که آنجایی از بود. خواهند Ri

ϕ,p فرم به G گروه عضو های
بود. خواهد G دوری گروه Cn تعریف، طبق و ϕ = ۲π

n
پس .Rn

ϕ,p = R۰,p = I که
ثابت را نقطه ای هیچ لغزه ها که آنجایی از باشند. غیرمستقیم G در ایزومتری ها همه که کنید فرض حال
گروه از غیرهمانی عضو تنها بازتاب این اگر باشد. داشته وجود FL بازتاب یک حداقل باید پس نگه نمی دارند،
که کنید توجه باشد. G در دوران ها همه از مجموعه یک H کنید فرض بود. خواهد D۱ شکل به گروه این باشد،
به را FL بازتاب تک اگر حال بود. خواهد Cn دوری گروه کردیم، اثبات که چیزی طبق و G از زیرگروه یک H
یک باید ندهد، پوشش را G تمام زیرگروه این اگر داد. خواهد نتیجه را G از Dn زیرگروه کنیم، اضافه گروه این
دوران یک FL′ ◦FL داشتیم، که لمی طبق ولی نگیرد قرار Dn در که باشد داشته وجود FL′ مانند دیگری بازتاب
FL′ = Ri

۲π
n
,p
◦FL نتیجه در .FL′ ◦FL = Ri

۲π
n
,p

،i هر برای پس دارند. قرار Cn در دوران ها همه و بود خواهد
بود. خواهد تناقض در ما فرض با و بود خواهد Dn از عضوی یک یعنی این که

استفاده با ابتدا در اما کنیم مشخص را کاشی  ها متناهی متقارن گروه های برای امکانات تمام می خواهیم حال
بود. خواهد چه دیگری، از پس یکی دوران، چند ترکیب که می پردازیم سوال این به زیر لم از

ⅾiheⅾeraⅼ group of orⅾer n۲۲۳
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حول دوران یک σ = Rθ,p ◦ Rϕ,q ◦ R−θ,p آنگاه p 6= q که باشند دوران هایی Rϕ,q و Rθ,p اگر .۲ −۵۸ لم
بود. خواهد ϕ زاویه با s = Rθ,p(q) نقطه

مستقیم نیز σ هستند، مستقیم ایزومتری دوران ها که آنجایی از باشد. q و p بین فاصله d می کنیم فرض اثبات.
در s بر را σ عمل نحوه زیر، شکل طبق بود. خواهد کافی دونقطه روی بر σ عمل نحوه نتیجه در و بود خواهد
s ،σ دیگر، عبارت به σ(s) = Rθ,p ◦ Rϕ,q ◦ R−θ,p(s) = Rθ,p ◦ Rϕ,q(q) = Rθ,p(q) = s می گیریم؛ نظر
می گیریم؛ نظر در p بر را σ عمل نحوه حال همانی. ایزومتری یا است دوران یک یا σ پس نگه می دارد. ثابت را
دوران ϕ زاویه با q حول را p نقطه Rϕ,q شکل، طبق σ(p) = Rθ,p ◦ Rϕ,q ◦ R−θ,p(p) = Rθ,p ◦ Rϕ,q(p)

با s حول دورانی p که نقطه ای به را Rϕ,q(p) نتیجه در و می دهد دوران s به را q نقطه Rθ,p سپس می دهد.
بود. خواهد ϕ زاویه با s نقطه حول دوران یک σ پس می دهد. دوران باشد، ϕ زاویه

به کاشی ها که آنجایی از هرچند، دارد، کاشی ها متقارن گروه های کردن مشخص در بسیاری کاربرد لم این
زیر قضیه اثبات به بود، خواهند نیز کراندار) و (بسته فشرده نتیجتاً که هستند دیسک توپولوژیک، صورت

می پردازیم.

به S(Q) متقارن گروه آنگاه باشد صفحه در متناهی متقارن گروه با فشرده مجموعه یک Q اگر .۲ −۵۹ قضیه
بود. خواهد Dn یا Cn ،n ≥ ۱ هر ازای

تنها پس ندارد. وجود گروه، کردن نامتناهی دلیل به ،S(Q) در لغزه  ای و انتقال هیچ کنید، توجه اثبات.
نشان و می گیریم نظر در را دوران ها ابتدا در بود. خواهند بازتاب ها و دوران ها S(Q) در ممکن ایزومتری های
نباشد چنین که می کنیم فرض هستند. مشترک می شوند، حفظ که نقاطی در S(Q) در دوران ها همه می دهیم
R ۲π

n
,s دورانی تقارن به دوران دو این ترکیب با قبل، لم طبق .p 6= q که باشند دورانی دو R ۲π

m
,q و R ۲π

n
,p و

فرض با که بود خواهد انتقال یک شکل، طبق R ۲π
n
,s ◦ R ۲π

n
,p تقارن ولی s = R ۲π

n
,p(q) 6= p که یابیم دست

،۵۷ −۱ لم طبق و بود خواهند مشترک می شوند، حفظ که نقاطی در دوران ها همه نتیجه در است. تنقاض در
مرکز یک اگر می گیریم. نظر در را بازتاب ها حال می کند. تولید را n مرتبه از Cn دوری گروه n ≥ ۱ هر برای
دارد، وجود دوران مرکز دو صورت، این غیر در زیرا کند، عبور آن از باید بازتابی هر باشد، داشته وجود دوران
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خطوط بودن متقاطع که آنجایی از باشیم، نداشته دورانی هیچ اگر کنیم. می ایجاد را Dn دوـوجهی گروه بنابراین
انتقال یک خطوطی چنین ولی باشند موازی صورت به خطوط باید بازتابی هر می دهد، نتیجه را دوران بازتاب،
وجود بازتاب یک حداکثر نتیجه در می کنیم. خودداری آن از گروه بودن متناهی دلیل به ما که می دهد نتیجه را

می کند. تولید را D۱ گروه که دارد

به دیسک یک Q اگر که باشید داشته توجه اما است. گرفته نظر در را متناهی تقارن گروه یک ما بحث کل
از ناشمارا گردایه یک ما نتیجه، در بود. خواهد Q از تقارن یک زاویه ای هر با دوران یک آنگاه باشد p مرکز
از تقارن یک p نقطه از گذرنده بازتابی خط هر با بازتاب هر مشابه، طور به داشت. خواهیم S(Q) در دوران ها
و گوییم نامتناهی ناشمارای مرتبه از دوـوجهی گروه باشد، تقارن هایی چنین دارای که گروهی به بود. خواهد Q

می دهیم. نشان D∞ با را آن

کاشی کاری ها در تقارن ها ۹ .۰ .۲

نظر در نیز را کاشی کاری  ها تقارن می خواهیم حال و است چرخیده کاشی ها تقارن حول ما بحث محور الان تا
بگیریم.

τ کاشی کاری از کاشی هر که است صفحه از σ ایزومتری ،τ ۲۴ کاشی کاری یک از تقارن یک .۲ −۶۰ تعریف
می دهیم. نشان S(τ) با را کاشی کاری متقارن گروه می برد. τ از متجانس کاشی یک به را

هر برای می دهند. گروه تشکیل ،Q شکل متقارن گروه مشابه τ کاشی کاری از S(τ) تقارن های مجموعه
می کند. عمل گروه یک از عضو هر وارون مانند تقارن وارون گروه، در تقارن

tiⅼing of syⅿⅿetry۲۴
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بازتاب ها انتقال ها، دوران ها، جمله از متفاوتی تقارن های زیر، شکل در تک وجهی کاشی کاری مثال، برای
با متناظر اگر که است شده داده نشان کوچکی مثلث های با ۳ مرتبه از دوران مرکزهای است. دارا را لغزه ها و
باشد، C۳ متقارن زیرگروه با متناظر اگر و توپر مثلث ها این می کند، حفظ را نقطه که باشد D۳ متقارن زیرگروه
با و نقطه چین قرمز خطوط با لغزه ها و علامت بدون قرمز خطوط با بازتاب ها است. شده داده نشان توخالی

است. شده داده نشان خطوط این روی فلش
خوش رفتاری دادن نشان با را کار این کنیم. بررسی را کاشی کاری ها متقارن گروه های امکانات می خواهیم

می کنیم. آغاز آن ها

تحت p تصاویر همه مجموعه ،p ۲۵ مدار باشیم، داشته را p نقطه و ایزومتری ها از H مجموعه اگر .۲ −۶۱ تعریف
orbH(p) = {σ(p)|σ ∈ H} دیگر عبارت به می دهیم؛ نشان orbH(p) با را آن که است H در ایزومتری ها

نظر در زیر، شکل در را است p نقطه و کاشی کاری متقارن گروه در انتقال ها شامل که H زیرگروه ،مثلا
می دهیم نشان کاشی کاری ها، متقارن گروه های برای بود. خواهد کاشی هر در p نقطه شامل orbH(τ) بگیرید.

باشند. داشته حدی نقاط نمی توانند مدار ها که

نقاط دارای p ∈ E۲ هر ازای به orbH(p) اگر است گسسته H مانند ایزومتری ها مجموعه یک .۲ −۶۲ تعریف
نباشد. حدی

گسسته آنگاه بگیریم نظر در H = {R ۲π
n
,p : n = ۱,۲, · · · } را ایزومتری ها مجموعه اگر مثال، برای

میل p به که است نقاطی دارای orbH(p) آنگاه بگیریم نظر در را p = (۱,۰) نقطه اگر شکل طبق بود. نخواهد
گسسته ،J = {T v⃗

n
|n = ۱,۲, . . .} گردایه آنگاه باشد 〈۱,۰〉 بردار v⃗ کنیم فرض اگر مشابه طور به می کنند.

است. orbJ(p) برای حدی نقطه یک p چون بود نخواهد

هر ازای به نگه می دارد، ثابت را p مانند نقطه ای که τ کاشی کاری یک تقارن های زیرگروه .۲ −۶۳ لم
بود. خواهد Dn یا Cn ،n = ۱,۲, · · ·

orbit۲۵
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Cn نگه می دارند، ثابت را p مرکزی نقطه که صفحه از متناهی گروه های تنها کردیم، اثبات قبلا که لمی طبق اثبات.
به نیستند. نامتناهی نگه می دارند ثابت را p نقطه که تقارن هایی مجموعه دهیم نشان است کافی هستند، Dn و
ایزومتری هایی تنها که جایی آن از باشد. داشته وجود تقارن ها این از نامتناهی تعداد که می کنیم فرض خلف برهان
هستند، می گذرد p از که خطی به نسبت بازتاب ها و p نقطه به نسبت دوران ها نگه می دارند، ثابت را p نقطه که
دوران نامتناهی بازتاب، نامتناهی اما بود خواهد نامتناهی مجموعه دو این از یکی کبوتری لانه اصل طبق
ثابت را p نقطه کدام هر که دارند وجود R۱, R۲, . . . دوران نامتناهی کنیم فرض می توانیم پس می کند. تولید
کاشی کاری برای اولیه مجموعه ρ کنید فرض می گیریم. نظر در مختصات مبدأ را p نقطه راحتی، برای نگه می دارند.
بگیرید. نظر در را ۳dρ شعاع و صفر مرکز به D دیسک باشد. ρ در اولیه کاشی هر برای قطر ماکسیمم dρ و τ

چون باشد. T ∩C در نقطه یک q و می کند قطع را C = ∂D دایره که باشد کاشی ای T کنید فرض شکل، طبق
که باشد مبدأ از بردار یک R کنید فرض حال باشد. مبدأ شامل نمی تواند داشت،  نخواهد dρ از بیشتر قطری T
حداقل فاصله با R نقاط همه و است q از dρ فاصله به T در نقطه هر که جایی آن از می کند. عبور −q نقطه از
نقاط همه که باشند داشته وجود باید ϕ۲ و ϕ۱ زوایای نتیجه، در نمی کند. قطع را R ،T کاشی هستند، q از ۳dρ
دوران هر آنگاه نباشد T شامل کوچک تری زاویه بازه هیچ و باشند [ϕ۱, ϕ۲] زوایای بازه در زاویه دارای T در
ولی می شود جابه جا جدیدی کاشی روی بر T نتیجه در و می هد تغییر را زاویه بازه ،T روی بر متقارنی غیرهمانی

است. تناقض در مسئله فرض با این که کرد خواهد قطع را کاشی نامتناهی D دیسک صورت این در

T کاشی با متناظر زوایای بازه :۲ −۱۶ شکل

خوش رفتار معقولی طور به کاشی کاری ها متقارن گروه های که کنیم اثبات می توانیم لم، این از استفاده با
هستند.
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است. گسسته ،τ کاشی کاری یک از S(τ) متقارن گروه .۲ −۶۴ قضیه

برای نباشد. گسسته S(τ) که طوری به دارد وجود τ کاشی کاری یک پس نباشد. چنین که می کنیم فرض اثبات.
نقاط از دنباله نامتناهی تعداد باید نتیجه در می باشد. q حدی نقطه دارای orbS(τ)(p) مدار p مانند نقطه یک
کاشی یک T کنید فرض می کند. میل q به که باشد داشته وجود orbS(τ)(p) مدار در (σ۱(p), σ۲(p), · · · )

به و نقاط همه شامل باید q مرکز به D باز ϵ‑دیسک می کنیم. انتخاب را ϵ > ۰ ثابت عدد باشد. p شامل
که کاشی هایی متناهی تعداد از یکی به را T باید σi ،σi(p) مثل نقطه هر برای و باشد آن ها از متناهی تعداد
T ،σi تقارن های نامتناهی تعداد که دارد وجود Q کاشی کبوتری، لانه اصل طبق بفرستد. می کنند قطع را D

که جایی آن از می فرستد. Q به را T که باشد زیردنباله ای (σ′
۱, σ

′
۲, . . .) کنید فرض پس می فرستد. Q به را

که تقارن ها از دنباله ای با را زیردنباله این می خواهیم بگیرد. قرار Q در باید هم q هستند، بسته کاشی ها همه
در فرستاد. خواهد T به را Q ،σ′−۱

۱ پس می فرستد. Q به را T ،σ′
۱ ولی کنیم جابه جا می فرستد، Q به را Q

این .γi = σ′
i ◦ σ′−۱

۱ آن در که می کنیم جایگزین (γ۱, γ۲, · · · ) با را (σ′
۱, σ

′
۲, · · · ) تقارن های دنباله نتیجه،

باید تقارنی چنین ولی می فرستند Q به را Q کدام هر که است متمایز تقارن های از نامتناهی مجموعه یک دنباله
کبوتری، لانه اصل طبق دارد، وجود رئوس این از جایگشت  متناهی تعداد چون کند. جایگشت را Q رأس های
موجود رأس دو حداقل چون داشت. خواهند خود رئوس روی بر را عمل همین هم تقارن ها از نامتناهی تعداد
(دو نقطه دو حداقل در که دارد وجود تقارن نامتناهی تعداد غیرمستقیم، یا است مستقیم یا تقارن هر و می باشد
(غیرمستقیم ایزومتری ماهیت اگر چون هستند. غیرمستقیم همه یا و مستقیم همه یا که هستند مشترک رأس)
شد، خواهد مشخص صفحه از نقطه دو هر بر خود عمل نحوه با ایزومتری آن باشد، واضح ما برای مستقیم) یا

بود. خواهد مجموعه بودن نامتناهی با تناقض در که باشند یکسان باید تقارن ها این همه

،σ اگر بفرستد. کاشی یک به را T باید τ از σ تقارن هر باشد. τ کاشی کاری از کاشی یک T کنید فرض
یک به لزوما S(T ) در T از تقارن هر چند هر بود خواهد T از تقارن یک σ آنگاه برگرداند خودش روی بر را T
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زیرگروه یک برمی گرداند، خودش روی بر را T که τ تقارن های پس نمی کند. پیدا گسترش τ کاشی کاری از تقارن
می کند. تولید T تقارن های گروه همه از

را T کاشی که است τ تقارن های شامل S(τ) از زیرگروهی ،τ در T از ۲۶ تثبیت کننده زیرگروه .۲ −۶۵ تعریف
می دهیم. نشان S(τ |T ) با را آن و برمی گرداند خود روی بر

تقارن یک همچنین که است S(T ) = D۴ متقارن گروه دارای T کاشی هر مربع، کاشی کاری در مثال، برای
برای که می شود دیده کاشی کاری ای زیر، شکل در S(τ |T ) = D۴ پس بود. خواهد نیز کاشی کاری همه برای
کاشی کاری تقارن به تقارن این چند هر دارد. بازتابی تقارن یک کاشی این چون ،S(T ) = D۱ ،T کاشی هر

است. همانی گروه یک S(τ |T ) پس نمی کند، پیدا گسترش

می شوند. شناسایی کاشی کاری تقارن های با کاشی ها کدام که می پردازیم این به حال

باشد داشته وجود S(τ) در σ تقارن یک اگر هستند هم ارز τ کاشی کاری از T۲ و T۱ کاشی دو .۲ −۶۶ تعریف
گوییم. T ۲۷ تعدی کلاس را هستند T کاشی با هم ارز که کاشی ها همه مجموعه .σ(T۱) = T۲ که

هستند. هم ارز یکدیگر با کاشی ها همه و هستند تعدی کلاس یک دارای منظم کاشی کاری های مثال، برای
است. ویژگی ای چنین دارای نیز بالا شکل در موجود کاشی کاری

کاشی کاری یک اگر گوییم. متعدی کاشی‑ یا هم وجهی تعدی، کلاس یک تنها دارای کاشی  کاری به .۲ −۶۷ تعریف
داشت. خواهد نام k ‑هم وجهی باشد، تعدی کلاس k دارای

کاشی کاری ها از بسیار ولی بود خواهد نیز تک وجهی باشد، هم وجهی کاشی کاری یک اگر باشید، داشته توجه
تک وجهی ها از کمیاب تر هم وجهی کاشی کاری های همچنین، نیستند. هم وجهی اما تک وجهی اند، زیر شکل مانند

transivity class۲۷ stabilizer subgroup۲۶
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نیستند. طبقه بندی دارای تک وجهی ها اما شده اند طبقه بندی نوع ۸۱ در که طوری به هستند

نیست) هم وجهی −k ،k هیچ برای برای واقع در ) نیست هم وجهی که تک وجهی کاشی کاری یک :۲ −۱۷ شکل

مستطیل تک دارای کاشی کاری این است. هم ۲‑هم وجهی درواقع است. تک وجهی نیز زیر شکل کاشی کاری
تولید مربع هایی از استفاده با کاشی کاری این است. آن عرض برابر سه آن طول که است اولیه کاشی عنوان به
یک به جدید مربع کاشی های این جایگزینی با بعد و شده اند تشکیل شکل مستطیل کاشی سه از که است شده 
کاشی های است. آمده وجود به جدید مربع  هر درجه ای ۹۰ دوران با که یافته ایم دست منظم مربع کاشی کاری
و می دهند تعدی کلاس یک تشکیل شده اند، داده نشان زرد رنگ با مربع کاشی هر وسط در که شکل مستطیل

می گیرند. قرار دوم تعدی کلاس یک در بنفش های مستطیل
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مطرح را ریاضیات مسائل مهم ترین از عدد ۲۳ معروف فهرست که هیلبرت دیوید میلادی، ۱۹۰۰ سال در
فضای در تک وجهی کاشی کاری یک که دارد وجود کاشی ای آیا اینکه بر مبنی کاشی کاری حوزه در سوالی بود، کرده
باور این بر او می گوییم. غیر هم وجهی کاشی این به نباشند. هم وجهی یک هیچ که طوری به کند تولید بعدی سه
صفحه در کاشی ای چنین هیش میلادی، ۱۹۳۵ سال در اما ندارد وجود کاشی ای چنین بعدی دو فضای در که بود
در نیز زرد و قرمز کاشی های و یکسان تعدی کلاس در سبز و آبی کاشی های زیر، شکل کاشی کاری در یافت.

باشد. ۲‑هم وجهی کاشی کاری، می شوند باعث که دارند قرار دیگری یکسان تعدی کلاس های

کاشی کاری هشت تا است شده طراحی نحوی به که می کنید مشاهده را دندان اره ای کاشی زیر، شکل در
ردیف این از دوم کپی می دهیم، تشکیل را کاشی ها این اول ردیف ما که زمانی دهد. نشان را هم وجهی متمایز
باشد، هم وجهی کاشی کاری می خواهیم چون حال، بچسبد. اول ردیف زیر در مختلف حالت هشت به می تواند
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کاشی های به تا می دهد اجازه ما به دندان اره ای کاشی تعداد هر پس می شود. تحمیل بعدی ردیف های حضور
جای به می توانیم کنیم. تولید هم وجهی کاشی کاری n دقیقا مثبت صحیح عدد n هر برای که یابیم دست اولیه ای

بگیریم. نظر در را یال ها و رئوس تعدی کلاس کاشی ها، تعدی کلاس

وجود S(τ) از σ تقارن ،τ از v۲ و v۱ رأس جفت هر برای اگر است ۲۸ هم رأس ،τ کاشی کاری .۲ −۶۸ تعریف
داشت. خواهد وجود رئوس از تعدی کلاس یک تنها دیگر، عبارت به .σ(v۱) = v۲ که طوری به باشد داشته

به باشد داشته وجود S(τ) از σ تقارن ،τ از e۲ و e۱ یال جفت هر برای اگر است ۲۹ هم یال ،τ کاشی کاری
داشت. خواهد وجود یال ها از تعدی کلاس یک تنها دیگر، عبارت به .σ(e۱) = e۲ که طوری

با رأس هر است. هم یال هم و هم رأس هم که می کنیم مشاهده را دو وجهی کاشی کاری یک ،۹ .۰ .۲ شکل در
نیز یال ها برای شرایط همین و گوشه ها) از (صرف نظر است هم ارز کاشی کاری از تقارنی وسیله به دیگر رئوس
تعدی کلاس یک در نگرفتن قرار آن ادامه در و کاشی ها از متمایز شکل دو وجود دلیل به چند، هر می کند. صدق
است. هم رأس نه و هم یال نه ،۹ .۰ .۲ شکل کاشی کاری دیگر، طرف از بود. نخواهد هم وجهی کاشی کاری یکسان،

است. توجه قابل ما برای نیز رأس یک نزدیک مکانی ساختار هم چنین
isotoxaⅼ۲۹ isogonaⅼ۲۸
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که یال هایی و v۱ رأس اجتماع ،v۲ و v۱ رأس دو هر برای اگر است متشابه رأس τ کاشی کاری .۲ −۶۹ تعریف
باشد. متجانس هستند، متصل رأس این به که یال هایی و v۲ رأس با هستند متصل آن به

برای نمی آید. دست به کاشی کاری تقارن  طریق از تجانس این اخیر، تعاریف برخلاف باشید، داشته توجه
نمی باشد. هم وجه و هم یال هم رأس، ولی است متشابه رأس ،۹ .۰ .۲ شکل در موجود کاشی کاری مثال،

می آید. وجود به پرچم  ها مفهوم به توجه با تعدی از قوی تر تفسیر یک

یال یک ،(Vertex) رأس یک شامل که است (V , E , T) سه گانه پرچم، یک ،τ کاشی کاری در .۲ −۷۰ تعریف
اگر است منظم τ کاشی کاری باشد. یال این شامل که است (Tile) کاشی یک و و رأس این شامل که (Edge)
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پس شود. فرستاده دیگر پرچمی به کاشی کاری از تقارن یک توسط می تواند پرچمی هر یعنی باشد؛ پرچم‑متعدی
ببرد. دوم پرچم کاشی و یال رأس، به را اول پرچم کاشی و یال رأس، باید تقارن این

چنین راست سمت شکل در ولی می برد دیگری پرچم به را پرچمی که دارد وجود تقارنی چپ، سمت شکل در
منظم کاشی کاری اصلی تعریف با منظم کاشی کاری از تعریف این است، معلوم که همانطور ندارد. وجود تقارنی

ندارد. مغایرتی صفحه، در

کاشی کاری ها از امکان پذیر متقارن ۲. ۰. ۱۰ گروه های

گروه های برای شرایط این هستند. محدود کاشی ها از متقارن گروه های کردیم، مشاهده قبلی بخش در که همانطور
را کاشی کاری ها از امکان پذیر متقارن گروه های تمام داریم قصد ما و می کند صدق نیر کاشی کاری ها از متقارن

کنیم. ترسیم
گروه های دانستن سبب در آن ها شد. مطرح شیمیدان ها توسط متقارن گروه های تعیین مسئله ابتدا، در
در مهمی مسئله به کریستالوگرافی، گروه های از طبقه بندی این بودند. بعدی سه بلور های از امکان پذیر متقارن

شد. تبدیل ریاضیات
گروه های آن به ادامه در که بعدی دو کریستالوگرافی گروه فیودورو، یوگراف میلادی، ۱۸۹۱ سال در
قبل فیودورو است. موجود کاغذ دیواری گروه نوع ۱۷ دقیقا که کرد اثبات و کرد معین را می گوییم کاغذ دیواری
کریستالوگرافی گروه ۲۳۰ وجود بعدی، سه فضای در بلور ها روی بر موضوع این بودن اجرا قابل دلیل به این، از

کرد. اثبات را
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وجود ابعاد همه در کریستالوگرافی گروه های متناهی تعداد آیا اینکه بر مبنی سوالی هیلبرت، فهرست در
کریستالوگرافی گروه ۴۷۸۳ بعدی، چهار فضای در کامپیوتر کمک با ،۱۹۷۳ سال در که گردید مطرح نیز دارند
گروه ۲۸۹۲۷۹۲۲ بعدی، شش فضای در ،۲۰۱۲ سال در و ۲۲۲۰۱۸ بعدی پنج فضای در ،۲۰۰۰ سال در و

است. شده یافت نمایش قابل کریستالوگرافی
تقارن هایی برای نمادی ابتدا در می کنیم. کار بعدی دو فضای در موجود گروه های با تنها بخش این در ما
دو گانه، دوران های مرکز تنها ما باشید داشته توجه فراهم می کنیم. می دهند، رخ صفحه از کاشی کاری ای در که
می کنند. کفایت انتقالی تقارن هر برای که دید خواهیم ادامه در و می کنیم فهرست را شش گانه و چهار گانه سه گانه،

روی که است نمادهایی از مجموعه یک τ کاشی کاری از S(τ) متقارن گروه برای نما گروه یک .۲ −۷۱ تعریف
می دهد. نشان را S(τ) تقارن های که می شوند ظاهر کاشی کاری

s تقارن نماد یک اگر شود. حفظ باید کاشی کاری از تقارنی هر توسط τ کاشی کاری از نما گروه کنید، توجه
نقطه پس است، ایزومتری یک چون و می فرستد τ به را τ ،σ تقارن آنگاه باشیم داشته صفحه در p نقطه در

بود. خواهد نیز یکسان تقارن نماد های دارای نتیجه در و باشد داشته یکسان تقارن های باید σ(p) حاصل

هم نهشت نمای گروه τ۲ و τ۱ کاشی کاری های از S(τ۲ و S(τ۱) متقارن گروه های نماهای گروه .۲ −۷۲ تعریف
نما گروه دو که زمانی ببرد. τ۲ نما گروه به را τ۱ نما گروه که باشد داشته وجود آفین تبدیل یک اگر هستند

می باشند. تقارن نوع یک از کاشی کاری دو این می گوییم باشند، هم نهشت

باشد. شده تولید امکان پذیر انتقال یک دنبال به که است خطی تبدیل یک آفین، تبدیل یک از منظور
توسط q = (x′, y′) به را p = (x, y) نقطه که بنویسیم گونه ای به را تبدیلی چنین می توانیم

باشد. ad− bc 6= ۰ آن دترمینان و بفرستد

x′

y′

 =

a b

c d

x

y

+

e

f


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نمایی گروه به را نما گروه هر آفین، تبدیل یک توسط که می شود مشاهده کاشی کاری سه ،۱۰ .۰ .۲ شکل در
را اول کاشی کاری از شده ای فشرده شکل واقع در دوم به اول کاشی کاری از آفین تبدیل مثال، برای می برد. دیگر
باشید، داشته توجه هستند. ایزومورفیک پس ندارد، وجود گروه نما سه بین تمایزی اساساٌ چون و می دهد ارائه

ببرد. دیگر نمایی گروه به را نمایی گروه تنها است کافی آفین تبدیل
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S(τ) برای را حالت سه هستیم. کاشی کاری ها متقارن گروه های از امکان پذیر نماهای گروه  ترسیم آماده حال
هست انتقال شامل S(τ) دوم، حالت در ندارد. وجود S(τ) در انتقالی هیچ گونه اول، حالت در می گیریم. نظر در
غیرموازی انتقال های شامل S(τ) است، حالت مهم ترین که سوم حالت در و هستند موازی انتقال ها این ولی

بود. خواهد

انتقالی تقارن فاقد متقارن گروه های

هر ازای به کاشی کاری از متقارن گروه آنگاه باشد نداشته وجود S(τ) در انتقالی هیچ اگر .۲ −۷۳ لم
باشد. Dn یا Cn باید ،n = ۱,۲, . . .

فشرده مجموعه یک از متناهی متقارن گروه آن، طبق که است (1-59) قضیه اثبات مشابه اثبات این اثبات.
مانند دوران مرکز یک از بیشتر اگر کردیم، مشاهده که چیزی طبق .Dn یا است Cn صورت به یا صفحه یک در
انتقال چون و باشیم داشته انتقال یک تا داریم نیاز دیگری از پس یکی دوران دو اعمال با باشد، داشته وجود p

را p نقطه که بازتاب خط یک این، بر علاوه می رسیم. تناقض به شود نامتناهی متقارن گروه که می شود باعث
مرکز از بازتاب خطوط همه که بگیریم نظر در را حالتی باید نتیجه، در می دهد. نتیجه را دومی دوران نکند، قطع
به نگه می دارد، ثابت را p مانند نقطه ای که τ کاشی کاری یک تقارن های زیرگروه ، لم طبق و بگذرند p دوران

بود. خواهد Dn یا Cn ،n = ۱,۲, . . . هر ازای

موازی انتقالی تقارن شامل متقارن گروه های

گروه هستند، موازی همگی که انتقالی تقارن های شامل کاشی کاری یک از متقارن گروه یک به .۲ −۷۴ تعریف
می گوییم. ۳۰ فریز

به منحصر کاشی کاری این دارد. وجود ،۱۰ .۰ .۲ شکل در تقارنی گروه چنین با کاشی کاری یک از مثال یک
است. افقی جهت در انتقالی تقارن های شامل فقط فرد

frieze۳۰
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امکان پذیر متقارن گروه های که است جهت این از می گویند فریز گروه های متقارن، گروه های این به که علتی
می شوند. ظاهر بنا یک بالای در حاشیه ای صورت به بیشتر ،۲ −۱۸ شکل مانند که هستند فریز الگو های از

بنای روی فریز الگو های :۲ −۱۹ شکل
تاریخی

فریز الگو های :۲ −۱۸ شکل

جهت از θ زاویه با طول اندازه همان به انتقال یک ،θ زاویه با غیرهمانی دوران و انتقال یک ترکیب .۲ −۷۵ لم
بود. خواهد انتقال اصلی

σ = Rθ,p ◦ Tv⃗ ◦R−θ,p می دهیم نشان باشد. غیرهمانی دوران یک Rθ,p و انتقال یک Tv⃗ کنید فرض اثبات.
شکل مانند کنید فرض بگذرد. v⃗ جهت در p از که باشد خطی L۱ کنید فرض باشد. مبدأ از θ زاویه با انتقالی
نقطه روی بر را σ عمل می فرستد. L۲ به را L۱ ،Rθ,p صورت این در باشد. L۱ از θ زاویه با خطی L۲ زیر،
L۱ روی بر را p نقطه ،|v⃗| فاصله به Tv⃗ بعد ولی نمی شود p جابه جایی باعث R−θ,p دوران می گیریم. نظر در p
روی بر نقطه ای q کنید فرض می فرستد. p از |v⃗| فاصله به L۲ روی بر نقطه ای به را آن Rθ,p سپس و می لغزاند
روی بر p از |v⃗| اندازه به را q نقطه R−θ,p باشد. گرفته قرار p نقطه دیگر طرف از |v⃗| فاصله به که باشد L۲

در .σ(q) = p پس نمی کند. جابه جایش Rθ,p و می لغزاند L۱ روی p سمت به |v⃗| اندازه به Tv⃗ می فرستد، L۱

v⃗ دوران از که می کند ایفا نقش برداری جهت در انتقال یک شکل به که است مستقیم ایزومتری یک σ نتیجه،
.σ = Rθ,p ◦ Tv⃗ ◦R−θ,p پس می آید. دست به θ زاویه با
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لم طبق باشند، موازی باید انتقال ها همه چون می کنیم. بررسی را فریز گروه های برای ممکن احتمالات حال
نگه می دارند، ثابت را نقطه یک که زیرگروه هایی تنها پس باشیم. داشته نباید π از غیر به زاویه با دورانی هیچ قبل،
حرکت جهت بر عمود یا باشد موازی یا انتقال حرکت جهت با باید بازتاب خط هر هستند. D۲ یا D۱ و C۲

داشته وجود حرکت جهت با موازی بازتاب خط یک تنها باید هم چنین نکند. تولید غیرموازی انتقال تا باشد
به بگیرد. قرار درست جهت در است، انتقال یک که آن، مربع تا باشد حرکت جهت در باید نیز لغزه هر باشد.
غیر یکسان جهت در انتقالی آن نتیجه می شود باعث چون نباشد موازی لغزه که کرد حاصل اطمینان باید علاوه،

بگیرد. قرار حرکت جهت با موازی خطی روی بر باید نیز دوران ها مرکز همه شود.

در را انتقال ها بقیه آن توان های که دارد وجود انتقالی کوتاه ترین می دانیم است، گسسته متقارن گروه هر چون
راستای در بازتاب یک داشت: خواهد وجود انتخاب چهار فریز، گروه هر برای پس می کند. تولید متقارن، گروه
واقع دوران هایی مرکز به نسبت دوران دو و عمودی راستای در بازتاب ها افقی، جهت در لغزه یک افقی، خط
می آید. دست به ممکن فریز گروه هفت ،۲ −۲۰ شکل طبق وقوع، قابل ترکیب های گرفتن نظر در با افقی. خطی بر

اعمال باعث که است شده تکرار شده اند کپی هم کنار که عمودی ای نوار های در الگو این حالت ها، همه در
شکل از است، شکلی چه به نوار یک در موجود کاشی کاری بدانیم ما اگر می شود. عمودی نوار یک بر انتقال ها

بود. خواهیم مطلع صفحه تمام در کاشی کاری
به قادر ولی می کند شناسایی راست مرز از را نوار چپ مرز متقارن، گروه های از تولید شونده انتقال های
راست مرز به را نوار چپ مرز ،۱۰ .۰ .۲ شکل طبق می توانیم بود. نخواهند نوار دیگر نقاط از یک هیچ شناسایی

کنیم. پیدا دست نامتناهی افقی سیلندر یک به تا بچسبانیم آن



۴۲

ممکن فریز گروه هفت :۲ −۲۰ شکل
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غیرموازی انتقالی تقارن شامل متقارن گروه های

انتقال دو حداقل دارای آن تقارن گروه اگر است ۳۱ تناوبی کاشی کاری یک τ کاشی کاری یک .۲ −۷۶ تعریف
باشد. غیرموازی

که جایی آن از آنگاه باشد S(τ) در انتقال ها همه از گردایه ای F کنید فرض ،τ تناوبی کاشی کاری یک در
یک F آنگاه است، تقارن یک نیز که بود خواهد T−v⃗ انتقال Tv⃗ انتقال وارون و انتقال یک انتقال دو ترکیب

بود. خواهد S(τ) از زیرگروه

مدار می گیریم. نظر در را مختصات مبدأ ما راحتی، برای کنید. انتخاب را صفحه از نقطه یک .۲ −۷۷ تعریف
می نامیم. F با متناظر شبکه۳۲ را F تحت ، ۰ از orb(۰)F

شده داده نشان متساوی الاضلاع و مربع کاشی کاری انتقالی تقارن های با متناظر شبکه ،۱۰ .۰ .۲ شکل در
است.

Ⅼattiⅽe۳۲ tiⅼing perioⅾiⅽ۳۱
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در ممکن متناوب متوازی الاضلاع های با متساوی الاضلاع مثلث های و واحد مربع های شبکه های :۲ −۲۱ شکل
قرمز رنگ

و کنیم انتخاب می کنند، تولید را F انتقال های از زیرگروه همه که را Tw⃗ و Tv⃗ غیرموازی انتقال دو می توانیم
مثال، برای .Tm

v⃗ ◦ T n
v⃗ = Tmv⃗ + Tnw⃗ که باشید داشته توجه بنویسیم. را F = {Tm

v⃗ ◦ T n
v⃗ : n,m ∈ Z}

وجود دلیل نیست. موازی Tv⃗ با که باشد انتقالی کوتاه ترین نیز Tw⃗ و انتقال کوتاه ترین Tv⃗ می کنیم فرض ما
کوتاه ترین متقارن، گرو های از بعضی برای که باشید داشته توجه است. گسسته متقارن گروه انتقال، کوتاه ترین

بود. خواهد موجود تولیدکننده ها برای بیشتری انتخاب های و غیرموازی انتقال های

متناوب متوازی الاضلاع بگیرید. نظر در می کنند تولید را F که Tw⃗ و Tv⃗ غیرموازی انتقال های .۲ −۷۸ تعریف
w⃗ و v⃗ توسط آمده پدید شبکه در موجود رأس های با w⃗ و v⃗ توسط آمده پدید متوازی الاضلاع را Pv⃗,w⃗ متناظر

می کنیم. تعریف

گردایه ای آن نتیجه می دهیم، انتقال متجانس کپی ها ایجاد برای F در موجود انتقال های با را Pv⃗,w⃗ وقتی
نتیجه در و Tw⃗ و Tv⃗ از متفاوت انتخاب های دارای شبکه هر است. صفحه متوازی الاضلاع های کاشی از
هر شکل، در می کند. کاشی F تحت را صفحه آن ها از یک هر که است متفاوت متناوب متواری الضلاع های
ناحیه در شبکه از نقطه یک شامل هیچ کدام و است یکسان مساحت دارای شده داده شبکه در متوازی الاضلاع

باشند. نمی توانند گوشه ها مگر مرز روی یا و داخلی

و کنیم مشخص را P نمای گروه است کافی کردیم، انتخاب را P متناوب متوازی الاضلاع یک که زمانی
برد. خواهند ارث به می شوند، ظاهر P در که نماد ها انتقال وسیله به را نماد ها کاشی کاری، بقیه

شکلی یک از بیرون سطح کنیم؛ تبدیل چنبره یک به را کاشی کاری می توانیم متناوب، کاشی کاری یک در
در است شده تولید Tw⃗ و Tv⃗ توسط که Pv⃗,w⃗ متناوب متوازی الاضلاع کار، این برای است. دونات به شبیه که
دایره سپس، شود. تبدیل سیلندر یک شکل به که می چسبانیم هم به Tv⃗ با را آن پایین و بالا یال و می گیریم نظر

می یابیم. دست چنبره یک به و می چسبانیم راست سمت مرزی دایره به را سیلندر چپ سمت مرزی
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نگه می دارند، ثابت را نقطه یک که S(τ) زیرگروه های است، تناوبی τ که زمانی کنیم اثبات می خواهیم حال
هستند. محدود بسیار

ازای به نگه می دارند، ثابت را نقطه ای که S(τ) از زیرگروه ها تنها باشد، متناوب τ اگر .۲ −۷۹ لم
هستند. Dn و Cn ،n = ۱,۲,۳,۴,۶

زاویه با دوران هایی آنگاه باشد موجود n ≥ ۷ برای Dn و Cn متقارن گروه با ثابت نقطه کنید فرض اثبات.
S(τ) چون می دانیم باشد. متقارن گروه از انتقال کوتاه ترین Tv⃗ کنید، فرض حال داشت. خواهیم ۲π

n
< ۶۰

انتقال قبل، لم طبق کنیم، ترکیب R ۲π
n
,p با را Tv⃗ اگر می باشد. دارا را انتقال ها کوتاه ترین پس است گسسته

از کوتاه تر که می دهد نتیجه را Tw⃗−v⃗ انتقال شکل، طبق است. v⃗ با ۲π
n

زاویه دارای w⃗ که می شود حاصل Tw⃗

طبق است. مینیمال طول با انتقال بردار v⃗ که می گیریم نظر در را n = ۵ حال است. تناقض در که است Tw⃗

سومی و اولی جمع اگر داشت. خواهیم آن ها بین ۲π
۵ = ۷۲ زاویه با p نقطه حول انتقال بردار پنج ما شکل،

تنها نتیجه، در بود. خواهد تناقض در که است کوتاه تر v⃗ از که می یابیم دست  انتقالی بردار به بگیریم، نظر در را
.n = ۱,۲,۳,۴,۶ برای ممکن مقادیر

هستند محدود نگه می دارند، ثابت را نقطه یک که ایزومتری هایی .زیرگروه :۲ −۲۲ شکل
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می دهد. رخ ترکیب ها از بعضی در تنها کاشی کاری برای ممکن مقادیر این همه که دید خواهیم ادامه در

دارد. وجود موازی غیر انتقال با کاری کاشی متقارن گروه ۱۷ .۲ −۸۰ قضیه

می پردازیم. اوربیفلد نمادگذاری  به قضیه این اثبات برای

می گوییم. کاغذ دیواری۳۳ گروه های تناوبی، کاشی کاری های از متقارن گروه  ۱۷ به .۲ −۸۱ تعریف

کاغذ دیواری گروه ۸ با کاشی کاری هایی از مثال هایی :۲ −۲۳ شکل

groups waⅼⅼpaper۳۳
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باقی مانده کاعذ دیواری گروه ۹ با کاشی کاری ها از مثال هایی :۲ −۲۴ شکل

کاشی کاری از بخش یک در آن نمای گروه و می شود مشاهده ممکن حالت های تمام ،۲ −۲۴ و ۲ −۲۳ شکل در
p۲ و p۱ کاغذ دیواری گروه دو اما است شده مطرح خاصی های مثال شکل، در چه اگر است. شده داده نشان
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واقع زوایای ما بقی، هستند. یال نسبی طول های و زاویه ها روی بر محدودیتی هیچ با متوازی الاضلاع ها دارای
حالتی در بود. خواهند ۱۲۰° یا ۶۰° یا قائمه زاویه همگی یا هستند؛ مشخص متوازی الاضلاع ها روی بر
محدودیت بدون عمودی و افقی یال های از نسبی طول های هستند، شکل مستطیل متوازی الاضلاع های که
یال های متقارن، گروه های این برای و ندارد وجود عمل آزادی شکل، مربع متوازی الاضلاع های در ولی هستند
کاغذ دیواری گروه ۱۷ می توانیم کنیم، دقت کمی اگر بمانند. باقی طول همان به باید متناوب متوازی الضلاع های
دیده اسپانیا در آلهامبرا کاخ کاشی های روی بر آن ها از بسیاری بیابیم. زینتی الگو های و کاشی کاری ها در

می شوند.

متقارن گروه های برای اوربیفلد نمادگذاری

بر پرانتز) (در دوم نماد است. IUCr از ملی نماد کاغذدیواری، گروه های در متقارن گروه هر برای اول نماد
گروه های هم و کاعذ دیواری متقارن گروه های برای هم اوربیفلد نمادگذاری است. اوربیفلد ها از قضیه ای اساس

می کند. صدق فریز متقارن
شناسایی تا متمایز دو وجهی مراکز و دوران مراکز ابتدا در کاغذ دیواری، گروه یک اوربیفلد نماد یافتن برای
شناسایی تقارن توسط دیگری دوران مرکز به دورانی مرکز اگر پس می کنیم. مشخص را متقارن گروه های توسط
برقرار نیز دو وجهی گروه های مراکز برای شرط همین می شود. شناسایی دوران مرکز یک عنوان به آنگاه شود
،◦ نماد سه از هم چنین می دهیم. نشان n صحیح عدد با را Dn دوران مرکز هم و Cn دوران مرکز هم ما است.
استفاده ∗ از باشد، موجود بازتابی اگر می دهد. نشان را انتقالی تقارن های دایره، کرد. خواهیم استفاده x و ∗

چپ سمت در کوچک به بزرگ از را دوران ها صحیح اعداد باشند، موجود دو وجهی و دوران مراکز اگر می کنیم.
مراکز این از یک هیچ اگر می کنیم. فهرست ∗ راست سمت در کوچک به بزرگ از را دو وجهی صحیح اعداد و ∗
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∗∗ از نشود، شناسایی اولی روی به تقارن ها توسط دومی که باشند موجود بازتاب خط دو ولی نباشد موجود
بدون را دوران مراکز و داشت نخواهند وجود نیز دو وجهی مراکز نباشد، بازتابی خط هیچ اگر می کنیم. استفاده
از بازتابی خط توسط که جدیدی نقطه یک به را نقطه هر که باشد موجود لغزه ای اگر می دهیم. تشان علامتی هیچ
دوران مرکز هیچ اگر و می دهیم قرار اوربیفلد نماد گذاری فهرست انتهای در را x ببرد، باشد نشده جدا اول نقطه
xx از باشد، نشده شناسایی تقارن ها توسط دیگری لغزه روی به که باشد موجود لغزه ای ولی نباشد دو وجهی ای و

می کنیم. استفاده
می دهیم. نسبت مشخصی گویای ارزش یک نمادگذاری، در نماد هر برای

تنها است لازم هستند، ۶ و ۴،۳،۲ مرتبه با گروه کاغذ دیواری یک در ممکن دوران های تنها که از آن جایی
بگیریم. نظر در را زیر جدول ارزش های

بود خواهد متناظر انتقال ها با اقلیدسی صفحه از متقارن گروه یک با اوربیفلد نمادگذاری یک .۲ −۸۲ قضیه
شود. ۲ آن نماد های ارزش های جمع اگر تنها و اگر

.۱ + ۳
۸ + ۳

۸ + ۱
۴ = ۲ دارای ∗۴۴۲ گروه مثال برای

گروه در نقطه بالاترین عنوان به را ∞+ نقطه کنیم. اضافه دیگر نماد یک است کافی فریز، گروه های برای
شده تعریف yها منفی محور روی بر نما گروه در نقطه پایین ترین عنوان به را ∞− و yها مثبت محور روی بر نما
روی به π انداره به دوران یک یا افقی خط یک به نسبت لغزه یا بازتاب توسط که باشد موجود تقارنی اگر است.
را ∞ نقاط باشند، عمودی بازتاب خطوط اگر بود. خواهند هم ارز ∞− و ∞+ نقطه دو آنگاه شود شناسایی خود
می شود. n−۱

۲n = ∞−۱
۲∞ = ۱

۲ مقدار با بی نهایت در دو وجهی نقطه دو یا یک تولید باعث این و کرد خواهند قطع
n−۱
n

= ∞−۱
∞ = ۱ ارزش با دوران نقاط عنوان به را بی نهایت در نقاط آنگاه باشیم نداشته عمودی بارتاب اگر

و می گیریم نظر در نماد یک را ∞ شوند، شناسایی تقارن یک عنوان به ∞− و ∞+ اگر می گیریم. نظر در
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در ∞ نماد یک حداقل دارای فریز گروه هر که باشید داشته توجه می دهیم. نشان ∞∞ با نشوند شناسایی اگر
است. خود اوربیفلد نمادگذاری

کاشی کاری؟ تعداد چه ۱۱ .۰ .۲

این می آید پیش که اساسی ای سوال آنگاه باشیم، داشته خاص اولیه مجموعه یک اگر شد، ذکر قبلا که همانطور
چه که کنیم می مطرح نیز را مرتبط سوال این ما بخش، این در خیر. یا می پذیرد را کاشی کاری ای آیا که است

کند. ایجاد می تواند غیر هم ارز کاشی کاری تعداد

استفاده اولیه کاشی های همه از که خاص کاشی کاری یک اگر است تک شکلی ρ اولیه مجموعه .۲ −۸۳ تعریف
اولیه کاشی های همه از که غیرهم ارز کاشی کاری r دقیقا اگر است r‑شکلی  اولیه مجموعه کند. تولید را می کند

کند. تولید را می کند استفاده

می کنیم. مشاهده را تک شکلی کاشی ها از انواعی ،۲ −۲۵ شکل در

تک شکلی کاشی های :۲ −۲۵ شکل

غیر در چون باشد یال به یال باید می شود تولید منظم شش ضلعی از که کاشی کاری ای ،۲ −۲۵(a) شکل در
دارای شش ضلعی گوشه های که صورتی در داشت خواهد π

۳ زاویه به نیاز که شد خواهد تولید رأسی صورت، این



۵۱

بچسبانیم. هم به یال به یال را آن ها می توانیم حالت یک در تنها شش ضلعی ها، تقارن طبق هستند. ۲π
۳ زاویه

می دهد. نتیجه را منظم شش ضلعی کاشی کاری که داشت خواهد وجود کاشی ساخت برای راه یک تنها نتیجه در
کاشی کاری هایی از بسیاری می توانند چون نیستند تک شکلی متساوی الاضلاع مثلث و مربع که باشید داشته توجه

کنند. تولید را نیستند یال به یال که
بی نهایت، کاشی کاری ایجاد از جلوگیری برای می شود. مشاهده یافته ای تغییر مربع ،۲ −۲۵(b) شکل در
تنها حالا می شود. نامحدب ضلعی بیست  یک ایجاد باعث که است شده اضافه یال هر به زیگ زاگ طرح یک
بحث در کاشی یال های شکل تغییر بود. خواهد موجود اولیه کاشی این با کاشی کاری یک تولید برای راه یک
یافته شکل تغییر که یالی با متساوی الاضلاع مثلث یک از طرحی شکل۳۷− ۲، در است. مفید بسیار کاشی کاری
جهت در ۶۰° زاویه با سپس و است شده کپی a آبی کمان توسط شده ایجاد شکل تغییر می شود. مشاهده است
c کمان توسط شده داده شکل تغییر شود. حاصل b شکل تغییر تا می شود داده دوران زرد رأس حول پادتقارن
نقطه که رنگ سبز نقطه در را مثلث یال که است معنا این به این است. شده انتخاب دورانی تقارن صورت به
طرح هایش در گرافیک، طراح اشر، م.س. برمی گرداند. خود روی به ۱۸۰° دوران با و می کند قطع است، میانی

است. گرفته کار به را روش این

می دهد. نتیجه را کاشی کاری یک کمان ها با متساوی الاضلاع مثلث یال های جایگزینی :۲ −۲۶ شکل

می توانیم است. درون و بیرون سمت به خمیده یال های با کاشی هایی دارای ،۲ −۲۵(ⅽ) شکل در موجود کاشی
که کاشی این از حاصل کاشی کاری که است واضح و بگیریم نظر در مربع شکل تغییریافته عنوان به را شکل این

داشت. خواهد وجود آن تولید برای راه یک تنها و بود خواهد یال به یال می کنیم، مشاهده شکل۲. ۰. ۱۱ در



۵۲

خمیده ضلع های با مربع اولیه کاشی توسط شده تولید فرد به منحصر کاشی کاری :۲ −۲۷ شکل

تولید برای راه یک تنها آن ها، پیچیده شکل بخاطر که هستند اولیه ای کاشی های (e)، (ⅾ)۲۵− ۲و شکل در
می شود. دیده ۱۱ .۰ .۲ و شکل های۲. ۰. ۱۱ در که بود خواهد موجود آن ها کاشی کاری

اسلامی طرح یک :۲ −۲۸ شکل



۵۳

مربع شکل یافته تغییر توسط شده تولید فرد به منحصر کاشی کاری :۲ −۲۹ شکل

است. ۳ −۲ شکل کاشی های شبیه واقع در ولی است عجیب ظاهر با کاشی های از یک ،۲ −۲۵(f)شکل
یک دارد، قرار B و A گوشه دو بین که کمانی ،۱۱ .۰ .۲ شکل  طبق است. شده تشکیل کمان ۶ از آن مرزهای
از است دورانی تقارن یک A و F و F و E ،D و C ،C و B بین کمان هر است. D و E بین کمان از انتقال
بدهیم دوران ۱۸۰° اندازه به را کمان می توانیم بگیریم، نظر در را انتهایی نقطه دو بین میانی نقطه اگر که جهت آن
با سپس و آن از کپی یک ایجاد و کمان ها مرکز حول کاشی ها دوران با می شود. منطبق خودش روی به کمان و
در شده ذکر محدودیت های مجموعه کنیم. تولید را اولیه کاشی این به مربوط کاشی کاری می توانیم انتقال اعمال
می شناخته کانوی معیار عنوان به و تولید کانوی جان توسط مرز دهنده تشکیل کمان شش اشکال روی بر بالا
دارای کمان ها همه که نیست نیازی کند، صدق نیز کاشی روی بر روند این اینکه برای باشید داشته توجه شود.
کمانی دو می توانیم می شوند، منطبق هم بر انتقال یک توسط نقطه جفت هر که جایی آن از باشند. غیرصفر طول
کمان چهار و شوند تبدیل نقاط به که کنیم فشرده جایی تا را می شوند منطبق یکدیگر روی بر انتقال وسیله به که
فشرده را هستند دورانی تقارن دارای که کمان چندین می توانیم یا و باشند دورانی تقارن دارای که بماند باقی
باشد. معتبر کاشی تا بمانند باقی باید کمان سه حداقل ولی بود خواهند دورانی تقارن دارای نیز نقاط چون کنیم
چون خاص، کاشی این در بود. خواهد درست ضلع ۶ یا ۵ ،۴ ،۳ دارای کاشی ها برای تنها کانوی معیار پس
مشخص کاملا کاشی کاری نیستند، متجانس  هستند یکدیگر از انتقالی که کمانی دو از غیر به کمان ها از هیچ کدام

است. تک شکلی کاشی این و



۵۴

است. شده استفاده کانوی معیار از که تک شکلی کاشی کاری یک :۲ −۳۰ شکل

هر که دلیل این به است، تک شکلی اگرچه می شود، نامیده یونانی صلیب که ۲ −۲۵(g) شکل کاشی
می کند تولید کاشی کاری دو اما است، یک ریخت خود از دیگری کاشی کاری هر با می کند تولید که کاشی کاری ای

داشت. خواهد احتیاج هم ارزی اثبات برای بازتاب به که

باشد. هم ارز دیگری با بازتابی توسط آن ها از یکی هرگاه گوییم پادهمسانه زوج کاشی دو به .۲ −۸۴ تعریف

نداشته وجود بازتاب حتی کاشی ها بقیه که حالی در می کند تولید پادهمسانه زوج یک یونانی، صلیب پس
می کنند. تولید فرد به منحصر کاشی کاری های باشد،



۵۵

یونانی صلیب کاشی اگر مثال برای دارد. وجود دوشکلی کاشی های آوردن دست به برای متنوعی روش های
بود. نخواهند هم ارز دیگر بودند پادهمسانه زوج که کاشی دو کنیم، کج کمی را

دوشکلی کاشی دو :۲ −۳۱ شکل

و هستند مشترک هم با چپ سمت بیرون زدگی رأس در نارنجی صلیب های چپ، سمت شکل در :۲ −۳۲ شکل
دارند. اشتراک هم با راست سمت بیرون زدگی رأس در راست، سمت شکل در رنگ پر نارنجی کاشی های

می کند، تولید ۱۱ .۰ .۲ شکل در که کاشی کاری هایی هرچند است دو شکلی ،۲ −۳۱(b) شکل کاشی کاری
هستند. متفاوت



۵۶

که یافتند r = ۱۰ تا r‑شکلی کاشی های از مثال هایی فونتن آن و مارتین جورج مقالات، از سری یک در
شکل به اولیه کاشی های تمام می کنیم. مشاهده r = ۲,۳,۴,۵,۶,۷,۸ برای کاشی هایی ،۲ −۳۳ شکل   در ما

است. شده داده حالت مربع کاشی کاری در مربع ها از اجتماعی

r‑شکلی کاشی های :۲ −۳۳ شکل

کاشی کاری ۱۱ از یکی ، ۲ −۳۴ شکل در که یافت را ۱۱‑شکلی کاشی یک مایرز جوزف ،۲۰۰۳ سال در
می کنیم. مشاهده را آن



۵۷

۱۱‑شکلی کاشی :۲ −۳۴ شکل

کاشی های همه از که بگیریم نظر در را کاشی کاری هایی فقط و باشیم داشته اولیه کاشی یک از بیشتر اگر
پنج ،۲ −۳۵ شکل در بیابیم. r‑شکلی اولیه های مجموعه r ≥ ۱ هر ازای به می توانیم آنگاه می کند استفاده اولیه
در که لوزی سه چسباندن با که دیگری و ۸π

۱۰ و ۲π
۱۰ زوایای با لوزی یکی که اولیه کاشی دو توسط که کاشی کاری

از باید r‑شکلی ها تعریف طبق که باشید داشته توجه شده اند. تولید می آید، وجود به هستند مشترک رأس یک
لوزی از تنها می توانیم ،۲ −۳۵ شکل در مثال برای صورت این غیر در چون شود استفاده اولیه کاشی های تمام

کنیم. استفاده کاشی کاری  بی نهایت تعداد تولید برای

کاشی دو اولیه مجموعه از متفاوت کاشی کاری پنج :۲ −۳۵ شکل

که آن جایی از می پذیرند. کاشی کاری بی نهایت ناشمارای که دیدیم را اولیه ای کاشی های از زیادی مثال های ما
قسمت و افقی خط هر در یال ها برش با را آن توسط شده تولید منظم کاشی کاری می توانیم مربع، اولیه کاشی با



۵۸

ویژگی با اولیه کاشی های از مثالی کاشی این بلغزانیم، بالایی قسمت به نسبت x فاصله با کاشی کاری پایینی
مثال هایی آیا که است این می آید وجود به که سؤالی حال بود. خواهد کاشی کاری بی نهایت ناشمارای پذیرفتن
کاشی های این به ما کنند؟ تولید کاشی کاری بی نهایت شمارای می توانند فقط که دارد وجود اولیه  کاشی های برای
n ≥ ۲ هر برای که داد نشان اشمیت پیتر ،۱۹۸۷ و ۱۹۸۶ سال در گوییم. σ‑شکلی اولیه کاشی های اولیه،
که کاشی دو از مجموعه ای یک ،۲ −۳۶ شکل در دارد. وجود هستند، σ‑شکلی که کاشی n از اولیه کاشی یک
ردیف در می بینیم. ۲ −۳۷ شکل در را می کنند تولید که کاشی کار هایی و می کنیم مشاهده را هستند σ‑شکلی
از شمارا دنباله یک آخر، ردیف در می شود. دیده غیرتناوبی کاشی کاری دو و شش ضلعی منظم کاشی کاری اول،
در موجود کاشی کاری سوم وصله می کنند. تولید فرد به منحصر کاشی کاری یک کدام هر که می بینیم را وصله ها

کرد. خواهند تولید را خود کاشی کاری های نیز بقیه مشابه طور به و تولید را راست سمت و بالا قسمت

تولیدمی کند بی نهایت شمارای کاشی کاری یک که کاشی دو از اولیه مجموعه یک :۲ −۳۶ شکل

اشمیت. اولیه کاشی های توسط شده تولید کاشی کاری :۲ −۳۷ شکل



۳ فصل

کاشی کاری انواع

با کاشی کاری ها از ما منظور می شوند. محدود خوش رفتار کاشی کاری های به کاشی کاری ها فصل، این در
می کند. محدود را ممکن حالت های انتخاب که است دیگر مختلف محدودیت های با و چندضلعی کاشی های اولیه

یکنواخت کاشی کاری های ۱ .۳

چندضلعی یک تنها و یال به یال فقط کاشی کاری اگر که می دانیم می گیریم. نظر در را منظم چندضلعی های ابتدا، در
متساوی الاضلاع، مثلث توسط که منظمی کاشی کاری سه به تنها باشد، شده انتخاب اولیه کاشی عنوان به منظم
خواهد اتفاقی چه کنیم استفاده اولیه کاشی یک از بیشتر اگر ولی یافت خواهیم دست منظم شش ضلعی و مربع

افتاد؟
می توان را منظم ضلعی n هر شکل، طبق داد. خواهیم نشان {n} با را منظم n‑ضلعی یک قسمت این در
است (n − ۲)π آن زوایای مجموع نتیجه، در کرد. تقسیم مثلث n − ۲ به نامرتب، قطر های کردن اضافه با
به زاویه یک باید است، برابر دیگر زاویه با زاویه هر چون و باشد برابر مثلث n− ۲ زوایای مجموع با باید که

باشد. داشته وجود گوشه هر در (n−۲)π
n

اندازه



۶۰ یکنواخت کاشی کاری های .۱ .۳

زوایای مجموع کنند، قطع v رأس در را یکدیگر رئوس که باشیم داشته ضلعی n۱, n۲, · · · , nr اگر
رأسی محدودیت معادله ،π بر تقسیم با نتیجه، در بود. خواهد ۲π گوشه هایشان

n۱ − ۲
n۱

+
n۲ − ۲
n۲

+ . . .
nr − ۲
nr

= ۲ (۱)

n۱, n۲, · · · , nr مثبت صحیح عدد هر برای ممکن انتخاب ۱۷ تنها کنید، دقت اگر داشت. خواهیم را
برای متفاوت راه دو انتخاب ها، این از عدد چهار برای کرد. خواهند صدق معادله این در که داشت خواهیم
داشت خواهد وجود رأس، آن در بازتاب گرفتن نظر در بدون مشخص، رأس حول متناظر چندضلعی جایگذاری

شد. خواهد تولید رأس آن در چندضلعی آن از الگو ۲۱ مجموع، در که

صدق رأسی محدودیت معادله در که است مثبت صحیح اعداد مجموعه رأس، یک از گونه یک .۳ −۱ تعریف
چندضلعی ها از ترتیبی یک انتخاب رأس، یک از تایپ یک می دهیم. نشان n۱, n۲, . . . , nr با را آن و می کنند
حول دوری ترتیب در مواجه چندضلعی های برای می کند. احاطه شده، داده گونه یک از را رأس یک که است

می دهیم. نشان n۱.n۲. . . . .nr با را آن ها تایپ ،{n۱}, {n۲}, . . . , {nr} رأس



۶۱ یکنواخت کاشی کاری های .۱ .۳

تنها که است ۶ .۶ .۶ و ۴ .۴ .۴ .۴ ،۳ .۳ .۳ .۳ .۳ .۳ منظم، کاشی کاری های برای رئوس تایپ های مثال، برای
می شود، ظاهر تایپ آن در که صحیح عدد یک تنها با رأس تایپ یک رئوس همه برای که هستند کاشی کاری هایی
تکرار رأسی تایپ یک در بار n تعداد به متوالی طور به که c صحیح عدد یک راحتی، برای داشت. خواهد وجود
می دهیم نشان ۶۳ و ۳۶,۴۴ با را منظم کاشی کاری های رئوس تایپ های پس می دهیم. نشان cn با را می شود
سپس و است اضلاع تعداد کم ترین دارای که می کنیم انتخاب را نماینده ای رأس، یک تایپ دادن نشان برای و
جای به ۳ · ۴ · ۶ · ۴ از مثال برای دارد. کمتری اضلاع تعداد آن همسایه که می کند انتخاب را حرکتی جهت
مراجعه ، شکل جدول به کامل فهرست دیدن برای می توانیم می کنیم. استفاده دیگر مثال های و ۴ · ۶ · ۴ · ۳
که همان طور می گیرند. قرار گروه یک در باشند، مرتبط مشابه گونه های با که زمانی تایپ ها که کنید توجه کنید.
کاشی کاری یک در رأس تایپ عنوان به نمی توانند باشند، a∗∗ و a∗ شامل رأسی که تایپ های می کنید، مشاهده

بگیرند. قرار
یک بازتاب گرفتن نظر در به توجه با رئوس تایپ های برای ممکن حالت های تمام تصویر ،۳ −۱ شکل در
طور به گونه یک از استفاده محدودیت که کنید تصور شاید می کنیم. مشاهده را مشابه رأس تایپ با تصویر
۳,۶,۳,۶ پنجم گونه های اگر ،۳ −۲ شکل طبق ولی می سازد محدود را ممکن کاشی کاری های تعداد چشمگیری
در که طوری به بلغزانیم را کاشی ها از ردیفی می توانیم آنگاه کنیم محدود را شش ضلعی دو و مثلث دو با متناظر
شش ضلعی ها یال های با مثلث ها یال های یا و دیگر مثلث های یال های با مثلث ها یال های یا مجاور ردیف های
طرف دو هر از دنباله ای دهیم، نشان ۱ با را دوم ممکن حالت و ۰ با را اول ممکن حالت اگر شود. جفت

بود. خواهد کاشی کاری ای چنین نشان دهنده که داشت خواهیم حالات این از نامتناهی



۶۲ یکنواخت کاشی کاری های .۱ .۳

رأسی تایپ های :۳ −۱ شکل



۶۳ یکنواخت کاشی کاری های .۱ .۳

شده مطرح کونه های از رئوسی با کاشی کاری بی نهایت تعداد :۳ −۲ شکل

شده مطرح کونه های از رئوسی با کاشی کاری بی نهایت تعداد از دیگر مثالی :۳ −۳ شکل

گوییم یکنواخت کاشی کاری منظم، چندضلعی های توسط شده تولید یال به یال کاشی کاری یک به .۳ −۲ تعریف
چنین می شود. گفته نیز منظم نیمه یا ارشمیدی کاشی کاری ها این به باشند. یکسان تایپ دارای رئوس همه اگر

می شود. داده نشان (a.b.c . . .) با ،a.b.c . . . تایپ از رئوس با کاشی کاری ای

بود. خواهد کاشی کاری بودن رأسی متشابه لزوم با هم ارز باشند یکسان تایپ دارای رئوس همه اینکه الزام
را آن برعکس و تجانس تا را آن بر واقع یال و رأس آن رأس، هر در منظم چندضلعی های از مرتب دوری مجموعه
آن از کلی، طور به هستند. منظم کاشی کاری های یکنواخت، کاشی کاری های از ساده مثال های می کند. مشخص
چندضلعی های از متناهی گردایه باید آن ها اولیه کاشی های هستند، یال به یال یکنواخت کاشی کاری های که جایی

می شوند. کمتر ممکن حالت های محدودیت ها، این با باشند. یکسان، یال های طول با همه منظم،

حالت یازده .۳ −۳ قضیه
(۳۶), (۳۴ · ۶), (۳۳ · ۴۲), (۳۲ · ۴ · ۳ · ۴), (۳ · ۴ · ۶ · ۴), (۳ · ۶ · ۳ · ۶), (۳ · ۱۲۲), (۴۴), (۴ · ۶ ·

۱۲), (۴ · ۸۲), (۶۳)

دارد. وجود یکنواخت کاشی کاری برای
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به منحصر شکل حالت ها این از کدام هر می شود. دیده شکل، در (۳۴ · ۶) از غیر به ممکن حالت های تمام
کاشیکاری جفت یک که دارد وجود بازتاب طریق از متناظر کاری کاشی دو ،(۳۴ ·۶) حالت در دارند. را خود فرد
یوهانس آلمانی، منجم و ریاضیدان توسط ابتدا در یکنواخت کاشی کاری های شمارش می کند. ایجاد را پادهمسانه

شد. منتشر میلادی ۱۶۱۹ سال در کپلر،

رأس یک با اگر که این  دادن نشان با را نمی کنند صدق قضیه حکم در که رئوس از تایپ ده ابتدا در اثبات.
می کنیم حذف بدهیم، گسترش را آن صفحه، از یکنواخت کاشی کاری یک به نمی توانیم کنیم، شروع تایپ آن از
تعداد با چندضلعی یک حول کاشی ها چیدمان نحوه است کافی هستند). a∗∗ و a∗ دارای جدول، در که (آن هایی
از رأس یک v۱ کنید فرض بگیرید. نظر در را ۱۲ .۴ .۳ .۳ رأسی تایپ مثال، برای بگیریم. نظر را فرد ضلع های
در باید که v۲ دوم رأس باشد. مشترک دوازده‑ضلعی با یال یک در که بگیرید نظر را T۱ مثلث باشد. شکل،
داشت خواهد اشتراک مربع یک و T۲ دیگر مثلث توسط پس باشند مشابه تایپ از باید باشند داشته اشتراک آن
که متمایز مثلث سه با T۱ از v۳ سوم رأس پس باشد. مشترک اول مثلث با یال یک در باید T۲ جدید مثلث ولی
منتاظر نیز دیگر عدد نه مشابه طور به و بود خواهد مشترک نباشد، ۱۲ .۴ .۳ .۳ تایپ از رأس آن می شود باعث

بود. نخواهد کاشی کاری ها با
نشان هنوز باید ولی می ماند باقی یکنواخت کاشی کاری های برای رأسی تایپ های از ممکن حالت یازده حال
کدام هر برای کاشی کاری ای ، شکل در چه اگر است. موجود آن ها از کدام هر برای کاشی کاری هایی که دهیم
دقیق ریاضی دید از ولی کنیم رسم را آن بتوانیم است ممکن چون نمی کنیم بسنده تصویر یک به اما می شود مشاهده
می کنند. کاشی را صفحه می دانیم که هستند منظمی کاشی کاری های (۶۳) و (۳۶), (۴۴) حالت های در نباشد.

می شود. حاصل اول مورد در مثلث ها آمیختن از سوم مورد و موازی خطوط مجموعه های از اول مورد دو
مثلث شش از مجموعه ای شامل که می آیند دست به (۳۶) از (۳ · ۶ · ۳ · ۶) و (۳۴ · ۶) کاشی کاری دو

هستند. معتبر کاشی کاری ها این وضوح به نتیجه در و است شش ضلعی یک تولید برای یکدیگر به چسبیده
به یکدیگر به که متساوی الاضلاع مثلث های از نوارهایی و مربع ها از نوارهایی با (۳۳ · ۴۲) کاشی کاری 
این و هستند (۴۴) و (۳۶) از زیرمجموعه ای نوارها این که است شده تولید هستند، چسبیده متوالی صورت
هر در و (۶۳) شش ضلعی کاشی کاری از شروع با (۳ · ۱۲۲) کاشی کاری برای بود. خواهد معتبر نیز  کاشی کاری
و شش ضلعی در v رأس از گذرنده یال سه بر واقع رأس سه با کوچک متساوی الاضلاع مثلث تولید با ،v رأس
برابر دقیقا آن ها یال طول که جایی تا می گسترانیم هم زمان طور به رئوس در را ویژگی ای چنین با مثلث ها سپس
دست کاشی کاری این به آن ها، رئوس بین و متساوی الاضلاع مثلث های از بیرون اصلی، کاشی کاری یال طول با

بود. خواهند معتبر نیز کاشی کاری ها مابقی که داد نشان می توان مشابه استدلال با می یابیم.

چندضلعی های شامل که کردیم تعریف کاشی کاری هایی از دسته آن را یکنواخت کاشی کاری های کنون تا ما
حال، این با باشد. رأسی متشابه که است این با هم ارز که باشد رئوس از تایپ یک شامل تنها که باشد منظمی
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رأس عبارتی به که می کند، برآورده نیز را آن هم  رأسی یعنی قوی تری شرایط آنها از یک هر واقع، در اینکه بررسی
منظم چندضلعی های توسط که یکنواختی کاشی کاری یک می توانستیم پس بود. خواهد مطرح نیز باشد متعدی

یابیم. دست کاشی کاری ها از مجموعه همان به و کنیم تعریف را باشند یال به یال هم رأس،

منظمی چندضلعی های از که باشد یالی به یال کاشی کاری اگر است k‑یکنواخت کاشی کاری یک .۳ −۴ تعریف
باشد. شده تولید باشند، رئوس از تعدی کلاس k دارای که

ولی باشد رأسی تایپ متمایز k تعداد دارای می تواند k‑یکنواخت کاشی کاری یک که باشید داشته توجه
ترتیب به رأسی تایپ متمایز k دادن قرار با را k‑یکنواخت کاشی کاری های باشد. نیز آن از کمتر شامل می تواند

می دهیم. نشان پرانتز یک در
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یکنواخت کاشی کاری های :۳ −۴ شکل
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۳ · ۳ · ۴ · ۱۲ تایپ وجود عدم :۳ −۵ شکل

دارد. وجود یال به یال ۲‑یکنواخت کاشی کاری بیست دقیقا .۳ −۵ قضیه

خواهد پیچیده تر کمی آن جزئیات ولی است یکنواخت کاشی کاری یازده وجود اثبات مشابه قضیه این اثبات
از رأس یک با متناظر توپر نقطه هر می شود. مشاهده ،۳ −۶ شکل در ۲‑یکنواخت کاشی کاری از نمونه ای بود.

می شود. دیده ۳‑یکنواخت کاشی کاری یک ،۳ −۷ شکل در و بود خواهد متعدی رأس کلاس هر

۲‑یکنواخت کاشی کاری :۳ −۶ شکل
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۳‑یکنواخت کاشی کاری :۳ −۷ شکل

شکل در بگیریم. نظر در را هستند متفاوت رأسی تایپ های دارای که کاشی کاری هایی می توانیم همچنین
می شود. دیده  رأسی تایپ ۱۴ با کاشی کاری ای ،۳ −۸

رأسی تایپ ۱۴ با کاشی کاری ای :۳ −۸ شکل

منظم رئوس دارای کاشی کاری های ۱ .۱ .۳

نظر در کاشی ای عنوان به را چندضلعی هر می توانیم منظم، چندضلعی کاشی های وجود الزام عوض در حال
باشد. داشته قرار کاشی روی بر متناسبی نحوه به رأس هر که بگیریم

زاویه و باشند مشترک رأس یک در یال n اگر است منظم τ چندضلعی کاشی کاری در رأس یک .۳ −۶ تعریف
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لاوس کاشی کاری باشند، منظم آن رئوس تمام که تک وجهی کاشی کاری یک به باشد. ۲π
n

مجاور یال های بین
می گوییم.

را ممکن لاوس کاشی کاری های تمام بخواهیم اگر باشد. یال به یال باید کاشی کاری ای چنین وضوح به
گوشه   r ،v۱, v۲, . . . , vr کنید فرض باشد. ‑ضلعی r یک که می گیریم نظر در را T اولیه کاشی کنیم، مشخص
شد، گفته که چه آن طبق باشد. ۲π

ni
باید vi در T زاویه آنگاه باشد کاشی کاری در viها ظرفیت ni و باشند T

در بود. خواهد π(r− ۲) آن گوشه های در زوایا جمع پس کرد. تقسیم مثلث r− ۲ به می توان را r‑ضلعی یک
نتیجه:

۲π
n۱

+
۲π
n۲

+ . . .+
۲π
nr

= π(r − ۲) (۲)

(− ۲
n۱

) + (− ۲
n۲

) + . . .+− ۲
nr

= −r + ۲ (۳)

(۱ − ۲
n۱

) + (۱ − ۲
n۲

) + . . .+ (۱ − ۲
nr

) = ۲ (۴)

(
n۱ − ۲
n۱

) + (
n۲ − ۲
n۲

) + . . .+ (
nr − ۲
nr

) = ۲ (۵)

که باشد تعجب آور است ممکن می شود. گفته ظرفیت محدودیت معادله آمده، دست به آخر معادله به که
ظرفیت معرف n۱, n۲, . . . , nr که تفاوت این با است رأسی محدودیت معادله به شبیه آمده دست به معادله
نیز ظرفیت محدودیت معادله برای دقیقا رأسی محدودیت برای راه حل ۱۷ مجموعه که کنید توجه است. رئوس

بود. خواهد نیز ۲۱ دوری مرتبه دارای مشابه طور به و می کند صدق

حالت یازده .۳ −۷ قضیه
[۳۶], [۳۴ ·۶], [۳۳ ·۴۲], [۳۲ ·۴ ·۳ ·۴], [۳ ·۴ ·۶ ·۴], [۳ ·۶ ·۳ ·۶], [۳ ·۱۲۲], [۴۴], [۴ ·۶ ·۱۲], [۴ ·۸۲], [۶۳]

دارد. وجود لاوس کاشی کاری های برای

فرم دو صورت به کاشی کاری یکنواخت، کاشی کاری های مانند می شود. دیده حالت یازده این ، شکل در
باید ابتدا در است. یکنواخت کاشی کاری های فرم  اثبات به شبیه قضیه این اثبات می شود. ایجاد پادهمسانه
حالات می دهیم نشان  و شوند حذف هستند، ستاره دار ، جدول در که چندضلعی هایی برای ظرفیت دنباله های
حالت یک عنوان به را ۳ · ۳ · ۶ · ۶ بخواهیم اگر مثال، برای هستند. مناسب کاشی کاری ها، از باقی مانده ممکن
،π۳ ،π۳ زاویه با دوری گوشه های با چندضلعی که دهیم نشان باید کنیم، حذف لاوس کاشی کاری های از ممکن
T۱ کاشی با ،۳ −۹ شکل در است. منظم آن رأس هر که شوند استفاده کاشی ای عنوان به نمی توانند ۲π

۳ و ۲π
۳

اولیه ای کاشی  حتی اگر کنید توجه می دهیم. قرار T۱ کاشی مجاورت در را T۲ کاشی ،A رأس در و کرده شروع
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راستای در T۱ و T۲ چسبیدن برای راه یک تنها آنگاه باشند یکسان طول دارای آن یال سه هر که کنیم انتخاب
در که بگیرد قرار نحوی به باید T۳ کاشی سپس دارد. وجود باشند، منظم رأس دو هر که طوری به عمودی یال

می شود. ایجاد تناقض درنتیجه و نیست منظم رأس یک C اما باشد منظم رئوس دارای B و A نقاط

لاوس کاشی کاری های :۳ −۹ شکل
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خصوص به هستند. آزادی درجه دو یا یک دارای لاوس کاشی کاری سه یکنواخت، کاشی کاری های برخلاف
ناشمارا کاشی کاری یک تا بکشیم جهت یک در را کاشی کاری ها می توانیم ،[۴۴] و [۳۳ · ۴۲] کاشی کاری های در
تا را یال ها از موازی متفاوت مجموعه دو طول می توانیم پارامتر، دو از استفاده با ،[۳۶] حالت در کنیم. تولید
،[۳ ·۱۲۲] لاوس کاشی کاری  در باشید، داشته توجه یابیم. دست بی نهایت ناشمارای کاشی  های به که بکشیم جایی

است. همسایه یک و بیست دارای کاشی هر

کنیم. تولید کاشی کاری بی نهایت می توانیم بکشیم، را ۳۳]،[۴۴]و[۳۶] · ۴۲] کاشی های طول اگر :۳ −۱۰ شکل

بین توازی بود. خواهند هم وجهی لاوس کاشی کاری های بودند، هم رأس که یکنواخت کاشی کاری های مانند
در می شود. نتیجه کاشی کاری  نوع دو این بین دوگانگی از و نیست اتفاقی یکنواخت و لاوس کاشی کاری های
نماینده ای ، شکل مانند هستند، متنوع پارامتر هایی دارای که [۳۶] و [۴۴]، [۳۳ ·۴۲] کاشی کاری های برای ابتدا،
می دهیم. قرار (n۱ · n۲ · · ·nr) کاشی کاری روی بر را [n۱ · n۲ · · ·nr] کاشی کاری سپس می کنیم. انتخاب
از خاص کاشی یک مرکز روی بر [n۱ · n۲ · · ·nr] از رأس هر که دهیم انجام شیوه ای به را کار این می توانیم
زاویه یک با را (n۱ · n۲ · · ·nr) از خاص یال یک [n۱ · n۲ · · ·nr] از یال هر و بگیرد قرار (n۱ · n۲ · · ·nr)

و مناسب کاشی کاری های لاوس، کاشی کاری های همه که می کند اثبات هندسی دوگانگی این کند. قطع مناسب
بود. خواهند مناسب کاشی کاری های نیز یکنواخت کاشی کاری های نتیجه در
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کاشی کاری دو این که می دهد نشان متناظر، کاشی کاری روی بر لاوس کاشی کاری هر انطباق :۳ −۱۱ شکل
هستند. دوگان

ندارد. وجود ۶ .۶ .۳ .۳ با متناظر لاوس نوع از کاشی کاری ای هیچ :۳ −۱۲ شکل

شوند، منطبق هم بر انتقال توسط متجانس کاشی دو اگر باشد. کاشی کاری یک τ کنید فرض .۳ −۸ تعریف



۷۳ یکنواخت کاشی کاری های .۱ .۳

یک توسط کاشی ها اگر باشد. τ از تقارنی یک انتقال، که نیست نیازی هستند. مشابه ۱ منظر دارای گوییم
هستند. متفاوت منظر های دارای نشوند، منطبق هم بر انتقال

شامل کدام هر که می شوند تقسیم هم ارز کلاس های به متجانس کاشی های مجموعه منظر، تعریف طبق
از بعد اگر هستند متفاوت منظر دارای کاشی دو کنید توجه هستند. یکسان منظر دارای که است کاشی هایی

باشند. حالت ها این دوی هر یا و یکدیگر به وابسته یافته بازتاب یکدیگر، به وابسته یافته دوران  انتقال،
کاشی کاری کاشی های که صورتی در هستند منظر یک دارای [۳۶] لاوس کاشی کاری کاشی های مثال، برای

است. منظر شش دارای [۳۴ · ۶] لاوس

نیستند یال به یال که کاشی کاری هایی ۲ .۱ .۳

دیگر زیبای کاشی کاری های از بسیاری اما گرفتیم نظر در را یال به یال چندضلعی کاشی کاری های ما اینجا، به تا
کاشی کاری ای ،۳ −۱۳ شکل در مثال ، برای شد. خواهند تولید نیز نشویم محدود یال به یال کاشی های به تنها اگر

نیست. یال به یال که می بینیم

نیست. یال به یال که دو وجهی کاشی کاری یک :۳ −۱۳ شکل

آجرکاری کاشی کاری های ،۳ −۱۴ شکل در مثلا هستند. یال به یال غیر کاشی کاری ها کاربردی ترین از بعضی
یک دادن قرار با که ۱ × ۲ های دومینو از متشکل کاشی کاری ، ۳ −۱۵ شکل در یا نیستند یال به یال معمولا

نیستند. یال به یال نیز است پوشانده را صفحه از آن، دیگر کپی های ایجاد سپس و مربع
aspeⅽt۱
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است. یال به یال غیر معمولا آجرکاری :۳ −۱۴ شکل

دومینو ها توسط شده تولید کاشی کاری :۳ −۱۵ شکل

مثال، برای می دهد. افزایش را ممکن حالات چشمگیری طور به بودن، یال به یال شرط از کاشی آزادی
به وابسته ردیف های می توانیم مربع ها، یا متساوی الاضلاع مثلث های از متشکل منظم کاشی کاری ها ی حالت در
کرد. استفاده می توان روش این از تنها واقع در ولی کنیم تولید کاشی کاری ناشمارایی تعداد و بلغزانیم را یکدیگر
طرف از می شود. تولید روش این از مربع ها یا متساوی الاضلاع مثلث های از متشکل تک وجهی کاشی کاری هر
ردیفی روی بر ردیفی نمی توانیم و داشت خواهد وجود شش ضلعی ها کاشی کاری تولید برای راه یک تنها دیگر،
می شود زیاد قدری به ممکن کاشی کاری های تعداد نباشیم، محدود اولیه کاشی یک به که زمانی بلغزانیم. دیگر
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یکنواخت کاشی کاری های به می توانیم مثال، برای می شویم. محدودیت ها از بعضی اجرای به مجبور نهایت در که
هستند، هم رأس که منظم چندضلعی های توسط شده تولید کاشی کاری های یکنواخت، از منظور شویم. محدود

است.

وجود نیستند یال به یال که منظم چندضلعی های شامل یکنواخت کاشی کاری های از خانواده هشت .۳ −۹ قضیه
هستند. حقیقی پارامتر یک به وابسته کدام هر که دارد

ردیف های لغزش از منظم اول کاشی کاری چهار می شود. دیده خانواده هر از نماینده ای ،۳ −۲۰ شکل در
هستند دو وجهی همگی بعدی کاشی کاری سه آمده اند. وجود به α اندازه به مربع  ها و متساوی الاضلاع مثلث های
سه آخر، حالت در نهایت، در است. بزرگ تر اولیه کاشی به کوچک تر اولیه کاشی یال های طول نسبت α پارامتر و
بزرگ تر اولیه کاشی به کوچک تر اولیه کاشی یال های طول نسبت α که دارند وجود متفاوت اندازه های با مثلث
انطباقی ،۳ −۱۳ شکل کاشی کاری باشید داشته توجه می کنند. مشخص را متوسط مثلث یال طول که است
از بازتاب یک با صفحه در زاویه ای در گرفته قرار ، (f)۳ −۱۶شکل مربع دو توسط شده تولید کاشی کاری از
شبکه سازی به دست یابی برای شیوه همین است. ،۳ −۱۷ شکل طبق عمودی بازتاب خط به نسبت کاشی کاری
مشابهی روش با که می بینیم کاشی کاری ای ، شکل در مثال، برای بود. خواهد مؤثر دیگر کاشی کاری های پیچیده
تعدی کلاس یک به را کاشی کاری ها می توانیم هم چنین می یابیم. دست است، شده اعمال شکل کاشی کاری به که

کنیم. محدود اولیه کاشی هر برای
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هستند. یال به یال غیر که یکنواخت کاشی کاری های خانواده های :۳ −۱۶ شکل

می کند. تولید را شکل اسلامی نقش یکنواخت، کاشی کاری ششمین از کپی دو انطباق :۳ −۱۷ شکل
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یکنواخت. کاشی کاری هفتمین از کپی دو انطباق :۳ −۱۸ شکل

باشند. داشته قرار تعدی کلاس یک در متجانس کاشی ها همه اگر است متوازن۲ چندضلعی یک .۳ −۱۰ تعریف

کاشی چند اگر ولی بود خواهد هم وجهی با هم ارز توازن است، تک وجهی کاشی کاری که حالتی در نتیجه، در
توازن، بود. خواهد کاشی ها از خاص متعدی کلاس یک با متناظر کدام هر باشیم، داشته اولیه مجموعه در اولیه
می تواند محدب چندضلعی های از متناوب متوازن کاشی کاری یک می کند. محدود مؤثری نحو به را کاشی کاری ها
کاشی کاری های از وسیعی طیف هم هنوز نیست. n > ۶۶ که n‑ضلعی هایی شامل ولی باشد ۶۶‑ضلعی شامل
به که اولیه  ای کاشی های همه به ادامه در پس داشت. خواهد وجود منظم چندضلعی های محدودیت با حتی متوازن
متساوی الاضلاع مثلث های از تنها می توانیم مثال، برای می شویم. محدود هستند، n‑ضلعی یکسان، n هر ازای
اندازه پنج یا دو از متشکل متوازن کاشی کاری های ،۳ −۱۹ شکل در کنیم. استفاده اولیه مجموعه در مربع ها یا
می باشد دارا را زیادی ممکن حالت های چون ولی می کنیم مشاهده را متساوی الاضلاع مثلث های از متفاوت

هستیم. محدودیت ها از بعضی اجرای به مجبور
equitransitive۲
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یال به یال غیر کاشی کاری های از نمونه ای :۳ −۱۹ شکل

هر اگر گوییم تک سویه۳ نیستند، یال به یال که منظم چندضلعی های از متشکل کاشی کاری یک به .۳ −۱۱ تعریف
زیرمجموعه یک باید یال این که است معنی این به این باشد. چندضلعی از ضلع یک حداکثر کاشی کاری از یال

هستند. مشترک یال این در که باشد کاشی دو از یکی حداقل ضلع از مناسب

چون نیستند تک سویه ،۳ −۱۹ شکل در مثلث ها از متشکل کاشی کاری های از هیچکدام که باشید داشته توجه
، شکل مثلث های از متشکل کاشی کاری در ولی دارد اشتراک خود کپی های یال های تمام با مثلث کوچک ترین
حالات همه نماینده  ی عنوان به ،۳ −۱۶ شکل ،۲۰۱۷ سال در واقع، در است. تک سویه متوازن کاشی کاری یک
کوچک تر مثلث دو به توجه با و متساوی الاضلاع مثلث های از متشکل تک سویه متوازن کاشی کاری های ممکن
شکل در باشیم. داشته مثلث ها از اندازه سه یا دو می توانیم پس شد. اثبات باشند، اندازه همان به می توانند که
اندازه سه دارای که اول، کاشی کاری در می کنید. مشاهده را تک سویه متوازن کاشی کاری های از مثال سه ،۳ −۲۰
دو اضلاع طول مجموع مربع، بزرگ ترین از ضلع هر طول که است حالتی به همیشه است، مربع  از متفاوت
اندازه  سه با مربع هایی شامل اولیه مجموعه که زمانی هر که کنیم اثبات می توانیم واقع در است. کوچک تر مربع
هشت دقیقا که کرد اثبات ۲۰۰۰ سال در شاتشنایدر دوریس بود. خواهد حالت این به همیشه باشد، متفاوت

دارد. وجود متفاوت اندازه سه در مربع هایی با تک سویه متوازن کاشی کاری های از خانواده
uniⅼateraⅼ۳
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متفاوت. اندازه چهار و سه در مربع هایی توسط شده تولید تک سویه متوازن کاشی کاری های :۳ −۲۰ شکل

مستطیل یک یا بزرگ مربع یک تجزیه های یافتن اضلاع، طول از مناسب مجموعه های یافتن برای روش یک
بزرگ کاشی این کپی های از استفاده با را صفحه تمام می توانیم آن از بعد است. اندازه این با مربع کاشی های به
مربع مسئله کوچک تر مربع های به مربع یک تجزیه به کنیم. تولید را اندازه ها این با مربع کاشی کاری  و کنیم کاشی
مثالی یک این می شود. مشاهده کوچک تر مربع ۲۱ از متشکل مربعی ،۳ −۲۱ شکل در می گویند. شده، مربع
شماره های که هستند متفاوت اضلاع طول دارای کوچک تر مربع  های همه آن در که ایده آل شده مربع مربع از
ایده آل شده مربع مربع در موجود مربع های از ممکن تعداد حداقل مثال، این هستند. کاشی هر در مربع ها روی

است.
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کوچک تر. مربع های به مربع کردن تقسیم :۳ −۲۱ شکل

وصله ها از متشکل کاشی کاری ۲ .۳

یک کاشی کاری برای یکدیگر مناسب کاشی های گردایه یک از شروع کاشی کاری، یک ساخت برای روش یک
بهتر درک برای ولی است آن کل پوشاندن هدف با ناحیه آن به دیگر کاشی های کردن اضافه بعد و متناهی ناحیه

بپردازیم. وصله از گسترده تری تعریف به که داریم نیاز موضوع، این

از متناهی گردایه یک ρ توسط شده تولید A وصله باشد. اولیه مجموعه یک ρ کنید فرض .۳ −۱۲ تعریف
که: طوری به است صفحه در T۱, T۲, . . . , Tn کاشی های

است. اولیه مجموعه در موجود کاشی یک با متجانس کاشی هر .۱

int(Ti) ∩ int(Tj) = ∅ ،i 6= j هر برای .۲

است. توپولوژیک دیسک یک
∪n

i=۱ Ti .۳
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ولی است صفحه در کاشی کاری از قسمتی وصله که کردیم فرض ما قبلی، تعریف در که باشید داشته توجه
خواهد نتیجه نیز را بالا تعریف باشد، قبلی تعریف شرایط دارای وصله اگر نداریم. احتیاج تعریف این به الان

داد.

A وصله شود. تولید A به کاشی ها شدن اضافه از A′ اگر می دهد گسترش را A وصله A′ وصله .۳ −۱۳ تعریف
وصله A′ وصله شود. ظاهر صفحه از کاشی کاری یک در A اگر می کند پیدا امتداد صفحه در کاشی کاری یک به

نباشد. تماس در A مرز با A′ مرز که دهد گسترش گونه ای به را A ،A′ اگر می کند غرق را A

پیدا گسترش P۲ راست، شکل در و می کند غرق خود در را P۱ وصله P۲ وصله چپ، شکل در مثال، برای
نمی کند. غرق را P۱ ولی می کند

سمت شکل در و می کند غرق را دیگر وصله که می شود دیده وصله ای چپ، سمت شکل در :۳ −۲۲ شکل
می شود. مشاهده نمی کنند غرق را یکدیگر که وصله هایی راست،

A۰ کنید فرض باشد. چندضلعی ها از متشکل اولیه کاشی های از اولیه مجموعه یک ρ کنید فرض .۳ −۱۴ لم
غرق را Ai−۱ که ρ توسط شده تولید Ai وصله ،i = ۱,۲, . . . هر ازای به و باشد ρ توسط شده تولید وصله یک

داد. خواهد نتیجه را صفحه از کاشی کاری یک
∪∞

i=۰ Ai صورت این در باشد. داشته وجود می کند،

عمل صفحه در مختصات مبدأ عنوان به که می کنیم انتخاب A۰ اولیه وصله داخلی ناحیه از نقطه یک اثبات.
نشان می خواهیم دارد. وجود بگیرد، قرار نیز A۰ در که مختصات مبدأ مرکز به r۰ شعاع با D۰ دیسک یک کند.
که مختصات مبدأ مرکز به و ri+۱ شعاع به Di+۱ دیسک ،Ai+۱ وصله توسط Ai وصله کردن غرق با که بدهیم
با داشت. خواهد وجود است، ri از بزرگتر ثابت مقدار یک حداقل ri+۱ که طوری به می شود شامل Ai+۱ در
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مقدار یک می توانیم صفحه، در نقطه هر برای سپس می شوند. بزرگ دلخواه طور به دیسک ها فرآیند، این تکرار
می توانیم نتیجه، در باشد. شامل نیز Ai وصله در و کنیم انتخاب بگیرد، قرار Di در نقطه این که طوری به i برای

باشیم. داشته صفحه تمام از کاشی کاری ای و کنیم مشخص را است نقطه این شامل که کاشی ای
فاصله کوتاه ترین می توانیم ویژگی ای چنین با کاشی  هر برای داریم، اولیه کاشی متناهی تعداد که آنجایی از
صورت به اولیه کاشی هر چون بیابیم. ، شکل طبق را نیست واقع ضلع آن روی بر که گوشه ای و ضلع هر بین

باشد. ثابت مقدار یک باید این است، هم ارز دیسک یک با توپولوژیک
آن ها بین d فاصله کوتاه ترین نمی کنند، قطع را همدیگر که صفحه در پاره خط دو هر برای باشید داشته توجه
که فاصله ای پس می کنیم. اندازه گیری آن ها انتهایی نقطه یک از ما ،۳ −۲۳ شکل طبق که می دهد رخ زمانی
بر طول مقدار مینیمم δ کنید فرض بود. خواهد نیز مجاور غیر ضلع دو هر بین فاصله کوتاه ترین می گیریم، اندازه

باشد. اولیه کاشی های تمامی روی

غیرمجاور گوشه یک و ضلع یک بین طول مقدار مینیمم یافتن :۳ −۲۳ شکل

شدن اضافه با ،Ai+۱ یعنی متعاقب وصله باشیم، داشته مختصات مبدأ مرکز به Di دیسک با Ai وصله اگر
گردایه ای از هرکدام باید هستند، مجزا وصله دو مرز های که آنجایی از می آید. دست به اصلی وصله به کاشی ها
δ حداقل مرز دو در y و x نقاط بین فاصله کوتاه ترین می کنیم ادعا باشد. شده تشکیل هم از مجزا یال های از
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ما راحتی، برای دارند. قرار کاشی هر گوشه در y یا x کنیم فرض می توانیم داشتیم، بالا در که بحثی طبق است.
باشد Ai+۱\Ai در کاشی یک T و باشد y و x بین پاره خط L کنید فرض ، شکل طبق می کنیم. انتخاب را x
مشخص یکتا طور به T اگر کند. قطع است x شامل که ابتدایی ای قسمت در را L پاره خط و است x شامل که
طول که است معنی این به این می کند. قطع غیر مجاور ضلع یک در را T مرز L ، و ۳ −۱۱ شکل طبق شود،
ابتدایی قسمت زیر، شکل طبق اگر اما است. δ حداقل نیز L طول نتیجه در و بود خواهد δ حداقل L ∩ T

از آن ها یکی و گرفته قرار کاشی دو در ابتدایی قسمت این آنگاه بگیرد قرار T ضلع های از یکی راستای بر L
δ حداقل y و x بین فاصله و δ طول به L ابتدایی قسمت پس می کند. قطع را کاشی x از غیر به گوشه ای در
بود. خواهد D(۰, r۰ + iδ) دیسک شامل Ai باشد، D(۰, r۰) دیسک شامل A۰ اگر نتیجه، در بود. خواهد

بدهیم. گسترش صفحه کل به را کاشی کاری می توانیم پس

تایپ های شامل که سه گونه  از رأس هایی با کاشی کاری هایی ساخت برای لم این از می توانیم مثال، برای
در بنفش رنگ در شده داده نشان وصله با را فرآیند این کنیم. استفاده است، ۳ · ۳ · ۴ · ۳ · ۴ و ۳ · ۳ · ۴ · ۴

می کنیم. آغاز ،۳ −۲۴ شکل
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گونه یک به کاشی ها کردن اضافه :۳ −۲۴ شکل

به را مثلث یک و مرز در مثلث یال هر به را مربع یک می کنیم، اضافه وصله به جدید لایه یک که دفعه هر
با را باقی مانده شکاف هر سپس شده اند. داده نشان سبز رنگ با دو هر که می چسبانیم مرز روی مربع یال هر
جدید لایه یک ایجاد برای را روند همین و می شود جدید وصله یک ایجاد باعث که می کنیم پر زرد مثلث های
متصل مربع یک و مثلث یک یا مثلث سه یا وصله مرز بر واقع رأس هر به که باشید داشته توجه می کنیم. تکرار
باعث که می چسبانیم آن به مربع دو باشد، وصل مثلث سه به مرز روی رأس یک اگر بعدی، مرحله در است.
و مثلث یک باشد، وصل مربع یک و مثلث یک به مرز روی رأس یک اگر می شود. ۳ · ۳ · ۴ · ۴ تایپ ایجاد
را ۳ ·۳ ·۴ ·۳ ·۴ تایپ و می کنیم پر را رأس در موجود شکاف  دیگر مثلث یک با سپس و می چسبانیم مربع یک
کاشی کاری ای لم، طبق و می کنند غرق را یکدیگر که داشت خواهیم وصله ها از دنباله ای نتیجه، در می کنیم. ایجاد
یعنی می کند؛ صدق باشد هموار که محدب وصله سه گونه هر برای مشابه شرایط می آوریم. دست به را صفحه از
وصله هایی نباشد، برقرار شرایط این اگر و باشد داشته اشتراک کاشی یک از بیشتر با مرز بر واقع گوشه های همه
برای نتواند کاشی یک اگر حتی کرد. نخواهند پیدا گسترش کاشی کاری ها از سه گونه های به که یافت خواهیم
وابسته بزرگ وصله یک بتوانیم که بگیرد قرار حالتی در است ممکن شود، استفاده تک وجهی کاشی کاری تولید
می شود مشاهده کاشی ای ،۳ −۲۵ شکل در مثال، برای کنیم. تولید کاشی ، آن کپی های از استفاده با یکدیگر به
صفحه از کاشی کاری یک به را اولیه وصله این نمی توان اما شود احاطه کاملا خود کپی های توسط می تواند که

داد. گسترش
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است. شده پوشیده خود کپی های توسط کامل طور به که کاشی ای :۳ −۲۵ شکل

از گردایه ای A برای هاله یک باشیم، داشته را ρ توسط شده تولید A وصله و ρ اولیه مجموعه اگر .۳ −۱۵ تعریف
A′ = A∪ (T۱ ∪T۲ ∪ . . .) و کند قطع را A ،Ti کاشی هر که طوری به است {T۱, . . . , Tn} اضافی کاشی های
هاله یک به گوییم. صفرم هاله آن به باشیم، داشته کاشی تک یک اگر می کند. غرق را A که باشد وصله ای
از An وصله یک اگر گوییم. کاشی آن اول هاله وجود، صورت در باشد، کاشی تک آن شامل که وصله ای برای
کاشی آن هاله nامین وجود، صورت در وصله، آن هاله به باشیم، داده تشکیل آن، حول هاله n و ابتدایی کاشی

می گوییم.

می کند. غرق را قبلی وصله که است جدیدی وصله می کند، احاطه که وصله ای و هاله اجتماع دیگر، عبارت به
حول اول هاله از مثال هایی ،۳ −۲۶ شکل در باشد. تماس در قبلی وصله با باید جدید کاشی هر این، بر علاوه
بسازیم، هاله دیگری از پس یکی بتوانیم کاشی، تک یک با شروع از بعد اگر می کنیم. مشاهده را کاشی یک
کاشی، هر برای که باشد داشته وجود حالتی است ممکن ولی می یابیم دست صفحه از کاشی کاری ای به لم، طبق

باشد. نداشته ادامه نامحدود طور به جدید هاله ایجاد فرآیند
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متفاوت. کاشی های اطراف هاله های :۳ −۲۶ شکل

هاله مداوم طور به می توانیم که است دفعاتی تعداد حداکثر ،T کاشی یک از H(T ) هیش عدد .۳ −۱۶ تعریف
می کنیم. آغاز کاشی از کپی تک با را کار این کنیم. اضافه

تمام منظم شش ضلعی که جایی آن از بود. خواهد یک برابر آن هیش عدد ،۳ −۲۵ شکل کاشی برای پس
توسط نمی تواند منظم پنج ضلعی چون دیگر، طرف از بود. خواهد بی نهایت آن هیش عدد می کند، کاشی را صفحه
صحیح عدد هر آیا که است این می شود مطرح که سوالی است. صفر آن هیش عدد شود، احاطه خود کپی های
با کاشی ای ،۳ −۲۸ شکل در خیر.  یا بیاید شمار به می تواند کاشی از شکل یک برای هیش عدد یک عنوان به
یال سه روی بر فرورفتگی سه جایگذاری از شده تشکیل کاشی ،۳ −۲۷ شکل در و می کنیم مشاهده ۲ هیش عدد
راحتی به می شود. مشاهده باقی مانده مجاور یال دو روی بر بیرون زدگی دو جایگذاری و شش ضلعی یک متوالی

باشد. هاله سه شامل که ساخت وصله ای می توان که می شود دیده

.۲ هیش عدد با کاشی ای :۳ −۲۷ شکل

کنیم تلاش اگر کند. پیدا گسترش هاله ۴ به نمی تواند وصله این که کنیم اثبات می خواهیم حالت، این در
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نتیجه در بود. خواهد ۶۱ وصله در کاشی ها کل تعداد و عدد ۲۴ اضافی کاشی های تعداد دهیم، انجام را کار این
بود. خواهد عدد ۱۸۳ فرورفتگی ها کل و عدد ۱۲۲ شش ضلعی ۶۱ آن تمام روی بیرون زدگی ها همه کل تعداد
مرز روی فرورفتگی ۶۱ حداقل باید کند، پر را داخلی فرورفتگی یک باید داخلی بیرون زدگی هر که جایی آن از
شش ضلعی ضلع ۵۱ دقیقا و شش ضلعی ضلع هر ازای به فرورفتگی یک حداکثر ولی باشد داشته وحود وصله
روی باقی مانده کاشی ۶ از ضلع سه و مرز روی کاشی عدد ۱۸ از ضلع دو از گرفته منشأ که دارد وجود مرز روی

می سازد. نامناسب را وصله که است وصله داخل در نشده پر فرورفتگی ۱۰ حداقل پس است. مرز

.۳ هیش عدد با کاشی ای :۳ −۲۸ شکل
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.۵ هیش عدد با کاشی ای :۳ −۲۹ شکل

عدد دارای که شد کشف ۲۰۰۱ سال در مان کیسی توسط که می بینیم کاشی ای از مثالی ،۳ −۲۹ شکل در
پایه بر که کرد کشف را ۶ هیش عدد با کاشی ای ،۳ −۳۰ شکل کاشی بازیک بوجان آن از بعد و است ۵ هیش
شش ضلعی ها و مثلث ها از وصله یک در کاشی ها اجتماع برداشتن که است ۳ · ۶ · ۳ · ۶ یکنواخت کاشی کاری

است. شده ایجاد مثلث یک نصف با

.۶ هیش عدد با کاشی ای :۳ −۳۰ شکل

،k ≥ ۳ و n ≥ ۱ هر برای که کرد اثبات ۲۰۱۵ سال در بازیک آنگاه کنیم، اضافه را اضافی اولیه کاشی اگر
است. هاله n دقیقا دارای کاشی تک یک که دارد وجود اولیه کاشی های k از اولیه مجموعه یک

برای که است کاشی هایی تعداد حداقل فراگیر، عدد باشیم، داشته اول هاله یک با T کاشی اگر .۳ −۱۷ تعریف
داشت. خواهیم نیاز اول هاله ساخت

حدس می شود. مشاهده ۳ فراگیر عدد با کاشی ، شکل در و است آسان ۴ فراگیر عدد با کاشی یک ساختن
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کاشی این از مثالی ،۲۰۰۲ سال در مان کیسی اما ندارد وجود ۲ فراگیر عدد یا کاشی ای هیچ که می شد زده
بود. ۱۹۳۶ سال در ولدربرگ ساختار پایه بر که ساخت

اگر می گیرد بر در را T کاشی چندضلعی یک چند ضلعی کاشی های از گردایه ای یک می گوییم .۳ −۱۸ تعریف
اضلاع داخلی نقاط ولی باشند ∂A روی بر T گوشه های که باشد طوری A وصله یک کاشی های و T اجتماع

باشند. نداشته تماس ∂A با T

.۳ هیش عدد با کاشی ای :۳ −۳۱ شکل

از کپی سه توسط T مثلث کاشی ،۳ −۳۲ شکل در مثال برای کند. غرق را T کاشی A نیست نیازی پس
است. شده دربرگرفته مثلث،

است. شده گرفته بر در خود از کپی سه توسط که مثلث کاشی یک :۳ −۳۲ شکل
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نیاز کپی سه حداقل به شود، گرفته بر در خودش کپی های توسط کاشی یک اینکه برای که می شود زده حدس
می شود. گرفته بر در خود از کپی دو توسط که می شود مشاهده کاشی ای ،۳ −۳۳ شکل طبق ولی داشت خواهیم
کاشی این ،۳ −۳۴ شکل طبق بگیرد. بر در را شکل،  طبق خود، از کپی دو می تواند نیز حیرت انگیز کاشی این
تولید نیز، ۳ −۳۴ شکل طبق را مارپیج شکل به کاشی کاری ای همچنین و متناوب تک وجهی کاشی کاری یک

می کند.
کپی n که بسازیم کاشی ای می توانیم که کند ثابت تا شد داده تعمیم گلدبرگ توسط ساختار این ، شکل طبق
است شده احاطه کاشی دو توسط که ناحیه ای که آنجایی از می شود. گرفته بر در آن از کپی دو توسط کاشی آن از
کاشی دو این n افزایش با که می رسد نظر به پس می کند. ایجاد تناقض باشد، اصلی کاشی ناحیه برابر n باید
می شوند باریک تر کاشی ها ،n افزایش با ساختار، این در چند،  هر شوند. نزدیک یکدیگر به ناحیه این در نباید

برسد. نتیجه به ساختار این می شود باعث و شده فشرده تر نیز آنان نواحی نتیجه در و
وجهی، تک کاشی کاری یک در کاشی هر برای که قدیمی حدس این برای متضاد نمونه ای همچنین کاشی این
شکل در می دهد. ارائه بود، شده کشف خود دانشجویان و مان کیسی توسط که است، وصله یک آن همسایگی
را آن همسایگی های کم رنگ تر کاشی های می شود. مشاهده سیاه کاشی تک یک با مارپیچی کاشی کاری ،۳ −۳۶
اضافه پر رنگ تر کاشی سه باید بیابیم، را همسایگی آن شامل وصله کوچک ترین اینکه برای ولی می دهند تشکیل

کنیم.

است. شده گرفته بر در خود از کپی دو توسط که کاشی ای :۳ −۳۳ شکل
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ولدبرگ. کاشی  توسط شده تولید کاشی کاری :۳ −۳۴ شکل

شود. گرفته بر در کپی دو تنها با خود از کپی n توسط می تواند که کاشی ای :۳ −۳۵ شکل

شده دربرگرفته خود از کپی دو توسط کاشی هر ولدربرگ، اصلی کاشی حالت در شد، مشاهده که همانطور
این توسط باشد، شده دربرگرفته خود کپی های توسط تنها اینکه بر علاوه  که می خواهیم کاشی ای ما حال است.
یک به ،۳ −۳۸ شکل طبق سپس می دهد. تغییر را کاشی این ،۳ −۳۷ شکل طبق مان شود. غرق نیز کاشی دو
شکل طبق را کاشی این نیز ترامپ والتر می یابد. دست است کاشی دو تنها شامل و هاله اولین دارای که کاشی
و می شوند غرق دیگر کپی دو توسط کپی دو که یابد دست کاشی ای به تا می کند ساده سازی و می دهد تغییر ؟؟،

می پوشاند. است، یال بیست دارای که کاشی این با را صفحه
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نیستند. وصله یک سیاه کاشی همسایگی که طوری به تک وجهی کاشی کاری یک :۳ −۳۶ شکل

.۲ هیش عدد با کاشی یک به یابی دست برای ولدبرگ کاشی شکل تغییر :۳ −۳۷ شکل
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هاله. اولین در خود از کپی دو با کاشی یک :۳ −۳۸ شکل

است. شده احاطه خود از دیگر سبز و زرد کپی دو توسط خود از صورتی و کپیآبی دو که کاشی ای :۳ −۳۹ شکل

تصادفی کاشی کاری های ۳ .۳

کاشی کاری ای تصادفی، کاشی کاری از منظور می پردازیم. تصادفی کاشی کاری های ویژگی های به بخش این در
مدل سازی برای کاشی کاری هایی چنین از است. شده مشخص احتمالی صورت به آن کاشی  هر انتخاب که است

می شوند. ظاهر آماری مکانیک در مختلف اشکال به و می شود استفاده فیزیکی پدیده های
کاشی کاری های از خوبی مثال های هستند، صفحه در مربع کاشی کاری های برپایه که تروشه کاشی کاری های
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آغاز را روند این است متقارن غیر خود، دوران های حفظ با که مربع شده تزیین کاشی با هستند. تصادفی
تولید مثلث دو از یکی و کنیم تقسیم مساوی قسمت دو به قطر امتداد در را مربع می توانیم مثال، برای می کنیم.
جایگذاری برای ممکن حالت چهار صورت این در دربیاوریم. سفید رنگ به را دیگری و سیاه رنگ به را شده
راست زاویه شکل، طبق داشت. خواهد وجود صفحه روی صحیح اعداد شبکه از خاص شکاف هر در کاشی این

بگیرد. قرار گوشه ها از کدام هر در می تواند سیاه، مثلث

تروشه. کاشی های نماهای :۳ −۴۰ شکل

سباستین دومینیکن، فرانسوی کشیش توسط ابتدا در هستند کاشی ها این براساس که کاشی کاری هایی
شده اند. معرفی ،۱۷۰۴ سال یادداشت های در تروشه،

تروشه. کاشی های توسط شده تولید تکراری الگوهای :۳ −۴۱ شکل

دست ۳ −۴۲ شکل کاشی کاری های به بگیریم، نظر در تصادفی صورت به را کاشی این نماهای اگر چند، هر
وتر به کوچک بیرون زدگی یک می توانیم کنیم، اجتناب رنگ ها توسط مثلث ها تشخیص از بخواهیم اگر می یابیم.
در رنگ آمیزی، به نیاز بدون صورت این در کنیم. اضافه سفید مثلث وتر به کوچک فرورفتگی یک و سیاه مثلث
از ولی باشند چسبیده یکدیگر به همیشه باید وتر دو این کاشی، دو این از اولیه مجموعه یک با کاشی کاری هر

می شود. کم آن ها تصاویر جذابیت
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تروشه. کاشی های توسط شده تولید رندوم الگوی یک :۳ −۴۲ شکل

کمان. دو توسط شده تزیین مربع یک از نما دو :۳ −۴۳ شکل

کدام هر انتهایی نقاط که ناهمبند کمان دو با را مربع کاشی هر راست، سفید و سیاه مثلث های جای به اگر
کاشی این برای متفاوت نمای دو آنگاه کنیم، تزیین ،۳ −۴۳ شکل طبق می گیرند، قرار مربع مجاور ضلع های بر
شکل تصاویر به بدهیم، جا مربع شبکه در را کاشی هایی چنین تصادفی صورت به که زمانی داشت. خواهد وجود
چند هر که است این می آید وجود به که جالبی سوال می یابیم. دست صفحه، در شده تولید مارپیچ منحنی با
خطی مولکول تشکیل برای مدلی عنوان به را این می توان داد؟ خواهد نتیجه بسته منحنی یک بار یک وقت
یک از الگویی ، شکل در مثال، برای کنیم. انتحاب کاشی ها برای دیگری متنوع تزیینات می توانیم کرد. تصور
دوران یک با گره این که باشید داشته توجه می شود. مشاهده بورک پاول توسط مربع یک در شده جایگذاری گره
از متشکل تصادفی کاشی کاری از مثال یک یود. نخواهد متقارن ۹۰° دوران یک با ولی است متقارن ۱۸۰°

است. شده داده نشان زیر، شکل در کاشی ها نوع این
کدام هر که بدهیم، تعمیم شکل ها، طبق مکعب، درون لوله سه به مربع درون کمان دو با را الگو این اگر
سه فضای در مکعبی شبکه از تصادفی کاشی کاری های به شکل ها، طبق شده اند، متصل متفاوت صفحه دو به
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بزرگ تری مقیاس در را نتیجه شکل ها، در می یابیم. دست می کنند، تولید تنیده هم در مارپیچ لوله های که بعدی ای
می بینیم.

مرکز به ،۰ · ۵ شعاع به دایره یک جایگذاری از بسازیم می توانیم که تصادفی کاشی کاری از دیگر نوع یک
دایره، یک توسط شده محدود دیسک هر برای سپس آمد. خواهد دست به واحد مربع کاشی کاری در رأس هر
کاشی کاری های کاشی این می چسبانیم. است دیسک ها همه از بیرون که رأس هر به را مربع فرورفته قسمت

می کند. تولید صفحه در زیادی متنوع

با را مربع شبکه که طوری به دومینوها با را صفحه که زمانی تصادفی کاشی کاری از معروف نوع یک
چرخیده افقی و عمودی صورت به می تواند دومینو هر شکل، طبق داد. خواهد رخ بپوشاند، ۲×۱ مستطیل های
متشکل وصله از کاشی کاری یک آیا که کنیم مطرح را سوال این می توانیم وصله، یک کلی طرح به توجه با شود.
برای داشت. خواهد وجود وصله یک از متفاوت کاشی کاری چند است، چنین اگر و دارد وجود دومینو ها از
توسط زمانی چه که بپرسیم را سوال این و بگیریم نظر در را m× n شکل مستطیل وصله های می توانیم مثال،

است. ساده سوال این جواب شوند. کاشی می توانند دومینو ها
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که طوری به کنیم می رنگ سفید و سیاه مربع های به را شکل مستطیل شبکه شطرنجی صفحه ابتدا در
صفحه روی بر دومینو تک یک صورت، این در باشند. نداشته مشترک یال یک شده، داده رنگ یک از هیچ کدام
دومینو ها توسط شده پوشیده ناحیه هر درنتیجه، بپوشاند. را سفید مربع یک و سیاه مربع یک باید شطرنجی
زوج باید مربع ها کل تعداد دیگر، عبارت به باشد. برابر سفید مربع های و سیاه مربع های تعداد شامل دقیقا باید
اگر طرفی، از کنیم. کاشی را باشند فرد n و m اگر m×n مستطیل یک نمی توانیم که در می یابیم بالافاصله باشد.
تولید کاشی کاری، یک به دستیابی برای افقی دومینو های از ستون n می توانیم ، شکل طبق آنگاه باشد زوج m
کاشی کاری یک به تا کنیم تولید عمودی دومینو های از ردیف m می توانیم باشد، فرد n اگر مشابه، طور به کنیم.
یک به می تواند وصله ها این از کدام هر که باشید داشته توجه می رسیم. سوال پاسخ به نتیجه در و یابیم دست
را هم رنگ مربع دو ،۲m × ۲n شطرنجی صفحه یک در اگر مثال، برای یابد. گسترش صفحه از کاشی کاری



۹۹ تصادفی کاشی کاری های .۳ .۳

نیستند. برابر هم با سیاه و سفید مربع های تعداد چون کنیم کاشی دومینو ها با را آن نمی توانیم کنیم، حذف

دومینوها توسط شده تولید کاشی کاری :۳ −۴۴ شکل

توسط ،۲m× ۲n شطرنجی صفحه یک از متفاوت رنگ با کاشی دو حذف از باقی مانده ناحیه .۳ −۱۹ قضیه
می شود. کاشی دومینو ها

حالت در اثبات همین دقیقا ولی می کنیم اثبات را آن ۸× ۸ شطرنجی صفحه که حالتی در راحتی، برای اثبات.
مسیر یک که کاشی، دو حذف از قبل شطرنج صفحه مربع های از زنجیر یک ابتدا در بود. خواهد برقرار نیز کلی
پایان به کردیم شروع که نقطه ای در می رود مجاور مربع به مربع یک از همیشه و است مربع ۶۴ همه درون
وجود نیز دیگری بسیار تعداد ولی می شود مشاهده ممکن حالت یک زیر، شکل در می دهیم. شکل می رسد،

می شود. گفته همیلتونی چرخه مسیری، چنین به دارند.

شطرنجی صفحه یک در همیلتونی چرخه یک :۳ −۴۵ شکل

خاص کاشی کاری یک ساخت برای زنجیر این از می توانیم کاشی، دو حذف از قبل که باشید داشته توجه
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از پس یکی دومینو ها جایگذاری و پایین چپ سمت در سیاه کاشی از شروع با دومینو ها با شطرنج صفحه از
دومینو یک با را آن ها می توانیم همیشه باشیم، داشته متوالی مربع دو اگر کنیم. ایجاد زنجیر طول در دیگری

کرده ایم. تولید شطرنج صفجه تمام از کاشی کاری یک برسد، انتها به ما کار که زمانی بنابراین بپوشانیم.
شده اند حذف شطرنجی صفحه از که کاشی هایی برای حالت دو داریم، زنجیر ها برای انتخاب حق که آنجایی از
در مربع ۶۲ دقیقا سپس داشت. خواهند را زنجیر در وجود حق متوالی مربع های ابتدا، در داشت. خواهد وجود
یکی از شروع با را کار این بچسبانیم. هم به زنجیر بقیه امتداد در را دومینو ها می توانیم باقی می مانند. زنجیر
را ناحیه کل نتیجه در و کرده کاشی را آن کاملا روند این در و کرده آغاز شده حذف مربع های کنار مربع های از

کرد. خواهد کاشی
یک زنجیر خود چون آنگاه نباشند متوالی زنجیر این در می شوند حذف که کاشی ای دو این اگر دوم، قدم در
به را زنجیر باید شدند حذف که کاشی هایی دارند، متفاوت رنگ های کاشی دو این چون و است شطرنجی صفحه
کاشی دومینو ها از زنجیر یک توسط می توانند از آن ها کدام هر چون کنند. تقسیم یکسان طول های با مسیر دو

کنند. کاشی می توانند نیز را ناحیه تمام پس شوند

کنید فرض دارد. کاشی چند معین مستطیل یک که کنیم مشخص کنیم سعی و برویم پیش بیشتر می توانیم
هر n و m اگر که دادیم نشان قبلا هستند. m× n مستطیل در ممکن متمایز کاشی کاری های تعداد N(m,n)

برای هستند. زوج n یا m یا حداقل که کنیم فرض می توانیم پس بود. خواهد N(m,n) = ۰ باشند، فرد دو
پس است. کاشی کاری یک دارای ۲× ۱ مستطیل یک وضوح، به بگیرید. نظر را ۲× n مستطیل های شروع،
این از کدام هر واقع، در .N(۲,۲) = ۲ پس است کاشی کاری دو دارای ۲× ۲ مستطیل یک .N(۲,۱) = ۱
مربع ها یکاز هیچ که است شده تشکیل شطرنج صفحه مربع دو از که است دومینو یک کوچک مستطیل های
قرار می توانند هم کنار دومینو ها این که است حالاتی تعداد N پس بگیرند. قرار هم کنار نباید مشابه رنگ با

است. شده داده نشان n = ۳ تا حالات این تمام زیر، شکل در بگیرند.

کنیم. مشخص n بالاتر ارزش های برای را T (۲, n) تا دارد وجود بازگشتی رابطه یک پس

N(۲, n) = N(۲, n− ۱) +N(۲, n− ۲) .۳ −۲۰ لم

دقیقا آنگاه باشد ۲ × n مستطیل کاشی کار یک آخر ستون در عمودی کاشی یک اگر است. واضح اثبات.
اگر کنیم. پر ، شکل طبق مناسب، کاشی کاری یک با را مستطیل بقیه می توانیم که دارد وجود راه N(۲, n− ۱)
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آخر ستون دو که دارند وجود افقی کاشی های از جفت یک آنگاه نباشد، موجود آخر ستون در عمودی کاشی یک
تعداد نتیجه، در داشت. خواهد وجود کاشی کاری بقیه کردن پر برای راه N(۲, n− ۲) دقیقا پس می کنند. پر را

بود. خواهد N(۲, n− ۱) +N(۲, n− ۲) مجموع که است N(۲, n) کاشی کاری ها، کل

بازگشتی. رابطه یک یافتن :۳ −۴۶ شکل

که کاشی کاری ها تعداد از فهرست یک بازگشتی رابطه این N(۲,۲) = ۲ و N(۲,۱) = ۱ از شروع با
است. معروف فیبوناچی دنباله به که می کند تولید هست، ۱,۲,۳,۵,۸,۱۳,۲۱, . . .

در نمی کند. پیدا گسترش راحتی به m× n مستطیل کاشی کاری های تعداد به ساده استدلال این متاسفانه،
یافته اند. باشند برابر آن اضلاع طول دو هر که حالتی در کاشی کاری ها تعداد برای عبارت یک مقالاتی، طی

N(۲m,۲n) =
∏m

j=۱
∏n

k=۱(۴ cos۲( jπ
۲m+۱) + ۴ cos۲( kπ

۲n+۱)) .۳ −۲۱ قضیه

و دارد وجود محصول در عبارت یک آنگاه باشد، m = n = ۱ اگر مثال، برای
می دهد. نتیجه داشتیم انتظار که گونه همان N(۲,۲) = ۴ cos۲(π۳ )+۴ cos۲(π۳ ) = ۴(۱/۴+۱/۴) = ۲
جواب های است، کاشی کاری ها شمارش به مربوط چون که است این فرمول این جالب توجه ویژگی های از یکی
یک با همیشه غیرمنطقی عمدتا عبارت های مجموع از حاصل این که این است. صحیح عددی همیشه آن

است. شگفت انگیز پدیده یک می شود، جمع عددصحیح
مثلث شبکه حالت، این در است. شده ظاهر زیر، شکل در تصادفی کاشی کاری های از دیگر نوع یک
شبکه در کاشی ها این که زمانی شده اند. کاشی ۱۲۰° و ۶۰° زاویه با لوزی هایی توسط متساوی الساقین
برای آن ها از کدام هر که داشت خواهد وجود کاشی ها این برای ممکن متفاوت نمای سه می شوند، جایگذاری

می گوییم. شکل لوزی کاشی کاری کاشی ای، چنین به هستند. رنگ یک به بهتر، تشخیص
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رندوم کاشی کاری یک :۳ −۴۷ شکل

مکعب ها از اجتماعی به گویا که گونه ای به هستند، بصری تاثیر متفاوت بعد سه دارای کاشی کاری ها این
که است واضح بود. خواهیم لوزی ها شاهد و شده برطرف مدتی گذشت از بعد دید خطای این می کنیم. نگاه
یک با را کاشی ها تمام می توانیم مثال، برای داشت. خواهد وجود صفحه تمام برای شکل لوزی کاشی کاری
قبلا که همانطور دارد. وجود شکل لوزی کاشی کاری نامتناهی تعداد وضوح، به همچنین بگیریم. نظر در نما
دارند، قرار یکسان نما های همه و افقی خط دو بین که ردیف یک در شده داده کاشی های با کاشی کاری ای دیدیم،
خواهد راست شیب با یکی و لوزی ها به نسبت چپ سمت شیب با یکی ردیف، نوع دو تولید باعث که می سازیم
کاشی کاری نامتناهی تعداد دارد، وجود انتخاب دو کاشی کاری ای، چنین در ردیف هر برای چون سپس بود.
تصادفی شکل لوزی  کاشی کاری های نیستند. تصادفی ناشمارا کاشی کاری های ولی داشت خواهد وجود ممکن
یک زیر ، شکل در است. اهمیت حائز آماری، مکانیک حوزه در خصوص به فیزیکدان ها برای ویژه ای طور به
شده تولید صفحه در شش ضلعی ناحیه یک در لوزی های توسط که می شود مشاهده پرجزئیات تصادفی کاشی کاری
آنالیز برای مرز برای شروطی چنین کنید. توجه می شویم، نزدیک مرز به که زمانی لوزی ها الگوی رفتار به است.

هستند. مهم بسیار رفتار
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توسیع قضیه ۴ .۳

باشیم داشته را وصله ها از نامتناهی گردایه یک که زمانی تا که این بر مبنی قبلی بخش در که لمی بخش، این در
مطرح را می کند تولید را صفحه از کاشی کاری یک وصله ها اجتماع آنگاه کند غرق را قبلی وصله وصله، هر که
تعداد افزایش و کنند غرق را یکدیگر بعدی وصله های که است این مهم لم، این در می کنیم. قوی تر را کردیم
می تواند که می شود مشاهده کاشی ای ، ۴ .۳ شکل در مثال، برای بود. نخواهد کافی دیگر وصله ها در کاشی ها
وضوح به ولی باشد قبلی وصله  شامل وصله هر که طوری به کند تولید کاشی دلخواهی تعداد شامل وصله هایی

کند. تولید صفحه از کاشی کاری یک نمی تواند کاشی این

این از یک هیچ که دلخواه بزرگ دیسک های شامل وصله های از دنباله یک که موقعیتی شکل۳. ۴، طبق
کاشی ها که شده اند ساخته گونه ای به وصله ها باشد. ما دسترس در می تواند نباشند، یکدیگر شامل وصله ها
در هستند. پایین یا بالا سمت به تیزی یک دارای UDU,UDDU,UDDDU, . . . الگوی طبق ستون هر در
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یک متناظر اولیه کاشی که است درست این چه اگر می کند. جلوگیری یکدیگر در وصله ها گرفتن قرار از نتیجه،
کرد. استفاده نمیشه وصله ها این به آن اعمال برای شده مطرح لم از ولی می کند تولید کاشی کاری

بر ρ می گوییم باشد. صفحه در دیسک یک D و اولیه کاشی های از مجموعه یک ρ کنید فرض .۳ −۲۲ تعریف
بسازیم. D دیسک شامل اولیه مجموعه یک در کاشی ها کپی های از وصله یک اگر می شود کاشی D روی

بزرگ دیسک های روی بر ρ اگر باشد. متناهی اولیه مجموعه یک ρ کنید فرض توسیع). (قضیه ۳ −۲۳ قضیه
می کند. تولید صفحه از کاشی کاری یک ρ آنگاه شود کاشی دلخواه

به منجر که دلخواه بزرگ دیسک های شامل نامربوط وصله های داشتن چون است تعجب آور کمی نتیجه این
نیست. واضح می شوند، کاشی کاری یک

می پردازیم. مفاهیم از سری یک بررسی به قضیه این اثبات از قبل

آنگاه شود، کاشی صفحه از دلخواه ناحیه یک روی بر بتواند متناهی اولیه مجموعه یک اگر .۳ −۲۴ نتیجه
کند. تولید صفحه تمام از کاشی کاری یک می تواند

بزرگ دیسک های روی بر که است وصله هایی شامل صفحه از دلخواه ناحیه هر چون شکل۳. ۴، طبق اثبات.
بود. خواهد واضح اثبات می شود، کاشی دلخواه
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طور به می توانیم اولیه) کاشی های (برخلاف اضافی کاشی چند افزودن با که کردیم مشاهده ؟؟ بخش در
افزایش این که درمی یابیم بعدی، نتیجه طبق ولی بدهیم تغییر را اولیه کاشی یک کاشی کاری گزینه های چشمگیری

باشد. نکرده تولید کاشی کاری یک قبلا اولیه مجموعه این اگر کرد نخواهد تولید کاشی کاری یک

اضافی کاشی متناهی تعداد از استفاده اجازه پس نکند، تولید کاشی کاری یک ρ اولیه کاشی اگر .۳ −۲۵ نتیجه
داد. نخواهد تغییر را واقعیت این

کاشی کاری یک ρ در موجود کاشی های با متجانس کاشی های و T۱, T۲, . . . , Tn کاشی های کنید فرض اثبات.
که بیابیم کاشی کاری این در دلخواه بزرگ وصله های می توانیم دارد، وجود اضافی کاشی n تنها چون کنند. تولید
خواهد تناقض یک که می کند تولید کاشی کاری یک ρ توسیع، قضیه طبق کنیم. جلوگیری متناهی مجموعه این از

بود.

داشت. خواهیم احتیاج آنالیز از مشهور قضیه یک به بسط، قضیه اثبات برای

نقاط از دنباله هر آنگاه باشد صفحه در فشرده مجموعه یک Q اگر بولتسانو‑وایراشتراس). (قضیه ۳ −۲۶ قضیه
می کند. میل Q در p نقطه یک به که است زیردنباله یک دارای Q در

است زیردنباله یک دارای D در نقطه هر که می دانیم است، فشرده D واحد دیسک که آنجایی از مثال، برای
S = {((−۱)n(۱ − ۱/n),۰) : دنباله ،۴ .۳ شکل  طبق پس، کند. میل D در p مانند نقطه یک به باید که
داشت. خواهد وجود می کند، میل (۱,۰) به که همگرا زیردنباله یک صورت این در بگیرید. نظر در را n ∈ Z+}

کرد. خواهیم پیدا نیاز نیز تعاریف سری یک به بسط، قضیه اثبات برای

کاشی از T۱ در نقطه هر از فاصله دورترین d۱۲ کنید فرض بگیرید. نظر در را T۲ و T۱ کاشی دو .۳ −۲۷ تعریف
و T۱ بین هاسدورف فاصله باشد. T۱ کاشی از T۲ در نقطه هر از فاصله دورترین d۲۱ کنید فرض و باشد T۲

است. d۲۱ و d۱۲ فاصله ماکسیمم می دهیم، نشان δ(T۱, T۲) با را آن که T۲
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هر ،T۲ کاشی از T۱ در نقطه دورترین می کنیم. مشاهده را صفحه در مربع دو شکل۲۸− ۳، در مثال، برای
در نقطه دورترین مشابه، طور به است. T۲ از d۱۲ = ۲ فاصله دارای و و بود خواهد T۱ چپ یال روی نقطه
ماکسیمم است. T۱ از d۲۱ = ۲ فاصله دارای و و بود خواهد T۲ راست یال روی نقطه هر ،T۱ کاشی از T۲

T۱ دایره کاشی یکی که داریم افتاده هم روی  کاشی دو ،۴ .۳ شکل در .δ(T۱, T۲) = ۲ پس بود خواهد ۲ آن ها
یک از فاصله دورترین و d۱۲ = ۱ ،T۲ به T۱ در نقطه یک از فاصله دورترین است. T۲ مربع کاشی دیگری و
همان که بود خواهد ۲

√
۲ − ۱ آن ها ماکسیمم پس است. d۲۱ = ۲

√
۲ − ۱ ≈ ۱ · ۸۱۸ ،T۱ به T۲ در نقطه

اگر است صفر کاشی دو بین هاسدورف فاصله که باشید داشته توجه است. کاشی دو این بین هاسدورف فاصله
باشند. منطبق هم بر کاشی دو این اگر تنها و

هاسدورف فاصله می کنیم، استفاده کاشی ها کردن میل برای که فاصله ای باشید، داشته توجه .۳ −۲۸ تعریف
است.

.limi→∞ δ(Ti, T ) = ۰ اگر می کند میل T کاشی تک به {Ti} کاشی های از دنباله یک .۳ −۲۹ تعریف

آن مرکز و موازی مختصات محور های با آن اضلاع که بگیریم نظر در را Si واحد مربع های اگر مثال، برای
کرد. خواهد میل (۰,۰) مرکز با واحد مربع به وضوح به آنگاه باشد، (۱/i,۰) نقطه بر
بود. خواهد احتیاج توسیع قضیه اثبات برای که می پردازیم انتخاب لم به ادامه، در

T اولیه کاشی تک یک به همگی که باشیم داشته را {Ti} کاشی های از دنباله یک اگر انتخاب). (لم ۳ −۳۰ لم
کاشی به که داشت خواهد وجود T ′ کاشی یک به همگرا p شامل زیردنباله ای باشند، مشترک p نقطه در و همگرا

است. همگرا نیز T

(x, y) و Ti کاشی از مرکزی نقطه (xi, yi) کنید فرض است. صفحه در معین کاشی یک T از تصورمان اثبات.
بالانس بدهیم، قرار نقطه این زیر را شکل لبه اگر که است این مرکزی نقطه از (منظور باشند. T مرکزی نقطه

بود). نخواهد نیز کاشی درون قرارگیری به نیاز حتی غیرمحدب، کاشی یک برای ولی می کند حفظ را خود
به (xi, yi) انتقال با T به Ti از ایزومتری ای می توانیم که می دانیم است، همگرا T به Ti که جایی آن از
θ زاویه با سپس و شود بازتاب (x, y) از گذرنده عمودی خط به نسبت نیاز صورت در که بگیریم درنظر (x, y)

بدهد. قرار هم کنار را دوکاشی تا می شود دوران
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یک به آن ها همه که طوری به دارد وجود کاشی ها از {T ′
i} زیردنباله یک می دانیم کبوتری، لانه اصل طبق

یک با را دنباله در T ′
i کاشی هر سپس داشت. نخواهند احتیاج یا داشت خواهند احتیاج یا ایزومتری در بازتاب

می دهیم. نشان qi = (xi, yi, θi) نقطه
که کاشی هایی با که است هستند) متناظر {T ′

i} با که آن هایی فقط نه ) نقاطی همه مجموعه X کنید فرض
T در نقطه هر از ماکسیمم فاصله d اگر که جایی آن از است. متناظر هستند، T به همگرا نیز و هستند p شامل
مجموعه یک X پس بگیرند، قرار p از d درون باید مرکزی نقاط همه  آنگاه باشد، T در (x, y) مرکزی نقطه از

بود. خواهد محدود
یک با (x, y, θ) که کنید فرض است. باز آن مکمل که می دهیم نشان X مجموعه بودن بسته بررسی برای
بین مثبت فاصله صورت این در ولی نیست p شامل T متناظر کاشی پس است. متناظر نیست، X در که نقطه
دهیم تغییر کوچکی اندازه به T زاویه هم و مرکزی نقطه هم می توانیم خصوص، به داشت. خواهد وجود کاشی و p
دارد وجود (x, y, θ) از کوچکی همسایگی یک نتیجه، در بود. نخواهند p شامل هنوز شده نتیجه کاشی های ولی

بود. خواهد بسته X نتیجه در و باز X مکمل پس نیست. X در که
موجود نقاط همه مجموعه از S نامتناهی دنباله ،{Ti} دنباله است، محدود هم و بسته هم X که جایی آن از
در نقاط همه مجموعه از نامتناهی دنباله یک بولتسانو‑وایراشتراس، قضیه طبق ولی می دهد نتیجه را X در
نقاط پس کند. میل X در (x۰, y۰, θ۰) مانند نقطه ای به که باشد زیردنباله یک دارای باید X فشرده مجموعه

کنند. میل θ۰ ثابت مقدار به باید θi زوایای و (x۰, y۰) به باید کاشی ها مرکزی

کوچک ترین را T از u داخلی شعاع شکل؟؟، طبق باشیم، داشته اختیار در را T کاشی تک اگر .۳ −۳۱ تعریف
T در موجود دیسک یک از شعاع بزرگ ترین را T از U بیرونی شعاع و T در موجود دیسک یک از شعاع
کاشی های همه برای که است داخلی ای شعاع کوچک ترین دارای ،ρ متناهی اولیه مجموعه یک می کنیم. تعریف
شعاع بزرگ ترین دارای و می دهیم نشان را آن u با و می گوییم ρ داخلی شعاع آن به و بود خواهد موجود اولیه
یک شامل اولیه کاشی هر پس می دهیم. نشان U با را آن و می گوییم ρ بیرونی شعاع آن به که است بیرونی ای

بود. خواهد U شعاع با دیسک یک و u شعاع با دیسک
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T کاشی یک درونی و بیرونی شعاع :۳ −۴۸ شکل

بپردازیم. توسیع قضیه اثبات به که هستیم آماده حال

یک ابتدا در باشیم، داشته U بیرونی شعاع و u داخلی شعاع با را ρ اولیه مجموعه اگر توسیع. قضیه اثبات
شبکه همان ،۳ −۴۹ شکل طبق که می سازیم λ = {(nu,mu) : n,m ∈ Z} با را صفحه در نقاط از شبکه
u شعاع با دیسک هر شبکه، این برای که باشید داشته توجه است. شده ضرب u در که است صحیح اعداد
u شعاع با دیسک یک شامل اولیه کاشی هر که جایی آن از داشت. خواهد برخورد نقاط این از یکی با حداقل
برخورد شبکه در نقاط از یکی با حداقل اولیه کاشی یک با متجانس کاشی هر که است معنی این به این است،

کرد. خواهد

است. شبکه نقاط شامل u شعاع با دیسک هر :۳ −۴۹ شکل

شروع با را کار این ،۳ −۵۰ شکل طبق می کنیم. تهیه شبک در موجود نقاط همه از لیست یک راحتی، برای
کند. ثبت را مارپیچ نقاط لیست در بعدی نقطه هر که می چرخیم مبدأ حول مارپیچ صورت به سپس و مبدأ از
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nام کاشی که شوند چیده نحوی به کاشی ها که است گونه ای به صفحه تمام از کاشی کاری یک ساخت ما، هدف
باشد. Ln−۱ نقطه شامل

.A شبکه در موجود نقاط تمام کردن لیست :۳ −۵۰ شکل

طبق صورت این در .r = ۱,۲,۳, . . . که باشد L۰ مرکز و r شعاع با بسته دیسک D(L۰, r) کنید فرض
بزرگ اندازه ای به r اگر باشد. متناظر دیسک شامل که بسازیم را Ar وصله  می توانیم r مقدار هر برای فرضیه ها،
که بود خواهد Ar در موجود کاشی Trs ،۳ −۳۲ شکل طبق آنگاه باشد Ls شامل دیسک که باشد شده انتخاب
می گیرد قرار رأس یک یا یال یک روی Ls باشد، Ls شامل وصله در کاشی یک از بیشتر اگر می شود. Ls شامل
L۶ شامل که T۱۶ کاشی ،۳ −۵۱ شکل باشد. Ls شامل کاشی هر که کنیم انتخاب گونه ای به را Trs می توانیم و

می کشد. تصویر به را است A۱ وصله در

Trs تعریف :۳ −۵۱ شکل



۱۱۰ توسیع قضیه .۴ .۳

هستند L۰ شامل که A۱, A۲, . . . وصله های از کاشی هایی شامل ،S۰ = {T۱۰, T۲۰, T۳۰, . . .} دنباله حال
متناهی ρ که جایی آن از شده اند. کشیده تصویر به ۳ −۵۲ شکل در دنبال این اول عضو دو می گیریم. نظر در را
T۰ اولیه کاشی تک یک با متجانس همگی کاشی های با S۰ از S ′

۰ زیردنباله یک کبوتری، لانه اصل طبق است،
S ′

۰ از S ′′
۰ زیردنباله انتخاب، لم طبق هستند، L۰ نقطه شامل کاشی ها همه که جایی آن از داشت. خواهد وجود

کاشی کاری ای در کاشی اولین که می کند میل ،L۰ نقطه شامل و T۰ با متجانس T ′
۰ کاشی یک به که دارد وجود
بسازیم. می خواهیم که است

از S ′′
۰ نهایی زیردنباله در که را r از مقادیری تنها که می گیریم نظر در را S۱ = {Trl} کاشی های دنباله حال

است. L۱ شامل کاشی ها این از یک هر تعریف، طبق می شود. شامل را شده اند ظاهر قبلی مرحله

هستند. L۰ شامل دو هر T۲۰ و T۱۰ کاشی های :۳ −۵۲ شکل

T۱ اولیه کاشی تک با متجانس کاشی های تنها شامل که S ′
۱ زیردنباله یک می توانیم آخر، مرحله طبق دقیقا

که T۱ با متجانس که T ′
۱ کاشی یک به که دارد وجود S ′′

۱ زیردنباله یک انتخاب، لم طبق دوباره و بسازیم است
می کند. میل است، L۱ نقطه شامل

می گیریم نظر در را کاشی ها از Sm = {Trm} دنباله  mام، مرحله در می دهیم. ادامه روش این با جا این از
می شود،  ظاهر S ′′

m−۱ پیشین دنباله در و باشد متناظر دیسک Lm که بزرگ کافی اندازه به r شعاع شامل تنها که
همگرا S ′′

m زیردنباله یک سپس و می یابیم هستند، Tm اولیه کاشی با متناظر همگی که S ′
m زیردنباله یک است.

می یابیم. است Lm نقطه شامل و Tm با متجانس که T ′
m کاشی یک به

می دهد. تشکیل ρ توسط صفحه از کاشی کاری یک τ = {T ′
۰, T

′
۱, T

′
۲, . . .} مجموعه ادعا:

راحتی، برای باشند، موجود لیست در تکراری کاشی های است ممکن که جایی آن از ادعا، این اثبات برای
قبلا ما که باشید داشته توجه هم چنین باشد. فرد به منحصر دنباله در موجود کاشی هر تا می کنیم حذف را آن ها
که بدهیم نشان است کافی پس بود. خواهد ρ اولیه مجموعه از کاشی یک با متجانس کاشی هر که داده ایم نشان
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یک p کنید فرض پوشش، اثبات برای است. صفحه از بسته بندی یک هم و پوشش یک هم کاشی ها مجموعه
را D(p, U) دیسک می گیرد. قرار τ ′ از کاشی یک حداقل در که دهیم نشان است کافی باشد. صفحه در نقطه
ماکسیمم با صفحه در نقطه هر که جایی آن از بگیرید. نظر در باشد، ρ اولیه مجموعه برای بیرونی شعاع U که
،۳ −۵۳ شکل طبق بود. خواهد شبکه نقاط شامل دیسک این است، شبکه نقطه یک از u/

√
۲ < U فاصله

که می گیریم نظر در را Ar وصله های حال باشد. اشتراک بزرگ ترین با D(p, U) در شبکه نقطه Lm کنید فرض
کافی اندازه به r که می کنیم فرض هم چنین بپوشانند. را D(L۰, r) دیسک ،S ′′

m دنباله با متناظر r مقادیر برای
τr = {Tr۰, Tr۱, . . . , Trm} کاشی های مجموعه r هر برای بگیرند. قرار Ar در Lm هم و p هم که است بزرگ
هیچ کدام و است p شامل از آن ها یکی حداقل هستند. Ar وصله به متعلق کاشی ها این همه بگیرید. نظر در را

نیستند. هم پوشانی دارای داخلی نواحی در
در کاشی یک به τr در کاشی هر می کند، میل ∞ به S ′′

m با متناظر مقادیر توسط r که همانطور حال،
τ ′m در کاشی ها اجتماع به τr در کاشی ها اجتماع پس کرد. خواهد میل τ ′m = {T ′

۰, T
′
۱, T

′
۲, . . . , T

′
m}

نیز τ ′m در کاشی ها اجتماع پس است، p شامل r هر برای τr در کاشی ها اجتماع که جایی آن از می کند. میل
دارد. وجود p شامل τ ′ در کاشی یک که می کند ثابت این بود. خواهد آن شامل

Lm انتخاب :۳ −۵۳ شکل

صفحه، p در نقطه هر برای که دهیم نشان است کافی است. بسته بندی یک τ ′ که می کنیم اثبات حال
سپس باشد. داشته قرار τ ′ از T ′

j و T ′
i کاشی دو در p کنید فرض بگیرد. قرار کاشی دو داخلی ناحیه در نمی تواند

r یک برای صورت این در ولی داشت خواهد وجود کاشی دو هر در D(p, ϵ) باز دیسک‑اپسیلون ،ϵ یک برای
Tri که جایی آن از و باشند کوچک کافی اندازه به δ(Trj, T

′
j) و δ(Tri, T

′
i ) که طوری به بزرگ کافی اندازه به
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هم پوشانی p نقطه در داخلی نواحی در باید Trj و Tri کاشی دو است، T ′
j با متجانس Tri و T ′

i با متجانس
است. تناقض در هستند Ar وصله یک از دو هر که واقعیت این با که باشند داشته

می کند. کامل را توسیع قضیه اثبات این

متناوب کاشی کاری ۵ .۳

جهت یک در تنها انتقال هایی شامل تقارنی ای گروه های که کردیم مطرح را فریز گروه های قبلی، بخش های در
در انتقال هایی شامل تقارنی ای گروه های که کردیم مشاهده را کاغذ دیواری گروه های همچنین بودند. موازی
اولیه مجموعه یک که می کنیم اثبات را غیرمنتظره ای نتیجه بخش، این در بودند. غیرموازی جهت یک از بیشتر
گروه یک با کاشی کاری یک باید است فریز گروه یک که متقارن گروه یک شامل کاشی کاری یک چندضلعی
اولیه کاشی های همه از نیست نیازی که باشید داشته توجه کند. تولید نیز است کاغذدیواری گروه یک که متقارن

کنیم. استفاده اولیه مجموعه در موجود

یک اولیه مجموعه این اگر باشد. چندضلعی کاشی های شامل اولیه مجموعه یک ρ کنید فرض .۳ −۳۲ قضیه
تولید را T ′ یال به یال متناوب کاشی کاری یک ρ آنگاه کند تولید انتقالی تقارن با را T یال به یال کاشی کاری

کرد. خواهد

در انتقال این می کنیم تصور راحتی برای باشد. x اندازه به T متقارن گروه در انتقال یک τ کنید فرض اثبات.
τ جهت بر عمود ۲U عرض با S بی نهایت نوار یک و باشد ρ بیرونی شعاع U کنید فرض باشد. عمودی جهت

کنیم. تعریف ، شکل طبق
یک می توانیم کند، قطع را آن مرز دو هر نتواند کاشی ای هیچ که است پهن کافی اندازه به S که جایی آن از
به را n صحیح عدد بیابیم. را است شده شامل شکل طبق کاشی کاری یال های در که S در α بی نهایت مسیر
یک α′ = τn(α) آنگاه S ′ = τn(S) کنید فرض .S ∩ τn(S) = ∅ تا می کنیم انتخاب بزرگ کافی اندازه
صورت این در کنید توجه باشد. α در ثابت بردار یک v کنید فرض بود. خواهد α از گسسته S در یالی مسیر

بود. خواهد α′ ⊂ S ′ در کاشی کاری از رأس یک v′ = τn(v)

میانی خط روی بر v′ نتیجه در و v قرارگیری با که می سازیم را R(v) سایه دار مستطیل ،۳ −۵۴ شکل طبق
خط دورترین روی بر پایین و بالا یال های قرارگیری و ۲U اندازه به عرض ایجاد برای شده چین خط عمودی
چون و است nx + ۲U ،R(v) مستطیل ارتفاع که باشید داشته توجه می کنیم. تعریف S ′ و S از مرز هایی
وجود v′ تا v از R(v) در یالی مسیر یک باید کنند، پیدا گسترش ۲U از بیشتر فاصله در نمی توانند کاشی ها

می کنیم. گذاری نام β(v) را آن و باشد داشته
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تنها کدام هر و بود خواهد اندازه همان به دقیقا R(v) مستطیل های همه بدهیم، تغییر را شده انتخاب v اگر
داشت. خواهند تماس T از کاشی متناهی تعداد با

تناوبی قضیه به مربوط شکل :۳ −۵۴ شکل

A از متناوب کاشی کاری یک آوردن دست به :۳ −۵۵ شکل
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R(v) در متناظر β(v) نامتجانس مسیر های متناهی تعداد می تواند حداکثر α در رئوس تمام روی بر ادعا.
باشد. داشته وجود

شعاع با D دیسک یک مرکز در v رأس یک با خاص، کاشی کاری این از مستقل ادعا، این اثبات برای
در کامل طور به مرکزی، خط روی بر v شامل R(v) مستطیل یک که کنید توجه می کنیم. شروع nx + ۳U
قرارگیری با T کاشی تک که زمانی می سازیم. D شامل وصله ای ثابت، اولیه مجموعه با و می شود شامل D

یال به یال صورت به می توانیم روش متناهی تعداد به تنها را دوم کاشی بگیریم، نظر در را v رأس بر آن گوشه
روش متناهی تعداد هم هنوز می پردازیم،  کاشی ها کردن اضافه با وصله ساخت به که همانطور بچسبانیم. T به
دوران دوم وصله که طوری به بگیریم نظر در هم ارز را وصله دو اگر نتیجه،  در داشت. خواهد وجود کار این برای
چنین اگر داشت. خواهد وجود هم ارزی کلاس های چنین از متناهی تعداد تنها آنگاه باشد، v مرکز به اولی یافته
دیگری رأس هر و v بین یالی مسیر متناهی تعداد تنها باشیم، داشته را است D شامل که v مرکز به وصله ای
یک و v شامل که طوری به D در روشی هر به را R(v) مستطیل اگر حال،  داشت. خواهد وجود D در v′ مانند
در R(v) در v′ و v بین یالی مسیر متناهی تعداد حداکثر بدهیم، قرار باشد، مرکزی خط روی بر v′ دیگر رأس
دارد، وجود وصله هایی چنین از متناهی تعداد حداکثر که جایی آن از بود. خواهد موجود خصوص، به وصله این
تمام روی و اولیه مجموعه این کاشی کاری های تمام روی بر β(v) برای متمایز گزینه های از متناهی تعداد تنها

داشت. خواهد وجود α در v رئوس
اصل طبق دارد،  وجود α در رأس متناهی تعداد که جایی آن از برمیگردیم. T خاص کاشی کاری به حال
و v∗ به را v تجانس این و باشند متجانس β(v∗) و β(v) که طوری به α در v∗ و v رأس دو باید کبوتری لانه
دیگری با هم ارز انتهایی نقطه یک دارای یالی مسیر هر چون که کنید توجه باشد. داشته وجود ببرد، v∗′ به را v′

شود. ملاحظه صفحه از µ انتقال نوسط می تواند یالی مسیر دو بین تجانس است، τn انتقال وسیله به
و v∗ و v بین α از قسمتی ،β(v∗) ،β(v) توسط که است T در کاشی ها از وصله یک A کنید فرض
انتقال های توسط A مکرر انتقال های با است. شده محدود شکل طبق v∗

′
= τn(v∗) و v′ بین α′ از قسمتی

می یابیم. دست صفحه تمام از متناوب کاشی کاری یک به آن، خطی ترکیب های و µ ،τn

ویژگی  منظور این به و می پردازیم متناوب کاشی کاری یک در کاشی ها و یال ها رئوس، بین ارتباط به حال
می کنیم. معرفی را اویلر

شیء یک از خاص هندسه یک به که معنی این به است، توپولوژیکی پایای یک اویلر اویلر.ویژگی ویژگی
وصله یک رئوس مورد در که وقتی می گیریم. نظر در وصله یک برای را اویلر ویژگی ابتدا، در نیست. وابسته
کاشی دو بین مشترک مرز روی بر که نقاطی وصله، داخلی ناحیه در موجود رئوس بر علاوه می کنیم، صحبت
قرار وصله داخلی ناحیه در که آن هایی بر علاوه نیز، یال ها برای می گیریم. نظر در نیز را گرفته اند قرار بیشتر یا
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داخلی ناحیه در رأسی هیچ شامل و شده اند محدود رأس دو توسط که وصله مرز از همبند زیرمجموعه های دارند،
می گیریم. نظر در را نیستند

تعداد E وصله، در رئوس تعداد V اولیه، مجموعه یک توسط شده تولید وصله یک A کنید فرض .۳ −۳۳ تعریف
χ(A) = V−E+T و می شود داده نشان χ(A) با وصله، این اویلر ویژگی باشد. وصله در کاشی ها تعداد T و یال

می شود. تعریف

.χ(A) = ۱ ،A وصله هر برای .۳ −۳۴ قضیه

نشان ابتدا، در دارند. قرار وصله کاشی از یک روی بر کدام هر که است یال ها شامل A وصله مرز اثبات.
دارد. وجود باشد، داشته اشتراک یال یک دقیقا در A مرز با که T کاشی یک می دهیم

فرض است. یال ها از مجزا رئوس و/یا مجزا یال های از گردایه ای یک دارد، اشتراک مرز با که کاشی ای هر
بیشتر با مرز در کاشی  هر صورت این در باشد. نداشته اشتراک یال یک دقیقا در ،۴ مرز در کاشی ای هیچ کنید
مرز امتداد در غیربدیهی مسیر طول یک حداقل با Q کاشی چنین پس داشت خواهد اشتراک همبند جزء یک از
شامل که ∂A روی مسیری می توانیم Q برای ،۷ .۰ .۲ شکل طبق بود. خواهد متناظر مرز و اشتراک ها بین A

کنیم. نظیر را است Q برای مسیر هایی چنین تمام از یال ها تعداد حداقل
همه روی بر یال تعداد مینیمم با ویژگی ای چنین با P مسیر دارای چون می کنیم انتخاب را Q کاشی حال،
یک تنها در ∂A با باید است P یال های از یال یک دارای که T کاشی هر صورت این در است. A کاشی های
ناحیه در Q با نمی تواند کاشی آن چون ،۳ −۵۶ شکل طبق که است این نیز آن دلیل باشد. داشته اشتراک یال
یک از بیشتر در ∂A با اگر نتیجه، در داشت. خواهد اشتراک P در ∂A با تنها پس باشد، داشته اشتراک داخلی
خواهد Q از ∂A با T اشتراک های بین ∂A روی کمتری یال های تعداد آنگاه باشد، داشته اشتراک همبند جزء

می رسیم. تناقض به صورت این در که داشت
دارد. مرز با اشتراکی که است کاشی ای ۴منظور
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:۳ −۵۶ شکل

کنید فرض ، شکل طبق داشت. خواهد اشتراک یال یک تنها در مرز با که دارد وجود T کاشی یک نتیجه در
را دیسک یک با وصله توپولوژیک هم ارزی واقعیت که باشد T کاشی حذف با A توسط شده تولید وصله A′

می کند. حذف را A مرز با T مشترک یال  همچنین، می کند. حفظ
دیگر کاشی دو با کدام هر اگر بگیرید. نظر در را داشت تماس آن ها با A مرز در T که رأسی دو هر حال،
یک تنها با کدام هر اگر بود. خواهد دادیم، تغییر را آن B نام به که A′ در رأس همان باشد، داشته تماس A در
طرفی، از بود. نخواهد A′ مرز از رأس یک دیگر آنگاه می نامیم، A را آن که باشد، داشته تماس A در دیگر کاشی
بقیه می شود. کم یکی یکی یال ها تعداد بود، نخواهد دسترس در یال ها به A′ مرز تقسیم برای دیگر رأس آن چون
حداقل در باید داشتند، قرار A داخلی ناحیه در اگر چون می مانند باقی شکل همان به T روی بر موجود رئوس
اشتراک کاشی دو حداقل با هنوز و هستند مرز روی آن ها شود، حذف T که زمانی پس باشند، مشترک کاشی سه

داشت. خواهند
نتیجه، در می دهیم. دست از را یال c = ۱,۲,۳ آن با متناظر و رأس c = ۰,۱,۲ پس،

تا اویلر ویژگی در تغییر بدون را کاشی ها یکی یکی می توانیم .χ(A′) = χ(A)− c+ (c+ ۱)− ۱ = χ(A)

دیسک یک توپولوژیک صورت به هنوز وصله این که جایی آن از بماند. باقی کاشی دو تنها که کنیم حذف جایی
و ۳ یال ها تعداد ،۲ باید رئوس تعداد پس باشند. داشته اشتراک می توانند یال یک در تنها کاشی دو این است،

.χ(A) = ۲ − ۳ + ۲ = ۱ نتیجه در و باشد ۲ کاشی ها تعداد

توپولوژی تولد عنوان به اغلب آن، اثبات و فرمول از و دارد دلالت نتایج از تنوعی یک به قضیه این واقع، در
می پردازیم. زیر نتیجه اثبات به حال می شود. یاد

خواهد صفر کاشی کاری این اویلر ویژگی آنگاه باشد، چنبره یک روی کاشی کاری یک T اگر .۳ −۳۵ نتیجه
بود.
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T یال های درون α حلقه یک باید صورت این در کنید. انتخاب را v مانند کاشی کاری از رأس یک اثبات.
شکل، طبق بازگردد. شکل، طبق رأس همان به و نکند محدود را چنبره این از دیسک یک که باشد داشته قرار
و α در یال هر از کپی دو با C سیلندر یک روی بر T ′ کاشی کاری یک ببریم، را کاشی کاری و چنبره α از اگر
رأس زوج یک v′′ و v′ کنید فرض می دهد. نتیجه را می دهند، تشکیل را آن مرز که α در رأس هر از کپی دو
می کنیم باز β از را T ′ کاشی کاری و C می یابیم. v′′ به v′ از T ′ در β یالی مسیر یک حال باشند. v با متناظر

می دهد. نتیجه شکل،  طبق را A وصله که
کنیم، معکوس را یافتیم دست A به آن با که مراحلی تمام اگر حال .χ(A) = ۱ که قبل قضیه طبق می دانیم
روی بر β از β′′ و β′ کپی دو که زمانی است. چنبره روی کاشی های تعداد همان A در کاشی ها تعداد که می بینیم
در که می افتد رئوس برای نیز اتفاق همین ولی می یابد کاهش β در یال ها تعداد به یال ها تعداد شوند، منطبق هم
حال .χ(T ′) = χ(A)− ۱ = ۰ اویلر، ویژگی طبق پس بود. خواهند بیشتر یکی یال ها تعداد از صورت این
یال ها تعداد مشابه طور به کنیم، تولید را T کاشی کاری تا می چسبانیم هم به را α از α′′ و α′ کپی دو که زمانی

.χ(T ) = χ(T ′) = ۰ نتیجه در نمی کند. ایجاد اویلر ویژگی در تغییری و می کند پیدا کاهش رئوس و

متوازی الاضلاع می توانیم متناوب، کاشی کاری یک برای که کنید توجه برمی گردیم. متناوب کاشی کاری های به حال
تمام تناوبی متوازی الاضلاع کنیم، اجرا را متناوب کاشی کاری انتقالی تقارن های اگر کنیم. تعریف را P تناوبی
کل کاشی کاری تا است شکلی چه به P درون کاشی کاری که بدانیم است کافی نتیجه، در می کند. کاشی را صفحه

بیابیم. را صفحه

به مینیمال، ناحیه یک از P تناوبی متوازی الاضلاع یک و T متناوب کاشی کاری کنید فرض .۳ −۳۶ تعریف
رأس، تعداد صورت این در باشیم. داشته را نباشند T از رأسی هیچ شامل آن ضلع های شکل طبق که طوری
چنبره از شده برده ارث کاشی و یال رأس، تعداد را می دهیم نشان Vp, Ep, Tp با که متوازی الاضلاع کاشی و یال

می کنیم. تعریف متناظر
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از اگر که معناست بدان این خاص، طور به .Vp − Ep + Tp = ۰ که درمی یابیم نتیجه و تعریف این از
این محاسبه برای می توانیم است. محاسبه قابل نیز سوم مقدار باشد، مشخص مقدار دو Tp و Ep ،Vp بین
مشترک فصل گرفتن نظر در با کنیم. استفاده متوازی الاضلاع از مستقیم طور به چنبره، به اشاره بدون مقادیر،
تا کنیم فکر شده ایجاد کاشی های و جزئی یال های چسباندن به می توانیم متوازی الاضلاع، با اصلی کاشی کاری
از بخش هایی شکل، طبق پس بماند. باقی یکسان نتیجه و شوند درست چنبره روی کاشی های و کامل یال های
چنبره روی بر کاشی تک یک تا می چسبند هم به که می کنیم مشاهده را متوازی الاضلاع در همرنگ کاشی های
مشابه، طور به دارند. وجود چنبره روی متفاوت، رنگ یک به کدام هر کاشی، پنج مجموع در پس دهند. تشکیل
بر کاشی تک یک تا می چسبند هم به متوازی الاضلاع در شده اند، برچسب گذاری رومی اعداد با که یال هایی تکه
داشت. خواهند وجود چنبره روی و متوازی الاضلاع در رأس پنج و یال ده نتیجه در و دهند تشکیل چنبره روی
مینیمال ناحیه یک می توانیم شد، مطرح قبلا که همانطور .Vp −Ep + Tp = ۰ داشتیم انتظار که همانطور پس
با که Tw⃗ انتقالی تقارن کوتاه ترین سپس و Tv⃗ انتقالی تقارن کوتاه ترین از استفاده با را تناوبی متوازی الاضلاع

شود. تولید است غیرموازی اولی

انتخاب تغییر با TP و EP ،VP مقادیر صورت این در باشد متناوب کاشی کاری یک T کنید فرض .۳ −۳۷ لم
نمی کنند. تغییر تناوبی، متوازی الاضلاع مینیمال ناحیه

است. یکسان موارد همه در چنبره توسط رسیده ارث به کاشی کاری که است واقعیت این پیرو آن دلیل اثبات.

یک از k مضرب صحیح عدد یک ناحیه یک دارای نباشد، مینیمال ناحیه که P ′ تناوبی متوازی الاضلاع
و EP ،VP ضرب توسط TP ′ و EP ′ ،VP ′ از کدام هر صورت این در است. P متوازی الاضلاع مینیمال ناحیه
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متوازی الاضلاع انتخاب به Ep/Tp و Vp/Tp نسبت های که است معنی به این ولی می آیند دست به k در TP

نیستند. وابسته تناوبی

که ،Vp/Tp یعنی کاشی، هر برای رئوس تعداد میانگین باشد، متناوب کاشی کاری یک T اگر .۳ −۳۸ تعریف
نشان e(T ) با را آن که ،Ep/Tp یعنی کاشی هر برای یال ها تعداد میانگین و می دهیم، نشان v(T ) با را آن

می دهیم،
می کنیم. تعریف

.e(T ) = v(T )+۱ نتیجه در و Vp/Tp−Ep/Tp+۱ = ۰ می دانیم ،Vp−Ep+Tp = ۰ که جایی آن از
کاشی سه روی رأس هر اما است رأس شش دارای کاشی هر منظم، شش ضلعی کاشی کاری در مثال، برای
متوازی الاضلاع هر در است، درست رأس و کاشی هر برای مسئله این که جایی آن از است. شده ظاهر متفاوت
هر و یال شش دارای کاشی هر مشابه، طور به v(T ) = ۶/۲ = ۳ پس کرد. خواهد صدق نیز ضلعی تناوبی

.e(T ) = v(T ) + ۱ نتیجه در و e(T ) = ۶/۲ = ۳ پس می شود، ظاهر کاشی دو روی بر یال



۴ فصل

انتقال فضاهای

کامل انتقال های ۱ .۰ .۴

گرفته ثابت محدود مجموعه یک از که می شود داده نشان گسسته نمادهای از دنباله ای عنوان به اغلب اطلاعات
یک است. دیگر نماد های و نگارشی علائم حروف، از طولانی دنباله یک کتاب، یک مثال، برای است. شده
داده ها نیز کامپیوترها و می شود توصیف اعشاری بسط شکل به نماد ها از نامتناهی دنباله توسط حقیقی، عدد
حوزه از بخشی که انتقال ها نظریه معرفی به فصل این در می کنند. ذخیره یک و صفر از دنباله ای صورت به را
از برخی یادآوری به ابتدا، در می پردازیم. است، نمادین دینامیک نام به دینامیکی سیستم های از توسعه حال در

می پردازیم. موردنیاز مفاهیم

حفظ را توپولوژیکی ساختار که هست توپولوژیک فضای دو بین تابعی پیوسته، نگاشت یک .۴ −۱ تعریف
پیوسته f : X → Y نگاشت یک باشند. توپولوژیک فضاهای Y و X کنید فرض دیگر، عبارت به می کند.

باشد. باز نیز X در Y در باز مجموعه هر اولیه تصویر اگر تنها و اگر است

دنباله یک X در نقاط از (xn) دنباله یک گوییم باشد. متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .۴ −۲ تعریف
،n,m ≥ N هر ازای به که طوری به باشد موجود N صحیح عدد یک ϵ > ۰ برای اگر است (X, d) در کوشی

باشد. همگرا X در کوشی دنباله هر اگر است کامل (X, d) متریک فضای .d(xn, xm) < ϵ

X از متناهی پوشش یک ϵ > ۰ هر برای اگر است کراندار کاملا (X, d) متریک فضای یک .۴ −۳ تعریف
باشد. موجود ϵ‑گوی ها توسط
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که حالی در نیست کراندار کاملا اما است کامل R حقیقی خط ،d(a, b) = |a − b| متر تحت مثال، برای
است. کراندار کاملا هم و کامل هم [−۱,۱] زیرفضای نیست. کامل اما است کراندار کاملا (−۱,۱) زیرفضای

باشد. کراندار کاملا هم و کامل هم اگر تنها و اگر است، فشرده (X, d) متریک فضای یک .۴ −۴ تعریف

پیوسته نگاشت با همراه X فشرده متریک فضای یک شامل (X, f) دینامیکی سیستم یک .۴ −۵ تعریف
می کنیم. تعریف O(x) = {fn(x)|n ∈ Z} را مدار یا مسیر ،x ∈ X نقطه هر برای است. f : X → X

Rα : S۱ → S۱ و C در واحد دایره S۱ که بگیرید نظر در را (S۱, Rα) دینامیکی سیستم مثال، برای
دارد، قرار واحد دایره در z چون که z 7→ ei۲παz پس می دهد. دوران ۲πα اندازه به را دایره که است نگاشتی

.Rα(z) = ei۲π(x+α) نتیجه، در x ∈ [۰,۱) که بود خواهد z = ei۲πx صورت به آن فرم پس

آنگاه ،fn(x) = x ،n ∈ Z از مقادیری برای اگر است. ثابت نقطه یک x آنگاه f(x) = x اگر .۴ −۶ تعریف
مجموعه را Pn(f) و X در ثابت نقاط از مجموعه ای را Fix(f) بود. خواهد n تناوب با تناوبی نقطه یک x

می کنیم. تعریف n تناوب با تناوبی نقاط

را k تناوب کم ترین x اگر .f(Y ) = Y اگر است پایا f تحت Y ⊆ X زیرمجموعه باشید، داشته توجه
بود. خواهد k از مضربی یک x از تناوب هر و است نیز ۲k,۳k, . . . تناوب دارای آنگاه باشد، دارا

وجود A مانند نماد ها از متناهی مجموعه ای بخش، ابتدای در شده مطرح مثال های از یک هر در .۴ −۷ تعریف
با مواردی در و a, b, c, . . . با معمولا را آن ها و می نامند نیز حروف را A اعضای می نامیم. الفبا را آن که دارد

می دهند. نشان ۰,۱,۲, . . .

طرف دو هر از را طولانی دنباله های موارد از بسیاری در هستند، متناهی نمادها حقیقی دنیای در که این با
از نامتناهی طرف دو هر در دنباله های از گردایه ای مطالعه اصلی، هدف بنابراین می گیریم. نظر در نامتناهی
می دهیم نمایش x = . . . x−۲x−۱x۰x۱ . . . یا x = (xi)i∈Z با را دنباله ای چنین بود. خواهد A متناهی الفبای
بسط از مختصات، صفرمین یافتن برای است. x مختصات iامین معنی به xi نماد .xi ∈ A ،i هر برای که
خواهد x−۱ = ۰, x۰ = ۱, x۱ = ۱ صورت به x = ۰ ·۱۱ مختصات های مثال برای می کنیم. استفاده اعشاری

بود.

هر در دنباله های همه از گردایه ای یک کامل A‑انتقال آنگاه باشد، متناهی الفبای یک A اگر .۴ −۸ تعریف
نشان AZ = {x = (xi)i∈Z : xi ∈ A, i ∈ Zهر برای } با را آن و است A نماد های از نامتناهی طرف دو

است. {۰,۱, . . . , r − ۱} الفبای روی بر کامل انتقال یک کامل، r‑انتقال می دهیم.
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دنباله های همان توابعی چنین که است A به Z از توابع تمام مجموعه برای ریاضی استاندارد نماد AZ اینجا در
به می شود. نامیده کامل انتقال از نقطه یک x ∈ AZ دنباله هر هستند. A اعضای از نامتناهی طرف دو هر در
انتقال دو هر بین تناظری یک آنگاه ،|A| = r اگر می شود. گفته دوتایی دنباله های نیز کامل ۲‑انتقال نقاط
راحت تر مثال، برای بود. خواهد تشخیص غیرقابل نیز آن ها بین تمایز مواقعی در و آمد خواهد وجود به کامل

گرفت. نظر در کامل ۲‑انتقال عنوان به را {+۱,−۱} روی کامل انتقال است

می شود. نامیده کلمه یا بلوک یک A حروف از متناهی دنباله ای .۴ −۹ تعریف

Ak با را A روی k‑بلوک ها همه مجموعه است. n طول به بلوک یک n‑بلوک، یک باشید، داشته توجه
می شود. داده نمایش

یک می دهیم. نشان کنیم، جدا نگارشی علائم سایر یا ویرگول با که آن بدون را بلوک ها در موجود نماد های
به نباشد، نمادی هیچ شامل دنباله ای اگر بود. خواهد aababbabbb به شبیه عبارتی A = {a, b} روی بر بلوک

بود. خواهد |ϵ| = ۰ آن طول و می دهیم نشان ϵ با را آن و می گوییم خالی بلوک بلوک، آن

که است aiai+۱ . . . aj فرم به بلوک یک ،u = a۱a۲ . . . ak از زیرکلمه یا زیربلوک یک .۴ −۱۰ تعریف
.۱ ≤ i ≤ j ≤ k

x[i,j] = xixi+۱ . . . xj با را j به i از x در مختصات ها بلوک آنگاه ،i ≤ j و باشد AZ در نقطه یک x اگر
x[i,j) = xixi+۱ . . . xj−۱ با را آن راحتی برای هم چنین می کنیم. تعریف ϵ را xi,j ،i > j اگر می دهیم. نشان

می دهیم. نمایش نیز

که می برد y = σ(x) به را x نقطه ،AZ کامل انتقال روی σ انتقال نگاشت ،۴ −۱ شکل طبق .۴ −۱۱ تعریف
است. yi = xi+۱ آن مختصات iامین

انتقال نگاشت :۴ −۱ شکل

پوشا و یک به یک بیانگر می دهد، انتقال راست سمت به را دنباله ها از یک هر که σ−۱ نگاشت، این وارون
در می برد. چپ سمت به kتا را دنباله ها ،k > ۰ آن در که σk = σ ◦ · · · ◦ σ ترکیب است. نگاشت این بودن
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گفته کامل انتقال یک AZ به خاطر همین به و می دهد انتقال راست به را آن ها اندازه  همان به σ−k که حالی
می شود. استفاده نمادین دینامیک در ایده ها از بسیاری نمایش برای انتقال نگاشت از می شود.

انتقال فضاهای ۲ .۰ .۴

خواهد کامل انتقال یک در نقاط از زیرمجموعه ای که می پردازیم انتقال فضای اساسی مفهوم به بخش این در
و تیره خط نقطه، نماد از مورس کد در مثال، برای می کند. برآورده را محدودیت ها از ثابت مجموعه ای که بود
حداکثر طول با تیره خط و نقطه بلوک های از استفاده با انگلیسی الفبای کد، این در است. شده استفاده مکث
شامل که هفت حداقل طول به بلوک هر که طوری به می شوند منتقل شده اند جدا هم از مکث یک با که شش
ادامه در بود. خواهند انتقال فضای یک شش حداکثر بلوک های این واقع در بود. خواهد ممنوع نیست، مکث

می پردازیم. مفهوم این دقیق تر بررسی به
داشته وجود j و i اندیس های اگر می دهد رخ x در ω می گوییم باشد، A روی بلوک یک ω و x ∈ AZ اگر

می دهد. رخ x هر در ϵ خالی بلوک ،ϵ = x[۱,۰] چون که باشید داشته توجه .ω = x[i,j] که طوری به باشند

این در باشند. ممنوعه بلوک های آن اعضای نام و A روی بلوک ها از گردایه ای F کنید فرض .۴ −۱۲ تعریف
نیست. F در بلوکی هیچ شامل که است AZ دنباله های از زیرمجموعه ای XF ،F هر برای صورت،

بلوک های از F گردایه یک برای که طوری به است AZ کامل انتقال از X زیرمجموعه  انتقال، فضای یک
است. X = XF ،A روی ممنوعه

آن اعضای می توان چون است شمارش قابل حالت هر در باشد. نامتناهی یا متناهی است ممکن F گردایه
F گردایه چند توسط انتقال فضای یک است ممکن کنیم. جایگذاری لیست یک در بلوک ها طول ترتیب به را
در X انتقال فضای یک اگر .F = A که است انتقال فضای یک ∅ مجموعه باشید داشته توجه شود. توصیف

بود. خواهد Y زیرانتقال X شود، شامل Y مانند دیگر فضای یک
X = XF بگیرند، قرار هم کنار نتوانند ۱ تا دو که باشد دوتایی ای دنباله های همه مجموعه X مثال برای

می شود. گفته طلایی میانگین انتقال انتقال، این به و F = {۱۱} که
می پردازیم. X = XF که ممنوعه بلوک های از F مناسب گردایه یک کردن فهرست نحوه به بعدی مثال در
از بعد ،f یا e فقط e از بعد که باشد کامل A‑انتقال در نقاط مجموعه X و A = {e, f, g} کنید فرض
طرف دو از مسیر یک فضا این در نقطه یک زیر، شکل طبق آمد. خواهند f یا e فقط g از بعد و g فقط f

می پردازیم. آن به ادامه در که است متناهی نوع از انتقال مثال، این در بود. خواهد نامتناهی
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متناهی انتقال مثال گراف :۴ −۲ شکل

متناهی نوع محدودیت ۳ .۰ .۴

نهادین دینامیک جمله از ریاضی مختلف موضوعات در مهمی نقش بودن، ساده علی رغم متناهی، نوع انتقال های
کدگذاری طرح های یافتن مانند عملی، مهم مشکلات برای را حل هایی راه آن ها مطالعه هم چنین، می کنند. ایفا

است. کرده ارائه رایانه دیسک های روی بر داده ها ذخیره برای کارآمد

متناهی مجموعه یک توسط می تواند که است انتقالی فضای ،SFT متناهی، نوع انتقال یک .۴ −۱۳ تعریف
بود. خواهد XF فرم دارای F متناهی مجموعه یک برای X انتقال فضای یک شود. توصیف ممنوعه عوامل از

یک می توان که باشید داشته توجه بودند. متناهی نوع از انتقالی قبل، قسمت در شده مطرح مثال های تمام
کرد. تعریف نیز ممنوعه بلوک های از نامتناهی مجموعه یک توسط را X متناهی نوع از انتقال

بلوک های از گردایه ای یک توسط بتوان اگر است، M حافظه دارای یا M‑مرحله ای ،SFT یک .۴ −۱۴ تعریف
کرد. توصیف را آن هستند، M + ۱ طول به همگی که ممنوعه

باشند. M + ۱ طول دارای ممنوعه بلوک های همه کنید فرض ، M + ۱ و M اختلاف توضیح برای
نماد های ماشین، یک کنید فرض است. M از بزرگ تر بسیار که باشد n طول به بلوک یک u = a۱a۲ . . . an

یک شامل u آیا که دهد تشخیص ماشین این که این برای بخواند. راست به چپ از دیگری از پس یکی را u
دیگر عبارت به بیاورد؛ یاد به را است شده خوانده که قبلی M نمادهای است کافی خیر، یا است ممنوعه بلوک

است. حافظه از مرحله M به نیاز تنها
می توانند بیشتر یا یال دو که باشند شده برچسب گذاری A الفبای نمادهای با گراف یال های کنید فرض
کامل انتقال در نقطه یک گراف، این روی نامتناهی طرف دو هر از قدم هر باشند. یکسان برچسب های دارای
انتقال ویژگی هایی، چنین با نقاط این مجموعه به می دهد. نتیجه را یال ها روی از برچسب ها خواندن با AZ

گوییم. سوفیک
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و ϵ یال مجموعه با گراف یک G که است (G,L) مرتب زوج یک ζ برچسب دار گراف یک .۴ −۱۵ تعریف
می دهد. اختصاص A متناهی الفبای از L(e) برچسب یک G از ϵ یال هر به L : ϵ → A برچسب گذاری

هر برای طرفی، از باشد. G یال های به A الفبای یک از حروف تخصیص هر می تواند L برچسب گذاری
را نام هایشان توسط یال ها از یک به یک برچسب گذاری یک که L(e) = e و A = ϵ کنیم فرض می توانیم e ∈ ϵ

شده برچسب گذاری a با می توانند یال ها همه و a حرف تک یک شامل می تواند A دیگر، طرف از بدهد. نتیجه
.L(e) = a ،e ∈ ϵ هر برای ،۴ −۳ شکل طبق که طور به باشند

شده برچسب گذاری گراف های از مثال دو :۴ −۳ شکل

کاراکتر هایی از معمول طور به هستند. یکسان برچسب دارای یال ها از بسیاری می کنید مشاهده که همانطور
می کنیم. استفاده آن ها برچسب برای کوچک صحیح اعداد یا a, b, c از و یال ها نام برای e, f, g مانند

برای اگر است سوفیک انتقال یک کامل، انتقال یک از X زیرمجموعه یک دقیق تر، طور به .۴ −۱۶ تعریف
که است ζ برچسب دار گراف یک X سوفیک انتقال یک دیگر، عبارت به .X = Xζ ،ζ برچسب دار گراف یک

می شود. داده نشان δζ با Xζ روی انتقال نگاشت .Xζ = X

غیرتهی؟ یا تهی ۴ .۰ .۴

که گرفت تصمیم  می توان آیا باشد، ممنوعه حروف از متناهی مجموعه یک توسط شده تعریف SFT یک X اگر
غیرتهی؟ یا است تهی X

این باشد. F = {bb, aaa, babab} توسط شده تعریف SFT یک X ⊂ {a, b}Z کنید فرض مثال برای
مسیر یک داشتن با SFT یک بنابراین است. (aab)Z متناوب مسیر شامل چون نیست تهی متناهی انتقال

می دهیم. تعمیم زیر قضیه به را آن و بود نخواهد تهی متناوب

است. غیرتهی باشد، متناوب مسیر یک شامل که SFT هر .۴ −۱۷ قضیه



۱۲۶

برای k طول با ممنوعه، کلمات از متناهی مجموعه یک توسط شده تعریف SFT یک X کنید فرض اثبات.
کلمه متناهی تعداد که جایی آن از می گیریم. نظر در x ∈ X آنگاه نباشد، تهی X اگر باشد. آن، بزرگ ترین
این در شود. تکرار بار دو حداقل باید i < j موقعیت در آن ها از یکی دارد، وجود x در k طول با متفاوت
مسیر یک به نتیجه در که می شود ظاهر x در x′ = (xixi+۱...xj−۱)

Z مسیر از k طول به عامل هر صورت
می رساند. را ما X در متناوب

می کند. کامل متفاوت روشی با را بالا قضیه بعدی، قضیه

کلمه یک شامل k طول به کلمه هر که است موجود k ≥ ۰ آنگاه باشد، تهی SFT یک اگر .۴ −۱۸ قضیه
بود. خواهد ممنوعه

وجود نباشد، ممنوعه ای کلمه هیچ شامل که k طول به uk کلمه یک k هر برای عکس، به کنید، فرض اثبات.
فرد طول دارای uk هر که کرد فرض می توان آن، حرف آخرین حذف تا نیست. تهی X که می دهیم نشان دارد.
قرار صفر موقعیت در uk میانی حرف و uk+۱ بالای uk که می سازیم نامتناهی بسته یک کلمات این با است.
نامتناهی تعداد از یکی حداقل است، متناهی شده اند، تعریف آن روی uk که الفبایی که جایی آن از باشد. داشته
ukها کلمات همه شد. خواهد ظاهر بار نامتناهی تعداد به x۰ مثل بسته، این صفر موقعیت در ستون در حروف
را است نامتناهی هنوز که جدید بسته یک حال می کنیم. حذف را ندارد قرار بسته صفر موقعیت در x۰ که
xi دنباله یک مرحله، ۲n + ۱ از پس {۱,−۱,۲,−۲, ...} ستون های روی روند این تکرار با داشت. خواهیم
−n ≤ i ≤ n موقعیت در i حرف دارای ما نامتناهی بسته کلمات xi هر برای که طوری به می آوریم دست به را
x در که متناهی ای کلمه هر که جایی آن از باشد. شده تعریف xiها توسط که باشد مسیری x کنید فرض باشد.
در باشد. ممنوعه کلمه دارای نمی تواند x شد، خواهد ظاهر نیز بزرگ کافی اندازه به uk یک در می شود ظاهر

بود. نخواهد تهی SFT و x ∈ X نتیجه

شده تعریف SFT آیا می کند، مشخص قبلی قضایای از استفاده با که می کنیم معرفی را الگوریتمی ادامه، در
خیر. یا است تهی ممنوعه، کلمه های توسط



۱۲۷

غیرتهی یا تهی :۴ −۴ شکل

بعدی دو انتقال های ۵ .۰ .۴

d‑بعدی کامل انتقال A متناهی الفبای یک برای می گردیم. بالاتر ابعاد در انتقال فضا های دنبال به بخش، این در
می پردازیم. بعدی دو انتقال های تنها به بخش این در می کنیم. تعریف AZd صورت به را

تعریف d(x, y) = ۲inf{max(|i|,|j|)|xij ̸=yij} با ترکیب دو بین فاصله است. AZ۲ از عضو یک ترکیب، یک
AZ۲ از زیرمجموعه ای انتقال، یک است. Z۲ توسط شده نمایه حروف از متناهی مجموعه ای الگو، یک می شود.
تعریف ممنوعه الگوی متناهی تعداد توسط که است انتقالی SFT یک نیست. ممنوعه الگو های دارای که است
به باشد. B → A نگاشت با B روی SFT یک آن تصویر اگر است سوفیک A روی بر انتقال یک است. شده
که بگیریم تصمیم می توانیم باشیم، داشته ممنوعه الگو های از متناهی مجموعه یک اگر بازمی گردیم. اصلی سوال
می دهیم. گسترش ۲‑بعدی حالت برای را قبل قضیه خیر. یا است تهی می کند، تعریف که ۲‑بعدی ای SFT آیا

دارد. وجود متناوبی ترکیب هیچ بدون غیرتهی SFT یک .۴ −۱۹ قضیه

کاشی کاری این از قسمتی و کاشی ها شد. تعریف ۱۹۶۴ سال در برگر توسط ویژگی هایی چنین با SFT اولین
است. شده داده نشان ،۴ −۵ شکل در
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آن ها. توسط شده تولید کاشی کاری از جزئی نمایی و رابینسون کاشی  های :۴ −۵ شکل

یک آیا که می گیرد تصمیم که داد تعمیم الگوریتمی به راحتی به نمی توان را ۱ الگوریتم که است معنا بدان این
خیر. یا است تهی ۲‑بعدی SFT

محاسبات نظریه ۱ .۴

تورینگ ماشین ۱ .۱ .۴

دارد وجود محاسبات برای زیادی مدل های می پردازیم. کاشی کاری محاسباتی جنبه بررسی به بخش، این در
ماشین  های باشید، داشته توجه است. شده ارائه تورینگ آلن توسط تورینگ ماشین نام به مدل قوی ترین اما
شده بیان چرچ‑تورینگ تز نام به تزی در دقیق تر، طور به نیستند. مدرن کامپیوتری سیستم های از مدلی تورینگ
بود. خواهد محاسبه قابل نیز تورینگ ماشین توسط باشد، محاسبه قابل فیزیکی دنیای در که تابعی هر که است
نوار، ابتدای با همچنین می کند. استفاده خود نامحدود حافظه برای بی نهایت نوار از تورینگ، ماشین مدل در
همه و است ورودی رشته شامل تنها نوار ابتدا در کند. حرکت نوار روی و بنویسد و بخواند را نمادها می تواند
برای می نویسد. نوار روی را اطلاعات این کند، ذخیره اطلاعات باشد داشته نیاز ماشین اگر است. خالی جا
می تواند دهد تشخیص که دهد ادامه جایی تا و برگردد آن به می تواند ماشین شده، نوشته اطلاعات این خواندن
طراحی ردشونده و پذیرنده حالات در شدن وارد با رد و قبول خروجی های به ماشین کند. تولید خروجی یک
خواهد ممکن خروجی سه می کنیم، شروع ورودی یک روی را تورینگ ماشین یک که زمانی می یابد. دست شده،
از مفاهیم برخی معرفی به ادامه در نمی شود. متوقف ماشین یعنی حلقه از منظور حلقه. یا رد قبول، داشت؛

می پردازیم. تورینگ ماشین های نظریه

می شود. توصیف (Q,Σ,Γ, δ, q۰, qaccept, qreject) چندگانه توسط TM تورینگ ماشین یک .۴ −۲۰ تعریف
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نوار الفبای Γ است. □ خالی یا تهی نماد شامل که است ورودی الفبای Σ است. حالات از مجموعه ای Q

.Σ ⊂ Γ و □ ∈ Γ که طوری به می شوند ظاهر TM نوار های روی بر که نمادها از متناهی مجموعه یک است؛
qreject ∈ Q و قبول حالت qaccept ∈ Q شروع، حالت q۰ ∈ Q انتقال، تابع δ : Q×Γ → Q×Γ×{L,R}

.qreject 6= qaccept که است رد حالت

شده داده تشخیص زبان یا M از زبانی می شود، قبول M مثل تورینگ ماشین توسط که رشته ها از گردایه ای
می دهیم. نشان L(M) با که است M توسط

بشناسد. را آن تورینگ ماشین یک اگر می گوییم تورینگ‑شناخت پذیر زبان یک به .۴ −۲۱ تعریف

بگیرد. تصمیم را آن تورینگ ماشین یک اگر می گوییم تورینگ‑تصمیم پذیر زبان یک به .۴ −۲۲ تعریف

زبانی می کنیم. توصیف را می گیرد تصمیم را A = {۰۲n|n ≥ ۰} که M۱ تورینگ ماشین مثال، برای
می دهیم. را ω رشته ورودی، به اول قدم در است. دو از توانی آن طول که است صفر رشته های همه شامل که
اگر می زند. خط را موجود صفر هر و کرده پیدا برگشت و رفت حالت نوار روی راست به چپ از ماشین سپس،
تک یک از بیشتر شامل نوار یک، مرحله در اگر می شود. قبول باشد، صفر تک یک شامل نوار یک، مرحله در
نوار از چپ سمت انتهای به ماشین سر بعدی مرحله در می کند. رد را آن باشد فرد صفرها تعداد و باشد صفر

می پردازد. اول مرحله خوانش به دوباره و برمی گردد

محاسبه پذیر کاشی کاری ۲ .۱ .۴

مثال در می پردازیم. تورینگ ماشین و کاشی کاری میان ارتباط به حال

تورینگ ماشین و کاشی کاری از مثالی :۴ −۶ شکل

ماشین یک محاسبات می خواهیم می شود. متوقف و می کند اضافه را یک عدد شده، داده عدد هر به TM
نوار حجره های با مطابق مربع هایی کاشی ها، که است این ایده کنیم. شبیه سازی کاشی کاری یک به را تورینگ
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کاشی ها که می کنیم فرض است. متناظر محاسبه، مرحله k با نوار از حالتی با کاشی کاری، از kام ردیف که باشند
دارند. یکسانی رنگ مجاور، همسایه کاشی دو و بدهیم دوران نمی توانیم را

اولیه کاشی های :۴ −۷ شکل

را جابه جایی اولین اول، کاشی سه می گیریم. نظر در تورینگ ماشین شبیه سازی برای را بالا کاشی های
می دهند. نشان را k + ۱ تا k مرحله از آخر کاشی دو و جابه جایی دومین کاشی، دومین می کنند. شبیه سازی
قرار صفحه روی جایی در را کاشی ای و می گیریم نظر در را متناظر کاشی های تورینگ، ماشین به توجه با حال،
شود، متوقف نهایت در کاشی ها این توسط شده شبیه سازی محاسبات اگر کند. شروع را محاسبات که می دهیم
اگر برعکس، و ندارد مطابقت □ حالت با کاشی ای هیچ زیرا یابد گسترش این از بیشتر نمی تواند کاشی کاری

شد. خواهد دریافت بالایی صفحه نیم از کاشی کاری یک آنگاه یابد، ادامه بی نهایت تا محاسبات

دوم حالت :۴ −۸ شکل

نظر در می دهند تشکیل را تورینگ ماشین محاسبه اولیه دهی مقدار که کاشی هایی ،۴ −۹ شکل طبق سپس
بعدی مورد چهار می کنند. آغاز کنونی حجره در یک یا صفر با q حالت در را محاسبه اول کاشی دو می گیریم.
کاشی  و کنیم پر یک و صفر با آزادانه را اولیه نوار دیگر، ابتدایی و موازی محاسبات هیچ بدون که می دهند اجازه

است. اولیه نوار زیر صفحه نصف برای آخر
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شده تولید کاشی کاری از جزئی نمای :۴ −۹ شکل

شکل در موجود کاشی های محاسبات توسط شده تولید کاشی کاری جزئی نمای از نمونه ای ،۶ .۰ .۲ شکل در
مقدار پایین، از دوم ردیف در q حالت در را محاسبه کاشی یک کاشی کاری، این در است. گذاشته نمایش به را
در می شود. توقف حالت وارد سپس و شده انجام بالا، سمت به مرحله، سه در محاسبات می کند. اولیه دهی

کرد. نخواهد پیدا گسترش کاشی کاری این نتیجه
این از است. شدن کاشی قابل نیز صفحه کل کنیم، کاشی را بزرگ دلخواه مربع های بتوانیم اگر می دانیم،
محاسبات که کاشی ای با را صفحه که کاشی مجموعه یک آیا که این مورد در تصمیم گیری برای الگوریتم هر رو،
خیر، یا می شود متوقف تورینگ ماشین یک آیا اینکه تصمیم گیری برای الگوریتم یک کند، کاشی می کند، آغاز را
برای کاشی ای هیچ از استفاده بدون راحتی به می توان قبل، شکل در موجود کاشی های با چه، اگر می دهد. نتیجه
جابه جا را حروف که کنیم استفاده کاشی هایی از تنها می توانیم وضوح، به کرد؛ کاشی را صفحه محاسبات، آغاز
صفحه از کجا هر در محاسباتی آغازگر که کاشی یک کردن تحمیل برای جدید ایده یک به بنابراین، می کنند.
بدون صورت این در زیرا شود آغاز مکان یک در تنها نمی تواند محاسبات واقع، در داشت. خواهیم نیاز باشد،
کاشی کاری یک به محاسباتی، هیچ بدون نتیجه در و کرد خواهد تولید بزرگ دلخواه مربع های محاسباتی، هیچ

شود. آغاز نقاط همه از باید محاسبه این بنابراین یافت. خواهیم دست صفحه کل از
است معنا این به این اما است محاسبات تناوبی شروع برای متناوب کاشی کاری یک از استفاده اول، ایده
زمان و فضا محاسبات، انجام برای یعنی این و شود انجام کاشی کاری از تناوبی در باید محاسبات تمام که
احتیاج بیشتری فضای یا زمان به شده شبیه سازی تورینگ ماشین اگر خصوص، به داشت. خواهد محدودی
به را صفحه که داشت خواهیم احتیاج کاشی ها از مجموعه ای به پس کرد. نخواهد شناسایی را آن باشد، داشته



کند. کاشی متناوب، حالت از غیر
علت می شوند. محاسبه ،۴ .۰ .۲ شکل مانند رابینسون، کاشی های با که است کاشی هایی ترکیب حل، راه  یک
که کند آغاز را محاسبه یک خود پایینی ضلع روی بر رابینسون کاشی کاری از مربع هر که است این برای کار این
نهایت در تورینگ ماشین است، نامحدود مربع ها این اندازه که جایی آن از برود. مربع خود از بیرون به نتواند
آن از بدهد. رخ بزرگ کافی اندازه به مربع یک در لزوما توقف حالت با کاشی ای اگر تنها و اگر شد خواهد متوقف
بنابراین، بپوشاند. را صفحه همه نمی تواند نیز آن کاشی کاری نداریم، خصوصیات این با کاشی ای هیچ که جایی
را محاسبات که کاشی ای با را صفحه که کاشی مجموعه یک آیا که این مورد در تصمیم گیری برای الگوریتم هر
خیر، یا می شود متوقف تورینگ ماشین یک آیا که این تصمیم گیری برای الگوریتم یک کند، کاشی می کند، آغاز
بودن تهی تصمیم گیری برای الگوریتمی هیچ که است این اثبات برای اصلی ایده های این ها داد. خواهد نتیجه

ندارد. وجود ۲ـبعدی SFT
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Abstract:
This B.Sc. thesis is based on the following papers

• ADAMS, COLIN, The Tiling Book: An introduction to the Mathematical theory of Tilings American Mathemat-
ical Society (2022)

• LIND, DOUGLAS A., DOUGLAS LIND, AND BRIAN MARCUS., An introduction to symbolic dynamics and coding.
Cambridge university press, 2021.

This thesis provides a comprehensive introduction to the mathematical theory of tiling. Tiling, or tessellation, is a
fascinating intersection of art and mathematics, where geometric shapes are used to cover a plane without overlaps
or gaps. This study explores various tiling patterns, including regular, semi-regular and periodic tilings, highlighting
their mathematical properties and artistic applications.
We begin the first chapter with the basic definitions of tiling, isometries, and symmetries. We then delve into the
symmetry groups of tilings, including the frieze symmetry groups and the wallpaper groups. The chapter introduces
the orbifold notation for these symmetry groups and concludes by discussing specific tiles that can form unique tilings./
In the second chapter, we introduce the concept of the species and types of vertices, satisfying specific equations.
It explains that if the vertices have the same type and the tiling is composed of regular polygons, there will be 11
particular tilings called the uniform tilings. Similarly, if the tilings have regular vertices, there will be 11 particular
tilings called the Laves tilings. The chapter also covers tilings that are not edge-to-edge and explores the possible
tilings that can be produced by a patch. It then proceeds on discussing random tilings and the extension theorem, a
significant theorem that spans the entire section. The chapter concludes with an introduction to periodic tilings and
the related theorems and definitions.
The third chapter introduces a new concept in symbolic dynamic systems called shifts. It begins by explaining shift
spaces and shifts of finite type. The chapter then introduces Turing machines, detailing how they work and their
significance in computational theory. Finally, it explores the intriguing possibility of simulating a Turing machine
using tiling patterns, bridging the gap between symbolic dynamics and mathematical tiling.
Overall, this thesis aims to provide a thorough introduction to the fascinating world of mathematical tiling, offering
insights into its mathematical foundations, historical development, and contemporary applications.
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