


اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

کاربردی ریاضی کارشناسی پروژه

میکائیلحمیدی

راهنما استاد

لکزیان سجاد دکتر

مشاور استاد

۱۴۰۳



مطالب فهرست

هفت مطالب فهرست

۱ مقدمه ۱

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جرم صلبیت و بودن مثبت قضیه ی ۱ .۱
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتونی گرانش ۱ .۱ .۱
۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همیلتونی مکانیک ۲ .۱ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت ۳ .۱ .۱

۵ ریمانی و منیفلد هندسه پیشنیازهای ۲

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد: هندسه ۱ .۲
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیک منیفلد ۱ .۱ .۲
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلد ۲ .۱ .۲
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مماسی فضای ۳ .۱ .۲
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان ۴ .۱ .۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمانی منیفلدهای ۵ .۱ .۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمانی متریک ۱ .۵ .۱ .۲
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انحنا ۶ .۱ .۲
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نسبیت هندسه ی ۲ .۲
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوارتزشیلد متریک ۱ .۲ .۲
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح بینهایت در منیفلد های ۲ .۲ .۲

۲۱ نسبیت هندسه پیش نیازهای ۳

۲۲ مینیمال ابررویه های ۴

هفت



۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حجم اندازه ی دوم و اول مرتبه ی تعییرات ۱ .۴

۲۸ پیشنهادات و نتیجه گیری

۲۹ کتاب نامه

۳۴ انگلیسی به فارسی واژه نامه

۳۷ فارسی به انگلیسی واژه نامه

۴۲ نمادها فهرست

۴۳ اختصاری کلمات فهرست

هشت



چکیده:
و فضا‑زمان پایداری فهم در مهمی نقش که است. عام نسبیت بنیادی نتایج از یکی ۱ ADM مثبت جرم قضیه ی
تکینگی بدون فضا‑زمان یک اگر که می کند؛ بیان قضیه این می کند. ایفا گرانشی (asymptotically) مجانبی مفاهیم
صفر صورتی در تنها جرم مقدار است. مثبت آن ADM جرم آنگاه (asymptotically flat) تخت مجانبی رفتار با و
نظری، فیزیک در عمیقی پیامد های نتیجه این باشد.» مینکوفسکی فضای «یعنی باشد. تخت کاملا فضا‑زمان که است؛

دارد. ریاضیات و کیهان شناسی
ریچارد توسط قضیه این اثبات مثال، عنوان به دارد. زیادی اهمیت نیز دیفرانسیل هندسه ی در ADM مثبت جرم قضیه ی
اثبات .[۲] شد انجام مینیمال سطوح تئوری و دیفرانسیل هندسه ی روش های از استفاده با ۳ یائو تونگ شینگ و ۲ شوئن
عام، نسبیت بین ارتباط این .[۳] است ابرتقارن نظریه ی و ها اسپینور نظریه ی بر مبتنی ۴ ویتن ادوارد توسط دیگر

است. قضیه  این جالب جنبه های از یکی کوانتومی میدان  های نظریه ی و توپولوژی

شده ارئه مینیمال رویه های از استفاده با شوئن و یائو توسط که را مثبت جرم قضیه ی اثبات تا داریم قصد پایان نامه این در

می کنیم. بیان نیز را لازم پیشنیازهای مسیر این در و کنیم. مرور را است.

1the posstive ADM mass the-
orem

2Richard Melvin Schoen
3Shing-Tung Yau

4Edward Witten



۱ فصل

مقدمه

نسبیت هندسه ی و ریمانی هندسه ی منیفلد، هندسه ی مفاهیم با آشنایی یکسری ما است قرار پایان نامه این در ما
تمام دارد. وجود مباحث این در که پیچده ای بیان های و تعاریف از دور به ما که است قرار و بیاوریم. دست  به
بپردازیم. جرم بودن مثبت قضیه ی خصوص به مفاهیم این با کلی آشنایی یک تا بدهیم. انجام را خود تلاش

جرم صلبیت و بودن مثبت قضیه ی ۱ .۱

نیوتونی گرانش ۱ .۱ .۱

نقش نیرو این می شود. یکدیگر به اجرام جذب باعث که است طبیعت بنیادی نیروی چهار از یکی گرانش
زندگی در می کند. ایفا کهکشان ها و ستارگان سیارات، مانند کیهانی ساختارهای پایداری و شکل گیری در اساسی
اگرچه است. خورشید دور به سیارات حرکت مدار همچنین و زمین سمت به اشیا سقوط مسئول گرانش روزمره،
تکامل که است غالبی نیروی گرانش بزرگ، مقیاس های در اما می کنیم، احساس مستقیم به طور را نیرو این ما

می کند. هدایت را کیهان
جهانی قانون در او [۴] شد. ارائه هفدهم قرن در نیوتون ایزاک توسط گرانش ریاضی توصیف های اولین از یکی
معکوس و جرم هایشان حاصل ضرب با متناسب که نیرویی با را یکدیگر جهان، در جرم دو هر که کرد بیان گرانش
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فرمول  با که قانون، این می کنند. جذب است، آن ها بین فاصله مجذور

F = G
m۱m۲

r۲
(۱ .۱)

نظریه ی دهد. توضیح خوبی دقت با را سیارات حرکت مانند نجومی پدیده های از بسیاری توانست می شود، بیان
[۵] داشت. مهندسی و فیزیک در فراوانی کاربردهای و بود کلاسیک مکانیک برای پایه ای گرانش نیوتونی

سرعت های مانند خاص شرایط در که بود محدودیت هایی دارای نیوتون نظریه فراوان، موفقیت های وجود با
به منجر نهایت در نواقص این نداشت. کافی دقت قوی، بسیار گرانشی میدان های یا نور سرعت به نزدیک
حال، این با کرد. ارائه گرانش به نسبت جدیدتری دیدگاه که .[ [؟ شد اینشتین عام نسبیت نظریه ی توسعه ی
گرانشی میدان های و پایین سرعت های شامل که فیزیکی و مهندسی مسائل از بسیاری در همچنان نیوتونی قانون

می گیرد. قرار استفاده مورد هستند، ضعیف

همیلتونی مکانیک ۲ .۱ .۱

توصیف برای کلاسیک چارچوب اولین گرانش، نظریه ی و حرکت قوانین ارائه ی با نیوتن اسحاق هفدهم، قرن در
نحوه ی و داشت کید تأ اجسام بر وارد نیروهای بر عمده به طور نیوتنی مکانیک کرد. ایجاد را اجسام حرکت

می کرد. مدل نیوتن معادلات از استفاده با را اجسام حرکت
پیچیده سیستم های در به ویژه داشت، وجود کلاسیک مکانیک در پیچیده مسائل حل در مشکلاتی حال، این با
به جای که کرد معرفی را لاگرانژی مکانیک لاگرانژ لوئی ژوزف هجدهم، قرن اواخر در آزادی. درجه چندین با
با و است سیستم پتانسیل و جنبشی انرژی از تابعی لاگرانژی می کرد. استفاده لاگرانژی نام به تابعی از نیروها،
که سیستم هایی در به ویژه روش این می کند. استخراج را سیستم ها حرکت معادلات اثر، کمترین اصل از استفاده

بود. موفقیت آمیز داشت، وجود غیراصیل یا پیچیده نیروهای آن ها در
نتیجه فیزیک، در دینامیکی سیستم های تحلیل برای جدید چارچوب یک به عنوان همیلتونی مکانیک توسعه
وجود به ریاضیات و فیزیک خاص زمینه های در به ویژه و پیچیده تر سیستم های تحلیل در که بود مختلفی نیازهای
در (که دوم مشتقات از استفاده به جای معادلات، این ساده سازی برای هامیلتون می شدند. پیچیده تر آزادی، آمد.
حرکت معادلات حل امر این کرد. استفاده اول مرتبه دیفرانسیل معادلات از می شود)، ظاهر لاگرانژی معادلات

می کند. آسان تر آزادی درجه زیادی تعداد با و پیچیده سیستم های برای را
سیستم های تئوری و دیفرانسیل هندسه مانند پیشرفته تر ریاضی روش های با به راحتی همیلتونی معادلات همچنین،

است. مفید بسیار پیچیده تر سیستم های تحلیل در که می شوند، ترکیب دینامیکی
شد. انجام phase space فاز فضای زمینه در به ویژه دیفرانسیل هندسه در زیادی پیشرفت های نوزدهم، قرن در
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گرفته نظر در ممان ها) و مختصاتی فازی(فضای فضای یک عنوان به کلی طور به فضا همیلتونی، مکانییک در
canoniacal کاننیکال فرم های قبیل از هندسی نظریه های از خصوص به نظریه  ها و پیشرفت ها این  می شود.

می کند. کمک پیچیده تر حرکت های تحلیل به که گرفتند. نشأت دینامیکی سیستم های ترکیب و forms
آن ها دینامیک و فیزیکی سیستم های حرکت توصیف برای که است ریاضیاتی چارچوب یک همیلتونی مکانیک
سیستم های تحلیل برای حرکت دیفرانسیل معادلات از روش این دارد. کاربرد فیزیکی مختلف نظریه های در
همیلتونی، مکانیک در دارد. توجهی قابل مزایای نیوتنی کلاسیک مکانیک با مقایسه در و می کند استفاده پیچیده
می شود. استفاده سیستم کل انرژی توصیف برای H هامیلتونی نام به تابعی از نیروها، از استفاده به جای سیستم
حرکت معادلات pi یافته  ی گسترش ممان های و qi یافته ی گسترش مختصات از تابعی معمول صورت به تابع این

می شوند: بیان ممان ها و مختصات برای دیفرانسیل معادله ی دو صورت به همیلتونی

q̇i =
∂H

∂pi
ṗi = −∂H

∂qi
(۲ .۱)

یا غیرخطی سیسیتم های مانند پیچیده تری های سیستم برای تحلیلی و دقیق حل امکان طورکلی به معادلات این
است این همیلتونی مکانیک برجسته ی ویژگی های از یکی می آورند. فراهم را زیاد آزادی درجات با سیستم هایی
را آن که است. اعمال قابل نسبیتی سیستم های برای هم و کلاسیک سیستم های برای هم روش، این که این که

می کند. تبدیل نظری فیزیک در قدرتمند ابزار یک به
تغییر انرژی و جرم تاثیر تحت که دینامیکی ساختار یک عنوان به فضا‑زمان عام نسبیت در همیلتونی مکانیک

می کند. توصیف می کند.

عام نسبیت ۳ .۱ .۱

جایگزینی نظریه، این شد. ارائه ۱۹۱۵ سال در که است اینشتین آلبرت دستاوردهای از یکی عام نسبیت نظریه
به نزدیک سرعت های و قوی گرانشی میدان های مانند خاص، شرایط برخی در که بود نیوتونی گرانش نظریه برای
دید از گرانش و شتاب می کند بیان که هم ارزی، اصل از الهام با اینشتین می رسید. نظر به ناکارآمد نور، سرعت
فضا‑زمان انحنای بر که دهد ارائه گرانش از جدید توصیف یک توانست هستند، تمایز غیرقابل محلی ناظر یک

دارد. کید تأ
استفاده اجرام حرکت توضیح برای ۱ .۱ نیوتن گرانش جهانی قانون از فیزیک دانان نظریه، این ارائه ی از قبل
نشان نیوتونی پیش بینی از کوچکی انحراف که عطارد، مدار مانند موارد، برخی در قانون این اما می کردند.
کرد مطرح ۱۹۰۵ سال در را خاص نسبیت نظریه ابتدا اینشتین بیستم، قرن اوایل در بود. مشکل دچار می داد،
اما باشد. متفاوت می تواند مختلف ناظران برای زمان که داد نشان و ترکیب هم با را مکان و زمان مفهوم که
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می شد. احساس جامع تر نظریه یک به نیاز و نمی گرفت بر در را گرانش نیروی خاص، نسبیت
گرفته نظر در فضا‑زمان انحنای نتیجه ی به عنوان بلکه نیرو، یک به عنوان نه گرانش عام، نسبیت نظریه در
می کند. تعیین را اجرام حرکت مسیر انحنا این و می کنند خم را فضا‑زمان ساختار انرژی، و جرم می شود.

اینشتین میدان معادلات

Rµν −
۱
۲
gµνR + gµνΛ =

۸πG
c۴

Tµν (۳ .۱)

می دهد. نشان را فضا‑زمان انحنای که است ریچ کرنل :Rµν •

می کند. توصیف را فضا‑زمان هندسی ساختار که است متریک تانسور :gµν •

می دهد. نشان را فضای زمان منحنی های مجموع که است اسکالر ریچ :R •

می رود. به کار کیهان انبساط مدل سازی برای که است کیهانی ثابت :Λ •

است. جهانی گرانش ثابت :G •

است. نور سرعت :c •

می کند. بیان را تکانه و انرژی توزیع که است انرژی‑مومنتوم تانسور :Tµν •

توصیف را فضا‑زمان هندسه ی و انرژی و ماده توزیع بین ارتباط می دهند، تشکیل را نظریه اصلی هسته ی که
سیاهچاله ها مانند پدیده هایی پیش بینی به منجر که دادند ارائه را جدیدی کیهانی مدل های معادلات، این می کنند.

شدند. گرانشی امواج و
کنار از عبور هنگام در ستارگان نور انحراف کرد، تأیید را نظریه این صحت که تجربی آزمایش های اولین از یکی
تأثیر تحت نیز نور که داد نشان مشاهده این شد. رصد ادینگتون آرتور توسط ۱۹۱۹ سال در که بود خورشید
آزمایش های تاکنون، زمان آن از نبود. توضیح قابل نیوتونی چارچوب در که پدیده ای می شود، خم گرانشی میدان
تأیید را عام نسبیت پیش بینی های صحت ،۲۰۱۵ سال در گرانشی امواج به مربوط مشاهدات جمله از بسیاری،

کرده اند.
مقیاس های از شرایط، تمامی در بتواند که بود گرانش از دقیق و جامع توصیف یک ارائه ی نظریه، این اصلی هدف
مدرن کیهان شناسی پایه گذار عام نسبیت این، بر علاوه کند. عمل به درستی سنگین، فوق العاده اجرام تا کهکشانی
وابسته اند. نظریه این به کیهانی بزرگ مقیاس ساختارهای و جهان گسترش توصیف برای کنونی مدل های و شد



۲ فصل

ریمانی و منیفلد هندسه پیشنیازهای

کنیم. بیان ریمانی و منیفلد هندسه ی از را خود موردنیاز نتایج و تعاریف از یکسری ما که است قرار فصل این در
ممکن تلاش تمام فصل این در اما داد ارائه را متنوعی و متفاوت صورتبندی های میتوان تعاریف این پس در

شوند. بیان ما هندسی شهود با منطبق کاملا تعاریف این تا است. گرفته  صورت
یک M آن در که (M, τ)مرتب زوج به دقیق تر صورت به باشد. توپولوژیک فضای یک M که کنیم فرض
توپولوژیک فضای یک تشکیل جفت این  و می باشد. M روی توپولوژی یک نیز τ و می باشد. دلخواه مجموعه ی
نظر صرف τ نوشتن از باشد واضح ما برای توپولوژی اگر اوقات اکثر در سازی ساده علت به اما می دهند.
توپولوژی آن توپولوژی که بود. خواهد M توپولوژیک فضای زیر یک S ⊂M که بگویم هرگاه ادامه در می کنیم.
هستند دوسویی و پیوسته نگاشت هایی هومئومورفیسم  ها که می کنیم یادآوری نهایت در میباشد. M از شده القا

می باشند. نیز پیوسته وارون داری که

منیفلد: هندسه ۱ .۲

توپولوژیک منیفلد ۱ .۱ .۲

اقلیدسی (موضعا اقلیدسی موضعا را M آنگاه باشد. توپولوژیک فضای یک M که می کنیم فرض .۲ −۱ تعریف
به باشد. داشته وجود Up ⊂ M همسایگی یک p ∈ M دلخواه نقطه ی هر برای که هرگاه می گوییم. (n‑بعد از
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باشد. هومئومورفیک Rn داخل باز یک با Up که گونه ای

آنگاه است. هاسدورف و دوم نوع شمارای که باشد. توپولوژیک فضای یک M که می کنیم فرض .۲ −۲ تعریف
باشد. n بعد‑ از اقلیدسی موضعا فضای یک M هرگاه میگوییم. n بعد‑ از توپولوژیک منیفلد یک را M

فضاهای شبیه بیشتر هرچه منیفلدها که هستند این تضمین  کننده ی بودن هاسدورف و دوم نوع شمارای شرط های
کنند. رفتار Rn

باز زیرمجموعه ی هر صورت این در باشد n بعد‑ از توپولوژیک منیفلد یک M که می کنیم فرض .۲ −۳ نتیجه
می باشد. n بعد‑ از توپولوژیک منیلفد یک خودش M

هاسدورف و دوم نوع شمارای خاصیت های که میدانیم ما زیرا می شود. نتیجه مستقیم کاملا صورت به نتیجه این
موضعا مجموعه یک M مجموعه ی که کردیم اشاره پیشتر طرفی از می باشند. ارثی توپولوژیک ویژگی های بودن
منیفلد زیر یک M مجموعه ی از باز مجموعه ی زیر هر که می شود. داده نشان صورت این به می باشد. اقلیدسی

می باشد. ‑بعدی n توپولوژیک

۱‑بعدی توپولوژیک منیفلد های از مثال هایی دایره و نمی کنند قطع را خودشان که صفحه ای خم های .۲ −۴ مثال
‑بعدی n + ۱ توپولوژیکال منیفلد یک تشکیل Sn = {x ∈ Rn+۱|‖x‖ = ۱} کلی صورت به و هستند.

می دهد.

نیز اقلیدسی ای غیر منیفلدهای اما کرده ایم. محدود اقلیدسی زیرفضاهای به را خود ما ۲ −۴ مثال در .۲ −۵ تذکر
منیفلدهای به میتوان مثال عنوان به کنیم. احاطه اقلیدسی فضای یک داخل را آنها نمی توانیم ما که دارند. وجود

کرد. پیدا را مثال هایی چنین میتوان ؟؟ در کرد. اشاره n×m ماتریس های

جفت یک M روی مختصاتی چارت یک آنگاه باشد. توپولوژیکال منیفلد یک M می کنیم فرض .۲ −۶ تعریف
که می باشد. ϕ(U) روی پوشا هومئومورفیسم یک ϕ : U → ϕ(U) و است باز U ⊂ M که می باشد. (U, ϕ)

و می نامیم. موضعی مختصاتی نگاشت یک را ϕ نگاشت می باشد. Rn زیرمجموعه ی باز یک مجموعه این
موضعی مختصه های نیز ϕ نگاشت مولفه های به می باشد. U برای موضعی پارامتری سازی یک ϕ−۱ نگاشت

میشود. گفته U
xi : U → R آن در که می دهند. نمایش (x۱, ..., xn) صورت به معمولا را U روی موضوعی مختصه های

می باشد. ϕ مختصاتی نگاشت ‑ام i مولفه ی
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۲ −۶ تعریف هندسی نمایش :۱ .۲ شکل

هموار منیفلد ۲ .۱ .۲

نظر به Rn اقلیدسی فضای یک به شبیه موضعی صورت به که هستند؛ اشیایی هموار منیفلدهای ساده بیان به
است این اینجا در همواری از ما منظور داد. انجام انگترال و دیفرانسیل حساب آن  ها روی میتوان و می رسند.
f : U ∈ Rn → R که کنیم فرض دیگر عبارت به داد. انجام مشتق گیری بار بی نهایت می توان توابع این از که
باشند. پیوسته و موجود باید جزئی مشتق های تمام صورت این در است. باز زیرمجموعه ی یک U آن در که باشد.
با F : U → Rm تابع یک کلی طور به می کنیم. استفاده f ∈ C∞(U) رایج نماد از باشد؛ هموار f که زمانی
باشد. هموار F = (F ۱, F ۲, ..., Fm) از F i مولفه ای تابع هر هرگاه می شود. نامیده هموار U ∈ Rn باز دامنه ی
دارد معنایی چه f :M → Rk نگاشت یک برای که بود خواهد این تعریف به ما تمرکز قسمت این در این بنابر
f :M → Rl نگاشت و k > ۰ برای Rk از زیرمجموعه ی یک M که کنید فرض باشد. هموار نگاشت یک f که
که کنیم بررسی بتوانیم. که است این f نگاشت نبودن یا بودن هموار تعیین برای روش ها از یکی باشد.
g هموار نگاشت یک به را نگاشت این میتوان آیا ببینیم که است این نه؟ یا است هموار نگاشت این آیا
دیگر بیان به است. باز دامنه ی دارای g نگاشت که باشد. g|M = f که طوری به داد). داد(توسیع گسترش
می توان مثال برای است. منطقی استدلال و رویکرد این هندسی و شهودی نظر از است. g : U ⊂ Rk → Rl

به کار این آنکه اول دارد. اساسی ایراد دو شهودی نظر از راحتی بر علاوه فوق رویکرد کرد. مراجعه ؟؟ ؟؟، به
مطلوب رویکرد این اینکه برای دوم دریافت. ۲ −۵ تذکر به توجه با را این و نیست. پذیر امکان کلی صورت
پایان نامه این ادامه ی در و باشد. شده احاطه آن در M منیفلد که باشیم داشته محیطی فضای یک باید ما باشد.
به را M منیفلد بتوانیم که می خواهیم ما اما می کند. فضاهایی چنین به محدود را ما رویکرد این که دید خواهیم

بزرگتر. فضای یک از بخشی عنوان به نه بگیریم. نظر در مستقل فضای یک عنوان

را F : U → V نگاشت آنگاه باشند. باز زیرمجموعه ی دو V ⊂ Rm و U ⊂ Rn کنید فرض .۲ −۷ تعریف
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باشد. هموار وارون با هموار دوسویی نگاشت یک F هرگاه نامیم. دیفیومورفیسم یک

می باشد. نیز هومئومورفیسم یک وضوح به آنگاه باشد. دیفیومورفیسم یک F اگر که می کنیم توجه

یا باشد. تهی U ∩ V اگر گوییم. سازگار هم با را M روی (U, ϕ), (V, ψ) مختصاتی نقشه ی دو .۲ −۸ تعریف
مختصاتی نقشه ی

ϕ−۱ ◦ ψ|ϕ(U∩V ) : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) (۱ .۲)

شود. مراجعه ۲ .۲ تصویر باشد.به دیفیومورفیسم

۲ −۸ تعریف از هندسی تصویری :۲ .۲ شکل
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تمام مختصاتی نقشه های این دامنه ی که باشد. مختصاتی نقشه های از گردایه ای A کنیم فرض .۲ −۹ تعریف
باشند. سازگار یکدیگر با A در مختصاتی نقشه ی دو هر هرگاه گوییم. هموار را A اطلس دهد. پوشش را M

نشود. نشانده دیگری هموار اطلس هیچ در که زمانی است. کامل A اطلس این بر علاوه

باشد. M کامل اطلس یک A که زمانی است. هموار منیفلد −n یک را (M,A) جفت .۲ −۱۰ تعریف
هستند. هموار نیز A داخل مختصاتی نقشه های

هموار ساختار دارای منیفلد این آنگاه کرد. پیدا M برای کامل اطلس یک بتوان اگر که گفت می توان واقع در
چنین میتوان چگونه می دهد. نشان بعدی گزاره ی اما است. دشواری کار نیز اطلس این کردن پیدا اما است.

ⅾefگزارهگزاره کرد. القا M به را ساختاری

A شامل A′ کامل یکتای اطلس آنگاه باشد. M منیفلد برای هموار اطلس یک A کنید فرض .۲ −۱۱ گزاره
؟؟ است. شده تعیین A اطلس توسط A′ اطلس می گوییم و دارد. وجود

این به البته شود. تبدیل هموار منیفلد یک به می تواند باشد. داشته وجود M برای همواری اطلس اگر نتیجه در
هموار ساختار یک نتواند M نتیجه در و باشد. نداشته وجود همواری اطلس است ممکن که کرد. توجه نیز نکته
هیچ n < ۴ ابعاد در خوشبختانه اما بپذیرد. را متفاوتی هموار ساختارهای M که است ممکن همچنین بپذیرد.

کرد. مراجعه ؟؟ به می توان مثال برای نمی دهد. رخ فوق حالات دو از یک

منیفلد یک به تبدیل قابل می باشد. توپولوژیک ۲‑منیفلد یک که S۲ دهیم. نشان می خواهیم .۲ −۱۲ مثال
باز مجموعه ی حال است. S۲ = {(x, y, z)|x۲ + y۲ + z۲ = ۱} آن در که است. هموار

S۲
+ = {(x, y, z) ∈ S۲|z > ۰} and B۲ = {(x, y) ∈ R۲|x۲ + y۲}

تصویر نگاشت به حال گوییم. شمالی نیمکره ی S۲
+ به ما

φ : S۲
+ → B۲, (x, y, z) 7→ (x, y)

داریم زیرا می باشد. هومئورفیسم یک که می کنیم توجه

φ−۱ : B۲ → S۲
+(x, y) 7→ (x, y,

√
۱− (x۲ + y۲))

می باشند. S۲ برای مختصاتی نقشه ی یک (S۲
+, φ) جفت نتیجه در هستند. پیوسته φ, φ−۱ دوی هر وضوح به و
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۲ −۱۲ مثال از هندسی تصویری :۳ .۲ شکل

تعریف می کنیم. نیز را آن مختصاتی نقشه ی و را جنوبی نیمکره ی مشابه صورت به

S۲
− = {(x, y, z) ∈ S۲|z < ۰}, ψ : S۲

− → B۲, (x, y, z) 7→ (x, y)

بپوشانیم. را S۲ کره ی بتوانیم تا داریم. مختصاتی نقشه ی چهار به ما که می کنیم توجه حال

U+ = {(x, y, z) ∈ S۲|x > ۰}, π۱ : U+ → B۲, (x, y, z) 7→ (y, z)

U− = {(x, y, z) ∈ S۲|x < ۰}, π۲ : U− → B۲, (x, y, z) 7→ (y, z)

V+ = {(x, y, z) ∈ S۲|y > ۰}, π۳ : V+ → B۲ (x, y, z) 7→ (x, z)

V− = {(x, y, z) ∈ S۲|y < ۰}, π۴ : V− → B۲ (x, y, z) 7→ (x, z)

یک A علاوه به می باشد. S۲ برای اطلس یک که می دهیم. قرار مختصاتی نقشه های این گردایه ی را A حال
بگیرید. نظر در را زیر تابع مثال برای می شود. اثبات سادگی به نیز ادعا این است. هموار اطلس

(π۲ ◦ φ−۱)(x, y) = (y,
√

۱− (x۲ + y۲))

و
(π۲ ◦ φ−۱)−۱(y, z) = (

√
۱− (y۲ + z۲), y)

نگاشت های همچنین است. هموار می شود تحدید φ(S۲
+ ∩ U−) و π۲(S

۲
+ ∩ U−) به که زمانی وضوح به که

که می کند. تعیین هموار ساختار یک A اطلس ۲ −۱۱ گزاره ی بنابر و هستند. سازگار یکدیگر با نیز φ و π۲

میشود. نامیده S۲ روی استاندارد هموار ساختار

نگاشت با (U,φ) مختصاتی نقشه ی بگیرید. نظر در Rn از دلخواه باز زیرمجموعه ی یک را U .۲ −۱۳ مثال
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یک مختصاتی نقشه ی بودن سازگار علت به که می کند. تعریف U روی {(u, φ)} اطلس یک واقع در همانی
می توان {(u, φ)} اطلس توسط پس است. خودش با سازگار نگاشت یک φ که حالا می باشد. هموار اطلس
از را V ⊂ M مانند منیفلد یک از باز زیرمجموعه ی هر کلی حالت در کرد. تعیین U روی هموار ساختار یک
۲ −۱۱ گزاره ی از استفاده با و می باشد. توپولوژیک منیفلد یک V آنگاه بگیریم نظر در (M,A) هموار منفیلد
داد. توسیع توپولوژیک منیفلد یک به را منیفلد این می توان A|V = {(U,φ) ∈ A|V ⊂ U} گرفتن نظر در با

می گوییم. (M,A) از باز زیرمنیفلد (V,A|V ) به

اطلس مفهوم داد. توسیع هموار منیفلد های به مشابه رویکردی با می توان را ۲ −۴ مثال های تمام کلی به طور
قبولی قابل صورت به را همواری مفهوم تا می سازند قادر را ما زیرا هستند. مهم بسیار هموار ساختار و کامل

کنیم. تعریف f :M → Rk توابع برای

اگر است. هموار f :M → Rk نگاشت باشد. هموار منیفلد −n یک (M,A) که کنیم فرض .۲ −۱۴ تعریف
باشد. هموار f ◦ φ−۱ : φ(U) → Rk ترکیب (U,φ) ∈ A که همواری مختصاتی نقشه ی هر برای

هموار f :M → Rk نگاشت آنگاه باشد. M از هموار اطلس یک A = {(Ui, φi)} کنید. فرض .۲ −۱۵ لم
باشد. هموار f ◦ φ−۱

i : φi(Ui) → Rk نگاشت i هر برای اگر تنها و اگر است.

کنید. مراجعه ؟؟ به اثبات برای

می شود. نامیده هموار F : M → N نگاشت بگیرید. نظر در هموار منیفلدهای را N و M .۲ −۱۶ تعریف
نمایش N روی (V, ψ) هموار مختصاتی نقشه ی هر و M روی (U,φ) هموار مختصاتی نقشه ی هر برای اگر

باشد. هموار F از ψ ◦ F ◦ φ−۱ : φ(U ∩ F−۱(V )) → ψ(V ) مختصاتی

مماسی فضای ۳ .۱ .۲

روش یک آنگاه باشد. Rk در شده نشانده بعدی −n زیرمنیفلد یک M ،n < k برای می کنیم فرض ابتدا در
بود. خواهد صورت این به p نقطه ی در M مماسی فضای تعریف باری

TpM = {γ′(۰) : γ : (−ϵ, ϵ) →M is a path, γ ∈ C∞((−ϵ, ϵ)), γ(۰) = p} (۲ .۲)

استفاده با است. p نقطه ی از گذرنده خم های تمام مشتق با برابر مماسی فضای  می کند بیان که تعریف این
فضاهایی باری فقط که است این آن مشکل اما است. فهم قابل و ساده بسیار به بیان ما هندسی شهود از
که همواری منیفلدهای برای و است. پاسخگو نشاند بزرگتر Rk فضای یک در می توان را آنها که «منیفلدهایی»
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مماس فضای تعریف برای متفاوتی رویکردهای و راه ها دهیم. ارائه دیگری تعریف باید نیستند ویژگی این دارای
دهیم. ارائه مشتق تعریق از استفاده با را مماسی فضای می خواهیم پایان نامه این در ما اما دارند. وجود

شرط هرگاه می نامیم p نقطه ی در M مشتق را X : C∞(M) → R خطی نگاشت .۲ −۱۷ تعریف

X(fg) = f(p)Xg + g(p)Xf (۳ .۲)

باشد. برقرار است معروف نیز لایبنیز شرط به که

مجموعه ی که می شود. داده نمایش Tp(M) نماد با p نقطه ی در M به مماسی فضای f, g ∈ C∞(M) هر برای
نامیده p نقطه ی در M مماسی بردار نیز مماسی فضای عضو هر و می باشد. p نقطه ی در M مشتقات تمام

می شود.
این برآن علاوه می آیند. R میدان از آن اسکالرهای که است. برداری فضای که مماسی فضای که است واضح
یک و می باشد. حاصل ضرب مشتق قاعده ی به شبیه نوعی به واقع در لایبنیتز شرط که است توجه قابل نیز نکته
فرض دقیق تر صورت به می باشد. هموار خم یک مسیر در f تابع یک از جهتی مشتقات مشتقات؛ این از مثال
می کند. عمل صورت این به X نگاشت آنگاه باشد. γ(۰) = p ویژگی با هموار مسیر یک γ : I →M کنید.

X(f) =
d

dt
|t=۰(f ◦ γ) (۴ .۲)

برداری میدان ۴ .۱ .۲

کلاف معرفی به بپردازیم برداری میدان تعریف به آنکه از قیل باشد. هموار منیفلد −n یک M که کنیم فرض
می پردازیم. مماسی

مماسی فضاهای از مجزا اجتماع می دهیم. نمایش TM نماد با را آن که M مماسی کلاف .۲ −۱۸ تعریف
داریم. و است.

TM = {(p,X) ∈ TM : p ∈M,X ∈ TpM} (۵ .۲)

می شود باعث که می باشد. هموار ساختار و طبیعی توپولوژی دارای TM برداری کلاف که است این مهم نکته ی
M روی (U,φ(x۱, x۲, ..., xn)) هموار مختصاتی نقشه ی هر برای شود. تبدیل هموار منیفلد −۲n یک به آن



۱۳ منیفلد: هندسه .۱ .۲

مختصاتی نقشه ی با Ũ = {(p,X) ∈ TM : p ∈ U} باز مجموعه ی

φ̃ : Ũ → R۲n, (p,X i ∂

∂xi
|p) 7→ (φ(U), X۱, X۲, ..., Xn) (۶ .۲)

توسط که است. هموار اطلس که می دهیم. نمایش Ã با را آن که مختصاتی نقشه های این همه ی گردایه ی آنگاه
می شود. گفته TM روی طبیعی هموار ساختار آن به که کرد. تعین TM روی هموار ساختار یک می توان آن

نگاشتی U روی M از برداری ای میدان X باشد. باز زیرمجموعه ی یک U ⊂M کنید فرض .۲ −۱۹ تعریف
X|p ∈ TpM داریم p ∈ U نقطه ی هر برای که طوری به است. X : U → TM صورت به

کردن عمل نماد با تا می کنیم. استفاده X(p) نماد جای به X|p نماد از ما X برداری میدان برای که کنید توجه
نشود. اشتباه هموار تابع یک بر مماس بردار

یک را X و باشد. U ⊂ M باز زیرمجموعه ی یک روی دلخواهی موضعی دستگاه هر (x۱, ..., xn) بگذارید
به موضعی صورت به را آن می توان صورت این در بگیرید. نظر در X : M → TM سرتاسری برداری میدان

کرد. بیان صورت این

X|p = X i(p)
∂

∂xi
|p (۷ .۲)

علاوه به است. شده داده مختصاتی دستگاه به نسبت X مولفه ای تابع X i : U → R تابع و p ∈ U هر برای
برداری میدان کرد. صحبت هموار برداری میدان از می توان است. هموار منیفلد −۲n یک TM که آنجایی از
برداری میدان های تمام مجموعه ی حال باشد. هموار منیفلدهای بین هموار نگاشت یک اگر است. هموار X

می دهیم. نمایش TM نماد با را گردایه این و است. معنا با M روی هموار

نقشه ی هر برای اگر تنها و اگر است. هموار M آنگاه باشد. برداری میدان یک X → TM بگذارید .۲ −۲۰ لم
باشند. ۲ −۱۴ تعریف اساس بر هموار X۱, ..., Xn مولفه ای تابع های (U,φ) هموار مختصاتی

میگیریم. نظر در M از هموار باز زیرمنیفلد یک عنوان به را U ما اینجا در

باز منیفلد زیر یک U که طوری به باشد. دلخواهی هموار مختصاتی نقشه ی هر (U,φ) بگذارید .۲ −۲۱ نتیجه
اگر تنها و اگر است. هموار برداری میدان یک X : U → TM برداری میدان آنگاه باشد. M منیفلد از هموار

باشند. هموار (U,φ) نقشه ی به نسبت X۱, ..., Xn مولفه ای تابع های

باشد. U ⊂ M باز زیرمجموعه ی روی محلی مختصات دستگاه یک (x۱, ..., xn) بگذارید .۲ −۲۲ تعریف



۱۴ منیفلد: هندسه .۱ .۲

آنگاه

∂

∂xi
: U → TM, p 7→ ∂

∂xi
|p (۸ .۲)

می گوییم. ام −i مولفه ی بردای میدان آن به که است. U روی هموار برداری میدان یک

میدان ما مثال برای می کنیم. تعریف سرتاسری صورت به را بحثمان مورد اشیا کلی صورت به ما که کنید توجه
اینکه و بررسی برای عمل در اما می کنیم. تعریف سرتاسری صورت به را X : M → TM هموار برداری
بررسی هموار مختصاتی نقشه ی یک روی موضعی صورت به را آنها دهیم. انجام محاسبات اشیا این روی بتوانیم

می کنیم.
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مختصات تغیر .۲ −۲۳ لم
به باشند. M روی هموار مختصاتی نقشه ی دو (V, ψ = (y۱, ..., yn)) و (U,φ = (x۱, ..., xn)) بگذارید
(x۱, ..., xn) موضعی مختصات به که U∩V باز زیرمنیفلد روی مولفه ای برداری میدان آنگاه U∩V 6= ∅ طوریکه

هستند. مرتبط یکدیگر به زیر صورت به مختصات تغیر قانون توسط است. مربوط (y۱, ..., yn) و

∂

∂xi
=
∂yj

∂xi
∂

∂yj
(۹ .۲)

مولفه ای تابع های این بر علاوه

∂yj

∂xi
: U ∩ V → R, p 7→ ∂yj

∂xi
(φ(p)) (۱۰ .۲)

می باشند. هموار

تضمین لم این همچنین می باشد. برداری میدان هر مختصات تغیر برای ساده ابزار یک فوق لم که کنید توجه
می کند. حفظ را آن و ندارد برداری میدان های همواری بر تاثیری مختصات تغیر که می کند؛

ریمانی منیفلدهای ۵ .۱ .۲

ما بخش این در می کند. مشخص را مسیرها طول و مماس بردار طول M هموار منیفلد رو ریمانی متریک یک
متریک تغییر با دهیم نشان که هدف این با بپردازیم. ریمانی منیفلدهای از پایه ای مفاهیم از یکسری می خواهیم
به می توان منیفلدها این با رابطه در بیشتر مطالعات برای می کند. تغییر نیز منیفلد این انحنای M منیفلد روی
فضای یک از بخشی نه می گیریم. نظر در مستقل فضای یک را M ما فصل این در ضمن در کرد. مراجعه ؟؟
حساب آن ها روی بتوان می شود باعث که می دانند. محیطی فضای یک از بخشی را M مراجع از برخی در دیگر
صورت به و می باشد. زیاد محدودیت های با همراه و سخت بسیار آن انجام اما داد. انجام انتگرال و دیفرانسیل

نیست. پذیر امکان دارد وجود محیطی فضای که زمانی M روی متریک تغییر خصوص به

ریمانی متریک ۱ .۵ .۱ .۲

گردایه ای شده. معرفی ریمان خود توسط که M روی g ریمانی متریک باشد. هموار منیفلد یک M کنید فرض
کند. تغییر هموار صورت به g|p به طوریکه p ∈ M هر برای g|p : TpM × TpM → R داخلی ضرب های از
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که است معنی این کردنبه تغییر هموار صورت به ببینید. را ؟؟

g(X,Y ) :M → R, p 7→ g|p(X|p, Y |p) (۱۱ .۲)

می باشد. هموار M روی همواری برداری میدان هر برای تابع این
متقارن و باشد. X 6= ۰ اگر g(X,X) > ۰ یعنی می باشد. معیین مثبت g ریمانی متریک که کنیم توجه باید
تعریف اساس بر که خاطر این به p ∈M و X,Y ∈ TpM هر برای g(X,Y ) = g(Y,X) یعنی می باشد. نیز
هر بگوییم اینکه با است معادل همواری شرط که می کنیم. یادآوری این بر علاوه  است. داخلی ضرب یک g|p

است. هموار ( ∂
∂x۱ , ...,

∂
∂xn ) موضعی مختصاتی دستگاه هر برای gij = g( ∂

∂xi ,
∂

∂xj ) مولفه ای توابع از یک

متقارن و معیین مثبت تانسوری میدان یک M هموار منیفلد −n روی g ریمانی متریک .۲ −۲۴ تعریف
می گوییم. ریمانی منیفلد یک (M, g) جفت به g ∈ τ۲

۰ (M) می باشد.

(M, g) که کنید فرض حالا کرد. پیدا را آن می توان مراجع اکثر در که است. متعارف تعریف یک تعریف این
اقلیدسی نرم مشابه را مماس بردار X ∈ TpM «طول» نرم می توانیم. آنگاه باشد. ریمانی منیفلد −n یک

کنیم. تعریف

‖X‖g =
√
gp(X,X) (۱۲ .۲)

شرط که θ ∈ [۰, π] با است برابر X,Y ∈ TpM ناصفر بردار دو بین زاویه ی مشابه صورت به

cos(θ) =
g(X,Y )

‖X‖g‖Y ‖g
(۱۳ .۲)

[۰, π] بازه ی در آن یکتای جواب تنها اما کند انتخاب مقدار نهایت بی  می تواند θ که داریم توجه کند. برآورده را
نظر در U ⊂M مجموعه باز روی (x۱, x۲, ..., xn) موضوعی مختصاتی دستگاه یک حال است. ما قبول مورد

صورت به می توان را g ریمانی متریک میگیریم.

g = gijdx
i ⊗ dxj (۱۴ .۲)

۱۴ .۲ در g است. هموار تانسوری میدان یک gij که آنجایی از می باشد. gij = ( ∂
∂xi ,

∂
∂xj ) آن در که داد نمایش

کرده ایم. شده استفاده نیز اینیشتن نماد از بالا فرمول در که است ذکر به شایان همچنین می باشد. هموار نیز
متریک و می شود. نظر صرف نیز ⊗ علامت نوشتن از فیزیک در ۱۴ .۲ نمایش و تاریخی علت های به همچنین
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می دهند. نمایش صورت این به موضعی مختصات دستگاه یک در را g

g = gijdx
idxj (۱۵ .۲)
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نظر در موضعی مختصات دستگاه با متناظر را G = (gij)ij ماتریس که است مفید نیز روش این علاوه به
داریم آنگاه X = X i ∂

∂i , Y = Y i ∂
∂xi های بردار و بگیریم

g(X,Y ) = gijX
iY j = (X۱, X۲, ..., Xn)G(p)


Y۱

Y۲

...

Yn

 (۱۶ .۲)

می باشد. متقارن و معین مثبت ماتریس یک G ماتریس p ∈ U نقطه ی هر برای که باشید داشته توجه

یکدیگر به نسبت (conformal) هم ریخت را M منیفلد یک روی g۱, g۲ ریمانی متریک دو .۲ −۲۵ تعریف
g۲ = fg۱ و باشد. داشته وجود f ∈ C∞(M) مانند هموار مثبت تابع یک اگر تنها و اگر می نامیم

انحنا ۶ .۱ .۲

نسبیت هندسه ی ۲ .۲

بیان در خوصصاً نسبیت نظریه ی ریاضیات در که می کنیم. مفاهیم از یکسری تعریف به شروع ما قسمت این در
است. لازم مثبت جرم قضیه ی اثبات و

شوارتزشیلد متریک ۱ .۲ .۲

حالت در جواب آوردن دست به می زنیم. حرف جزئی دیفرانسیل معادلات با رابطه در ما وقتی کلی صورت به
حالا می کند. رهنمود بنیادی جواب سمت به را ما و بدهد؛ ما به کاربردی ای و زیاد اطلاعات می تواند متقارن
یک را g اگر کنیم. حل ثابت اسکالر انحنای حالت در را ۳ .۱ ۱ انیشتن میدان معادلات میخواهم که کنید فرض
نظر در Sn−۱ کره ی روی کروی استاندارد واحد متریک نماد را dΩ۲ و بگیریم. نظر در را متقارن کروی متریک

بود خواهد زیر صورت به g متریک آنگاه بگیرم.

g = ds۲ + r(s)۲dΩ۲ (۱۷ .۲)
1Einstein field equations



۱۹ نسبیت هندسه ی .۲ .۲

آمد: درخواهد فرم این به g متریک آنگاه باشد. مینیمال متقارن کره ی یک از خارج متریک اگر

g =
ds۲

V (r)
+ r۲dΩ۲ (۱۸ .۲)

انحانی آوردن دست به با حال می کنیم. استفاده مختصات عنوان به r از و است. مثبت تابع یک V (r) آن در که
می آوریم. بدست را V (r) تابع فرم کردن فرض ثابت و g متریک برای اسکار

V (r) = ۱− ۲m
rn−۲

V (r)′ − κ

n(n− ۱)
r۲ (۱۹ .۲)

می گوییم. ۲ شوارتزشلید متریک این به ما باشد. κ = ۰ که زمانی حال

که است عام نسبیت در گرانشی میدان معادلات از تحلیلی حل یک شوارتزشیلد متریک .۲ −۲۶ تعریف
جرم با ستاره یک یا سیاهچاله یک مانند است، غیرچرخشی کروی جرم یک اطراف فضا‑زمان توصیف کننده ی
مشهورترین و مهم ترین از یکی و آمد دست به ۱۹۱۶ سال در ۳ شوارتزشیلد کارل توسط متریک این ثابت.

است: زیر شکل به شوارتزشیلد متریک فرمول [۸–۶] است. عام نسبیت نظریه در متریک ها

ds۲ = −
(
۱− ۲GM

rc۲

)
c۲dt۲ +

(
۱− ۲GM

rc۲

)−۱

dr۲ + r۲(dθ۲ + sin۲ θ dϕ۲) (۲۰ .۲)

آن در که

است. فضا‑زمان فاصله ی مربع ds۲ •

گرانش. ثابت G •

مرکزی. جرم M •

نور. سرعت c •

جرم. مرکز از فاصله r •

هستند. کروی مختصات سیستم در زاویه ای مختصات ϕ و θ •

است. زمان t •

می بریم؟؟ بهره آن از اثبات مسیر در که تعریفی یا دهم. ارائه را رسمی تعریف که نمی دانم من اینجا در
2Schwarzschild metric 3Karl Schwarzschild
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مسطح بینهایت در منیفلد های ۲ .۲ .۲



۳ فصل

نسبیت هندسه پیش نیازهای

کنیم. بیان را نسبیت هندسه ی با مرتبط مفاهیم است قرار فصل این در ما



۴ فصل

مینیمال ابررویه های

القا Σ روی که زمانی g متریک باشد. (Mn, g) ریمانی منیفلد از زیرمنیفلد یک Σm کنید فرض .۴ −۱ تعریف
و p ∈ Σ هر برای آنگاه دهیم. نشان ∇̂ نماد با را (Σ, h) ۱ لوی‑چیویتای همبندی ما اگر می نامیم. h را شده

داریم: Y ∈ C∞(TΣ) برداری میدان  هر برای و X ∈ TpΣ هر

∇̂XY = (∇X Ỹ )T

قرار می باشد. M روی برداری میدان یک در Y از دلخواه توسیع یک Ỹ و p نقطه ی در ∇X Ỹ مماسی مولفه ی
یک صورت به Σ دوم اساسی فرم که می کنیم یادآوری باشد. M روی Σ از نرمال کلاف یک NΣ که می دهیم

X,Y ∈ TpΣ و p ∈ Σ هر برای که شده. تعریف A ∈ C∞(T ∗Σ⊗ T ∗Σ⊗NΣ) تانسور

A(X,Y ) := (∇X Ỹ )⊥

آنگاه S ∈ C∞(N∗Σ ⊗ T ∗Σ ⊗ TΣ) ۳ وینگارتن نگاشت یا ۲ شکل عملگر می توانیم ما معادل صورت به
ν ∈ NpΣ و X ∈ TpΣ هر برای

Sν(X) := (−∇X ν̃)
T

1Levi-Civita connection 2shape operator 3weingarten map



۲۳

و دوم اساسی فرم بماند. باقی Σ نرمال امتداد پر که است. ν از دلخواه توسیع یک ν̃ که ∇X ν̃ مماسی مولفه ی
می شوند. مرتبط یکدیگر با وینگارتن معادله ی توسط شکل عملگر

〈A(X,Y ), ν〉 = 〈Sν(X), Y 〉

متمایز عمود نرمال بردار یک که است؛ مفید اینکار معمولا باشد. n−۱ بعد دارای Σ که زمانی ابررویه حالت در
می باشد.» بدیهی نرمال کلاف دارای Σ دیگر بیان «به ν نرمال بردار برای سرتاسری ای انتخاب اگر کنیم. انتخاب
باشد. جهت دار M محیطی منیفلد اگر که می کنیم؛ یادآوری است. ۴ دووجهی Σ که می گوییم باشد. وجودداشته
می توانیم ما زیر تعریف توسط ν چنین به توجه با باشد. جهت دار اگر تنها و اگر است دووجهی Σ ابررویه ی آنگاه
فرم یک عنوان به اینکه جای به بگیریم. نظر در خطی دو اسکالر‑مقدار فرم یک عنوان به را دوم اساسی فرم

بگیریم. نظر در خطی دو مقدار بردار‑

A(X,Y ) := 〈A(X,Y ),−ν〉

از که جا هر دارد. وجود ν نرمال بردار برای ضمنی انتخاب یک حداقل همیشه که باشید داشته درنظر را این
و داخل دارای Σ و نباشد. خاص ν واحد نرمال بردار یک اگر کلی حالت در شود. استفاده A(X,Y ) نماد
ν اگر مشابه صورت به است. بیرونی نرمال بردار ν که می شود. فرض ضمنی صورت به معمولا باشد. بیرون

می نویسیم شکل عملگر برای ما آنگاه باشد. مشخص

S := S−ν

کنید. توجه

(∇XY,−ν) = A(X,Y ) = 〈S(X), Y 〉 = 〈∇Xν, Y 〉 (۱ .۴)

ادامه ی در ما بین قرداد یک این می شود. ظاهر A, S از ما تعریف خاطر به ν جای به −ν نماد .۴ −۲ تبصره
خطی دو (۱) همزمان صورت به می خواهیم ما که است این برای عجیب نسبتاً انتخاب این می باشد. کتاب
جهت به نرمال بردار اینکه (۲) و باشد. مثبت اقلیدسی فضای در کره ها برای S شکل عملگر اینکه و A بودن
باعث انتخاب این متأسفانه می کنیم. انتخاب پیش فرض صورت به ما که باشد واحدی نرمال بردار بیرون
این مزایای که باوریم؛ این بر ما حال این با می شود. شکل عملگر از ما کلاسیک تعریف در تضاد(تناقض؟؟)

4Two-sided
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می چربد. آن معایب بر توافق

بردار را ν ما و باشد. r شعاع با کره یک Σ و باشد. اقلیدسی فضای یک (M, g) اگر دهید نشان .۴ −۳ مثال
می باشد. Σ روی القایی متریک h که A = ۱

r
h آنگاه کنیم. انتخاب بیرونی نرمال

p ∈ Σ نقطه ی در مماسی. جهت های روی tr(A) با است برابر H میانگین انحنای بردار

H :=
m∑
i=۱

A(ei, ei)

انحنای می توانیم ما ابررویه ها حالت در می باشد. TpΣ مماس فضای از متعامدی یکا پایه ی هر e۱, e۲, ..., em و
صورت: به را اسکالر میانگین

H := 〈H,−ν〉 = trh(A) = tr(S)

تعریف کنیم.

f هموار تابع هر برای دهید نشان  بگیرید. نظر در ν نرمال بردار با را (M, g) در Σ ابررویه ي .۴ −۴ مثال

∆Σf = ∆gf −∇ν∇νf + 〈H,∇f〉

را X را مماسی دیورژانس می توانیم ما شده. تعریف Σ راستای در که M روی شده داده X برداری میدان برای
کنیم. تعریف صورت این به

divΣX :=
m∑
i=۱

〈∇eiX, ei〉

دیورژانس اصلی تعریف یافته ی تعمیم تعریف این کنیدکه توجه هستند. Σ برای یکامتعادی پایه ی هر e۱, ..., en که
ما برای نماد این که کنید مشاهده همچنین نیستند. مماس Σ به نسبت لزوماً که بردارهایی به نسبت Σ روی

می دهد. Σ اسکالر میانگین انحنای برای دیگر بیان یک

H = tr(S) = divΣν
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داریم: Σ برای ν۱, ..., νn مختصاتی دستگاه هر برای دهید نشان .۴ −۵ مثال

divνX =
m∑

i,j=۱

〈νi, νj〉〈∇νiX, νj〉

Gauss- معادلات به توجه با هستند. مرتبط یکدیگر با همه محیطی انحنای و Σ بیرونی و درونی انحنای
و گاوس معادله ی آن ها به و کنیم. جدا یکدیگر از را آنها می خواهیم ما که [wik, gauss-codazzi] codazzi

بنامیم. Petrson, codazzi, Mainrdi معادله ی

گاووس معادله ی .۴ −۶ قضیه
داریم: X,Y, Z,W ∈ TpΣ مماسی بردار هر و p ∈ Σ هر برای باشد. (M.g) زیرمنیفلد یک Σ کنید فرض

Riemm(X,Y, Z,W ) = RiemΣ(X,Y, Z,W ) + 〈A(X,W ), A(Y, Z)〉 − 〈A(X,Z), A(Y,W )〉

Petrson−Ⅽoⅾazzi−Ⅿainarⅾi .۴ −۷ قضیه
بردار هر و X,Y, Z ∈ TpΣ مماسی بردار هر و p ∈ Σ هر برای باشد. (M, g) از زیرمنیفلد یک Σ دهید قرار

داریم: ν ∈ NΣ نرمال

RiemM(X,Y, Z, ν) = 〈(∇Y )(X,Z)− (∇XA)(Y, Z), ν〉

T − pΣ مماسی فضای برای یکامتعامد پایه ی یک e۱, ..., en−۱ دهید قرار بگیرید. نظر در را ابررویه حالت
داریم: گاوس معادله ی اساس بر ν ∈ NpΣ می دهیم. قرار متمایز نرمال بردار یک را ν و باشد.

Riemm(ei, ej, ei, ej) = RiemΣ(ei, ej, ei, ej) + A(ei, ej)A(ej, ei)− A(ei, ej)A(ej, ei)

بگیریم» تریس دیگر عبارت به » بزنیم. جمع ۱, ..., n − ۱ از i, j اندیس های روی را فوق معادله ی ما اگر
می کنیم: مشاهده

n−۱∑
i,j=۱

RiemM(ei, ej, ei, ej) = RΣ + ‖A‖۲ −H۲
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چپ سمت آنگاه شد. خواهد TpM برای یکامتعامد پایه ی یک e۱, ..., en آنگاه دهیم. قرار en = ν ما اگر

n−۱∑
i,j=۱

RiemM(ei, ej, ei, ej) =
n∑

i,j=۱

RiemM(ei, ej, ei, ej)−
n∑

i=۱

Riemm(ei, en, ei, en)

−
n∑

j=۱

Riemm(en, ej, en, ej) + RiemM(ei, ej, ei, ej)

−RiemM(en, en, en, en)

=RM − ۲RicM(en, en)

داریم: را ذیل نتیجه ی حال کردیم. استفاده ریمان تانسور تقارن های از ما اینجا در که

گاوس معادله ی تریس .۴ −۸ نتیجه
داریم: ν ∈ NpΣ نرمال یکه ی بردار هر و p ∈ Σ هر برای (M.g) ابررویه ی یک را Σ

RM = RΣ + ۲RicM(ν, ν) + |A|۲ −H۲

حجم اندازه ی دوم و اول مرتبه ی تعییرات ۱ .۴

منیفلد از بعدی −m فشرده ی زیرمنیفلد های همه فضای روی µ حجم تابع مطالعه ی بخش این در ما هدف
و کنیم. شناسایی را تابع این بحرانی نقاط می خواهیم ما دقیق تر، صورت به می باشد. Mn مرز با یا مرز بدون
M ماتناهی البعد منیفلد یک روی را حجم تابع می توانیم ما رسمی طور به موضعی. ماکسیمال نقاط ادامه در
و بگیریم. نظر در بعدی −m فشرده ی زیرمنیفلدهای همه ی فضای غیرخطی) (فضای بعدی بی نهایت تابع یک

f : M → V

صورت به p نقطه ی در ν جهت در را f از سویی مشتق ما آنگاه است، V برداری فضای به M از نگاشت یک را
نگاشت .γ′(۰) = ν و γ(۰) = p و M روی همواری مسیر هر γ که زمانی Df |p(ν) := d

dt
|t=۰f(γ(t))

یک می شود. یاد p نقطه ی در f خطی سازی عنوان به گاهی Df |p(ν) : TpM → V ،p نقطه ي در مشتق
بی نهایت حالت به می توان را ایده این شود. پوچ نقطه آن در خطی سازی تبدیل که است نقطه ای بحرانی نقطه ی
نداریم. نیازی چارچوب این به ما چون می کنیم بیان دقیق نا صورت به را آن اینجا در ما اما داد. تعمیم نیز بعد
بعدی −m منیفلد های زیر همه فضای عنوان به را M ما بعدی بی نهایت منیفلدهای از خود قبلی تعریف در
داد. توضیح نیز ادبیات این با را بعدی بینهایت منیفلدهای می توان گاهی اما زدیم. حرف M منیفلد فشرده ی
در M توی به Σ هموار نشاندن های همه ی فضای را M و بگیریم نشر در را Σ شده مشخص ابررویه ی یک که
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وجود نیز دیگر مشابه رویکرد یک است. مناسب تر بسیار کردن کار برای فضا این که خاطر این به بگیریم. نظر
نظر در Diff۰(M) را M فضای و Σm ⊂ Mn می کنیم. انتخاب را خاص زیرمنیفلد یک ما آن در که دارد
توسط Σ بردن پیش با است. همانی مولفه همان در که دیفیومورفیسم ها همه ی فضای Diff۰(M) که میگیریم،
می کند. پارامتری را هستند (isotorpic) Σ به نسبت که را M زیرمنیفلدهای تمام فضا این دیفیومورفیسم ها،
تکرار زیادی تعدار پارامتری سازی ها این قطعاً است. isotorpic تعریف خودش این که شده بیان کتاب در
تعریف بدون حتی نمی کنند. ایجاد ما برای مشکلی ضروری غیر تکررهای این اما می کند. ایجاد غیرضروری
مماس فضای چگونگی با رابطه در شهودی صورت به می توانیم همچنان ما بعدی بی نهایت منیفلدهای درست

کنیم. فکر همانی در Diff۰(M)
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Abstract:
This M.Sc. thesis is based on the following paper

• Yue, X., Shu, S., Xu, X., Bu, W., & Pan, K. (2019). Parallel-in-time multigrid for space–time finite element
approximations of two-dimensional space-fractional diffusion equations. Comput. Math. Appl., 78. 3471–
3484.

Nowadays, temporal or spatial fractional partial differential equations (FPDEs) have found applications in real-world
problems in science and engineering. This popularity stems from the fractional derivative’s nonlocal property com-
pared to the local nature of the integer-order derivative. One of the most important FPDEs is the space-fractional
diffusion equation (SFD) which has applications in modeling anomalous diffusion, investigating subdiffusive phe-
nomena, and describing chaotic dynamics. SFD over two-dimensional spaces is widely recognized as a key diffusion
equation. It is derived from generalizing the spatial derivatives from integer order to fractional order within the partial
differential equation. Since most SFD equations can not be solved analytically, various numerical methods, such as
the finite difference method, local discontinuous Galerkin approach, and finite element method (FEM), have been
proposed to achieve both high accuracy and efficiency. It is important to note that fractional derivatives use global
information, while classical derivatives rely on local information. As a result, regardless of the discretization method
used, significant computational effort is required due to the nonlocality introduced by fractional differential opera-
tors. Many researchers have worked on developing fast algorithms to address this challenge. In addition to these rapid
solutions, parallel computing approaches, such as multigrid reduction in time (MGRIT), should also be considered
potential techniques.
In this thesis, we begin by discussing fundamental concepts in functional analysis, including vector spaces, function
spaces, and Sobolev spaces, as well as the principles of fractional calculus. We explain that fractional derivatives
and integrals are foundational to fractional calculus, with the Ritz fractional derivative being particularly favored for
applications in spatial domains. Next, we examine various fractional spaces, such as fractional Sobolev spaces, and
investigate their properties. Additionally, we address spaces associated with FPDEs.
After that, we investigate the SFD problem with Dirichlet boundary conditions. We start by explaining the FEM and
its properties. We construct the weak form of the SFD equation and apply space-time discretization, utilizing uni-
form spatial discretization and non-uniform temporal discretization. This process results in a large, sparse system of
equations. To solve the SFD equation numerically, we represent the method as a time-marching loop, where a spatial
linear system is solved at each time step. This time-marching loop acts as a one-step temporal method, similar to
solving a lower bidiagonal block system over time. We also discuss various schemes for temporal parallelization and
provide a brief historical context. One notable technique is MGRIT, which utilizes a multigrid reduction approach.
The MGRIT offers two significant advantages: it minimizes interference with existing codes and allows optimal scal-
ability. Subsequently, we employ a two-stage version of the MGRIT method to solve the lower bidiagonal system of



the block unit and analyzing its convergence performance.
Finally, we implement a numerical example in MATLAB and XBraid and examine some tests. The results indicate
that the method demonstrates adequate consistency and convergence for numerical solutions of such SFD equations,
and it can be extended to solve some complicated FPDEs.
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