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مقدمه ۱

از استفاده با ناپیوسته مرزی و اولیه شرایط با بعدی ͷی انتقال معادله مدل سازی در تکنیͷ هایی بررسͬ به متن، این در

ͬ های ویژگ نوبتͬ آموزش ،[۱] تصادفͬ فوریه ͬ های ویژگ از خاص، بەطور ͬ پردازیم. م ͷفیزی از مطلع عصبی شبͺەهای

مؤثری بەطور روش ها این ͬ بریم. م بهره تطبیقͬ وزن دهͬ و [۴] ⅬBFGS الͽوریتم از استفاده با بهینەسازی شبͺه، و فوریه

شبͺەهای کنند. مقاوم آن ها به مربوط بهینەسازی های و دیفرانسیلͬ مسائل پیچیده چالش های برابر در را مدل ها توانستەاند

متنوعͬ مسائل در اخیر سال های در و ͬ شوند م شناخته [۲] ماشینͬ یادگیری ابزارهای قدرتمندترین از ͬͺی بەعنوان عصبی

ترکیب ،ͬͺفیزی سیستم های مدل سازی حوزۀ در دادەاند. نشان موفقͬ کاربردهای طبیعͬ زبان پردازش تا ماشین بینایی از

ͷفیزی از مطلع عصبی شبͺەهای نام به نوین شاخەای به منجر عصبی شبͺەهای تقریب پذیری ظرفیتِ با ͷفیزی آموزەهای

بنیادی معادلات کردن وارد با برچسب خورده، دادەهای به صرف اتکا بدون که است آن رویͺرد این هدف است. شده ۱

در و ͷفیزی با سازگار تخمین های یادگیری، فرایند به مرزی̸ابتدایی) شرایط حفاظت، قوانین جزئͬ، مشتقات با (معادلات

آورد. بەدست مسئله ͬ های پیچیدگ به نسبت منعطف حال عین

انتقال معادلەی کلͬ صورت ۲

منبع ترم و a(x, t) متغیر انتقال ضریب شامل که ͬ شود م معرفͬ ͬ تر کل صورت به یͷ بعدی انتقال معادله بخش، این در

است: f(x, t)

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t), x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ]

غلظت مانند است، جابەجایی حال در که است ͬ ای ویژگ نشان دهنده که t زمان و x مͺان به وابسته متغیر :u(x, t) ●

جریان. سرعت یا دما آلودگͬ،

معمولا˟ ضریب این باشد. داشته زمان و مͺان موقعیت به بستگͬ ͬ تواند م و است متغیر که انتقال ضریب :a(x, t) ●

است. محیط ͷی در دیͽری ویژگͬ یا ماده حرکت ویژگͬ یا سرعت نشان دهنده

منابع از شیمیایی مواد یا آلودگͬ گرما، منابع مانند است، سیستم به تولید یا ورودی نشان دهنده که منبع ترم :f(x, t) ●

سیستم. به خارجͬ

ͬ شوند: م تعریف زیر بەصورت معمولا˟ معادله این مرزی و اولیه شرایط

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b],

Physics-Informed Neural Networks۱

۲



u(x0, t) = g(t) یا ∂u

∂x
(x0, t) = h(t), t ∈ [0, T ].

از ͬͺی روی ،ͬͺفیزی مسأله نوع به بسته و ͬ کند م مشخص t = 0 زمان در را u متغیر اولیه مقدار u0(x) این جا در

نویمن). (شرط آن فضایی مشتق یا دیریͺله) (شرط ͬ شود م تعیین u تابع مقدار با x = x0 مͺانͬ مرز های

ͷفیزی از مطلع عصبی شبͺه ۳

یادگیری ترکیب با شبͺەها این است. جزئͬ دیفرانسیل مسائل حل برای نوین رویͺردی ،[۵] گاه آ ͷفیزی عصبی شبͺەهای

روش، این در کنند. حل مؤثر بەطور را جزئͬ دیفرانسیل معادلات هستند قادر مسئله، در ضمنͬ ͬͺفیزی روابط و ماشینͬ

هستند. عصبی شبͺه پارامترهای θ آن در که ͬ کند م عمل û(x, t; θ) تقریب زننده تابع بەعنوان عصبی شبͺه

است: تعریف قابل زیر بەصورت کلͬ بەطور PⅮE مسئله ͷی

N [u](x, t) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

u(x, t) = g(x, t) مسئله. مرزهای برای

روابط: این در

مسئله، بر حاکم دیفرانسیلͬ عملͽر N ●

است، آن تقریب هدف که مجهولͬ تابع u ●

فضایی، متغیرهای x ∈ Rd ●

زمانͬ، متغیر t ●

مسئله، حل فضایی ناحیه Ω ●

مسئله، اولیه یا مرزی مقادیر g ●

نهایی. زمان T ●

را مرزی شرایط و PⅮE بر حاکم شرایط که بەگونەای ͬ شود، م استفاده u(x, t) تقریب برای û(x, t; θ) عصبی شبͺه

ͬ شود. م انجام مناسب ۲ هزینه تابع ͷی تعریف با کار این سازد. برآورده

Loss-Function۲

۳



هزینه تابع

میزان دیفرانسیل: معادله بر حاکم خطای .۱ است: اصلͬ بخش سه شامل گاه آ ͷفیزی عصبی شبͺەهای در هزینه تابع

از شبͺه خروجͬ تابع انحراف میزان اولیه: شرایط خطای .۲ جزئͬ. دیفرانسیل معادلات از شبͺه خروجͬ تابع انحراف

مرزی. شرایط از شبͺه خروجͬ تابع انحراف میزان مرزی: شرایط خطای .۳ اولیه. شرایط

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت کلͬ هزینه تابع

L(θ) = λPⅮE LPⅮE(θ) + λIⅭ LIⅭ(θ) + λBⅭ LBⅭ(θ),

آن: در که

بەصورت: دیفرانسیل، معادله با مدل تطابق عدم از ناشͬ خطای :LPⅮE(θ) ●

LPⅮE(θ) =
1

Nr

Nr∑
i=1

|N [û](xi, ti; θ)|2 ,

خودکار مشتق گیری توسط اغلب و است û برای دیفرانسیل معادله خروجͬ N [û] و حوزه نقاط تعداد Nr آن در که

ͬ شود. م نوشته زیر شͺل به خطا این انتقال معادله در ͬ شود. م محاسبه معکوس

LPⅮE(θ) =
1

Nr

Nr∑
i=1

∣∣∣∣∂û∂x(xi, ti, θ) + a(xi, ti)
∂û

∂t
(xi, ti, θ)− f(xi, ti)

∣∣∣∣2 ,
اولیه: شرایط انحراف از ناشͬ خطای :LIⅭ(θ) ●

LIⅭ(θ) =
1

NIⅭ

NIⅭ∑
j=1

|û(xj, 0; θ)− u0(xj)|2 ,

ͬ باشد. م اولیه مرزی مقادیر u0 و است اولیه شرایط نقاط تعداد NIⅭ آن در که

مرزی: شرایط انحراف از ناشͬ خطای :LBⅭ(θ) ●

LBⅭ(θ) =
1

NBⅭ

NBⅭ∑
k=1

|û(xk, tk; θ)− g(xk, tk)|2 ,

ͬ باشد. م مرزی شرایط مقادیر g و است مرزی نقاط تعداد NBⅭ آن در که

داده اولیه و مرزی شرایط هم و دیفرانسیل معادلات هم که بͽیرد یاد را توابعͬ ͬ کند م سعͬ عصبی شبͺه روش، این در

ͬ گیرد. م صورت L(θ) هزینه تابع کردن کمینه با امر این سازد. برآورده خطا کمترین با را شده

۴



LIⅭ بخش − باشد. داشته مطابقت دیفرانسیل معادله با امͺان حد تا شبͺه خروجͬ که ͬ کند م تضمین LPⅮE بخش −

با شبͺه خروجͬ که ͬ کند م تضمین LBⅭ بخش − باشد. سازگار مسئله اولیه شرایط با شبͺه خروجͬ که ͬ کند م تضمین

باشد. سازگار مسئله مرزی شرایط

ͷفیزی از مطلع عصبی شبͺەهای مزایای

است. چندبعدی حوزەهای در PⅮEها حل به قادر پیچیده گسستەسازی به نیاز بدون عصبی شبͺه مؤثر: تقریب −

شود. استفاده غیرخطͬ معادلات و مرزی شرایط از مختلفͬ انواع برای ͬ تواند م انعطاف پذیری: −

مسائل. حل برای هم زمان بەطور ریاضͬ معادلات و تجربی دادەهای از استفاده امͺان :ͷفیزی و داده ترکیب −

آموزش بهبود برای اولیه راهͺار چند ۴

تصادفͬ فوریه ویژگͬ ۱ .۴

ͬ های ناپیوستگ سریع، تغییرات با توابع مدل سازی در عصبی شبͺەهای توانایی بهبود برای مؤثر روشͬ ۳ تصادفͬ فوریه ویژگͬ

توسعه ۵ چندلایه شبͺەهای در موجود ۴ طیفͬ سوگیری رفع منظور به ͷتکنی این است. بالا فرکانس مؤلفەهای و موضعͬ

بازتولید و باشند داشته پایین فرکانس مؤلفەهای یادگیری به بیشتری تمایل مدل ها ͬ شود م موجب که سوگیری ای است؛ یافته

اندازند. تأخیر به را پرنوسان جزئیات

به که ͬ گیرد م قرار غیرخطͬ نگاشت ͷی تحت عصبی، شبͺه به ورود از پیش m ∈ Rd ورودی بردار رویͺرد، این در

ͬ شود: م تعریف زیر صورت

γ(m) =

cos(Bm)

sin(Bm)

 ∈ R2D, (۱ .۴)

آن: در که

است. شده نگاشت سینوس⁃کسینوس جفت های کلͬ تعداد D ●

صورت به معمولا˟ B سطرهای ͬ کند. م اعمال ورودی بر را فرکانسͬ جهات و مقیاس که است ماتریسͬ B ∈ RD×d ●

یادگیری در بهتری توانایی شبͺه σ مقدار افزایش با ͬ شوند. م نمونەبرداری N (0, σ2) نرمال توزیع ͷی از تصادفͬ

شود. منجر بیش برازش خطر افزایش و ناپایداری به ͬ تواند م آن حد بیش از افزایش که چند هز دارد. پرنوسان اجزای

Random Fourier Feature۳

spectral bias۴

Multi Layer Perceptron۵

۵



داریم بعدی تک انتقال معادله در مثال برای

û(x, t; θ) = N(γ(m); θ), m =

x
t


مثل نیوتونͬ شبە و نیوتونͬ بهینەساز های پایدار تر و سریع تر همͽرایی منجر فوریه نگاشت از استفاده که ͬ دهد م نشان تجربه

به L-BFGS مثل بهینەسازی غیردشوار، مسائل در اوقات از گاهͬ که است مشهود حدی به امر این ͬ شود. م L-BFGS

در که ͬ دهد م گسترش فضایی به را ورودی حاصل، نگاشت کند. مدل را رفتار بد  توابع ͬ تواند م بالایی سرعت با و تنهایی

بدون بتواند مدل ͬ شود م باعث ویژگͬ این دارند. قرار شبͺه دسترس در خطͬ صورت به بالا و پایین فرکانس مؤلفەهای آن

مدل مؤثرتر شͺلͬ به را داده در موجود ͬ های ناپیوستگ و دقیق محلͬ ساختارهای معماری، پیچیدگͬ یا عمق افزایش به نیاز

است. شبͺه آموزش حین همͽرایی سرعت و پیش بینͬ دقت بازسازی، کیفیت در قابل توجهͬ بهبود کار، نتیجەی کند.

تطبیقͬ نمونەبرداری ۲ .۴

دقت بهبود هدف با که است ͷفیزی بر مبتنͬ عصبی شبͺەهای بهینەسازی در پیشرفته روش های از ͬͺی تطبیقͬ نمونەبرداری

صورت به نقاط که تصادفͬ نمونەبرداری برخلاف ͬ کند. م استفاده نمونەبرداری نقاط هوشمندانه انتخاب از مدل کارایی و

بەدست آمده اطلاعات از استفاده با تطبیقͬ نمونەبرداری ͬ شوند، م انتخاب مسئله ͬ های ویژگ گرفتن نظر در بدون و یͺنواخت

ضعیفͬ عملͺرد آن ها در مدل که نقاطͬ بر تمرکز با ͬ کند. م انتخاب هدفمند طور به را جدید نقاط آموزش، فرآیند طول در

مدل و ͬ شود م محاسباتͬ منابع از استفاده بهینەسازی باعث نقاط هوشمندانه انتخاب ͬ یابد. م بهبود مدل کلͬ دقت دارد،

است صورت این به فرآیند این باشد. داشته بیشتری تعمیم پذیری نتیجه در و بͽیرد یاد بهتر را پیچیدەتر الͽوهای است قادر

ͬ شوند م انتخاب گونەای به جدید نقاط ͬ شوند. م شناسایی دارند را باقیمانده بیشترین که نقاطͬ آموزشͬ، دوره هر از پس که

ادامه آموزش فرآیند و ͬ شود م بەروز جدید نقاط با نمونەبرداری نقاط مجموعه گیرند. قرار بالا خطای با مناطق در بیشتر که

ͬ یابد. م

عصبی شبͺەهای مدل های آموزش در تطبیقͬ وزن دهͬ ۳ .۴

است ممͺن اوقات از خیلͬ است. هزینه تابع مختلف بخش های در توازن محور ͷفیزی عصبی شبͺەهای معضلات از ͬͺی

توانایی عدم به منجر که باشد همراه جزئͬ کاهش با دیͽر بخش های برخلاف هزینه تابع از بخش ͷی آموزش فرآیند طر در

عناصر و گرادیان نرم خطا، میزان از استفاده براساس روش هایی از متعدد مقالات در شد. خواهد جواب یادگیری در مدل

است. شده ارائه هزینه تابع مختلف بخش  های برای NTK ماتریس

۶



بخش هر زیان اساس بر تطبیقͬ وزن دهͬ ۱ .۳ .۴

λi =

N · f(Li)∑N
j=1 f(Lj)

+ β

1 + β

آن: در که

است بخش هر زیان Li ●

است. Li ورودی روی بر f تابع اعمال نتیجه f(Li) ●

ورودی هاست. تعداد N ●

ورودی هاست. تمامͬ روی f تابع توسط اعمال شده ͬ های خروج مجموع
∑N

j=1 f(Lj) ●

ͬ شود. م اضافه تابع به تقسیم بر⁃صفر و نوسانات از جلوگیری برای که است ثابت بایاس مقدار β ●

تعداد از بعد را β مقدار f تابع به نسبت وزن دهͬ حساسیت کاهش و وزن دهͬ کردن نرم تر برای ͬ توانیم م همچنین

دهیم. افزایش ایپاک مشخصͬ

βi = βi−1 + ε

ͬ های وزن ده نیاز، به بسته تا شود پیادەسازی f برای دوم درجه یا خطͬ تابع ͷی از استفاده با بەسادگͬ ͬ تواند م روش این

که ͬ شود م باعث تنظیمات این ͬ شود. م پیشنهاد f(x) = x2 و f(x) = x انتخاب پیادەسازی در شود. ایجاد متفاوتͬ

به تطبیقͬ وزن دهͬ خروجͬ بەعبارت دیͽر، شود. هزینه تابع بخش های تعداد با برابر همواره هزینه تابع ضرایب مجموع

یابند. کاهش مختلف مقیاس های از ناشͬ نوسانات و شده توزیع بەدرستͬ مقادیر که ͬ شود م تنظیم گونەای

گرادیان اساس بر تطبیقͬ وزن دهͬ ۲ .۳ .۴

هر اهمیت تنظیم برای گرادیان ها نرمال سازی از استفاده محور، ͷفیزی عصبی شبͺەهای در وزن دهͬ روش های از ͬͺی

وزن دهͬ و ͬ شود م محاسبه شبͺه پارامترهای به نسبت زیان از بخش هر گرادیان روش، این در است. هزینه تابع از بخش

دارند، بزرگ تری گرادیان که هزینه تابع از بخش هایی که است این اصلͬ ایده ͬ گیرد. م انجام گرادیان ها بزرگͬ اساس بر

آن ها به کمتری وزن دارند، ͷکوچ گرادیان که بخش هایی برعکس و دارند پارامترها بەروزرسانͬ در بیشتری سهم معمولا˟

ͬ یابد. م اختصاص

ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به معمولا˟ گرادیان اساس بر تطبیقͬ وزن دهͬ

۷



λi =

1

∥∇θLi∥+ ε∑N
j=1

1

∥∇θLj∥+ ε

·N

آن: در که

است. i بخش به مربوط زیان Li ●

است. شبͺه پارامترهای به نسبت زیان آن گرادیان ∇θLi ●

است. صفر بر تقسیم از جلوگیری برای ͷکوچ بسیار مقدار ε ●

باشد. مقایسه قابل و نرمال وزن ها مجموع تا است هزینه تابع بخش های تعداد N ●

NTK ماتریس اساس بر تطبیقͬ وزن دهͬ ۳ .۳ .۴

ͷی عنوان به NTK است. ۶ NTK ماتریس از استفاده محور، ͷفیزی عصبی شبͺەهای در تطبیقͬ وزن دهͬ دیͽر روش

حساسیت ساختار و ͬ کند م عمل بهینەسازی فعلͬ نقطه ͬͺنزدی در پارامترها به نسبت شبͺه خروجͬ تغییرات از خطͬ تقریب

خروجͬ U(x; θ) و باشد شبͺه پارامترهای بردار θ اگر دقیق تر، بیان به ͬ دهد. م نشان هزینه تابع بخش هر به نسبت را شبͺه

ͬ شود م تعریف زیر صورت به {xk}Mk=1 ورودی مجموعه ͷی برای Θ ماتریس از Θlk درایه هر ،x ورودی در شبͺه اسͺالر

Θlk = ⟨∇θU(xl; θ),∇θU(xk; θ)⟩

است. xl و xk نقاط به مربوط ͬ های خروج بر پارامترها تغییرات تأثیر میزان نشان دهنده که

استفاده چند هر شود. انجام traⅽe(Θi) یا ∥Θi∥F فرˀبنیوس نُرم مانند معیارهایی اساس بر ͬ تواند م بخش هر وزن دهͬ

Θi اگر ͬ شود. م استفاده traⅽe(Θi) از معمولا˟ فرˀبنیوس، نُرم محاسبه بالای هزینه دلیل به دارد، بیشتری دقت ∥Θi∥F از

صورت به i بخش وزن کردن، نرمال با باشد، آن به مربوط نقاط در زیان تابع مختلف بخش های به مربوط NTK ماتریس

ͬ شود م محاسبه زیر

λi =
traⅽe(Θi)∑N
j=1 traⅽe(Θj)

N

Neural Tangent Kernel۶

۸



ساده مسئله ͷی با شروع ۵

برای کرد. خواهیم آشنا رو پیش  چالش های با را خواننده و ͬ کنیم م شروع ساده انتقال معادله مسئله ͷی با بخش این در

معادلەی حل به شروع

∂u

∂t
− 6(x− 1)

∂u

∂x
= 0, u(x, 0) = sin x, u(0, t) = 0, x ∈ [0, π], t ∈ [0, 1]

ͬ پردازیم. م

۹



دوم تصویر :۲ .۵ شͺل اول تصویر :۱ .۵ شͺل

چهارم تصویر :۴ .۵ شͺل سوم تصویر :۳ .۵ شͺل

پنجم تصویر :۵ .۵ شͺل

۱۰



عددی مشتق گیری ۶

روش های از استفاده اوقات برخͬ دارد، مشتق گیری در عددی روش های به نسبت خاصͬ برتری خودکار مشتق گیری چند هر

داریم مشتق تقریب برای دوم مرتبه مرکزی رابطه از استفاده در باشد. کننده ͷکم ͬ تواند م مشتق گیری عددی

∂û

∂x
(xi, ti; θ) =

û(xi + h, ti; θ)− û(xi − h, ti; θ)

2h
− h2

6

∂3û

∂x3
(ξ(xi), ti; θ), (۱ .۶)

∂û

∂t
(xi, ti; θ) =

û(xi, ti + h; θ)− û(xi, ti − h; θ)

2h
− h2

6

∂3û

∂t3
(xi, ξ(ti); θ) (۲ .۶)

ماندەی به مربوط جدید خطای که L̃PⅮE(θ) بنابراین .ξ(ti) ∈ [ti − h, ti + h] و ξ(xi) ∈ [xi − h, xi + h] آن در که

با است برابر است معادله

1

Nr

Nr∑
i=1

∣∣∣∣ û(xi, ti + h; θ)− û(xi, ti − h; θ)

2h
+ a(xi, ti)

û(xi + h, ti; θ)− û(xi − h, ti; θ)

2h
− f(x, t)

∣∣∣∣2

ͬ کنیم م تعریف باشد. Ω در نقاط از دلخواه مجموعەای Ω̂ کنید فرض

ℓPⅮE(θ) = max
x∈Ω̂

∣∣∣∣∂û∂t (xi, ti; θ) + a(xi, ti)
∂û

∂x
(xi, ti; θ)− f(x, t)

∣∣∣∣
ℓ̃PⅮE(θ) = max

x∈Ω̂

∣∣∣∣ û(xi, ti + h; θ)− û(xi, ti − h; θ)

2h
+ a(xi, ti)

û(xi + h, ti; θ)− û(xi − h, ti; θ)

2h
− f(x, t)

∣∣∣∣
دید ͬ توان م سادگͬ به (۲ .۶،۱ .۶) روابط از استفاده با

ℓ̃PⅮE(θ) ≤ ℓPⅮE(θ) +
h2

6
max
x∈Ω̂

∣∣∣∣∂3û

∂t3
(xi, ξ(ti); θ) + a(xi, ti)

∂3û

∂x3
(ξ(xi), ti; θ)

∣∣∣∣
واضح طور به بنابراین

∣∣∣∣√L̃PⅮE(θ)−
√

LPⅮE(θ)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣ℓ̃PⅮE(θ)− ℓPⅮE(θ)
∣∣∣ ≤ h2

6

(
max
x∈Ω

∣∣∣∣∂3û

∂t3
(x, t; θ)

∣∣∣∣+M max
x∈Ω

∣∣∣∣∂3û

∂x3
(x, t; θ)

∣∣∣∣)

.M = maxx∈Ω |a(x, t)| که

مقدار کاهش باعث آموزش فرآیند طول در t و x به نسبت û(x, t; θ) سوم مشتق مقدار بودن ͷکوچ ،h گام طول بر علاوه

۱۱



داد نشان ͬ توان م مشتق تقریب برای 4 مرتبه مرکزی رابطه از استفاده در ͬ شود. م
∣∣∣ℓ̃PⅮE(θ)− ℓPⅮE(θ)

∣∣∣
∣∣∣ℓ̃PⅮE(θ)− ℓPⅮE(θ)

∣∣∣ ≤ h4

30

(
max
x∈Ω

∣∣∣∣∂5û

∂t5
(x, t; θ)

∣∣∣∣+M max
x∈Ω

∣∣∣∣∂5û

∂x5
(x, t; θ)

∣∣∣∣)

خودکار مشتق گیری به نسبت هزینەتر کم و مناسب راهͺاری عددی مشتق گیری رفتار خوش و نرم توابع با برخورد در بنابراین

وجود محدودیت h مقدار کوچͷ  کردن در و ͬ گیرد م صورت بیتͬ 32 ممیز شناور سیستم در محاسبات اغلب چند هر است.

و 2 مرتبه مرکزی رابطه از استفاده در مثال برای باشد. کمͷ کننده بیش برازش از جلوگیری در ͬ تواند م h بودن بزرگ دارد،

ͬ شوند. م درگیر آموزش فرآیند در نقطه 4 و 2 ترتیب به ،û(xi, ti; θ) مشتق محاسبه در کالوکیشن نقطه هر ازای به 4 مرتبه

باشد. کننده ͷکم بهینەساز همͽرایی سرعت در ͬ تواند م عددی مشتق گیری از استفاده موارد برخͬ در است ذکر به لازم

محاسباتͬ گراف که چرا دارد؛ بیشتری کاربرد است بالاتر و دوم مرتبه مشتقات دارای که معادلاتͬ در بەخصوص روش این

مشتق گیری از آموزش ابتدایی مراحل در ͬ توان م ͬ باشد. م بالایی حجم دارای و پیچیده اغلب بالا مرتبه مشتقات از حاصل

کرد. استفاده خودکار مشتق گیری از انتهایی مراحل و عددی

سخت قید ͷی عنوان به مرزی و اولیه شرایط تحمیل ۷

جواب ͷی از بͽیرد، یاد را مسئله بر حاکم معادله و مرزی اولیه، شرایط که عصبی شبͺه ͷی با کار جای به اوقات گاهͬ

عبارتͬ به کند. برآورده را آن ها دوی هر یا مرزی یا اولیه شرایط که ͬ کنیم م استفاده اولیه

û(x, t; θ) = A(x, t) + B(x, t)N(x, t; θ)

و ͬ کند م تأمین را مرزی شرایط و اولیه شرایط A(x, t) است. θ آموزشͬ پارامتر های با عصبی شبͺه N(x, t; θ) آن در که

ͬ کند م تأمین را مرزی و اولیه شرایط که اولیه جواب های از ͬͺی مثال برای دارد. صفر مقدار اولیه و مرزی ناحیه در B(x, t)

است زیر شͺل به

û(x, t; θ) = t(x− x0)N(x, t; θ) + u(x0, t) + u(x, 0)− u(x0, 0)

بنابراین و

∂û

∂x
(x, t; θ) = t

[
(x− x0)

∂N

∂x
(x, t; θ) +N(x, t; θ)

]
+

∂u

∂x
(x, 0) (۱ .۷)

∂û

∂t
(x, t; θ) = (x− x0)

[
t
∂N

∂t
(x, t; θ) +N(x, t; θ)

]
+

∂u

∂t
(x0, t) (۲ .۷)

۱۲



آموزش به نیازی و دارد را معادله مانده به مربوط بخش ͷی دارای تنها هزینه تابع که است این روش این برتری های از ͬͺی

(۲ .۷ و ۱ .۷) رابطەهای در ∂u

∂t
(x0, t) و ∂u

∂x
(x, 0) توابع بدرفتاری که است حالͬ در این نیست. مرزی و اولیه شرایط

حالت این در همچنین ͬ کنند. م اختلال دچار را آموزش فرآیند و ͬ شود م هزینه تابع حد از بیش افزایش باعث اوقات برخͬ

مسائلͬ با برخود در بنابراین است. محدودیت دچار x = x0 و t = 0 ͬͺنزدی در نوسانͬ و تند رفتار های شبیەسازی در مدل

در روش این از استفاده که است واضح ͬ شود. نم پیشنهاد روش این نباشد، کنترل شده مرزی و اولیه شرایط مشتق رفتار که

است. بلااستفاده ناپیوسته، مرزی یا اولیه شرایط با مسائلͬ

مسئله حل به ادامه در

ut + 0.5 sin(16x)ux = 0, u(x, 0) = sin(x), u(0, t) = 0, x ∈ [0, π], t ∈ [0, 1]

دیده آموزش پارامتر های θ∗ که است N̂(x, t; θ∗) نشان دهندەی دوم شͺل پنج و û(x, t; θ∗) جواب بیانگر اول شͺل پنچ

است. عصبی شبͺە

۱۳



دوم تصویر :۲ .۷ شͺل اول تصویر :۱ .۷ شͺل

چهارم تصویر :۴ .۷ شͺل سوم تصویر :۳ .۷ شͺل

پنجم تصویر :۵ .۷ شͺل

۱۴



دوم تصویر :۷ .۷ شͺل اول تصویر :۶ .۷ شͺل

چهارم تصویر :۹ .۷ شͺل سوم تصویر :۸ .۷ شͺل

پنجم تصویر :۱۰ .۷ شͺل
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آموزش مرحلەبندی ۸

فرآیند شدن سخت تر باعث موضوع این و است دشوار مسئله بر حاکم مرزی و اولیه شرایط یادگیری مسئلەها برخͬ در

حالت این در شود. معادله ͬ مانده باق به مربوط بخش به بهینەساز کمتر توجه و محلͬ بهینه در گیرافتادن احتمال آموزش،

شرایط به مرزی و اولیه شرایط زمان مرور به و شود حل سادەتر مرزی و اولیه شرایط با مسئله آموزش طول در ͬ شود م پیشنهاد

مساوی فاصله با نقاط با خطͬ قطعەای توابع را مرزی و اولیه شرایط ͬ توانیم م مثال برای شود. ͷنزدی واقعͬ اولیه و مرزی

اولیه شرایط با را مسئله جواب تا دهیم اجازه مدل به و کنیم شروع اندک نقاط تعداد با را تقریب که طوری به بزنیم؛ تقریب

اولیه شرایط از بهتری تقریب به مرزی و اولیه شرایط نقاط تعداد افزایش با آن از پس بͽیرد؛ یاد خوبی حد تا سادەتر مرزی و

تابع در را اصلͬ مرزی و اولیه شرایط آخر تکرار های در ͬ توان م نهایت در ͬ کنیم. م روز به را هزینه تابع و ͬ رسیم م مرزی و

در هزینه تابع مختلف بخش های نسبی توازن و محلͬ بهینه در افتادن گیر احتمال کاهش باعث روش این داد. قرار هدف

معادله جواب بیانگر اول شͺل پنج ͬ شود. م آموزش طول

ut + (1 + x)ux = 0, t ∈ [0, 1], x ∈ [0, 2]

مرزی و اولیه شرایط با

u(x, 0) = sin(x), u(0, t) = t sin2(40t2)

معادله جواب بیانگر دوم شͺل پنج و

ut − 6(x− 0.5)(x− 1)(x− 1.5)ux = 0, t ∈ [0, 1], x ∈ [0, 2]

مرزی و اولیه شرایط با

u(x, 0) = sin2(4x), u(0, t) = 0

معادلەی جواب نشان دهندەی سوم شͺل پنچ و

ut − 5(x− 0.5)(x− 1)(x− 1.5)ux = 0, t ∈ [0, 1], x ∈ [0, 2]

مرزی و اولیه شرایط با

u(x, 0) = sin2(8x), u(0, t) = 0

است.

۱۶



دوم تصویر :۲ .۸ شͺل اول تصویر :۱ .۸ شͺل

چهارم تصویر :۴ .۸ شͺل سوم تصویر :۳ .۸ شͺل

پنجم تصویر :۵ .۸ شͺل
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دوم تصویر :۷ .۸ شͺل اول تصویر :۶ .۸ شͺل

چهارم تصویر :۹ .۸ شͺل سوم تصویر :۸ .۸ شͺل

پنجم تصویر :۱۰ .۸ شͺل
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دوم تصویر :۱۲ .۸ شͺل اول تصویر :۱۱ .۸ شͺل

چهارم تصویر :۱۴ .۸ شͺل سوم تصویر :۱۳ .۸ شͺل

پنجم تصویر :۱۵ .۸ شͺل

۱۹



ناپیوسته مرزی و اولیه شرایط با برخورد نحوه ۹

توازن و بخش ها این به مربوط زیان کاهش بزرگ معضلات از ͬͺی دارند ناپیوستگͬ مرزی یا اولیه شرایط که هنگامͬ

کند. برطرف را مشͺل این که داریم که رویͺردی به نیاز بنابراین است. زیان تابع مختلف بخش های

سازی بهینه ۱ .۹

حیاتͬ نقش بهینەسازی ͬ پردازیم. م ͬ ها ناپیوستگ مدل سازی در استفاده مورد بهینەسازی تکنیͷ های بررسͬ به بخش این در

دارد. ͬ ها ناپیوستگ حفظ در مدل عملͺرد تضمین و عصبی شبͺه بهینه پارامترهای یافتن در

تجربی نتایج ͬ شود، م خروجͬ دقیق تر نتایج و بهینەسازی سرعت بهبود به منجر فوریه ویژگͬ نگاشت از استفاده هرچند

ͬ ها ناپیوستگ سریعتر مدل سازی به منجر شبͺەعصبی و فوریه نگاشت پارامتر های ترتیب به نوبتͬ آموزش که ͬ دهد م نشان

L-BFGS بهینەساز با و شوند قفل عصبی شبͺەی پارامتر های یادگیری فرآیند ابتدای در ͬ شود م پیشنهاد بنابراین ͬ شود. م

شبͺەی پارامتر های و کرد قفل را فوریه نگاشت پارامتر های ͬ توان م آن از پس ببینند. آموزش فوریه نگاشت پارامتر های

از استفاده با را آموزش ابتدایی مراحل که ͬ شود م انجام شͺل این به اغلب شبͺه پارامتر های آموزش داد. آموزش را عصبی

بهینەساز از استفاده با را آموزش انتهایی مراحل و ͬ دهیم م انجام را آموزش ،Adam مثل گرادیان بر مبتنͬ پایدار بهینەساز ͷی

ͬ شود. م تبدیل بخش دو به آموزش فرآیند بنابراین ͬ دهیم. م انجام  L-BFGS

ͬ کنند، م تعریف را فوریه نگاشت که (۱ .۴) رابطه در B عناصر مرحله، این در فوریه) پارامتر های آموزش اول (مرحله .۱

ورودی دادەهای از مناسبی نمایندگͬ بتوانند ͬ ها ویژگ این که است این هدف ͬ شوند. م داده آموزش جداگانه بەطور

عناصر حد از بیش  افزایش که است ذکر به لازم کند. پردازش را آنها نحو بهترین به بتواند عصبی شبͺه تا کنند فراهم

شود. ناپایداری همچنین و بیش برازش به منجر به ͬ تواند م B ماتریس

آموزش جداگانه بەطور θ عصبی شبͺه پارامترهای فوریه، نگاشت تثبیت از پس عصبی) شبͺه آموزش دوم (مرحله .۲

سعͬ شبͺه و شده وارد عصبی شبͺه به ورودی عنوان به بەدست آمده فوریه نگاشت مرحله، این در ͬ شوند. م داده

کند. تولید را دقیق تری ͬ های خروج آنها از استفاده با ͬ کند م

اگر عبارتͬ به

û(x, t; θ) = N(γ(x, t, θ̃); θ)

ͬ شود. م بهینەسازی فرآیند وارد θ آن از پس و θ̃ ابتدا است، فوریه آموزش پذیر پارامتر های θ̃ و شبͺەعصبی پارامتر های θ که

یابد. بهبود مدل کلͬ عملͺرد و کند استفاده فوریه نگاشت از مؤثری بەطور بتواند عصبی شبͺه که ͬ شود م باعث رویͺرد این

آموزش در ویژگͬ فضای بهینه تغییر با ͬ کند. م ایفا مهمͬ نقش تطبیقͬ وزن دهͬ فوریه، ویژگͬ آموزش مرحله در همچنین

تغییرات این کنند. تغییر بعدی بهینەسازی های برای موثری بەطور فوریه ͬ های ویژگ تا ͬ کند م ͷکم تطبیقͬ وزن دهͬ اولیه،

ͬ دهد. م افزایش آموزش بعدی مراحل در را مدل همͽرایی سرعت و شده ویژگͬ فضای بهبود باعث

۲۰



نیازهای با ویژگͬ فضای بیشتر سازگاری باعث ͬ تواند م تطبیقͬ وزن دهͬ با فوریه ͬ های ویژگ اولیه آموزش خاص، بەطور

به را آموزش فرایند و کاهش دهند را محلͬ بهینەهای در مدل گیرکردن احتمال همچنین تنظیمات این شود. مدل خاص

مرزی و اولیه شرایط با ut + 2ux = 0 معادلەی به مربوط اول شͺل پنج ͬ دهد. م سوق بهینەتری راەحل های سمت

u(0, t) = 0, u(x, 0) =

{
1 |x− 0.9| ≤ 0.1

0, صورت این غیر در
, x ∈ [0, 2], t ∈ [0, 1]

مرزی و اولیه شرایط با ut + 2ux = 0 معادلەی به مربوط دوم شͺل پنچ و

u(0, t) =

{
0.5 t ≤ 0.5

0, صورت این غیر در
, u(x, 0) =

{
1 |x− 0.9| ≤ 0.1

0, صورت این غیر در
, x ∈ [0, 2], t ∈ [0, 1]

بی نهایت. نرم در نه و ͬ دهد م رخ دو نرم در همͽرایی حالات این در که است واضح است.
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دوم تصویر :۲ .۹ شͺل اول تصویر :۱ .۹ شͺل

چهارم تصویر :۴ .۹ شͺل سوم تصویر :۳ .۹ شͺل

پنجم تصویر :۵ .۹ شͺل

۲۲



دوم تصویر :۷ .۹ شͺل اول تصویر :۶ .۹ شͺل

چهارم تصویر :۹ .۹ شͺل سوم تصویر :۸ .۹ شͺل

پنجم تصویر :۱۰ .۹ شͺل

۲۳
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