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ب



چͺیده

دیفرانسیلͬ بازی های بر ویژه تمرکز با ͬͺدینامی سیستم های بهینەسازی مبحث جامع و عمیق بررسͬ به پروژه این
اهداف ͷی هر که هستند تصمیم گیرنده عامل چندین شامل سیستم ها از بسیاری امروز، پیچیده دنیای در ͬ پردازد. م
کنترل سنتͬ رویͺردهای از استفاده با سیستم هایی چنین کنترل و مدلسازی ͬ کنند. م دنبال را متضادی گاهاً و مشخص
بەعنوان دیفرانسیلͬ بازی های که اینجاست است. ناکافͬ شدەاند، طراحͬ واحد تصمیم گیرنده ͷی برای که بهینه،
ͬ کنند م ایفا نقش و ͬ شوند م صحنه وارد زمان طول در عوامل بین ͷاستراتژی تعاملات تحلیل برای قدرتمند ابزاری

.[۱]
بین تعامل از است. تصمیم گیر عامل های بین پیچیده تعاملات و پویا سیستم های از مملو ما پیرامون جهان
نیروهای بین نظامͬ نبردهای تجاری، شرکت های بین رقابت تا گرفته مالͬ بازارهای در مصرف کنندگان و تولیدکنندگان
در ͬ شوند. م محسوب چندعاملͬ محیط های از نمونەهایی ͬͽهم رانندگان، بین شهری ͷترافی حتͬ و متخاصم،
این اما است، خود عملͺرد بهینەسازی دنبال به نرم افزار) یا ربات شرکت، انسان، از (اعم عامل هر موارد، این تمام

دارد. قرار عامل ها دیͽر تصمیمات تأثیر تحت بەشدت عامل هر عملͺرد زیرا نیست؛ مستقل بهینەسازی
ͷاستراتژی تعاملات نوع این تحلیل برای قدرتمندی ابزار کاربردی، ریاضیات از شاخەای بەعنوان بازی ها نظریه
دنیای مسائل از بسیاری اما ͬ شوند، م مدل سازی بازده ماتریس های با بازی ها ایستا، حالت های در ͬ کند. م فراهم
پویای رفتار و زمانͬ تغییرات این مدل سازی برای ͬ کند. م تغییر زمان طول در سیستم وضعیت و هستند پویا ذاتاً واقعͬ
بازی های .[۲] ͬ آیند م ما ͷکم به هستند، بهینه کنترل و بازی ها نظریه از تلفیقͬ که دیفرانسیلͬ بازی های سیستم،
مطرح گریز) و تعقیب (مانند نظامͬ مسائل زمینه در و ۱۹۵۰ دهه در ایزاکز روفوس توسط بار اولین دیفرانسیلͬ
علوم مدیریت، اقتصاد، در متنوعͬ کاربردهای و یافته چشمͽیری توسعه نظریه این تاکنون، زمان آن از .[۱] شدند

.[۸] است کرده پیدا مصنوعͬ هوش و مهندسͬ زیست شناسͬ، سیاسͬ،
،ͬͺدینامی برنامەریزی نش، تعادل دیفرانسیلͬ، بازی های بهینه، کنترل ،ͬͺدینامی سیستم های کلیدی: کلمات

چند عاملͬ تقویتͬ یادگیری پونتریاگین، ماکسیمم اصل
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۱ فصل

ادبیات مرور و نظری مبانͬ

مقدمه ۱ .۱

ͬ شود. م ارائه محیط های چندعاملͬ در ͬͺدینامی بهینەسازی مسائل تحلیل و درک برای نیاز مورد مبانͬ فصل، این در
داشت، خواهیم آن بنیادی مفاهیم و بازی ها نظریه تغییرات، حساب ،ͬͺدینامی سیستم های مفاهیم بر مروری ابتدا

.[۲ ،۳] ͬ پردازیم م ایستا بازی های پویای تعمیم بەعنوان دیفرانسیلͬ بازی های معرفͬ به سپس

ͬͺدینامی سیستم های اهمیت و تعریف ۲ .۱

ͬ کند م تغییر زمان طول در آن ها وضعیت که ͬ شود م اطلاق روابطͬ و عناصر از مجموعەای به ͬͺدینامی سیستم های
ͷی پرتاب از .[۳] هستند توصیف قابل دیفرانسیل) معادلات (اغلب معادلات از مجموعەای توسط تغییرات این و
کارخانه، ͷی در شیمیایی فرآیندهای حتͬ یا زیستͬ، گونه ͷی جمعیت رشد سهام، بازار نوسانات تا فضا در ͷموش
ͷدینامی با که است پدیدەهایی از مملو ما روزمره زندگͬ واقع، در هستند. ͬͺدینامی سیستم های از نمونەهایی ͬͽهم
پیش بینͬ پدیدەها، رفتار دقیق مدل سازی برای آن ها توانایی در سیستم ها این مطالعه اهمیت خوردەاند. گره پیچیده
حوزەهای در توانایی ها این است. نهفته مطلوب اهداف به دستیابی برای کنترل اعمال نهایت در و آینده، حالت های
ͷانیͺم سیارات، حرکت (مدل سازی ͷفیزی ،(ͬͺتریͺال مدارهای طراحͬ ربات ها، (کنترل مهندسͬ مانند مختلفͬ
اقتصادی) نوسانات رشد، (مدل های اقتصاد و بیماری ها) انتشار جمعیت ها، ͬͺدینامی ) زیست شناسͬ سیالات)،

.[۹] هستند حیاتͬ بسیار
دیفرانسیل معادلات با معمولا˟ تغییرات این و ͬ دهد م تغییر زمان طول در را خود وضعیت ،ͬͺدینامی سیستم ͷی

است: حالت فضای نمایش ،ͬͺدینامی سیستم ͷی مدل سازی فرم رایج ترین ͬ شوند. م توصیف

ẋ(t) = f(x(t),u(t), t),

وضعیت که است متغیر هایی شامل بردار این است. t زمان در سیستم حالت بردار x(t) ∈ Rn آن، در که ●
ماده). غلظت دما، سرعت، موقعیت، (مثلا́ ͬ کنند م توصیف کامل بەطور را سیستم فعلͬ

بر تا کنیم دستکاری را آن ها ͬ توانیم م که هستند متغیر هایی این ها است. کنترل ورودی بردار u(t) ∈ Rm ●
تولید). نرخ ولتاژ، خارجͬ، نیروی (مانند بͽذاریم تأثیر سیستم رفتار

۱



۲ ادبیات مرور و نظری مبانͬ .۱ فصل

ͬ کند. م توصیف را سیستم ͷدینامی که است غیرخطͬ) (معمولا˟ برداری تابع ͷی f ●

است. زمان t ●

و x از خطͬ تابع ͷی f برداری میدان خطͬ، سیستم های در باشند. غیرخطͬ یا خطͬ ͬ توانند م ͬͺدینامی سیستم های
محاسباتͬ ͬ های پیچیدگ که هستند غیرخطͬ واقعͬ سیستم های اکثر اما است. سادەتر آن ها تحلیل و حل که است u

.[۳] دارند همراه به را

پایه مفاهیم بازی ها: نظریه ۳ .۱

سه شامل بازی هر .[۲] است عاقل عامل های بین ͷاستراتژی تعاملات تحلیل برای ریاضͬ چارچوبی بازی ها نظریه
است: اصلͬ عنصر

.N = {1, 2, ..., n} تصمیم گیرنده عامل های مجموعه : بازیͺنان .۱

داده نشان ui ∈ Ui با i بازیͺن استراتژی دهد. انجام ͬ تواند م بازیͺن هر که اقداماتͬ مجموعه استراتژی ها: .۲
ͬ شود. م

ͷی سود یا رضایت میزان اندازەگیری برای ریاضͬ ابزاری پرداخت تابع بازی ها، نظریه در پرداخت: توابع .۳
i بازیͺن استراتژی های مجموعۀ Si و باشیم داشته بازیͺن N اگر .[۲] است بازی نهایی نتیجەی از بازیͺن

صورت به استراتژی نیمرخ ͷی آنگاه باشد،

s = (s1, s2, . . . , sn);

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به نیز i بازیͺن پرداخت تابع ͬ شود. م نوشته

ui : S → R,

ͬ دهد. م نسبت حقیقͬ عدد ͷی به را بازیͺنان همۀ استراتژی های انتخاب نتیجۀ ui آن در که

مقدار ͬ کوشد م معمولا˟ بازیͺن هر زیرا دارد، زیادی اهمیت بازیͺنان عقلایی رفتار تحلیل در پرداخت تابع
.[۲] ͬ شوند م تعریف توابع همین پایۀ بر نش تعادل مانند مفاهیمͬ رو، این از کند. بیشینه را خود پرداخت

داد: نمایش اصلͬ قالب دو در ͬ توان م را پرداخت توابع

ماتریسͬ. و ساده بازی های برای جدولͬ نمایش : نرمال فرم ●

مرحلەای. بازی های برای درختͬ نمایش گسترده: فرم ●

ͬ شود: م استفاده انتظار مورد پرداخت محاسبۀ برای ریاضͬ امید از قطعیت، عدم دارای یا تصادفͬ بازی های در

E[ui] =
∑

p(ω) ui(ω).
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بازی ها دستەبندی ۱ .۳ .۱

بازیͺن (هر غیرهمͺارانه و کنند) ائتلاف یͺدیͽر با ͬ توانند م (بازیͺنان همͺارانه بازی های همͺاری: اساس بر ●
.[۲] است) خود شخصͬ منافع دنبال به

.[۲] ناقص اطلاعات و است) معلوم همه برای بازی (ساختار کامل اطلاعات با بازی  اطلاعات: اساس بر ●

و است) دیͽری ضرر با مساوی بازیͺن ͷی (منافع حاصل جمع⁃صفر بازدەها:بازی های مجموع اساس بر ●
.[۷] حاصل جمع⁃غیرصفر

تعادل مفهوم ۲ .۳ .۱

.[۲] بود خواهد چه عاقلانه بازی ͷی نتیجه ͬ کند م پیش بینͬ که است تعادل بازی ها، نظریه در مفهوم مهم ترین

تغییر با بازیͺنͬ هیچ اگر ͬ شود م نامیده نش تعادل (u∗
1, u

∗
2, ..., u

∗
n) استراتژی ترکیب ͷی نش). (تعادل ۱ .۱ تعریف

ریاضͬ: بیان به بخشد. بهبود را خود بازدهͬ نتواند خود استراتژی یͷ جانبه

Ji(u
∗
i , u

∗
−i) ≤ Ji(ui, u

∗
−i) ∀ui ∈ Ui, ∀i ∈ N,

است. تعادل حالت در i جز به بازیͺنان همه استراتژی نشان دهنده u∗
−i آن در که

عمل پیرو بەعنوان دیͽران و رهبر بەعنوان بازیͺن ͷی که سلسلەمراتبی بازی های در استکلبرگ). (تعادل ۲ .۱ تعریف
را خود بهینه استراتژی رهبر، تصمیم از گاهͬ آ با پیروان سپس و کرده اعلام را خود استراتژی ابتدا رهبر ͬ کنند، م

.[۲] ͬ کنند م انتخاب

پارتو بهینگͬ ۴ .۱

نفر ͷی حداقل وضعیتِ بهبود برای راهͬ هیچ اگر ͬ نامیم، م پارتو» «بهینه را استراتژی) یا منابع (توزیع وضعیت ͷی
.[۲] شود بدتر دیͽر نفر ͷی حداقل وضعیت آنکه مͽر باشد، نداشته وجود

دیͽری، به آسیب رساندن بدون را کسͬ شرایط، تغییر با ͬ توانیم م ما غیربهینه، وضعیت ͷی در دیͽر، بەعبارت
ͷی برای پیشرفت هرگونه و ندارد وجود دیͽری «برد⁃برد» رسیدیم، پارتو» «بهینگͬ به وقتͬ اما کنیم. خوشحال تر

است. دیͽر نفر برای هزینه مستلزم نفر،
باشد،بەگونەای نداشته وجود s مانند دیͽری استراتژی هیچ اگر است پارتو بهینه s∗ استراتژی ریاضͬ، زبان به
ͷی دست کم برای درعین حال، و نباشد s∗ از حاصل مطلوبیت از کمتر s از حاصل بازیͺنان،مطلوبیت همه برای که

باشد. بیشتر اکید طور به مطلوبیت این بازیͺن،
اجتماعͬ هزینەهای فردی، بهینەسازی هرگونه نقطه، این از فراتر است؛ کارایی مرز ͷی نشان دهنده مفهوم این

.[۸] داشت خواهد بر در دیͽری) به ضرر (تحمیل
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پارتو بهینگͬ مقابل در نش تعادل زندانͬ: دوراهͬ مثال ۵ .۱

سناریو

کنند. انتخاب را اعتراف یا سͺوت ͬ توانند م کدام هر ͬ شوند. م بازجویی هم از جدا مظنون دو

زندان سال حسب بر مجازات پرداخت: تابع

به مربوط دوم عدد و ردیف بازیͺن به مربوط اول عدد ͬ دهد. م نشان بازیͺن دو هر برای را مجازات ها زیر، جدول
است: ستون بازیͺن

اعتراف سͺوت ۲ بازیͺن ̸ ۱ بازیͺن
(10, 0) (1, 1) سͺوت
(5, 5) (0, 10) اعتراف

تحلیل

نش: تعادل

سͺوت از بهتر سال، صفر مجازات دریافت یعنͬ کردن، اعتراف با ۱ بازیͺن کند، سͺوت ۲ بازیͺن اگر ●
ͬ کند. م عمل سال، ͷی مجازات دریافت یعنͬ کردن،

کردن، سͺوت از بهتر سال، پنج مجازات دریافت یعنͬ کردن، اعتراف با ۱ بازیͺن کند، اعتراف ۲ بازیͺن اگر ●
ͬ کند. م عمل سال، ده مجازات دریافت یعنͬ

نیز ۲ بازیͺن غالب استراتژی اعتراف، تقارن، بەدلیل است. ۱ بازیͺن غالب استراتژی اعتراف، بنابراین، ●
هست.

یͷ جانبه تغییر با بازیͺنͬ هیچ نقطه، این در است. (5, 5) مجازات با اعتراف» «اعتراف، وضعیت نش: تعادل ●
ͬ کند. نم بهتر را وضعیتش خود، استراتژی

پارتو بهینگͬ

ͬͺی مجازات ͬ توان نم زیرا است؛ پارتو بهینه وضعیت این :(1, 1) مجازات با سͺوت» «سͺوت، وضعیت ●
یابد. افزایش دیͽر بازیͺن مجازات اینکه مͽر داد، کاهش را بازیͺنان از

برای (1, 1) وضعیت زیرا نیست؛ پارتو بهینه وضعیت این :(5, 5) مجازات با اعتراف» «اعتراف، وضعیت ●
است. بهتر بازیͺن دو هر

است. بهتر بازیͺن دو هر برای (1, 1) وضعیت زیرا نیستند؛ پارتو بهینه نیز (0, 10) و (10, 0) وضعیت های ●
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نتیجەگیری

وضعیت یعنͬ پارتو، بهینه وضعیت به رسیدن نیست. پارتو بهینه (5, 5) وضعیت یعنͬ نش تعادل زندانͬ، دوراهͬ در
دنبال به تنها بازیͺن هر آن در که بازی، خودخواهانه منطق چارچوب در اما است؛ اعتماد و همͺاری نیازمند ،(1, 1)

ͬ گیرد. نم شͺل طبیعͬ بەصورت همͺاری  چنین است، خود مجازات کاهش

بهینه کنترل بر مقدمەای ۶ .۱

است، ͬͺدینامی سیستم ͷی برای کنترل قانون ͷی یافتن دنبال به که است کاربردی ریاضیات از شاخەای بهینه کنترل
بهینه کنترل هدف ساده، بیان به .[۳] شود حداکثر) (یا حداقل هزینه، تابع ͷی یا عملͺرد معیار ͷی که بەگونەای
یا ͬͺفیزی محدودیت های که حالͬ در کنیم، هدایت ممͺن شͺل بهترین به زمان طول در را سیستم که است این
بل من ریچارد و پونتریاگین لو نظیر پیشͽامانەای کارهای با ۱۹۵۰ دهه در که حوزه این شوند. رعایت نیز عملیاتͬ
است مجهز ͬͺدینامی برنامەریزی و (PⅯP) پونتریاگین ماکسیمم اصل مانند قدرتمندی ابزارهای به شد، شͺوفا
در ͬ دهد، م ارائه دیفرانسیل معادلات بەصورت را بهینگͬ برای لازم شرایط پونتریاگین ماکسیمم اصل .[۱۰ ،۹]
ͷفیدب کنترل برای حلͬ راه ،(HJB) هامیلتون⁃جاکوبی⁃بل من معادله طریق از ͬͺدینامی برنامەریزی که حالͬ
منابع، مدیریت و صنعتͬ فرآیندهای بهینەسازی موشͷ ها، هدایت نظیر زمینەهایی در بهینه کنترل .[۱۱] ͬ دهد م ارائه
شدەاند طراحͬ سیستم هایی برای عمدتاً بهینه کنترل سنتͬ رویͺردهای حال، این با است. یافته گستردەای کاربردهای
دنیای در است. منفرد هزینه تابع ͷی بهینەسازی آن ها هدف و ͬ شوند م کنترل واحد تصمیم گیرنده ͷی توسط که
و ͬ کنند، م دنبال را خود منافع ͷی هر که هستند تصمیم گیرنده چندین بین تعامل شامل سناریوها از بسیاری واقعͬ،

نیست. کافͬ دیͽر تنهایی به بهینه کنترل که است اینجا
ͷی بهینه، کنترل در .[۱] دانست چندعاملͬ محیط های به بهینه کنترل تعمیم ͬ توان م را دیفرانسیلͬ بازی های

کند: کمینه سیستم ͷدینامی به توجه با را خود هزینه تابع تا است u(t) کنترلͬ سیͽنال یافتن دنبال به منفرد عامل

min
u(·)

J =

∫ tf

0

L(t, x(t), u(t))dt+ ϕ(x(tf ))

:ͷدینامی تحت
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0

(PⅯP) پونتریاگین ماکسیمم اصل ۱ .۶ .۱

همیلتونͬ: تابع تعریف با .[۹] ͬ کند م فراهم را بهینه کنترل مسائل در بهینگͬ برای لازم شرایط اصل این

H(t, x, u, λ) = L(t, x, u) + λTf(t, x, u),

از: عبارتند بهینگͬ لازم شرایط

ẋ∗ = ∂H
∂λ

حالت: معادلات .۱

λ̇∗ = −∂H
∂x

الحاقͬ: معادلات .۲
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u∗(t) = argmin
u∈U

H(t, x∗, u, λ∗) کمینەسازی: شرط .۳

x(0) = x0 اولیه: شرایط .۴

دستەبندی و تعریف دیفرانسیلͬ: بازی های ۷ .۱

دیفرانسیل معادلات اساس بر سیستم وضعیت آن در که است زمان⁃پیوسته ͬͺدینامی بازی ͷی دیفرانسیلͬ بازی
.[۱] ͬ گذارند م تأثیر تکامل این بر زمان، طول در خود کنترلͬ ورودی های انتخاب با بازیͺنان و ͬ یابد م تکامل

نفره −n دیفرانسیلͬ بازی ͷی ریاضͬ تعریف ۱ .۷ .۱

i = 1, 2, ..., n بازیͺنان: ●

(t زمان در سیستم (وضعیت x(t) ∈ Rm حالت: متغیر ●

ui(t) ∈ Ui ⊂ Rpi : i بازیͺن کنترلͬ ورودی ●

سیستم: ͷدینامی ●

ẋ(t) = f(t, x(t), u1(t), u2(t), ..., un(t)), x(t0) = x0

است) آن کردن کمینه دنبال به (که : i بازیͺن هزینه تابع ●

Ji(u1, u2, ..., un) =

∫ tf

t0

Li(t, x(t), u1(t), ..., un(t))dt+ ϕi(x(tf ))

دیفرانسیلͬ بازی های دستەبندی ۲ .۷ .۱

زمانͬ: افق اساس بر .۱

است. متناهͬ tf متناهͬ: افق با بازی ●

هستیم. پایدار استراتژی های یافتن دنبال به معمولا˟ .tf →∞ : نامتناهͬ افق با بازی ●

اطلاعات: اساس بر .۲

است. مطلع x(t) حالت متغیر دقیق مقدار از لحظه هر در بازیͺن هر کامل: اطلاعات با بازی ●

دارند. حالت از نویزی مشاهدات تنها بازیͺنان ناقص: اطلاعات با بازی ●

.ui(t) = γi(t, x(t)) هستند: جاری حالت از تابعͬ استراتژی ها بازخوردی: اطلاعات با بازی ●

عمل در (معمولا˟ .ui(t) = γi(t) هستند: زمان از تابعͬ تنها استراتژی ها حلقەباز: اطلاعات با بازی ●
.[۲] دهند) پاسخ انحرافات به ͬ توانند نم بازیͺنان زیرا دارد کاربرد کمتر
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پرداخت ها: مجموع اساس بر .۳

نفره: دو حالت در ثابت). (یا است صفر بازیͺنان هزینه توابع مجموع : صفر⁃جمع بازی های ●
.[۷] دارند رقابتͬ کاملا́ ماهیت بازی ها این . J1 + J2 = 0

جنبەهای شامل ͬ توانند م بازی ها این نیست. ثابت هزینه توابع مجموع : غیرصفر⁃جمع بازی های ●
.[۲] باشند همͺاری و رقابتͬ

بازیͺنان: تعداد اساس بر .۴

نفره دو ●

نفره چند ●

دیفرانسیلͬ بازی های در نش تعادل ۸ .۱

بازیͺن هر برای که بەگونەای است (u∗
1, ..., u

∗
n) استراتژی ها از مجموعەای دیفرانسیلͬ، بازی های به نش تعادل تعمیم

:[۲] باشیم داشته ،ui مجاز استراتژی هر برای و i

Ji(u
∗
i , u

∗
−i) ≤ Ji(ui, u

∗
−i).

دیفرانسیلͬ) بازی های در ماکسیمم (اصل نش تعادل برای لازم شرایط ۱ .۸ .۱

مشابه نش، تعادل وجود برای لازم شرایط بازخوردی، کامل اطلاعات با غیرصفر⁃جمع دیفرانسیلͬ بازی ͷی برای
:[۲ ،۷] دارد را خود به مخصوص همیلتونͬ بازیͺن هر که تفاوت این با است، بازیͺن هر برای PⅯP شرایط با

:i بازیͺن همیلتونͬ

Hi(t, x, u1, ..., un, λi) = Li(t, x, u1, ..., un) + λT
i f(t, x, u1, ..., un) ;

شرایط:

حالت: معادلات .۱
ẋ∗ = f(t, x∗, u∗

1, ..., u
∗
n)

:i بازیͺن هر برای الحاقͬ معادلات .۲

λ̇∗
i = −

∂Hi

∂x
(t, x∗, u∗

1, ..., u
∗
n, λ

∗
i )

:i بازیͺن هر برای کمینەسازی شرط .۳

u∗
i (t) = arg min

ui∈Ui

Hi(t, x
∗, u∗

1, ..., u
∗
i−1, ui, u

∗
i+1, ..., u

∗
n, λ

∗
i )
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.λi(tf ) =
∂ϕi

∂x
(x(tf )) عرضͬ شرایط و x(t0) = x0 اولیه: شرایط .۴

معمولا˟ آن تحلیلͬ حل که است (TPBVP) دو⁃نقطەای مرزی مقدار مسئله ͷی حاصل، معادلات دستگاه
.[۳] دارد عددی روش های به نیاز و بوده غیرممͺن

(HJI) همیلتون⁃ژاکوبی⁃آیزمن معادله ۲ .۸ .۱

کرد. استفاده تعادل برای کافͬ شرایط استخراج برای پویا برنامەریزی از ͬ توان م بازخوردی، اطلاعات با بازی ها برای
از i بازیͺن برای ͬ مانده باق هزینه حداقل نشان دهنده (که کنیم تعریف Vi(t, x) بەصورت را i بازیͺن ارزش تابع اگر

کند: صدق زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله در باید Vi است)، x حالت با t زمان

−∂Vi

∂t
= min

ui∈Ui

{
Li(t, x, u

∗
1, ..., u

∗
i−1, ui, u

∗
i+1, ..., u

∗
n) +∇xV

T
i f(t, x, u∗

1, ..., u
∗
i−1, ui, u

∗
i+1, ..., u

∗
n)
}
,

و بودن غیرخطͬ بەدلیل معادله این حل هستند. بازیͺنان سایر تعادلͬ استراتژی های ،j ̸= i برای u∗
j آن در که

.[۲] است معروف ابعاد” ”نفرین به و است دشوار بسیار بالا ابعاد

دوم خطͬ⁃درجه دیفرانسیلͬ بازی های ۹ .۱

این در .[۲] هستند دوم خطͬ⁃درجه بازی های دارند، تحلیلͬ حل قابلیت که دیفرانسیلͬ بازی های از مهم دسته ͷی
بازی ها:

ẋ = Ax+
N∑
i=1

Biui است: خطͬ سیستم ͷدینامی ●

هستند: دوم درجه هزینه توابع ●

Li =
1

2

(
xTQix+

N∑
j=1

uT
j Rijuj

)
, ϕi =

1

2
xTSix.

هستند u∗
i = −Kix خطͬ بەصورت تعادلͬ استراتژی های که داد نشان ͬ توان م دوم، خطͬ⁃درجه بازی های برای

همیلتون⁃ژاکوبی⁃آیزمن معادله حالت، این در هستند. Vi(t, x) =
1
2
xTPi(t)x دوم درجه بەصورت ارزش توابع و

کرد. حل عددی بەصورت را آن ͬ توان م که ͬ شود م تبدیل جفت شده ریͺاتͬ دیفرانسیل معادله ͷی به



۲ فصل

مسئله ریاضͬ مدل سازی

مقدمه ۱ .۲

ارائه چندعاملͬ محیط های در ͬͺدینامی بهینەسازی مسائل مدل سازی برای عمومͬ ریاضͬ چار چوب فصل، این در
خواهد عمل بعدی فصول در عددی پیادەسازی های و نظری تحلیل های برای پایەای بەعنوان چارچوب این ͬ دهیم. م
خواهد بازخوردی کامل اطلاعات با و غیرصفر⁃جمع غیرخطͬ، دیفرانسیلͬ بازی های روی بر اصلͬ تأکید کرد.

.[۲ ،۱] شد خواهند بررسͬ نیز صفر⁃جمع) بازی های (مانند خاص حالت های اما بود،

عمومͬ مسئله تعریف ۲ .۲

ͬ شود م تعریف زیر بەصورت i بازیͺن برای بهینەسازی مسئله بͽیرید. نظر در را بازیͺن N با دیفرانسیلͬ بازی ͷی
:[۲]

min
ui(·)∈Ui

Ji(u1, u2, ..., uN)

Ji =

∫ tf

t0

e−ρitLi(t, x(t), u1(t), ..., uN(t))dt+ e−ρitfϕi(x(tf ))

زیر شرایط تحت
ẋ(t) = f(t, x(t), u1(t), ..., uN(t)), x(t0) = x0,

gj(t, x(t), u1(t), ..., uN(t)) ≤ 0, j = 1, ...,M نامساوی) (قیود

hk(t, x(t)) ≤ 0, k = 1, ..., P حالت) (قیود

آن در که

است. i بازیͺن برای مجاز استراتژی های مجموعه Ui ●

نسبت آینده پول̸پاداش̞ ارزش̞ ͬ کند م تعیین که است عددی تنزیل (نرخ است. i بازیͺن تنزیل نرخ ρi ≥ 0 ●
معمولا˟ آینده در واحد ۱ همان ارزش باشیم، داشته ارزش واحد ۱ امروز اگر شود. حساب کمتر چقدر الان به

۹
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است: زیر بازۀ در و ͬ شود م داده نشان γ با RLمعمولا˟ و تصمیم گیری مدل های ͬ شود.در م گرفته نظر در کمتر
(0 ≤ γ < 1

است. i بازیͺن جاری هزینه تابع Li : [t0, tf ]× Rm × U1 × ...× UN → R ●

است. i بازیͺن نهایی هزینه ϕi : Rm → R ●

ͬ کند. م توصیف را سیستم ͷدینامی f : [t0, tf ]× Rm × U1 × ...× UN → Rm ●

ͬ دهند. م نشان را مسئله قیود hk و gj ●

بازخوردی نش تعادل ۳ .۲

استراتژی های به نسبت حالت) به (وابسته بازخوردی استراتژی های پویا، بازی های برای شد، اشاره که همان طور
سیستم به شده وارد شوک های و انحرافات به ͬ توانند م بازیͺنان زیرا دارند، بیشتری جذابیت زمان) به (وابسته حلقەباز

.[۲] دهند نشان واکنش

برای γ∗
i : [t0, tf ]× Rm → Ui بازخوردی استراتژی های مجموعه بازخوردی). نش (تعادل ۱ .۲ تعریف

و ،γi مجاز بازخوردی استراتژی هر برای و i هر برای اگر ͬ شود م نامیده بازخوردی نش تعادل ͷی i = 1, ..., N

باشیم: داشته ،(t, x) ∈ [t0, tf ]× Rm اولیه مقادیر تمام برای

Ji(t, x; γ
∗
i , γ

∗
−i) ≤ Ji(t, x; γi, γ

∗
−i).

ماکسیمم) (اصل بازخوردی نش تعادل برای لازم شرایط ۴ .۲

ͬ توان م را بازخوردی نش تعادل وجود برای لازم شرایط باشند، مشتق پذیر خود متغیرهای به نسبت f و Li توابع اگر
الحاقͬ معادلات و هستند حالت و زمان از توابعͬ اکنون λi الحاقͬ متغیرهای که تفاوت این با کرد، استخراج

.[۷] ͬ شوند م حل بهینه مسیر طول در معمولͬ دیفرانسیل معادلات بەصورت
الحاقͬ متغیرهای ͬ شود، م ناشͬ u∗

i (t) = γ∗
i (t, x

∗(t)) تعادلͬ استراتژی های از که x∗(t) معین مسیر ͷی برای
کنند: صدق زیر معادلات در باید λi(t)

حالت: معادلات .۱
ẋ∗ = f(t, x∗, u∗

1, ..., u
∗
N), x∗(t0) = x0

الحاقͬ: معادلات .۲

λ̇i = −
∂Hi

∂x
(t, x∗, u∗

1, ..., u
∗
N , λi) + ρiλi

است.) شده اضافه هزینه تابع در e−ρit تنزیل عامل وجود بەدلیل +ρiλi عبارت (توجه:
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:t هر برای کمینەسازی شرط .۳

u∗
i (t) = arg min

ui∈Ui

Hi(t, x
∗(t), u∗

1(t), ..., u
∗
i−1(t), ui, u

∗
i+1(t), ..., u

∗
N(t), λi(t)),

.Hi = Li + λT
i f آن در که

عرضͬ: و اولیه شرایط .۴

x∗(t0) = x0, λi(tf ) =
∂ϕi

∂x
(x∗(tf )).

همیلتون⁃ژاکوبی⁃ معادله معادله بازخوردی نش تعادل برای کافͬ شرایط ۵ .۲
آیزمن

همیلتون⁃ معادله معادله حل و پویا برنامەریزی از استفاده بازخوردی، نش تعادل یافتن برای جایͽزین روش ͷی
صدق زیر معادله در که باشند داشته وجود بازیͺنان برای Vi(t, x) ارزش توابع کنید فرض .[۱] است ژاکوبی⁃آیزمن

کنند:

−∂Vi

∂t
= min

ui∈Ui

{
e−ρitLi(t, x, ui, γ

∗
−i(t, x)) +∇xV

T
i f(t, x, ui, γ

∗
−i(t, x))

}
,

i هر برای را معادله این راست طرف ،γ∗
i (t, x) استراتژی های اگر .Vi(tf , x) = e−ρitfϕi(x) مرزی شرط با

ͬ دهند. م تشͺیل را بازخوردی نش تعادل ͷی استراتژی ها این آن گاه کنند، کمینه



۳ فصل

پیشنهادی حل روش های

مقدمه ۱ .۳

خطͬ⁃ بازی های مانند خاص موارد در بەجز آنها تحلیلͬ حل قبل، فصل در ͬ شده معرف مسائل پیچیدگͬ به توجه با
دیفرانسیلͬ بازی های در نش تعادل تقریب برای عددی حل روش دسته دو فصل، این در است. غیرممͺن دوم درجه

ͬ دهیم: م ارائه
پرتابی و ماکسیمم اصل بر مبتنͬ تحلیلͬ⁃عددی ترکیبی روش (۱)

چندعاملͬ. تقویتͬ یادگیری بر مبتنͬ روش (۲)
.[۴ ،۳] شد خواهد پیشنهاد نیز ͬ گیرد م بهره رویͺرد دو هر از که ترکیبی، روش ͷی انتها، در

تحلیلͬ⁃عددی ترکیبی روش ۲ .۳

اصل لازم شرایط از استفاده با دو⁃نقطەای مرزی مقدار مسئله ͷی به دیفرانسیلͬ بازی مسئله تبدیل پایه بر روش این
.[۳] است استوار پونتریاگین ماکسیمم

اصلͬ ایده ۱ .۲ .۳

الحاقͬ و x(t) حالت متغیرهای برای دو⁃نقطەای مرزی مقدار مسئله ͷی پونتریاگین ماکسیمم اصل لازم شرایط
جلو به رو انتگرال گیری با که بەطوری است λi(t0) الحاقͬ متغیرهای اولیه مقادیر یافتن هدف، ͬ کند. م ایجاد λi(t)

.[۹] برسیم λi(tf ) = e−ρitf · ∂ϕi

∂x

(
x(tf )

)
مطلوب نهایی شرایط به الحاقͬ، و حالت معادلات از

ساده پرتابی روش الͽوریتم ۲ .۲ .۳

ͬ شود، م استفاده دیفرانسیلͬ بازی های و بهینه کنترل مسائل حل برای که است عددی الͽوریتم ͷی ساده پرتابی روش
حوزەهایی در گسترده بەطور روش این هستیم. روبەرو مرزی شرایط با دیفرانسیل معادلات با که زمانͬ بەخصوص

.[۳] دارد کاربرد کنترل مهندسͬ و اقتصاد ،ͷرباتی مانند

۱۲
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ساده پرتابی روش اصلͬ ایده ۳ .۲ .۳

مسئله چند یا ͷی به است، دشوار مستقیم بەطور آن حل که مرزی مقدار مسئله ͷی تبدیل روش، این کلیدی ایده
است: زیر مراحل شامل فرآیند این است. امͺان پذیر استاندارد عددی روش های با آنها حل که است اولیه مقدار

از بسیاری در است. پایان و شروع نقاط در مشخص شرایط دارای معمولا˟ اولیه: مقدار مسئله به تبدیل .۱
یا ͬͺکم متغیرهای (بەویژه نیست مشخص متغیرها تمام برای (t0 زمان (مثلا́ شروع نقطه در شرایط مسائل،

ͬ کند. م حل نامشخص اولیه مقادیر حدس زدن با را مشͺل این پرتابی روش هم حالت). متغیرهای

ͬ زنیم. م حدس را (λ(t0) (مثلا́ نامشخص اولیه مقادیر حدس زدن: .۲

معادلات سیستم شده)، حدس زده و معلوم (مقادیر اولیه شرایط تمام داشتن با اولیه: مقدار مسئله حل .۳
ͬ کنیم. م حل اولیه مقدار مسئله ͷی بەعنوان را دیفرانسیل

معلوم نهایی مرزی شرایط با را (tf (مثلا́ پایانͬ نقطه در اولیه مقدار مسئله حل از حاصل نتایج نتایج: مقایسه .۴
ͬ کنیم. م مقایسه

کرده محاسبه را آمده بەوجود خطای باشند، نداشته مطابقت نهایی مرزی شرایط با نتایج اگر حدس: اصلاح .۵
نیوتن⁃رافسون). مانند روشͬ با (معمولا˟ ͬ کنیم م استفاده اولیه حدس اصلاح برای آن از و

ͷکوچ کافͬ بەاندازه نهایی مرزی شرایط با انطباق خطای که زمانͬ تا ͬ کنیم م تکرار را ۵ تا ۳ مراحل تکرار: .۶
شود.

دیفرانسیلͬ بازی های در الͽوریتم مراحل ۳ .۳

هم حالت و حالت متغیرهای متناظر مسیرهای و بازیͺنان بهینه کنترل های تعیین معمولا˟ هدف دیفرانسیلͬ، بازی ͷی در
به مربوط معادلات و سیستم ͷدینامی معادلات شامل که ͬ شود م منجر مرزی مقدار مسئله ͷی به فرایند این است.
و x(t) سیستم حالت متغیرهای شامل که باشد z(t) کلͬ حالت متغیر کنید فرض .[۳] است هم حالت متغیرهای

است: λ(t) ͬͺکم ضرایب
ż(t) = g(z(t), u1(t), u2(t))

مرزی: شرایط با
z(t0) = z0 معلوم) اولیه (شرایط

z(tf ) = zf معلوم) نهایی (شرایط

است. u∗
2(t) و u∗

1(t) تعادلͬ استراتژی های کردن پیدا هدف و

الͽوریتم: گام های ۱ .۳ .۳

و ż(t) = g(z(t), u∗
1(t), u

∗
2(t)) کامل دیفرانسیل معادلات استخراج مرزی: مقدار مسئله فرمول بندی .۱
است. نامشخص معمولا˟ λ(t0) مرحله، این در .z(tf ) و z(t0) مرزی شرایط
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ͬ زنیم: م حدس را ،λ(t0) ،ͬͺکم ضرایب برای اولیه مقادیر اولیه: ͬͺکم ضرایب حدس زدن .۲

λ(t0) = λ
guess
0

ͬ دهیم. م تشͺیل λguess
0 حدس و x(t0) معلوم مقادیر ترکیب با را z(t0) اولیه بردار

از که (u∗
1(t), u

∗
2(t)) بهینه استراتژی های از استفاده با و کامل z(t0) داشتن با مرزی: مقدار مسئله حل .۳

عددی روش های با را ż(t) سیستم ͬ آیند، م بەدست همیلتون–ژاکوبی–بلمن) معادله (مانند بهینگͬ شرایط
ͬ دهد. م ما به z(t) عددی مسیر ͷی کار این ͬ کنیم. م حل tf تا t0 از رونگه⁃کوتا) یا اویلر (مانند

مقایسه zf واقعͬ نهایی مرزی مقدار با را آمده بەدست z(tf ) نهایی مقدار نهایی: مرزی شرط خطای محاسبه .۴
ͬ کنیم: م

Error = zf − z(tf )

به نیاز روش این ͬ کنیم. م استفاده نیوتن⁃رافسون روش از باشد، بزرگ خطا اگر :λ0 اولیه حدس اصلاح .۵
دارد: ∂z(tf )

∂λ0
ژاکوبی ماتریس محاسبه

λ
guess new
0 = λ

guess oⅼⅾ
0 +

(
∂z(tf )

∂λ0

)−1

× Error.

است. دیͽر ͬͺکم دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی حل نیازمند خود ژاکوبی، محاسبه

.ϵ ͷکوچ آستانه ͷی برای ∥Error∥ < ϵ که زمانͬ تا ͬ کنیم م تکرار را ۵ تا ۳ مراحل تکرار: .۶

معایب و مزایا ۴ .۳

مزایا: ۱ .۴ .۳

مسئله استاندارد حل کنندەهای از استفاده و اولیه مقدار مسئله به مرزی مقدار مسئله تبدیل مفهومͬ: سادگͬ ●
اولیه. مقدار

است. کارآمد و سریع نسبتاً کم، متغیر تعداد با مسائلͬ برای کم: ابعاد در کارایی ●

است. درک قابل خطا، اساس بر مسیر اصلاح و پرتابی” ”روش ایده بودن: شهودی ●

معایب: ۲ .۴ .۳

است. وابسته λguess
0 اولیه حدس کیفیت به بەشدت الͽوریتم همͽرایی اولیه: حدس به حساسیت ●

مانع ͬ توانند م انباشتەشده عددی خطاهای ناپایدار، سیستم های یا طولانͬ زمانͬ افق های در عددی: مشͺلات ●
شوند. همͽرایی

باشد. دشوار بسیار ͬ تواند م نیوتن روش برای نیاز مورد ژاکوبی محاسبه ژاکوبی: محاسبه پیچیدگͬ ●
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را احتمالͬ متعدد تعادل های بین از تعادل ͷی فقط است ممͺن روش این تعادل ها: تمام یافتن تضمین عدم ●
کند. پیدا

دیفرانسیلͬ بازی های در کاربرد ۵ .۳

این است. دیفرانسیلͬ بازی های در تعادلͬ راهبردهای یافتن برای مؤثر عددی روش های از ͬͺی ساده، پرتابی روش
بیشینگͬ اصل از که اول مرتبه لازم شرایط از ناشͬ هم حالت و حالت معادلات دستگاه حل برای خاص بەطور روش
ͬ شوند م زده حدس هم حالت متغیرهای نامعلوم اولیه مقادیر رویͺرد، این در ͬ رود. م بەکار ͬ آیند، م بەدست پونتریاگین
خطای محاسبه و دستگاه عددی حل با سپس ͬ شود. م تبدیل اولیه مقدار مسئله ͷی به حاصل مرزی مقدار مسئله و
برآورده نظر مورد مرزی شرایط تا ͬ شوند م اصلاح تکراری بەصورت اولیه حدس های نهایی، زمان در مرزی شرایط
کاربرد دوم، خطͬ–درجه دیفرانسیلͬ بازی های جمله از مشخص، ساختار با مسائل برخͬ در الͽوریتم این شوند.

.[۹ ،۳] دارد
است: زیر بەشرح ساده پرتابی روش الͽوریتم

Algorithm 1 Simple Shooting Method Algorithm for Solving Differential Games
Require: Initial guess λi(t0) for all i, initial conditions x(t0) = x0, time interval [t0, tf ]
Ensure: Optimal strategies u∗

i (t) and state trajectory x∗(t)

1: while Convergence condition not met do
2: Integrate the following system of differential equations from t0 to tf , using

x(t0) = x0 and the guesses λi(t0):
3: ẋ = f(t, x, u∗

1, ..., u
∗
N)

4: λ̇i = −∂Hi

∂x
+ ρiλi for all i

5: where u∗
i = argminui

Hi(t, x, u
∗
1, ..., u

∗
i−1, ui, u

∗
i+1, ..., u

∗
N , λi)

6: Calculate the error in the final condition: E = [λi(tf )− ∂ϕi/∂x(x(tf ))] for all i
7: if ∥E∥ < ϵ then
8: return u∗

i (t), x
∗(t)

9: else
10: Update the guess λi(t0) using Newton’s method or an optimization algo-

rithm
11: end if
12: end while
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چندگانه پرتابی روش ۱ .۵ .۳

بازه تقسیم با چندگانه پرتابی روش شود. واگرا است ممͺن و است حساس بسیار اولیه حدس به ساده پرتابی روش
بەعنوان الحاقͬ متغیرهای و حالت مقادیر گره، هر در ͬ دهد. م کاهش را مشͺل این زیربازه، M به [t0, tf ] زمانͬ
ͬ شوند م اضافه بهینەسازی مسئله قیود بەعنوان بازەها بین پیوستگͬ شرایط و ͬ شوند م گرفته نظر در تصمیم متغیرهای

.[۹]

پونتریاگین ماکسیمم اصل و پرتابی روش معایب و مزایا ۲ .۵ .۳

بهینه. مسیرهای مستقیم ارائه سیستم، ͷدینامی دانش از استفاده همͽرایی، صورت در بالا دقت مزایا: ●

شدید افزایش حالت، قیود اعمال دشواری اولیه، حدس به حساسیت توابع، مشتق پذیری به نیاز معایب: ●
.[۳] بازیͺنان تعداد با پیچیدگͬ

(ⅯAⅮⅮPG) چندعاملͬ تقویتͬ یادگیری بر مبتنͬ روش ۶ .۳

مدل به نیازی روش ها این ͬ رویم. م تقویتͬ یادگیری روش های سراغ به ،ͷکلاسی روش محدودیت های بر غلبه برای
.[۴] بیایند کنار بالاتر ابعاد با ͬ توانند م و ندارند (Ⅿoⅾeⅼ−free) ͷدینامی

ⅯAⅮⅮPG الͽوریتم ۱ .۶ .۳

استراتژی های یادگیری برای روش ها محبوب ترین از ͬͺی شد، معرفͬ (۲۰۱۷) همͺاران و لو توسط که الͽوریتم این
است. اجرا” غیرمتمرکزسازی یادگیری، ”مرکزی سازی آن اصلͬ ایده .[۵] است چندعاملͬ محیط های در پیوسته

از oi محلͬ مشاهده اساس بر که است (بازیͽر) µi(oi) بەنام عصبی شبͺه ͷی دارای i بازیͺن هر بازیͽران: ●
ͬ کند. م انتخاب را ui عمل محیط،

مشاهده با که دارد Qµ
i (o1, ..., oN , u1, ..., uN) نقاد شبͺه ͷی i بازیͺن هر یادگیری، مرحله نقادان:در ●

.[۵] ͬ دهد م ارائه ارزش تابع از تخمینͬ بازیͺنان، همه مشاهدات و اعمال
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Algorithm 2MADDPG Algorithm for Differential Games
Require: Number of players N , actor and critic network architectures, hyperparame-

ters
Ensure: Learned policies µi for each player
1: Initialize actor network parameters θµi and critic network parameters θQi for each

player
2: Initialize target network parameters θµ′

i ← θµi , θQ
′

i ← θQi
3: Initialize experience replay buffer D
4: for episode = 1 toM do
5: Get initial state x0

6: for t = 1 to T do
7: For each player i, select action ui = µi(oi) + exploration noise
8: Execute actions (u1, ..., uN) and receive rewards (r1, ..., rN) and next state x′

9: Store experience (x, u1, ..., uN , r1, ..., rN , x
′) in D

10: x← x′

11: end for
12: for player i = 1 to N do
13: Sample a random minibatch from D
14: Update the critic network by minimizing the TD error:

L(θQi ) = E
[
(Qµ

i (x, u1, ..., uN)− yi)
2
]

yi = ri + γQµ′

i (x
′, µ′

1(o
′
1), ..., µ

′
N(o

′
N))

15: Update the actor network using the policy gradient ascent:

∇θµi
J ≈ E

[
∇θµi

µi(oi)∇ui
Qµ

i (x, u1, ..., uN)|ui=µi(oi)

]
16: end for
17: Update the target networks with rate τ :

θµ
′

i ← τθµi + (1− τ)θµ
′

i

θQ
′

i ← τθQi + (1− τ)θQ
′

i

18: end for
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ⅯAⅮⅮPG روش معایب و مزایا ۲ .۶ .۳

داشتن به نیازی یادگیری برای و بوده بدون مدل نوع از روش که معنا این به ،ͬͺدینامی مدل به نیاز عدم مزایا: ●
غیرخطͬ؛ توابع و بالا ابعاد با کار توانایی ندارد؛ محیط از صریح ریاضͬ مدل یا سیستم ͬͺدینامی دقیق معادلات

.[۵ ،۴] غیرمتمرکز اجرای قابلیت و

نیاز یادگیری، در ناپایداری واقعͬ، نش تعادل به همͽرایی تضمین عدم پارامترها، دقیق تنظیم به نیاز معایب: ●
.[۵] زیاد دادەهای به

پیشنهادی ترکیبی روش ۷ .۳

دانش از که است این اصلͬ ایده ͬ دهیم. م پیشنهاد جدید ترکیبی روش ͷی روش، دو هر قوت نقاط از بهرەگیری برای
استفاده ⅯAⅮⅮPG در یادگیری فرآیند هدایت برای ͬ شود) م استفاده پونتریاگین ماکسیمم اصل در (که ͷدینامی

.[۳] کنیم

ترکیبی روش مراحل ۱ .۷ .۳

یا کمتر ابعاد (با مسئله از سادەشده نسخه ͷی برای پونتریاگین: ماکسیمم اصل و پرتابی روش با پیش آموزش .۱
استراتژی های از اولیه تقریب ͷی یافتن برای پونتریاگین ماکسیمم اصل و پرتابی روش از ͬ شده)، خط ͷدینامی

ͬ کنیم. م استفاده بهینه

مقداردهͬ قبل مرحله از حاصل استراتژی های با را ⅯAⅮⅮPG در بازیͽر شبͺەهای شبͺەها: اولیه مقداردهͬ .۲
.[۵] صفر از نه شود، آغاز خوب شروع نقطه ͷی از یادگیری ͬ شود م باعث کار این ͬ کنیم. م اولیه

ͬ کنیم. م آغاز اولیه مقداردهͬ این با را ⅯAⅮⅮPG یادگیری فرآیند سپس : ⅯAⅮⅮPG با یادگیری .۳
.[۴] ͬ دهند م ادامه یادگیری به کامل) ͷدینامی با اصلͬ (محیط محیط با تعامل با نقاد و بازیͽر شبͺەهای

ماکسیمم اصل از ͬ توان م :ͬͺکم پاداش تابع بەعنوان پونتریاگین ماکسیمم اصل و پرتابی ازروش استفاده .۴
ماکسیمم اصل و پرتابی روش شرایط به جاری استراتژی اگر کرد. استفاده ͬͺکم پاداش ͷی تعریف برای
عامل به اضافͬ پاداش باشد)، برقرار تقریبی بەطور همیلتونͬ کمینەسازی شرط (مثلا́ باشد ͷنزدی پونتریاگین

شود. داده

ترکیبی روش مزایای ۲ .۷ .۳

و داده افزایش را همͽرایی سرعت پونتریاگین ماکسیمم اصل و پرتابی روش با اولیه مقداردهͬ بهتر: شروع ●
ͬ کند. م جلوگیری ضعیف موضعͬ بهینەهای در افتادن از

ͬ کند. م پایدارتر را یادگیری و کرده عمل ”تنظیم کننده” ͷی بەعنوان ͷدینامی دانستن بیشتر: پایداری ●

به پونتریاگین ماکسیمم اصل و پرتابی روش که پیچیدەتری مسائل برای ͬ تواند م روش این تعمیم پذیری: ●
بیاموزد. خوبی استراتژی های نیست، آنها حل به قادر تنهایی
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ارزیابی معیارهای ۸ .۳

کرد: خواهیم استفاده زیر معیارهای از روش ها، مقایسه برای

باشد). دسترس در تحلیلͬ حل از J∗
i (اگر |Jmethod

i −J∗
i |

|J∗
i |

هزینه: نسبی خطای ●

هر برای ممͺن بهبود حداکثر مثال، برای نش. تعادل از انحراف سنجش برای معیاری : نش تعادل شاخص ●
یͷ جانبه. انحراف صورت در بازیͺن

روش. همͽرایی برای لازم زمان محاسبات: زمان ●

اولیه. شرایط و پارامترها تغییرات به نتایج حساسیت پایداری: ●

حالت. متغیرهای یا بازیͺنان تعداد افزایش با روش عملͺرد بالا: ابعاد در کارایی ●



۴ فصل

شبیەسازی و موردی مطالعات

مقدمه ۱ .۴

و پیادەسازی متفاوت ͬ های ویژگ با موردی مطالعه سه روی بر قبل فصل در ͬ شده معرف حل روش های فصل، این در
.[۱ ،۸] است متنوع مسائل در روش هر محدودیت های و دقت کارایی، بررسͬ هدف، ͬ شوند. م ارزیابی

غیرصفر⁃جمع) (بازی انرژی بازار در رقابت اول: موردی مطالعه ۲ .۴

مسئله شرح ۱ .۲ .۴

شرکت هر ͬ کنند. م فعالیت رقابتͬ بازار ͷی در که بͽیرید نظر در را (۲ و ۱ (بازیͺنان برق تولیدکننده شرکت دو
است: عرضه کل از تابعͬ p(t) بازار قیمت ͬ کند. م تعیین مͽاوات) (بر حسب qi(t) را خود تولید میزان t زمان در
با شرکت هر همچنین، است. ciqi(t) + 1

2
diqi(t)

2 برابر i شرکت تولید هزینه .p(t) = a − b(q1(t) + q2(t))

است: زیر بەصورت تولید ظرفیت ͷدینامی دهد. افزایش را ki(t) خود تولید ظرفیت ͬ تواند م Ii(t) سرمایەگذاری

k̇i(t) = Ii(t)− δki(t), ki(0) = ki0.

سود کردن بیشینه شرکت، هر هدف .0 ≤ qi(t) ≤ ki(t) شود: بیشتر آن تولید ظرفیت از ͬ تواند نم شرکت هر تولید
است: خود تجمعͬ

Ji = −
∫ T

0

e−ρt

[
p(t)qi(t)−

(
ciqi(t) +

1

2
diqi(t)

2

)
− 1

2
riIi(t)

2

]
dt.

شبیەسازی پارامترهای ۲ .۲ .۴

a = 100, b = 0.1, c1 = c2 = 20, d1 = d2 = 10, r1 = r2 = 0.5, δ = 0.1,

ρ = 0.05, T = 10, k10 = 50, k20 = 50.

۲۰
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تحلیل و نتایج ۳ .۲ .۴

انرژی بازار مسئله در روش ها عملͺرد مقایسه :۱ .۴ جدول

ترکیبی روش ⅯAⅮⅮPG PⅯP−SⅯ معیار
۴۲۳۰ ۴۱۸۰ ۴۲۵۰ ۱ شرکت کل سود
۴۲۰۰ ۴۱۲۰ ۴۱۸۰ ۲ شرکت کل سود
۲۱۰ ۳۸۰ ۴۵ (ثانیه) محاسبات زمان
۰۵ .۰ ۱۱ .۰ ۰۲ .۰ (تقریبی) نش تعادل از انحراف

بهبود را دقت هم پونتریاگین، ماکسیمم اصل و پرتابی روش نتایج با  شبͺەها اولیه مقداردهͬ با ترکیبی روش
داد. کاهش ⅯAⅮⅮPG به نسبت را یادگیری زمان هم و بخشید

صفر⁃جمع) (بازی گریز و تعقیب مسئله دوم: موردی مطالعه ۳ .۴

مسئله شرح ۱ .۳ .۴

l از کمتر فاصله به رسیدن تعقیب کننده هدف ͬ کنند. م حرکت صفحه در گریزنده پهپاد ͷی و تعقیب کننده پهپاد ͷی
منطقه ͷی به فرار یا گرفتن زمان کردن بیشینه گریزنده هدف است. ممͺن زمان کوتاەترین در آن) (گرفتن گریزنده از

.[۱] است امن

و yp و xp متغیرهای توسط تعقیب کننده پهپاد موقعیت آن در (که x = [xp, yp, xe, ye]
T حالت: متغیرهای ●

ͬ شود.) م مشخص ye و xe متغیرهای توسط گریزنده پهپاد موقعیت

سرعت Vp آن در (که ẋp = Vp cos θp, ẏp = Vp sin θp, ẋe = Ve cos θe, ẏe = Ve sin θe :ͷدینامی ●
است.) فرار سرعت Ve و شدن ͷنزدی

θe و θp حرکت زوایای کنترلͬ: متغیرهای ●

بیشینه و فرار زمان به گریزنده برای و آن، کردن کمینه و هدف به رسیدن زمان تعقیب کننده: برای هزینه تابع ●
آن کردن

Vp = 1.2, Ve = 1.0, l = پارامترها:0.5 ●

نتایج ۲ .۳ .۴

داد نشان را تناسبی ناوبری خطای دو، هر برای بهینه استراتژی پونتریاگین: ماکسیمم اصل و پرتابی روش ●
خط تغییر نرخ پایەی بر که رهͽیرهاست و موشͷ ها در پرکاربرد هدایت قانون ͷی PN تناسبی ناوبری .[۱]
متناسب را جانبی فرمان کند، اشاره هدف سمت به فقط ͷموش اینکه بەجای ͬ کند. م عمل هدف سمت به دید
بیشتری جانبی شتاب باید ͷموش بچرخد، سریعتر دید خط هرچه ͬ کند. م تنظیم دید خط چرخش سرعت با
دید ساده بازخوردی هدایت قانون ͷی بەعنوان ͬ توان م را تناسبی ناوبری شود. حفظ برخورد مسیر تا بͽیرد
PN نظری، تحلیل های از بسیاری در ͬ شود. م ظاهر تعقیب وگریز بازی های و رهͽیری مدل های برخͬ در که
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با ساده گریز و تعقیب بازی ͷی در است. بهینه به  ͷنزدی یا بهینه راهبرد برای شهودی و خوب تقریب ͷی
خط فاصله حفظ (با کند فرار او از کند تلاش هدف و کند استفاده PN از تعقیب کننده اگر ثابت، سرعت
پیچیده مانورهای بتواند هدف اگر اما شود. منجر نش تعادل به ͷنزدی راهبرد ͷی به PN است ممͺن دید)،
پیشرفتەتری استراتژی های به نیاز و نباشد کافͬ است ممͺن تنهایی به PN دهد، انجام پیش بینͬ غیرقابل یا

باشد. دیفرانسیلͬ) بازی پیشرفتەتر الͽوریتم های یا هدف، درباره بیشتر اطلاعات از استفاده (مانند

گریز، و تعقیب سناریوهای از بسیاری در که است عملͬ هدایت قانون ͷی تناسبی ناوبری خلاصه، بەطور
چارچوب در بهینه استراتژی از خوبی تقریب یا نمایانگر ͬ تواند م هستند، معتبر سادەسازی ها که زمانͬ بەویژه

باشد. دیفرانسیلͬ بازی های نظریه

برای دیوارەها از و کند حرکت تعقیب کننده مخالف جهت در که گرفت یاد گریزنده : ⅯAⅮⅮPG روش ●
کند. استفاده مانور

که حالͬ در شد، گریزنده گرفتن به موفق ⅯAⅮⅮPG با آموزش دیده تعقیب کننده موارد، ۸۵% در تحلیل: ●
بود. موفق موارد ۹۵% در پونتریاگین ماکسیمم اصل و پرتابی روش استراتژی

هوشمند تقاطع های در ͷترافی مدیریت سوم: موردی مطالعه ۴ .۴

مسئله شرح ۱ .۴ .۴

ͬ شوند. م ͷنزدی آن به مختلف جهت چهار از خودران خودروی ۴ که بͽیرید نظر در را راهنمایی چراغ بدون تقاطع ͷی
(مصرف شتاب گیری کمترین با و ممͺن زمان کمترین در تقاطع از عبور خودرو هر هدف است. عامل ͷی خودرو هر

است. دیͽران با برخورد بدون و سوخت)

(xi, vi) خودرو هر سرعت و موقعیت متغیرهای حالت: ●

(amax و amin بین (محدود ai شتاب کنترلͬ: متغیرهای ●

ẋi = vi, v̇i = ai :ͷدینامی ●

خودرو: هر برای هزینه تابع ●

Ji =

∫ tf

0

(w1 + w2ai(t)
2)dt+ w3(xi(tf )− xtarget)

2.

نتایج ۲ .۴ .۴

خود⁃ الͽوی ͷی کنند. عبور تقاطع از هماهنگ بەصورت که گرفتند یاد خودروها اپیزود، ۱۰۰۰۰ حدود از پس
حفظ با و کامل توقف بدون که ͬ کردند م تنظیم بەگونەای را خود سرعت خودروها آن در که شد پدیدار سازمان دهͬ
راهنمایی چراغ با حالت به نسبت ۱۵% سوخت مصرف و ۲۵% عبور زمان میانگین بͽذرند. تقاطع از ایمن، فاصله

یافت. بهبود ͷکلاسی



۲۳ شبیەسازی و موردی مطالعات .۴ فصل

تجدیدشونده منابع بازار در رقابت اقتصاد: در مثال ۳ .۴ .۴

توسط سیستم) (حالت ͬ ها ماه جمعیت ͬ کنند. م ͬ گیری ماه مشترک دریاچه ͷی در ͬ گیری ماه شرکت دو کنیم فرض
شرکت هر ͬ شوند. م تعیین (کنترل ها) شرکت هر ͬ گیری ماه نرخ و (ͷلجستی مدل (مثلا́ رشد ͬͺدینامی معادله ͷی

است). ماهͬ قیمت و ͬ گیری ماه میزان از تابعͬ (که است زمان طول در خود سود کردن بیشینه دنبال به

:ͬͺدینامی مدل سازی ●
ẋ = rx(1− x/K)− u1 − u2,

آن در که

ماهͬ. جمعیت :x

ماهͬ. رشد نرخ :r

محیطͬ. حمل ظرفیت :K

.۲ و ۱ شرکت ͬ گیری ماه نرخ :u1, u2

سود) کردن بیشینه (هدف: هزینه: توابع ●

Ji =

∫ tf

t0

(
pui − cu2

i

)
dt,

آن در که

ماهͬ. فروش قیمت :p

کاهشͬ). بازدهͬ دادن نشان برای ͬ گیری ماه نرخ از دوم درجه تابع ͷی) ͬ گیری ماه هزینه :c

ماکسیمم اصل و پرتابی روش از استفاده با ͬ کنند. م عمل غیرهمͺارانه بەطور شرکت ها نش: تعادل تحلیل ●
را نش تعادل ͷی که کرد پیدا را u∗

2(t) و u∗
1(t) بهینه ͬ گیری ماه نرخ های ͬ توان م تعمیم یافته، پونتریاگین

بهرەبرداری بیش ازحد معمولا˟ غیرهمͺارانه، نش تعادل ͷی در که ͬ دهد م نشان تحلیل این ͬ دهند. م تشͺیل
سطح به ͬ ها ماه جمعیت و ͬ کند م صید ماهͬ حد از بیش شرکت هر یعنͬ ͬ گیرد، م صورت مشترک منبع از

ͬ شود. م نامیده مشترک” منابع ”تراژدی این رسید. نخواهد پایداری

طوری را U = u1 + u2 کل ͬ گیری ماه نرخ ͬ توانند م کنند، همͺاری شرکت ها اگر همͺارانه: تعادل تحلیل ●
منبع از پایدارتر بهرەبرداری به منجر این شود. بیشینه شرکت) دو سود (جمع سیستم کل سود که کنند تنظیم

شود. تعیین همͺاری از حاصل سود تقسیم برای مͺانیزمͬ باید سپس اما ͬ شود، م



۵ فصل

نتیجەگیری و بحث

روش ها تطبیقͬ تحلیل ۱ .۵

داد: انجام روش ها بین را زیر مقایسه ͬ توان م قبل، فصل نتایج اساس بر

حل روش های کلͬ مقایسه :۱ .۵ جدول

ترکیبی روش ⅯAⅮⅮPG PⅯP−SⅯ ویژگͬ
مقداردهͬ (برای دارد

اولیه)
(بدون مدل) ندارد (مدل مبنا) دارد ͬͺدینامی مدل به نیاز

بالا متوسط بالا بسیار مسائل در دقت
ͷکوچ

بالا بالا پایین بسیار بالا ابعاد در کارایی
آسان تر جریمه) (با آسان نسبتاً دشوار قیود اعمال

خوب نسبتاً ندارد دارد همͽرایی تضمین
متوسط پایین بالا تفسیرپذیری۱
متوسط زیاد کم محاسبات زمان

حساسیت تحلیل ۲ .۵

بازار مسئله در بود. حساس بسیار λi(t0) اولیه مقداردهͬ به روش این پونتریاگین: ماکسیمم اصل و پرتابی روش
داد کاهش را حساسیت این چندگانه پرتابی روش ͬ شد. م روش واگرایی باعث اولیه حدس در ۱۰% خطای انرژی،

.[۳] نکرد برطرف کامل بەطور اما
نرخ بود. حساس بسیار شبͺه) ساختار و یادگیری (نرخ پارامترها تنظیم به روش این : ⅯAⅮⅮPG روش

بود. حساس پاداش تابع طراحͬ به همچنین، ͬ شد. م واگرایی و ناپایداری باعث نامناسب یادگیری
ماکسیمم اصل و پرتابی روش با اولیه مقداردهͬ بود. مقاوم تر پارامترها تغییر برابر در روش این ترکیبی: روش

.[۳ ،۵] باشد سریع تر و پایدارتر ⅯAⅮⅮPG یادگیری که شد باعث پونتریاگین
قابل ریاضͬ روابط اساس بر کنترلͬ دستور هر علت که بەگونەای الͽوریتم، تصمیم گیری منطق شفاف تحلیل قابلیت یعنͬ تفسیرپذیری ۱

باشد. بیان

۲۴
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Abstract

This work focuses on the optimization of dynamical systems, with particular empha-
sis on differential games. In today’s complex world, many systems involve multiple
decision-making agents, each pursuing distinct and sometimes conflicting objectives.
Traditional optimal control methods, which are designed for a single decision-maker,
are often insufficient for modeling and controlling such systems. Differential games
therefore emerge as a powerful framework for analyzing strategic interactions among
agents over time.

The world around us is full of dynamic systems and intricate interactions among
decision-makers. Examples include producers and consumers in financial markets,
competition among business firms, military engagements between opposing forces,
and even urban traffic among drivers. In all of these settings, each agent—whether
a human, a company, a robot, or a software system—seeks to optimize its own per-
formance. However, this optimization is not independent, since the outcome for each
agent is strongly influenced by the decisions of others.

Game theory, as a branch of applied mathematics, provides powerful tools for ana-
lyzing such strategic interactions. In static settings, games are typically represented by
payoff matrices. Many real-world problems, however, are inherently dynamic, with the
system state evolving over time. To model these processes, differential games, which
combine game theory with optimal control, provide an appropriate mathematical frame-
work.

Differential games were first introduced by Rufus Isaacs in the 1950s in the context
of military applications, particularly pursuit-evasion problems. Since then, the field has
developed significantly and has found applications in economics, management, politi-
cal science, biology, engineering, and artificial intelligence.

Keywords: Dynamical Systems, Optimal Control, Differential Games, Nash Equi-
librium, Dynamic Programming, Pontryagin’s Maximum Principle, Multi-Agent Rein-
forcement Learning
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