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 (Classification) مقدمه

۱.۱ طبقه بندی داده ها چیست؟

در بــسیاری از مــسائــل آمــاری و یــادگــیری مــاشــین، هــدف پــیش بــینی یــک مــتغیر پــاســخ بــر اســاس 

یـک یـا چـند مـتغیر تـوضـیحی اسـت. در حـالـتی کـه مـتغیر پـاسـخ کـمّی (Quantitative) بـاشـد، از 

روش هـای رگـرسـیونـی مـانـند رگـرسـیون خـطی اسـتفاده مـی شـود. امـا در بـسیاری از مـوقـعیت هـای 

واقـعی، مـتغیر پـاسـخ کـیفی (Qualitative) یـا دسـته ای (Categorical) اسـت؛ یـعنی مـقادیـر آن 

به جای اعداد پیوسته، برچسب ها یا دسته های مشخصی هستند. برای مثال:

تشخیص اینکه یک ایمیل، اسپم است یا نه•

پیش بینی اینکه یک بیمار به بیماری خاصی مبتلا است یا خیر•

تشخیص نکول (Default) یا عدم نکول یک وام گیرنده•

فـرآیـند پـیش بـینی یـک پـاسـخ کـیفی را طـبقه بـندی یـا دسـته بـندی (Classification) مـی نـامـند و 

روشی که برای این کار به کار می رود را طبقه بندی کننده (Classifier) می گویند.

۱.۲ چرا نمی توان از رگرسیون خطی برای طبقه بندی استفاده کرد؟

در نــگاه اول مــمکن اســت تــصور شــود کــه مــی تــوان دســته هــای یــک مــتغیر کــیفی را بــه اعــداد تــبدیــل 

کـــرد (مـــثلاً ۰ و ۱) و از رگـــرســـیون خـــطی مـــعمولـــی اســـتفاده کـــرد. امـــا ایـــن رویـــکرد بـــا دو مـــشکل 

اساسی روبه رو است:

۱. وقــتی مــتغیر پــاســخ بــیش از دو دســته دارد، کــدگــذاری اعــداد بــه دســته هــا یــک فــاصــله و تــرتــیب 

کاذب بین دسته ها ایجاد می کند که در واقعیت وجود ندارد.
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۲. حـتی در حـالـت دو دسـته ای (۰ و ۱)، مـقادیـر پـیش بـینی شـده تـوسـط رگـرسـیون خـطی مـی تـوانـند 

خــــارج از بــــازه [۰,۱] بــــاشــــند، در حــــالــــی کــــه ایــــن مــــقادیــــر بــــایــــد نــــشان دهــــنده احــــتمال بــــاشــــند و 

نمی توانند منفی یا بزرگ تر از یک شوند.

بـه هـمین دلـیل، نـیاز بـه روش هـای اخـتصاصـی تـری بـرای طـبقه بـندی داریـم کـه ایـن محـدودیـت هـا را 
ندارند.

۱.۳ روش های مورد بررسی در این پروژه

در این پروژه، سه روش پرکاربرد طبقه بندی مورد بررسی و مقایسه قرار می گیرند:

رگـــــرســـــیون لجســـــتیک (Logistic Regression): روشـــــــــی کـــــــــه احـــــــــتمال تـــــــــعلق یـــــــــک •
مشاهده به هر دسته را با استفاده از تابع لجستیک مدل می کند.

تحــلیل تــشخیصی خــطی (Linear Discriminant Analysis - LDA): روشــی •
مـــبتنی بـــر قـــضیه بـــیز کـــه بـــا فـــرض تـــوزیـــع نـــرمـــال بـــرای مـــتغیرهـــای تـــوضـــیحی، مـــرز 

تصمیم گیری خطی بین دسته ها ایجاد می کند.  

روش K نـــــزدیـــــک تـــــریـــــن هـــــمسایـــــه (K-Nearest Neighbors - KNN): روشــــــــی •
ناپارامتری که بر پایه شباهت مشاهدات به یکدیگر عمل می کند. 

۱.۴ ساختار پروژه

در فـصل دوم، بـه بـررسـی دقـیق مـدل رگـرسـیون لجسـتیک پـرداخـته مـی شـود. فـصل سـوم بـه تحـلیل 

تــشخیصی خــطی و درجــه دو اخــتصاص دارد. در فــصل چــهارم، ایــن روش هــا از نــظر عــملکرد بــا 

یــکدیــگر مــقایــسه مــی شــونــد و در فــصل پنجــم، پــیاده ســازی عــملی ایــن روش هــا روی یــک مجــموعــه 

داده واقعی ارائه می گردد.
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تفاوت رگرسیون و طبقه بندی 

مـسائـل طـبقه بـندی در دنـیای واقـعی بـه هـمان انـدازه مـسائـل رگـرسـیون، بـلکه شـایـد حـتی بیشـتر، 

رایج هستند. برای مثال:

تـــشخیص ایـــنکه بـــیمار مـــراجـــعه کـــننده بـــه اورژانـــس بـــا مجـــموعـــه ای از عـــلائـــم مـــشخص، بـــه •

کدام یک از چند بیماری احتمالی مبتلاست

تــــشخیص مــــتقلبانــــه بــــودن یــــا نــــبودن یــــک تــــراکــــنش بــــانــــکی بــــر اســــاس آدرس IP و ســــابــــقه •

تراکنش های کاربر

تعیین اینکه کدام جهش های DNA بیماری زا هستند و کدام یک نیستند•

نــکته مشــترک در تــمام ایــن مــسائــل، هــمانــند رگــرســیون، وجــود مجــموعــه ای از داده هــای آمــوزشــی 

بـــه صـــورت جـــفت (x₁,y₁),...,(xₙ,yₙ) اســـت کـــه مـــدل بـــر اســـاس آن هـــا ســـاخـــته مـــی شـــود. تـــفاوت 

اصـــلی رگـــرســـیون و طـــبقه بـــندی در مـــاهـــیت مـــتغیر پـــاســـخ Y نـــهفته اســـت: در رگـــرســـیون، Y یـــک 

مــتغیر کــمّی (عــددی و پــیوســته) اســت، در حــالــی کــه در طــبقه بــندی، Y یــک مــتغیر کــیفی اســت کــه 

مقادیر آن به جای عدد، برچسب یا دسته هستند.

بـــه عـــنوان مـــثال، در مجـــموعـــه داده Default (کـــه در ایـــن کـــتاب و پـــروژه بـــه عـــنوان مـــرجـــع اســـتفاده 

مــی شــود)، هــدف پــیش بــینی ایــن اســت کــه آیــا فــردی بــر اســاس درآمــد ســالانــه (income) و مــانــده 

حـــساب مـــاهـــانـــه کـــارت اعـــتباری (balance) در پـــرداخـــت بـــدهـــی اش نـــکول مـــی کـــند یـــا نـــه. در ایـــن 

مــسئله، مــتغیر پــاســخ default تــنها دو مــقدار مــمکن (نــکول یــا عــدم نــکول) دارد و بــنابــرایــن کــیفی 

اسـت. بـه هـمین دلـیل، مـدل رگـرسـیون خـطی سـاده کـه بـرای مـتغیرهـای پـاسـخ کـمّی طـراحـی شـده، 

بـرای ایـن نـوع مـسائـل مـناسـب نیسـت و نـیاز بـه روش هـای اخـتصاصـی طـبقه بـندی مـانـند رگـرسـیون 

لجستیک، LDA و KNN داریم.

هـــمچنین، درســـت مـــانـــند رگـــرســـیون، هـــدف نـــهایـــی در طـــبقه بـــندی نـــیز صـــرفـــاً عـــملکرد خـــوب روی 

 (Test Observations) داده هـای آمـوزشـی نیسـت، بـلکه مـدل بـایـد بـتوانـد روی مـشاهـدات آزمـون
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کـــه در فـــرآیـــند آمـــوزش اســـتفاده نشـــده انـــد نـــیز بـــه درســـتی عـــمل کـــند؛ ایـــن ویـــژگـــی مـــعیار اصـــلی 

ارزیابی کیفیت هر طبقه بندی کننده محسوب می شود.

چـــرا نـــمی شـــود از رگـــرســـیون خـــطی بـــرای طـــبقه 
بندی استفاده کرد؟

فـرض کـنید مـی خـواهـیم وضـعیت پـزشـکی یـک بـیمار را بـر اسـاس عـلائـمش در اورژانـس پـیش بـینی 

کـنیم. در ایـن مـثال سـاده شـده، سـه تـشخیص مـمکن وجـود دارد: سـکته مـغزی (stroke)، مـصرف 

بـــــیش ازحـــــد دارو (drug overdose)، و تـــــشنج صـــــرعـــــی (epileptic seizure). مـــــی تـــــوانـــــیم ایـــــن 

مقادیر را به صورت یک متغیر پاسخ کمّی، Y، کدگذاری کنیم:

if Y = 1 : stroke 

if Y = 2 : drug overdose

if Y = 3 : epileptic seizure 

بـا اسـتفاده از ایـن کـدگـذاری، مـی تـوان از روش کـمتریـن مـربـعات بـرای بـرازش یـک مـدل رگـرسـیون 

خـطی جهـت پـیش بـینی Y بـر اسـاس مجـموعـه ای از مـتغیرهـای پـیش بـین X₁,...,Xₚ اسـتفاده کـرد. 

امـا مـتأسـفانـه، ایـن کـدگـذاری یـک تـرتـیب خـاص روی خـروجـی هـا تحـمیل مـی کـند؛ بـه ایـن تـرتـیب کـه 

drug overdose را بـــین stroke و epileptic seizure قـــرار مـــی دهـــد و اصـــرار دارد کـــه تـــفاوت 

بـــــین stroke و drug overdose بـــــا تـــــفاوت بـــــین drug overdose و epileptic seizure بـــــرابـــــر 

بـاشـد. در عـمل هـیچ دلـیل خـاصـی وجـود نـدارد کـه ایـن طـور بـاشـد. بـرای مـثال، مـی تـوان کـدگـذاری 

دیگری به همان اندازه معقول انتخاب کرد:

if Y = 1 : epileptic seizure
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if Y = 2 :storke

if Y = 3 : drug overdose

کـه ایـن کـدگـذاری، رابـطه ای کـامـلاً مـتفاوت بـین ایـن سـه بـیماری را نـتیجه مـی دهـد. هـر یـک از ایـن 

کـــدگـــذاری هـــا مـــدل هـــای خـــطی اســـاســـاً مـــتفاوتـــی تـــولـــید مـــی کـــنند کـــه در نـــهایـــت بـــه مجـــموعـــه هـــای 

متفاوتی از پیش بینی ها روی مشاهدات آزمون منجر می شوند.

اگــــر مــــقادیــــر مــــتغیر پــــاســــخ دارای یــــک تــــرتــــیب طــــبیعی بــــودنــــد، مــــانــــند خــــفیف (mild)، مــــتوســــط 

(moderate) و شـــدیـــد (severe)، و اگـــر احـــساس مـــی کـــردیـــم کـــه فـــاصـــله بـــین خـــفیف و مـــتوســـط 

مـــــشابـــــه فـــــاصـــــله بـــــین مـــــتوســـــط و شـــــدیـــــد اســـــت، آنـــــگاه کـــــدگـــــذاری ۱، ۲، ۳ مـــــعقول مـــــی بـــــود. امـــــا 

مـتأسـفانـه، بـه طـورکـلی هـیچ راه طبـیعی ای بـرای تـبدیـل یـک مـتغیر پـاسـخ کـیفی بـا بـیش از دو سـطح 

به یک پاسخ کمّی مناسب برای رگرسیون خطی وجود ندارد.

بــرای یــک پــاســخ کــیفی دوتــایــی (binary، دو ســطحی)، وضــعیت بهــتر اســت. بــرای مــثال، فــرض 

 .drug overdose و stroke :کـنید تـنها دو حـالـت مـمکن بـرای وضـعیت پـزشـکی بـیمار وجـود دارد

در ایــن حــالــت مــی تــوانــیم از رویــکرد مــتغیر مــجازی (dummy variable) اســتفاده کــنیم و پــاســخ 

را به این صورت کدگذاری کنیم:

if Y = 0 : stroke 

if Y = 1 : drug overdose

سـپس مـی تـوانـیم یـک رگـرسـیون خـطی روی ایـن پـاسـخ دوتـایـی بـرازش دهـیم و اگـر Ŷ > 0.5 بـود 

drug overdose و در غـیر ایـن صـورت stroke را پـیش بـینی کـنیم. در حـالـت دوتـایـی، بـه سـادگـی 

مـــــی تـــــوان نـــــشان داد کـــــه حـــــتی اگـــــر کـــــدگـــــذاری بـــــالا را بـــــرعـــــکس کـــــنیم، رگـــــرســـــیون خـــــطی هـــــمان 

پیش بینی های نهایی را تولید می کند.

بـرای یـک پـاسـخ دوتـایـی بـا کـدگـذاری ۰و۱ مـانـند بـالا، رگـرسـیون بـا روش کـمتریـن مـربـعات مـنطقی 

اســـــت؛ مـــــی تـــــوان نـــــشان داد کـــــه XΒ̂ بـــــه دســـــت آمـــــده از رگـــــرســـــیون خـــــطی، در واقـــــع بـــــرآوردی از 
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Pr(drug overdose|X) در ایــــن حــــالــــت خــــاص اســــت. بــــا ایــــن حــــال، اگــــر از رگــــرســــیون خــــطی 

اســتفاده کــنیم، مــمکن اســت بــرخــی از بــرآوردهــا خــارج از بــازه [۰,۱] بــاشــند، کــه تــفسیر آن هــا را 

بــه عــنوان احــتمال دشــوار مــی کــند! بــا ایــن حــال، پــیش بــینی هــا یــک تــرتــیب ارائــه مــی دهــند و مــی تــوان 

آن هــــا را بــــه عــــنوان بــــرآوردهــــای خــــام احــــتمال تــــفسیر کــــرد. جــــالــــب ایــــنکه، طــــبقه بــــندی هــــایــــی کــــه از 

اسـتفاده رگـرسـیون خـطی بـرای پـیش بـینی یـک پـاسـخ دوتـایـی بـه دسـت مـی آیـند، بـا طـبقه بـندی هـای 

حــــاصــــل از روش تحــــلیل تــــشخیصی خــــطی (LDA) کــــه در بــــخش ۴.۴ بــــحث مــــی کــــنیم، یــــکسان 

خواهند بود.

ایـن نـمودار نـشون مـی دهـد کـه وقـتی از رگـرسـیون خـطی بـرای پـیش بـینی یـک مـتغیر پـاسـخ دوتـایـی 

(کــه فــقط دو مــقدار ۰ و ۱ داره) اســتفاده مــی کــنیم، خــط بــرازش شــده مــی تــوانــد در بــرخــی نــواحــی 

مــقادیــری خــارج از بــازه مــنطقی [۰,۱] تــولــید کــند؛ یــعنی احــتمال هــای مــنفی یــا بــزرگ تــر از یــک بــه 

دست آید که از نظر آماری قابل تفسیر نیستند.

بــا ایــن  حــال، رویــکرد مــتغیر مــجازی را نــمی تــوان بــه راحــتی بــرای پــاســخ هــای کــیفی بــا بــیش از دو 

سـطح تـعمیم داد. بـه هـمین دلایـل، تـرجـیح داده مـی شـود از یـک روش طـبقه بـندی اسـتفاده شـود کـه 

واقعاً برای مقادیر پاسخ کیفی مناسب باشد، مانند روش هایی که در ادامه معرفی می شوند.
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فصل ۲ 
رگرسیون لجستیک 

اســتفاده از رگــرســیون خــطی بــرای پــیش بــینی یــک پــاســخ کــیفی، مــشکلاتــی جــدی بــه هــمراه دارد؛ 

ازجــــمله ایــــنکه مــــقادیــــر پــــیش بــــینی شــــده مــــی تــــوانــــند خــــارج از بــــازه مــــنطقی [۰,۱] قــــرار بــــگیرنــــد و 

بـــه هـــمین دلـــیل قـــابـــل تـــفسیر بـــه عـــنوان احـــتمال نـــباشـــند. بـــرای حـــل ایـــن مـــشکل، بـــه جـــای مـــدل ســـازی 

مســتقیم مــتغیر پــاســخ Y، رگــرســیون لجســتیک احـتمال تــعلق Y بــه یــک دســته مــشخص را مــدل 

می کند. 

بــــرای مــــثال، فــــرض کــــنید مــــی خــــواهــــیم بــــر اســــاس تــــعداد کــــلمات مــــشکوک مــــوجــــود در یــــک ایــــمیل، 

احــتمال اســپم بــودن آن ایــمیل را پــیش بــینی کــنیم. در ایــن حــالــت، بــه جــای پــیش بــینی مســتقیم ایــنکه 

ایــمیل اســپم اســت یــا نــه، مــدل رگــرســیون لجســتیک احــتمال اســپم بــودن را بــه شــرط تــعداد کــلمات 

مشکوک برآورد می کند:

Pr(spam = Yes | suspicious_words)

ایـن مـقدار را مـی تـوان بـه اخـتصار p(x) نـامـید کـه هـمواره بـین ۰ و ۱ قـرار دارد. سـپس بـر اسـاس 

ایـــن احـــتمال، مـــی تـــوان یـــک آســـتانـــه تـــعیین کـــرد؛ بـــرای مـــثال، مـــی تـــوان spam = Yes را بـــرای هـــر 

ایـــــمیلی کـــــه p(x) بیشـــــتر از ۰.۵ بـــــاشـــــد پـــــیش بـــــینی کـــــرد. اگـــــر یـــــک ســـــرویـــــس ایـــــمیل بـــــخواهـــــد در 

تــشخیص اســپم مــحافــظه کــارانــه تــر عــمل کــند (یــعنی ایــمیل هــای مــهم را بــه اشــتباه اســپم تــشخیص 

ندهد)، می تواند آستانه بالاتری مانند ۰.۷ را انتخاب کند.

نــکته مــهم ایــنجاســت کــه بــرخــلاف رگــرســیون خــطی کــه مــقدار پــیش بــینی شــده مــی تــوانــد مــنفی یــا 

بـــزرگ تـــر از یـــک بـــاشـــد، تـــابـــعی کـــه در رگـــرســـیون لجســـتیک اســـتفاده مـــی شـــود (تـــابـــع لجســـتیک یـــا 

ســــیگموئــــید) بــــه گــــونــــه ای طــــراحــــی شــــده کــــه خــــروجــــی آن هــــمواره در بــــازه [۰,۱] بــــاقــــی مــــی مــــانــــد و 

بـنابـرایـن هـمیشه قـابـل تـفسیر بـه عـنوان یـک احـتمال مـعتبر اسـت. ایـن ویـژگـی، رگـرسـیون لجسـتیک 
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 Binary) را بــه یــکی از پــرکــاربــردتــریــن و مــناســب تــریــن روش هــا بــرای مــسائــل طــبقه بــندی دوتــایــی

Classification) تبدیل کرده است.

یـکی از مـزیـت هـای اصـلی رگـرسـیون لجسـتیک نسـبت بـه روش هـای سـاده تـر طـبقه بـندی، ایـن اسـت 

کـه بـه جـای ایـنکه صـرفـاً یـک بـرچسـب قـطعی (مـثلاً «اسـپم» یـا «غـیراسـپم») بـه هـر مـشاهـده بـدهـد، 

یـک عـدد پـیوسـته بـین ۰ و ۱ ارائـه مـی دهـد کـه مـیزان اطـمینان مـدل را نـشان مـی دهـد. ایـن ویـژگـی 

چند مزیت مهم دارد:

نخسـت، امـکان تـنظیم آسـتانـه تـصمیم گـیری را بـر اسـاس نـیاز کـاربـر فـراهـم مـی کـند. بـرای مـثال، 

در تــشخیص اســپم، مــمکن اســت تــرجــیح بــدهــیم آســتانــه را بــالاتــر از ۰.۵ تــنظیم کــنیم تــا احــتمال 

ایـنکه یـک ایـمیل مـهم بـه اشـتباه اسـپم شـناسـایـی شـود کـاهـش یـابـد؛ حـتی اگـر ایـن کـار بـاعـث شـود 

برخی ایمیل های اسپم واقعی نیز از دست بروند.

دوم، خــروجــی احــتمالــی ایــن امــکان را مــی دهــد کــه مــشاهــدات را بــر اســاس مــیزان اطــمینان مــدل 

رتــبه بــندی کــنیم. بــرای مــثال، ایــمیلی بــا احــتمال ۰.۹۸ بــرای اســپم بــودن، قــطعیت بــسیار بیشــتری 

نســبت بــه ایــمیلی بــا احــتمال ۰.۵۲ دارد، حــتی اگــر هــر دو بــا آســتانــه ۰.۵ در یــک دســته (اســپم) 

طبقه بندی شوند.

عـــلاوه بـــر ایـــن، چـــون رابـــطه واقـــعی بـــین مـــتغیر پـــیش بـــین و احـــتمال وقـــوع رویـــداد مـــعمولاً بـــه شـــکل 

غـــیرخـــطی و S مـــانـــند اســـت، یـــک خـــط راســـت نـــمی تـــوانـــد ایـــن رابـــطه رو بـــه درســـتی مـــدل کـــند؛ در 

نـواحـی ابـتدایـی و انتـهایـی داده هـا، خـط خـطی بـه طـور قـابـل تـوجـهی از رفتـار واقـعی داده هـا فـاصـله 

می گیرد.
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ایـن نـمودار نـشون مـی دهـد کـه وقـتی از یـک تـابـع لجسـتیک (بـه جـای خـط راسـت) بـرای مـدل سـازی 

احـتمال یـک پـاسـخ دوتـایـی اسـتفاده مـی کـنیم، مـنحنی حـاصـل هـمیشه بـین ۰ و ۱ بـاقـی مـی مـانـد و 

هیچ وقت از این بازه خارج نمی شود.

شـکل ایـن مـنحنی بـه صـورت S یـا سـیگموئـید اسـت؛ یـعنی در دو انـتهای بـازه (مـقادیـر خـیلی کـم یـا 

خـــیلی زیـــاد مـــتغیر پـــیش بـــین) تـــقریـــباً صـــاف و نـــزدیـــک بـــه ۰ یـــا ۱ بـــاقـــی مـــی مـــانـــد، امـــا در نـــاحـــیه 

مـــیانـــی، شـــیب تـــندی داره و بـــه ســـرعـــت از یـــک مـــقدار پـــایـــین بـــه یـــک مـــقدار بـــالا تـــغییر مـــی کـــند. ایـــن 

نـاحـیه مـیانـی هـمون جـایـی اسـت کـه مـدل بیشـتریـن حـساسـیت و عـدم قـطعیت رو در تـصمیم گـیری 

بین دو کلاس دارد.

ایــن رفــتار، دقــیقاً هــمان چــیزی اســت کــه از یــک مــدل احــتمالاتــی خــوب انــتظار مــی رود: در نــواحــی 

کـه داده هـا بـه وضـوح مـتعلق بـه یـک دسـته هسـتند، مـدل بـا اطـمینان بـالا پـیش بـینی مـی کـند، و فـقط 

در نــاحــیه مــرزی بــین دو دســته، عــدم قــطعیت نــشان مــی دهــد. بــه هــمین دلــیل، ایــن نــوع مــدل ســازی 

نسبت به رگرسیون خطی برای مسائل طبقه بندی مناسب تر و قابل اعتمادتر است.

ایـن محـدودیـت هـا دقـیقاً هـمان دلـیلی اسـت کـه نـشان مـی دهـد چـرا بـرای مـسائـل طـبقه بـندی، بـه جـای 

رگـــرســـیون خـــطی بـــایـــد از روش هـــایـــی مـــثل رگـــرســـیون لجســـتیک اســـتفاده کـــرد کـــه خـــروجـــی شـــان 

همیشه در بازه معتبر [۰,۱] باقی می ماند.

مدل و فرمول ریاضی 

 X و مـتغیر پـیش بـین p(X) = Pr(Y=1|X) پـرسـش اصـلی ایـن اسـت: چـگونـه مـی تـوان رابـطه بـین

را مدل کرد؟ همان طور که پیش تر اشاره شد، اگر از یک مدل خطی ساده مانند
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p(X) = β₀ + β₁X

اســتفاده کــنیم، بــرای مــقادیــر کــوچــک X احــتمال مــنفی و بــرای مــقادیــر بــزرگ X احــتمال بــزرگ تــر 

از یـــک پـــیش بـــینی مـــی شـــود؛ نـــتیجه ای کـــه هـــیچ گـــاه از نـــظر آمـــاری مـــنطقی نیســـت، چـــون احـــتمال 

همواره باید بین ۰ و ۱ باقی بماند.

برـای رفـع ایـن مـشکل، بـایـد p(X) را بـا تـابـعی مـدل کنـیم کـه برـای تـمام مـقادیـر X، خـروجـی ای بـین 

۰ و ۱ تولید کند. در رگرسیون لجستیک، از تابع لجستیک استفاده می شود.

 ،X شکل تولید می کند؛ به این معنا که صرف نظر از مقدار S این تابع همواره یک منحنی

همیشه یک پیش بینی منطقی و در بازه [۰,۱] به دست می آید. برای مقادیر کوچک X، احتمال 

به ۰ نزدیک می شود (اما هرگز منفی نمی شود) و برای مقادیر بزرگ X، احتمال به ۱ نزدیک 

می شود (اما هرگز از ۱ بیشتر نمی شود).

: Odds  مفهوم

با کمی جابه جایی در رابطه بالا، می توان نوشت:                                    

عـــــبارت p(X)/[1−p(X)] را odds یـــــا شـــانـــس مـــــی نـــــامـــــند کـــــه مـــــی تـــــوانـــــد هـــــر مـــــقداری بـــــین ۰ و 

بـــی نـــهایـــت بـــگیرد. مـــقادیـــر نـــزدیـــک بـــه ۰ نـــشان دهـــنده احـــتمال بـــسیار پـــایـــین و مـــقادیـــر نـــزدیـــک بـــه 

 p(X) = 0.2 بــی نــهایــت نــشان دهــنده احــتمال بــسیار بــالای وقــوع رویــداد هســتند.بــرای مــثال، اگــر

یـعنی بـه طـور مـیانـگین از هـر ۵ نـفر، ۱ نـفر دچـار آن  بـاشـد، آنـگاه odds بـرابـر اسـت بـا 

p(X ) =
eβ0+β1X

1 + eβ0+β1X

0.2
0.8

=
1
4
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رویـداد مـی شـود. بـه هـمین تـرتـیب، اگـر p(X) = 0.9 بـاشـد، odds بـرابـر بـا 9 خـواهـد بـود؛ یـعنی از 

هر ۱۰ نفر، به طور میانگین ۹ نفر دچار آن رویداد می شوند.

  Maximum Likelihood تخمین ضرایب با روش

ضـــرایـــب β₀ و β₁ در مـــدل لجســـتیک، مـــقادیـــر نـــامـــعلومـــی هســـتند کـــه بـــایـــد بـــر اســـاس داده هـــای 
 Least) آمــــوزشــــی مــــوجــــود تخــــمین زده شــــونــــد. در رگــــرســــیون خــــطی، از روش کــــمتریــــن مــــربــــعات

Squares) بـرای تخـمین ضـرایـب اسـتفاده مـی شـد. اگـرچـه مـی تـوان از کـمتریـن مـربـعات غـیرخـطی 

بـــــــرای بـــــــرازش مـــــــدل لجســـــــتیک هـــــــم اســـــــتفاده کـــــــرد، امـــــــا روش عـــــــمومـــــــی تـــــــر و تـــــــرجـــــــیح داده شـــــــده 

درســـت نـــمایـــی بـــیشینه (Maximum Likelihood) اســـــت، چـــــون خـــــواص آمـــــاری بهـــــتری 

دارد.

ایــــده اصــــلی ایــــن روش بــــه ایــــن صــــورت اســــت: بــــه دنــــبال مــــقادیــــری بــــرای β₀ و β₁ مــــی گــــردیــــم کــــه 

احـتمال پـیش بـینی شـده p̂(xᵢ) بـرای هـر مـشاهـده، تـا حـد امـکان بـه وضـعیت واقـعی مـشاهـده شـده 

آن نـزدیـک بـاشـد. بـه عـبارت دیـگر، مـی خـواهـیم مـقادیـری بـرای β̂₀ و β̂₁ پـیدا کـنیم کـه وقـتی در مـدل 

جـایـگذاری شـونـد، بـرای مـشاهـداتـی کـه واقـعاً بـه کـلاس مـثبت تـعلق دارنـد، عـددی نـزدیـک بـه یـک، و 

برای مشاهداتی که به کلاس منفی تعلق دارند، عددی نزدیک به صفر پیش بینی کنند.

 Likelihood) ایـــــن ایـــــده را مـــــی تـــــوان بـــــا یـــــک عـــــبارت ریـــــاضـــــی بـــــه نـــــام تـــابـــع درســـت نـــمایـــی
Function) فرموله کرد:


ℓ(β0, β1) = ∏
i:yi=1

p(xi) ∏
i′￼:yi′￼=0

(1 − p(xi′￼))
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مقادیر β̂₀ و β̂₁ به گونه ای انتخاب می شوند که این تابع درست نمایی را بیشینه کنند.

پــــــس از بــــــرازش مــــــدل، مــــــعمولاً خــــــروجــــــی شــــــامــــــل جــــــدولــــــی از ضــــــرایــــــب تخــــــمین زده شــــــده، خــــــطای 

اســــــتانــــــدارد آن هــــــا (Standard Error)، آمــــــاره Z (Z-statistic) و مــــــقدار P (P-value) اســــــت. 

بسیاری از این مفاهیم مشابه خروجی رگرسیون خطی هستند:

خطای استاندارد (SE): میزان دقت تخمین هر ضریب را نشان می دهد.•

آمــاره Z: نــــقشی مــــشابــــه آمــــاره t در رگــــرســــیون خــــطی دارد و از رابــــطه β̂₁/SE(β̂₁) بــــه •

 H₀: β₁ دسـت مـی آیـد. مـقدار مـطلق بـزرگ ایـن آمـاره، شـاهـدی بـر رد فـرضـیه صـفر

0 = است.

فـرضـیه صـفر (H₀: β₁ = 0): ایـن فـرضـیه بـه ایـن مـعناسـت کـه احـتمال وقـوع رویـداد، بـه •

متغیر پیش بین بستگی ندارد.

مـقدار P: اگـر ایـن مـقدار بـسیار کـوچـک بـاشـد (مـعمولاً کـمتر از ۰.۰۵)، فـرضـیه صـفر رد •

مــی شــود و مــی تــوان نــتیجه گــرفــت کــه بــین مــتغیر پــیش بــین و احــتمال وقــوع رویــداد، 

ارتباط معناداری وجود دارد.

مـــعمولاً مـــقدار تخـــمین زده شـــده بـــرای عـــرض از مـــبدأ (Intercept) بـــه خـــودی خـــود اهـــمیت تـــفسیری 

چــندانــی نــدارد؛ نــقش اصــلی آن، تــنظیم مــیانــگین احــتمال هــای پــیش بــینی شــده مــدل مــتناســب بــا 

نسبت واقعی وقوع رویداد در داده هاست.

 odds ratio تفسیر ضرایب و   

پیش بینی احتمال با استفاده از مدل برازش شده
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پـــس از تخـــمین ضـــرایـــب β̂₀ و β̂₁، مـــحاســـبه احـــتمال پـــیش بـــینی شـــده بـــرای هـــر مـــقدار دلـــخواه از 

مـــــتغیر پـــــیش بـــــین کـــــار ســـــاده ای اســـــت؛ کـــــافـــــی اســـــت ایـــــن مـــــقادیـــــر را در فـــــرمـــــول تـــــابـــــع لجســـــتیک 

جایگذاری کنیم:

بــا جــایــگذاری هــر مــقدار مــشخص از X، مــی تــوان احــتمال مــتناظــر بــا آن را بــه دســت آورد. بــرای 

مــثال، اگــر بــرای یــک مــتغیر پــیش بــین خــاص، مــقدار کــمی از آن احــتمال بــسیار پــایــینی (کــمتر از 

۱٪) پـیش بـینی کـند، در حـالـی کـه مـقدار بـزرگ تـر هـمان مـتغیر احـتمال بـسیار بـالاتـری (مـثلاً حـدود 

۵۸٪) نـــتیجه دهـــد، ایـــن نـــشان مـــی دهـــد کـــه رابـــطه بـــین مـــتغیر پـــیش بـــین و احـــتمال وقـــوع رویـــداد، 

هرچند غیرخطی، اما قوی و معنادار است.

یـــکی از روش هـــای رایـــج و کـــاربـــردی بـــرای تـــفسیر نـــتایـــج رگـــرســـیون لجســـتیک، مـــحاســـبه نســبت 

شـانـس (Odds Ratio) بـین دو گـروه اسـت. بـرای ایـن کـار، مـی تـوان احـتمال پـیش بـینی شـده هـر 

گروه را با جایگذاری مقدار متغیر مجازی (۰ یا ۱) در مدل محاسبه کرد:

بــا مــقایــسه ایــن دو احــتمال، مــی تــوان بــه طــور مســتقیم و مــلموس نــشان داد کــه تــعلق بــه یــک گــروه 

خـــاص، چـــه مـــیزان بـــر احـــتمال وقـــوع رویـــداد مـــوردنـــظر تـــأثـــیر مـــی گـــذارد. ایـــن رویـــکرد، بـــه ویـــژه در 

گـزارش نـتایـج بـه مـخاطـبانـی کـه آشـنایـی کـمتری بـا مـفاهـیم آمـاری دارنـد، بـسیار کـاربـردی اسـت؛ 

چـراکـه بـه جـای بـیان ضـرایـب خـام مـدل (کـه تـفسیر مسـتقیم آن هـا دشـوار اسـت)، تـفاوت در احـتمال 

یا نسبت شانس بین دو گروه را به صورت شفاف نشان می دهد.

̂p(X ) =
e ̂β0+ ̂β1X

1 + e ̂β0+ ̂β1X

̂Pr (Y = 1 ∣ X = 1) =
e ̂β0+ ̂β1×1

1 + e ̂β0+ ̂β1×1

̂Pr (Y = 1 ∣ X = 0) =
e ̂β0+ ̂β1×0

1 + e ̂β0+ ̂β1×0
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 (Multiple) رگرسیون لجستیک چندگانه
تـا ایـنجا مـدل رگـرسـیون لجسـتیک را تـنها بـا یـک مـتغیر پـیش بـین بـررسـی کـردیـم. امـا در بـسیاری 

از مــسائــل واقــعی، پــیش بــینی یــک پــاســخ دوتــایــی نــیازمــند در نــظر گــرفــتن هــمزمــان چــندیــن مــتغیر 

پـــیش بـــین اســـت. درســـت هـــمان طـــور کـــه رگـــرســـیون خـــطی ســـاده بـــه رگـــرســـیون خـــطی چـــندمـــتغیره 

 X₁,...,Xₚ تـــعمیم یـــافـــت، مـــی تـــوان مـــدل لجســـتیک را نـــیز بـــرای حـــالـــتی کـــه چـــند مـــتغیر پـــیش بـــین

داریم، به صورت زیر تعمیم داد:

کـه در آن X = (X₁,...,Xₚ) نـشان دهـنده p متـغیر پیـش بیـن استـ. بـا کـمی جـابـه جـایـی، ایـن رابـطه 

را می توان به شکل زیر بازنویسی کرد:

درســــت مــــانــــند حــــالــــت تــــک مــــتغیره، ضــــرایــــب β₀, β₁, ..., βₚ بــــا اســــتفاده از روش درســــت نــــمایــــی 

بیشینه (Maximum Likelihood) تخمین زده می شوند.

 (Confounding) پدیده درهم تنیدگی
یـکی از نـکات مـهم و ظـریـفی کـه در اسـتفاده از رگـرسـیون بـا چـند مـتغیر پـیش بـین بـایـد بـه آن تـوجـه 

کـرد، پـدیـده ای بـه نـام درهـم تـنیدگـی (Confounding) اسـت. ایـن پـدیـده زمـانـی رخ مـی دهـد کـه 

log ( p(X )
1 − p(X ) ) = β0 + β1X1 + ⋯ + βpXp

p(X ) =
eβ0+β1X1+⋯+βpXp

1 + eβ0+β1X1+⋯+βpXp
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نـــــتیجه یـــــک تحـــــلیل بـــــا اســـــتفاده از یـــــک مـــــتغیر پـــــیش بـــــین بـــــه تـــــنهایـــــی، بـــــا نـــــتیجه ای کـــــه از تحـــــلیل 

چندمتغیره (با درنظرگرفتن سایر متغیرها) به دست می آید، متفاوت یا حتی متناقض باشد.

بــــرای مــــثال، مــــمکن اســــت در یــــک مــــدل تــــک مــــتغیره، ضــــریــــب مــــربــــوط بــــه یــــک مــــتغیر گــــروهــــی (مــــثلاً 

وضـــعیت عـــضویـــت در یـــک گـــروه خـــاص) مـــثبت بـــاشـــد؛ یـــعنی نـــشان دهـــد افـــراد آن گـــروه احـــتمال 

بیشــتری بــرای وقــوع رویــداد مــوردنــظر دارنــد. امــا وقــتی هــمان مــتغیر را در کــنار ســایــر مــتغیرهــای 

مـــرتـــبط (مـــثلاً یـــک مـــتغیر کـــمّی کـــه بـــا هـــر دو مـــتغیر گـــروهـــی و پـــاســـخ همبســـتگی دارد) وارد مـــدل 

کـنیم، مـمکن اسـت عـلامـت ضـریـب مـعکوس شـود؛ یـعنی نـشان دهـد کـه در شـرایـط یـکسان از نـظر 

آن متغیر کمّی، افراد آن گروه در واقع احتمال کمتری برای وقوع رویداد دارند.

دلـیل ایـن تـناقـض ظـاهـری ایـن اسـت کـه مـتغیر گـروهـی و مـتغیر کـمّی بـا یـکدیـگر همبسـتگی دارنـد. 

اگـر افـراد یـک گـروه بـه طـور مـتوسـط مـقدار بـالاتـری از آن مـتغیر کـمّی داشـته بـاشـند، و آن مـتغیر 

کــمّی خــودش بــا افــزایــش احــتمال وقــوع رویــداد مــرتــبط بــاشــد، آنــگاه در تحــلیل تــک مــتغیره (بــدون 

کــنترل آن مــتغیر کــمّی)، اثــر گــروه بــه اشــتباه بــزرگ تــر یــا حــتی مــعکوس بــه نــظر مــی رســد. امــا در 

تحـــلیل چـــندمـــتغیره، کـــه اثـــر مـــتغیر کـــمّی بـــه طـــور جـــداگـــانـــه کـــنترل مـــی شـــود، اثـــر واقـــعی و مســـتقل 

متغیر گروهی آشکار می شود.

ایـن مـثال بـه خـوبـی نـشان مـی دهـد کـه تحـلیل بـا یـک مـتغیر پـیش بـین بـه تـنهایـی، زمـانـی کـه مـتغیرهـای 

پــیش بــین دیــگری نــیز مــمکن اســت مــرتــبط بــاشــند، مــی تــوانــد نــتایــج گــمراه کــننده ای بــه هــمراه داشــته 

بـاشـد. بـه طـورکـلی، وجـود همبسـتگی بـین مـتغیرهـای پـیش بـین، مـی تـوانـد بـاعـث تـفاوت قـابـل تـوجـه بـین 

نــــتایــــج مــــدل هــــای تــــک مــــتغیره و چــــندمــــتغیره شــــود؛ پــــدیــــده ای کــــه در آمــــار بــــه آن درهـــم تـــنیدگـــی 

(Confounding) گــفته مــی شــود و تــوجــه بــه آن هــنگام تــفسیر نــتایــج مــدل هــای آمــاری از اهــمیت 
بالایی برخوردار است.

رگرسیون لجستیک برای بیش از دو کلاس پاسخ 
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گـاهـی نـیاز داریـم مـتغیر پـاسـخی را طـبقه بـندی کـنیم کـه بـیش از دو دسـته دارد. بـرای مـثال، فـرض 

کـــنید ســـه تـــشخیص پـــزشـــکی احـــتمالـــی داریـــم: ســـکته مـــغزی (stroke)، مـــصرف بـــیش ازحـــد دارو 

(drug overdose)، و تــشنج صــرعــی (epileptic seizure). در چــنین حــالــتی، مــی خــواهــیم هــم 

Pr(Y = stroke | X) و هم Pr(Y = drug overdose | X) را مدل کنیم، و مقدار 

 Pr(Y = epileptic seizure | X) نیز به طور خودکار برابر است با:

 ،(epileptic seizure) «مـــــثلاً «تـــــشنج صـــــرعـــــی ،(baseline) بـــــا اســـــتفاده از یـــــک کـــــلاس پـــــایـــــه

می توان مدل رگرسیون لجستیک را برای K کلاس به صورت زیر تعمیم داد:

:k = ۱, ..., K−۱ برای

Pr(Y = k | X = x) = exp(β₀ₖ + β₁ₖx₁ + ... + βₚₖxₚ) / [1 + Σ exp(β₀ₗ + β₁ₗx₁ 
+ ... + βₚₗxₚ)]

:(K) و برای کلاس پایه

Pr(Y = K | X = x) = 1 / [1 + Σ exp(β₀ₗ + β₁ₗx₁ + ... + βₚₗxₚ)]

که مجموع در هر دو رابطه روی l از ۱ تا K−۱ است.

بـا ایـن کـدگـذاری، نسـبت شـانـس لـگاریـتمی (log odds) بـین هـر کـلاس k و کـلاس پـایـه بـه صـورت 

خطی نسبت به متغیرهای پیش بین است:

log[Pr(Y=k|X=x) / Pr(Y=K|X=x)] = β₀ₖ + β₁ₖx₁ + ... + βₚₖxₚ

نکته ی مهم درباره ی تفسیر ضرایب: 

انــــتخاب کــــلاس K بــــه عــــنوان پــــایــــه کــــامــــلاً دلــــخواه اســــت. تــــغییر کــــلاس پــــایــــه فــــقط مــــقدار ضــــرایــــب 

بـرآوردشـده را تـغییر مـی دهـد، امـا مـقادیـر بـرازش شـده (fitted values)، احـتمالات پـیش بـینی شـده 

 

1 − Pr(Y = stroke ∣ X ) − Pr(Y = drug overdose ∣ X )
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فصل ۳ :  
نرخ خطا در طبقه بندی و طبقه بندی کننده بیز 

نرخ خطا در طبقه بندی

تـــاکـــنون بـــحث مـــا دربـــاره دقـــت مـــدل، بـــر حـــالـــت رگـــرســـیون مـــتمرکـــز بـــوده اســـت. امـــا بـــسیاری از 

مـفاهـیمی کـه بـا آن هـا آشـنا شـدیـم، مـانـند مـصالـحه بـایـاس-واریـانـس، بـا تـغییراتـی جـزئـی بـه حـالـت 

طبقه بندی نیز قابل تعمیم هستند؛ چراکه اکنون yᵢ دیگر عددی نیست، بلکه کیفی است.

فـرض کـنید مـی خـواهـیم f را بـر اسـاس مـشاهـدات آمـوزشـی {(x₁,y₁),...,(xₙ,yₙ)} بـرآورد کـنیم، 

کـه در آن y₁,...,yₙ کـیفی هسـتند. رایـج تـریـن رویـکرد بـرای سـنجش دقـت بـرآورد f̂، نـرخ خـطای 
آمـوزشـی (Training Error Rate) اسـت؛ یـعنی نسـبت اشـتباهـاتـی کـه هـنگام اعـمال f̂ روی 

مشاهدات آموزشی رخ می دهد:

در ایـــن رابـــطه، ŷᵢ بـــرچســـب کـــلاس پـــیش بـــینی شـــده بـــرای مـــشاهـــده iام بـــا اســـتفاده از f̂ اســـت، و 

I(yᵢ≠ŷᵢ) یـک مـتغیر شـاخـص (Indicator Variable)اسـت کـه اگـر yᵢ≠ŷᵢ بـاشـد بـرابـر بـا ۱، 

و در غـیر ایـن صـورت بـرابـر بـا ۰ اسـت. اگـر I(yᵢ≠ŷᵢ)=۰ بـاشـد، مـشاهـده iام بـه درسـتی طـبقه بـندی 

شده؛ در غیر این صورت، به اشتباه طبقه بندی شده است.

ایــن رابــطه، نـرخ خـطای آمـوزشـی نــام دارد چــون بــر اســاس داده هــایــی مــحاســبه مــی شــود کــه 

بـرای آمـوزش طـبقه بـندی کـننده اسـتفاده شـده انـد. امـا مـانـند حـالـت رگـرسـیون، آنـچه بیشـتر اهـمیت 

1
n

n

∑
i=1

I(yi ≠ ̂yi)
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دارد، نـــرخ خـــطایـــی اســـت کـــه از اعـــمال طـــبقه بـــندی کـــننده روی مـــشاهـــدات آزمـــون (کـــه در آمـــوزش 

اســـتفاده نشـــده انـــد) بـــه دســـت مـــی آیـــد.نـــرخ خـــطای آزمـــون مـــرتـــبط بـــا مجـــموعـــه ای از مـــشاهـــدات 

آزمون به شکل (x0,y0) به صورت زیر تعریف می شود : 

یـک طـبقه بـندی کـننده خـوب، طـبقه بـندی کـننده ای اسـت کـه ایـن نـرخ خـطای آزمـون را تـا حـد امـکان 

کوچک کند.

(Bayes Classifier) طبقه بندی کننده بیز

مـی تـوان نـشان داد (اگـرچـه اثـبات آن خـارج از حـوصـله ایـن پـروژه اسـت) کـه نـرخ خـطای آزمـون، 

بـــه طـــور مـــیانـــگین، تـــوســـط یـــک طـــبقه بـــندی کـــننده بـــسیار ســـاده کـــه هـــر مـــشاهـــده را بـــه مـــحتمل تـــریـــن 

کـــلاس (بـــا تـــوجـــه بـــه مـــقادیـــر مـــتغیرهـــای پـــیش بـــین آن) نســـبت مـــی دهـــد، کـــمینه مـــی شـــود. بـــه عـــبارت 

دیـگر، بـایـد یـک مـشاهـده آزمـون بـا بـردار پـیش بـین x₀ را بـه کـلاس j نسـبت دهـیم کـه در آن مـقدار 

زیر بیشینه باشد:

تـــوجـــه داشـــته بـــاشـــید کـــه ایـــن یـــک احــتمال شــرطــی اســـت؛ یـــعنی احـــتمال ایـــنکه Y=j بـــاشـــد، بـــه 

شـــــرط ایـــــنکه بـــــردار پـــــیش بـــــین مـــــشاهـــــده شـــــده x₀ بـــــاشـــــد. ایـــــن طـــــبقه بـــــندی کـــــننده بـــــسیار ســـــاده، 

طـبقه بـندی کـننده بـیز نـام دارد. در یـک مـسئله دوکـلاسـه (بـا دو مـقدار مـمکن پـاسـخ، مـثلاً کـلاس 

 Pr(Y=1|X=x₀) ۱ و کـلاس ۲)، طـبقه بـندی کـننده بـیز مـعادل اسـت بـا پـیش بـینی کـلاس یـک، اگـر

0.5 < باشد، و در غیر این صورت پیش بینی کلاس دو. 

Avg(I(y0 ≠ ̂y0))

Pr(Y = j ∣ X = x0)
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 Bayes) مــــرزی کــــه در آن ایــــن احــــتمال دقــــیقاً بــــرابــــر بــــا ۵۰٪ اســــت، مـــرز تـــصمیم گـــیری بـــیز

Decision Boundary) نـامـیده مـی شـود؛ پـیش بـینی طـبقه بـندی کـننده بـیز تـوسـط ایـن مـرز تـعیین 
می شود.

 Bayes Error) طــبقه بــندی کــننده بــیز کــمتریــن نــرخ خــطای آزمــون مــمکن، کــه نـرخ خـطای بـیز

Rate) نـــامـــیده مـــی شـــود، را تـــولـــید مـــی کـــند. از آنـــجا کـــه طـــبقه بـــندی کـــننده بـــیز هـــمواره کـــلاســـی را 

انـــتخاب مـــی کـــند کـــه احـــتمال بـــالاتـــری دارد، نـــرخ خـــطا در نـــقطه X=x₀ بـــرابـــر اســـت بـــا ۱ مـــنهای 

بیشینه این احتمال. به طور کلی، نرخ خطای بیز کلی به صورت زیر است:

کــه در آن امــید ریــاضــی، مــیانــگین ایــن احــتمال روی تــمام مــقادیــر مــمکن X را مــحاســبه مــی کــند. 

نـــرخ خـــطای بـــیز هـــمیشه بـــزرگ تـــر از صـــفر اســـت، چـــون در جـــمعیت واقـــعی، کـــلاس هـــا مـــعمولاً بـــا 

یـــــکدیـــــگر هـــــم پـــــوشـــــانـــــی دارنـــــد. ایـــــن نـــــرخ خـــــطا، مـــــشابـــــه هـــــمان مـــــفهوم خـــــطای غـــــیرقـــــابـــــل کـــــاهـــــش 

(Irreducible Error) است که پیش تر در حالت رگرسیون بررسی شد.

(K-Nearest Neighbors) نزدیک ترین همسایه K روش

در حـالـت ایـده آل، هـمیشه دوسـت داریـم بـرای پـیش بـینی پـاسـخ هـای کـیفی از طـبقه بـندی کـننده بـیز 

اسـتفاده کـنیم. امـا بـرای داده هـای واقـعی، تـوزیـع شـرطـی Y بـه شـرط X را نـمی دانـیم، و بـنابـرایـن 

مــحاســبه طــبقه بــندی کــننده بــیز غــیرمــمکن اســت. بــه هــمین دلــیل، طــبقه بــندی کــننده بــیز بــه عــنوان یــک 

استاندارد طلایی دست نیافتنی عمل می کند که سایر روش ها با آن مقایسه می شوند.

بــــسیاری از رویــــکردهــــا تــــلاش مــــی کــــنند تــــوزیــــع شــــرطــــی Y بــــه شــــرط X را بــــرآورد کــــنند، و ســــپس 

مـــشاهـــده را بـــه کـــلاســـی بـــا بـــالاتـــریـــن احـــتمال بــرآوردشــدهنســـبت دهـــند. یـــکی از ایـــن روش هـــا، 

طبقه بندی کننده K نزدیک ترین همسایه (KNN) است. با در نظر گرفتن یک عدد صحیح 

1 − E (max
j

Pr(Y = j ∣ X ))
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مــــــثبت K و یــــــک مــــــشاهــــــده آزمــــــون x₀، طــــــبقه بــــــندی کــــــننده KNN ابــــــتدا K نــــــقطه ای از داده هــــــای 

آمـــوزشـــی را کـــه نـــزدیـــک تـــریـــن بـــه x₀ هســـتند شـــناســـایـــی مـــی کـــند (ایـــن مجـــموعـــه را بـــا N₀ نـــشان 

مـــــــی دهـــــــیم). ســـــــپس، احـــــــتمال شـــــــرطـــــــی کـــــــلاس j را بـــــــه صـــــــورت نســـــــبتی از نـــــــقاط N₀ کـــــــه مـــــــقدار 

پاسخشان برابر با j است، برآورد می کند:

در نـــهایـــت، KNN قـــاعـــده بـــیز را اعـــمال کـــرده و مـــشاهـــده آزمـــون x₀ را بـــه کـــلاســـی بـــا بـــالاتـــریـــن 

احتمال برآوردشده نسبت می دهد.

بـا وجـود ایـنکه KNN رویـکردی بـسیار سـاده اسـت، مـی تـوانـد طـبقه بـندی کـننده هـایـی تـولـید کـند کـه 

به طرز شگفت انگیزی به طبقه بندی کننده بهینه بیز نزدیک هستند.

KNN روی عملکرد K اثر انتخاب

 K=1 حـــاصـــل دارد. وقـــتی KNN تـــأثـــیر بـــسیار زیـــادی روی طـــبقه بـــندی کـــننده K انـــتخاب مـــقدار

بـاشـد، مـرز تـصمیم گـیری بـیش ازحـد مـنعطف اسـت و الـگوهـایـی در داده پـیدا مـی کـند کـه مـتناظـر 

بـا مـرز تـصمیم گـیری بـیز نیسـتند؛ ایـن حـالـت مـتناظـر اسـت بـا یـک طـبقه بـندی کـننده بـا اریـب پـایـین 

امـــا واریـــانـــس بـــسیار بـــالا. بـــا افـــزایـــش K، روش کـــمتر مـــنعطف مـــی شـــود و مـــرز تـــصمیم گـــیری ای 

تــولــید مــی کــند کــه بــه یــک خــط نــزدیــک تــر اســت؛ ایــن حــالــت مــتناظــر اســت بــا یــک طــبقه بــندی کــننده بــا 

واریانس پایین اما اریب بالا.

درســـت مـــانـــند حـــالـــت رگـــرســـیون، بـــین نـــرخ خـــطای آمـــوزشـــی و نـــرخ خـــطای آزمـــون رابـــطه قـــوی ای 

وجـــود نـــدارد. وقـــتی K=1 بـــاشـــد، نـــرخ خـــطای آمـــوزشـــی KNN بـــرابـــر بـــا صـــفر اســـت، امـــا نـــرخ 

خطای آزمون ممکن است بسیار بالا باشد. به طورکلی، هرچه از روش های طبقه بندی

Pr(Y = j ∣ X = x0) =
1
K ∑

i∈N0

I(yi = j)
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مـنعطف تـری اسـتفاده کـنیم، نـرخ خـطای آمـوزشـی کـاهـش مـی یـابـد، امـا نـرخ خـطای آزمـون لـزومـاً 

کاهش نمی یابد.

بـا رسـم نـرخ خـطای آمـوزشـی و آزمـون KNN بـه عـنوان تـابـعی از K/1 (کـه مـیزان انـعطاف پـذیـری 

روش را نـــــشان مـــــی دهـــــد)، مـــــشاهـــــده مـــــی شـــــود کـــــه نـــــرخ خـــــطای آمـــــوزشـــــی هـــــمواره بـــــا افـــــزایـــــش 

انــعطاف پــذیــری کــاهــش مــی یــابــد. امــا نــرخ خــطای آزمــون یــک شــکل مــشخص U بــه خــود مــی گــیرد؛ 

ابـتدا کـاهـش مـی یـابـد (تـا نـقطه بـهینه ای از K)، و سـپس دوبـاره افـزایـش مـی یـابـد، زمـانـی کـه روش 

بیش ازحد منعطف شده و دچار بیش برازش (Overfitting) می شود.

در هــر دو حــالــت رگــرســیون و طــبقه بــندی، انــتخاب ســطح مــناســب انــعطاف پــذیــری، عــامــلی حــیاتــی 

بـرای مـوفـقیت هـر روش یـادگـیری آمـاری اسـت. مـصالـحه اریـبی-واریـانـس، و شـکل U حـاصـل در 

نـرخ خـطای آزمـون، مـی تـوانـد ایـن کـار را دشـوار سـازد. در فـصل بـعدی ایـن پـروژه (فـصل مـربـوط 

بــــه آزمــــایــــش عــــملی)، روش هــــای مــــختلفی بــــرای بــــرآورد نــــرخ خــــطای آزمــــون و در نــــتیجه انــــتخاب 

بهترین سطح انعطاف پذیری برای یک روش یادگیری آماری مشخص بررسی می شوند.
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فصل ۴ 

 (LDA) تحلیل تشخیصی خطی

رگـــرســـیون لجســـتیک، احـــتمال Pr(Y=k|X=x) را مســـتقیماً بـــا اســـتفاده از تـــابـــع لجســـتیک مـــدل 

 X را بـه شـرط مـتغیرهـای پـیش بـین Y مـی کـند. بـه عـبارت آمـاری تـر، ایـن روش تـوزیـع شـرطـی پـاسـخ

مدل می کند.

در ایـــن فـــصل، رویـــکرد جـــایـــگزیـــن و کـــمی غـــیرمســـتقیم تـــری بـــرای بـــرآورد ایـــن احـــتمال هـــا بـــررســـی 

مــی شــود. در ایــن رویــکرد، بــه جــای مــدل ســازی مســتقیم Y بــه شــرط X، تــوزیــع مــتغیرهــای پــیش بــین 

X را بـه طـور جـداگـانـه در هـر یـک از کـلاس هـای پـاسـخ (یـعنی بـه شـرط Y) مـدل مـی کـنیم، و سـپس 

بـا اسـتفاده از قـضیه بـیز (Bayes' Theorem)، ایـن تـوزیـع هـا را مـعکوس کـرده و بـه بـرآوردی 

بــرای Pr(Y=k|X=x) تــبدیــل مــی کــنیم. وقــتی ایــن تــوزیــع هــا نــرمــال فــرض شــونــد، مــدل حــاصــل از 

نظر شکل ریاضی بسیار شبیه به رگرسیون لجستیک خواهد بود.

استفاده از قضیه بیز برای طبقه بندی : 
 K ≥ 2 کلاس ممکن طبقه بندی کنیم، که K فرض کنید می خواهیم یک مشاهده را در یکی از

است؛ به عبارت دیگر، متغیر پاسخ کیفی Y می تواند K مقدار متمایز و بدون ترتیب داشته 

باشد. 
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فـــرض کـــنید πₖ نـــشان دهـــنده احـــتمال پـــیشین (Prior Probability) کـــلی بـــاشـــد؛ یـــعنی احـــتمال 

ایــنکه یــک مــشاهــده بــه طــور تــصادفــی انــتخاب شــده، مــتعلق بــه کــلاس kام بــاشــد. هــمچنین فــرض 

کـنید fₖ(X) ≡ Pr(X=x|Y=k) نـشان دهـنده تـابـع چـگالـی (Density Function) مـتغیر X بـرای 

مــشاهــداتــی بــاشــد کــه از کــلاس kام مــی آیــند. بــه بــیان دیــگر، fₖ(x) زمــانــی مــقدار نســبتاً بــزرگــی 

دارد کــه احــتمال بــالایــی وجــود داشــته بــاشــد کــه یــک مــشاهــده از کــلاس kام، مــقدار X≈x داشــته 

 fₖ(x) ،داشـته بـاشـد X≈x ام مـقدارk بـاشـد؛ و بـرعـکس، اگـر بـعید بـاشـد کـه مـشاهـده ای از کـلاس

کوچک خواهد بود.

با این تعاریف، قضیه بیز بیان می کند که:

مـــطابـــق بـــا نـــمادگـــذاری قـــبلی، ایـــن مـــقدار را بـــه اخـــتصار pₖ(X) = Pr(Y=k|X) مـــی نـــامـــیم. ایـــن 

 πₖ مـی تـوان بـه سـادگـی بـرآوردهـایـی از ،pₖ(X) رابـطه نـشان مـی دهـد کـه بـه جـای مـحاسـبه مسـتقیم

و fₖ(X) را در رابـــطه بـــالا جـــایـــگذاری کـــرد. بـــرآورد πₖ مـــعمولاً کـــار ســـاده ای اســـت؛ کـــافـــی اســـت 

 fₖ(X) ام را از کـل نـمونـه مـحاسـبه کـنیم. امـا بـرآوردk نسـبت مـشاهـدات آمـوزشـی مـتعلق بـه کـلاس

مـعمولاً چـالـش بـرانـگیزتـر اسـت، مـگر ایـنکه فـرض هـای سـاده ای دربـاره شـکل ایـن تـوزیـع هـا در نـظر 

بگیریم.

مــقدار pₖ(x) را احـتمال پـسین (Posterior Probability) مــی نــامــند؛ یــعنی احــتمال ایــنکه 

یـک مـشاهـده بـا مـقدار پـیش بـین X=x، مـتعلق بـه کـلاس kام بـاشـد، بـه شـرط دانسـتن مـقدار مـتغیر 

پیش بین آن مشاهده.

هـمان طـور کـه پـیش تـر دیـدیـم، طـبقه بـندی کـننده بـیز (Bayes Classifier) کـه هـر مـشاهـده را 

بـه کـلاسـی نسـبت مـی دهـد کـه در آن pₖ(X) بـیشینه اسـت، کـمتریـن نـرخ خـطای مـمکن را در بـین 

Pr(Y = k ∣ X = x) =
πk fk(x)

∑K
l=1 πl fl(x)
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تــمام طــبقه بــندی کــننده هــا دارد (الــبته بــه شــرطــی کــه تــمام عــبارات رابــطه بــالا بــه درســتی مــشخص 

شــــــده بــــــاشــــــند). بــــــنابــــــرایــــــن، اگــــــر بــــــتوانــــــیم راهــــــی بــــــرای بــــــرآورد fₖ(X) پــــــیدا کــــــنیم، مــــــی تــــــوانــــــیم 

طـبقه بـندی کـننده ای بـسازیـم کـه بـه طـبقه بـندی کـننده بـیز نـزدیـک بـاشـد. ایـن رویـکرد، مـوضـوع اصـلی 

بخش های بعدی این فصل است.

 : p=1 تحلیل تشخیصی خطی برای حالت

در ابــتدا فــرض مــی کــنیم p=1 اســت؛ یــعنی تــنها یــک مــتغیر پــیش بــین داریــم. هــدف ایــن اســت کــه 

بــــرآوردی بــــرای fₖ(x) بــــه دســــت آوریــــم تــــا بــــتوانــــیم آن را در رابــــطه قــــضیه بــــیز جــــایــــگذاری کــــرده و 

pₖ(x) را بـرآورد کـنیم. سـپس هـر مـشاهـده را بـه کـلاسـی نسـبت مـی دهـیم کـه در آن pₖ(x) بـیشینه 

باشد. برای این کار، ابتدا باید فرض هایی درباره شکل fₖ(x) در نظر بگیریم.

فــرض مــی کــنیم fₖ(x) از تــوزیــع نـرمـال (Gaussian) پــیروی مــی کــند. در حــالــت تــک بــعدی، تــابــع 

چگالی نرمال به شکل زیر است:

کــه در آن μₖ و σₖ² بــه تــرتــیب مــیانــگین و واریــانــس مــربــوط بــه کــلاس kام هســتند. در ایــن مــرحــله، 

 σ₁²) کـــلاس بـــا یـــکدیـــگر بـــرابـــر اســـت K فـــرض ســـاده کـــننده ای در نـــظر مـــی گـــیریـــم: واریـــانـــس تـــمام

σₖ² = ... =)، و ایـن مـقدار مشـترک را بـا σ² نـشان مـی دهـیم. بـا جـایـگذاری ایـن تـابـع چـگالـی در 

رابطه قضیه بیز، خواهیم داشت:

fk(x) =
1

2πσk

exp (−
1

2σ2
k

(x − μk)2)
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طـبقه بـندی کـننده بـیز، هـر مـشاهـده X=x را بـه کـلاسـی نسـبت مـی دهـد کـه در آن رابـطه بـالا بـیشینه 

بــاشــد. بــا گــرفــتن لــگاریــتم از ایــن رابــطه و مــرتــب ســازی جــملات، مــی تــوان نــشان داد کــه ایــن کــار 

معادل است با نسبت دادن مشاهده به کلاسی که در آن مقدار تابع زیر بیشینه است:

بــرای مــثال، اگــر K=2 و π₁=π₂ بــاشــد، طــبقه بــندی کــننده بــیز یــک مــشاهــده را بــه کــلاس ۱ نســبت 

مــی دهــد اگــر 2x(μ₁-μ₂) > μ₁²-μ₂² بــاشــد، و در غــیر ایــن صــورت بــه کــلاس ۲. در ایــن حــالــت، 

مرز تصمیم گیری بیز متناظر با نقطه ای است که:

pk(x) =
πk

1

2πσ
exp (− 1

2σ2 (x − μk)2)
∑K

l=1 πl
1

2πσ
exp (− 1

2σ2 (x − μl)2)

δk(x) = x ⋅
μk

σ2
−

μ2
k

2σ2
+ log(πk)

x =
μ2

1 − μ2
2

2(μ1 − μ2)
=

μ1 + μ2

2
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در عـمل، حـتی اگـر کـامـلاً مـطمئن بـاشـیم کـه X در هـر کـلاس از یـک تـوزیـع نـرمـال پـیروی مـی کـند، 

هـــــــــــمچنان بـــــــــــایـــــــــــد پـــــــــــارامـــــــــــترهـــــــــــای μ₁,...,μₖ، π₁,...,πₖ و σ² را بـــــــــــرآورد کـــــــــــنیم. روش تحــــــلیل 
تـشخیصی خـطی (LDA) دقــیقاً هــمین کــار را انــجام مــی دهــد؛ یــعنی طــبقه بــندی کــننده بــیز را 

بـا جـایـگذاری بـرآوردهـایـی بـرای ایـن پـارامـترهـا تـقریـب مـی زنـد. بـرآوردهـای مـورد اسـتفاده بـه شـکل 

زیر هستند:

کـه در آن n تـعداد کـل مـشاهـدات آمـوزشـی و nₖ تـعداد مـشاهـدات آمـوزشـی مـتعلق بـه کـلاس kام 

اسـت. بـرآورد μ̂ₖ، مـیانـگین سـاده تـمام مـشاهـدات آمـوزشـی کـلاس kام اسـت، در حـالـی کـه σ̂² را 

مــی تــوان بــه عــنوان مــیانــگین وزنــی واریــانــس هــای نــمونــه ای هــر یــک از K کــلاس در نــظر گــرفــت. در 

صـــورتـــی کـــه احـــتمال هـــای پـــیشین π₁,...,πₖ از قـــبل مـــشخص نـــباشـــند، LDA ایـــن مـــقادیـــر را بـــا 

استفاده از نسبت مشاهدات آموزشی متعلق به هر کلاس برآورد می کند:

طــبقه بــندی کــننده LDA ایــن بــرآوردهــا را در رابــطه δₖ(x) جــایــگذاری کــرده و هــر مــشاهــده را بــه 

کلاسی نسبت می دهد که در آن مقدار زیر بیشینه باشد:

واژه خــطی (Linear) در نــــام ایــــن طــــبقه بــــندی کــــننده، بــــه ایــــن دلــــیل اســــت کــــه تــــوابــــع تــــشخیص 

δₖ(x) توابعی خطی نسبت به x هستند (برخلاف توابع پیچیده تر ممکن دیگر).

̂μk =
1
nk ∑

i:yi=k

xi

̂σ2 =
1

n − K

K

∑
k=1

∑
i:yi=k

(xi − ̂μk)2

̂πk = nk /n

̂δk(x) = x ⋅
̂μk

̂σ2
−

̂μ2
k

2 ̂σ2
+ log( ̂πk)
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 : p>1 تحلیل تشخیصی خطی برای حالت

اکـــنون طـــبقه بـــندی کـــننده LDA را از حـــالـــت تـــک مـــتغیره بـــه حـــالـــتی کـــه چـــند مـــتغیر پـــیش بـــین داریـــم 

تـــــعمیم مـــــی دهـــــیم. فـــــرض مـــــی کـــــنیم X=(X₁,X₂,...,Xₚ) از یـــــک تـــوزیـــع نـــرمـــال چـــندمـــتغیره 

(Multivariate Gaussian) بــا بــردار مــیانــگین اخــتصاصــی بــرای هــر کــلاس و یــک مــاتــریــس 
کـــوواریـــانـــس مشـــترک بـــین تـــمام کـــلاس هـــا پـــیروی مـــی کـــند. پـــیش از ادامـــه، مـــروری کـــوتـــاه بـــر ایـــن 

توزیع می کنیم.

بــرای نــشان دادن ایــنکه یــک مــتغیر تــصادفــی p-بــعدی X دارای تــوزیــع نــرمــال چــندمــتغیره اســت، 

مــی نــویــسیم X ~ N(μ, Σ). در ایــن نــماد، E(X) = μ مــیانــگین X اســت (بــرداری بــا p مــؤلــفه) و 

Cov(X) = Σ مــاتــریــس کــوواریــانــس p×p مــتغیر X اســت. بــه طــور رســمی، تــابــع چــگالــی نــرمــال 

چندمتغیره به صورت زیر تعریف می شود:

فــرض LDA در حــالــت چــندبــعدی: در حـــالـــت p>1، طـــبقه بـــندی کـــننده LDA فـــرض مـــی کـــند 

 μₖ پــیروی مــی کــنند؛ کــه در آن N(μₖ, Σ) ام از یــک تــوزیــع نــرمــال چــندمــتغیرهk مــشاهــدات کــلاس

 K مـاتـریـس کـوواریـانـسی اسـت کـه بـین تـمام Σ ام اسـت، وk بـردار مـیانـگین اخـتصاصـی کـلاس

کـلاس مشـترک اسـت (یـعنی هـیچ کـدام از کـلاس هـا واریـانـس یـا همبسـتگی اخـتصاصـی خـودشـان 

را نـدارنـد). بـا جـایـگذاری تـابـع چـگالـی کـلاس kام، یـعنی fₖ(X=x)، در رابـطه قـضیه بـیز و انـجام 

کـمی مـحاسـبات جـبری، مـی تـوان نـشان داد کـه طـبقه بـندی کـننده بـیز، مـشاهـده X=x را بـه کـلاسـی 

نسبت می دهد که در آن مقدار زیر بیشینه باشد:

f (x) =
1

(2π)p/2 |Σ |1/2 exp (−
1
2

(x − μ)TΣ−1(x − μ))
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ایــن رابــطه، نــسخه بــرداری/مــاتــریــسی هــمان تــابــع تــشخیص δₖ(x) اســت کــه پــیش تــر بــرای حــالــت 

تک بعدی معرفی کردیم.

مرزهای تصمیم گیری بیز: 
ایــن مــرزهــا، مجــموعــه نــقاطــی x هســتند کــه در آن هــا δₖ(x) = δₗ(x) بــرای هــر دو کــلاس مــتفاوت 

k≠l برقرار باشد؛ یعنی:

اگـر K کـلاس داشـته بـاشـیم، تـعداد مـرزهـای تـصمیم بـیز بـرابـر بـا تـعداد جـفت هـای مـمکن بـین ایـن 

K کـلاس اسـت؛ بـرای مـثال، بـا سـه کـلاس، سـه مـرز تـصمیم گـیری وجـود خـواهـد داشـت کـه هـر یـک 

مـربـوط بـه یـکی از سـه جـفت مـمکن کـلاس هـاسـت. ایـن مـرزهـا فـضای مـتغیرهـای پـیش بـین را بـه چـند 

نـاحـیه مجـزا تـقسیم مـی کـنند، و طـبقه بـندی کـننده بـیز هـر مـشاهـده جـدیـد را بـر اسـاس نـاحـیه ای کـه 

در آن قرار می گیرد، طبقه بندی می کند.

بـــرآورد پـــارامـــترهـــا و طـــبقه بـــندی نـــهایـــی: درســــت مــــانــــند حــــالــــت تــــک بــــعدی، در عــــمل بــــایــــد 

پـارامـترهـای نـامـعلوم μ₁,...,μₖ، π₁,...,πₖ و Σ را بـرآورد کـنیم؛ فـرمـول هـای بـرآورد ایـن پـارامـترهـا 

مـشابـه فـرمـول هـایـی هسـتند کـه پـیش تـر بـرای حـالـت یـک بـعدی مـعرفـی شـدنـد. بـرای طـبقه بـندی یـک 

مـشاهـده جـدیـد X=x، LDA ایـن بـرآوردهـا را در رابـطه δₖ(x) جـایـگذاری کـرده و مـشاهـده را بـه 

کلاسی نسبت می دهد که در آن δ̂ₖ(x) بیشینه باشد.

نـــــکته مـــــهم ایـــــن اســـــت کـــــه δₖ(x) یـــــک تـــــابـــــع خـــــطی نســـــبت بـــــه x اســـــت؛ بـــــه عـــــبارت دیـــــگر، قـــــاعـــــده 

تـصمیم گـیری LDA تـنها از طـریـق یـک تـرکـیب خـطی از مـؤلـفه هـای x بـه آن وابسـته اسـت، نـه یـک 

δk(x) = xTΣ−1μk −
1
2

μT
k Σ−1μk + log πk

xTΣ−1μk −
1
2

μT
k Σ−1μk = xTΣ−1μl −

1
2

μT
l Σ−1μl
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تـابـع پـیچیده تـر. ایـن ویـژگـی دقـیقاً هـمان دلـیلی اسـت کـه واژه خـطی در نـام ایـن روش بـه کـار رفـته 

است.

ماتریس درهم ریختگی 
یـکی از نـکات مـهمی کـه بـایـد در ارزیـابـی یـک طـبقه بـندی کـننده دوتـایـی مـدنـظر قـرار داد، ایـن اسـت 

کـه تـنها گـزارش کـردن نـرخ خـطای کـلی (Overall Error Rate)، تـصویـر کـامـلی از عـملکرد مـدل 

ارائــه نــمی دهــد. در عــمل، یــک طــبقه بــندی کــننده دوتــایــی مــی تــوانــد دو نــوع خــطای مــتفاوت مــرتــکب 

شــــود: نســــبت دادن اشــــتباه یــــک مــــشاهــــده مــــتعلق بــــه کــــلاس مــــثبت بــــه کــــلاس مــــنفی، یــــا بــــرعــــکس، 

نسـبت دادن اشـتباه یـک مـشاهـده مـتعلق بـه کـلاس مـنفی بـه کـلاس مـثبت. تـعیین ایـنکه کـدام یـک از 

این دو نوع خطا رخ می دهد، اغلب اهمیت بسیار زیادی دارد.

 (Confusion Matrix) ابـزار مـناسـب بـرای نـمایـش ایـن اطـلاعـات، مـاتـریـس درهـم ریـختگی

اســت. عــناصــر روی قــطر ایــن مــاتــریــس، مــشاهــداتــی را نــشان مــی دهــند کــه وضــعیت واقــعی شــان 

بـــه درســـتی پـــیش بـــینی شـــده اســـت، در حـــالـــی کـــه عـــناصـــر خـــارج از قـــطر، مـــشاهـــداتـــی را نـــشان 

می دهند که به اشتباه طبقه بندی شده اند. جدول کلی این ماتریس به صورت زیر است:

در ایـن جـدول، «+» مـعمولاً نـشان دهـنده رویـداد یـا وضـعیت مـورد بـررسـی (مـشابـه «بـیماری» در 

ادبـــــــیات اپـــــــیدمـــــــیولـــــــوژی، یـــــــا فـــــــرضـــــــیه خـــــــلاف در ادبـــــــیات آزمـــــــون فـــــــرض آمـــــــاری) اســـــــت، و «−» 

نشان دهنده وضعیت مقابل (مشابه «عدم بیماری»، یا فرضیه صفر) است.
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بـر اسـاس ایـن چـهار مـقدار پـایـه (TN، FP، FN، TP)، مـعیارهـای مـهمی بـرای ارزیـابـی عـملکرد 

کــلاس مــحور یــک طــبقه بــندی کــننده تــعریــف مــی شــونــد کــه در حــوزه هــای پــزشــکی، زیســت شــناســی و 

آمار کاربرد گسترده ای دارند:

نــکته مــهم دربــاره مخــرج ایــن کســرهــا: مخــرج نــرخ مــثبت کــاذب و نــرخ مــثبت واقــعی، تــعداد واقــعی 

مـشاهـدات هـر کـلاس در جـامـعه اسـت (یـعنی N و P)، در حـالـی کـه مخـرج ارزش اخـباری مـثبت 

و مـنفی، تـعداد کـل مـشاهـداتـی اسـت کـه مـدل بـرای هـر کـلاس پـیش بـینی کـرده اسـت (یـعنی N* و 

.(*P

آستانه تصمیم گیری و مبادله بین خطاها : 
طـبقه بـندی کـننده بـیز، یـک مـشاهـده را بـه کـلاس مـثبت نسـبت مـی دهـد اگـر احـتمال پـسین آن، بـیش 

از ۰.۵ باشد:

بـــنابـــرایـــن، طـــبقه بـــندی کـــننده بـــیز (و بـــه تـــبع آن، LDA) بـــه طـــور پـــیش فـــرض از آســـتانـــه ۵۰٪ بـــرای 
احــتمال پــسین اســتفاده مــی کــند تــا یــک مــشاهــده را بــه کــلاس مــثبت نســبت دهــد. اســتفاده از ایــن 
آســتانــه، کــمتریــن نــرخ خــطای کــلی مــمکن را نــتیجه مــی دهــد (بــه شــرط صــحیح بــودن فــرض تــوزیــع 

نرمال).

Pr(Y = 1 ∣ X = x) > 0.5
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امــــا اگــــر نــــگران خــــطای خــــاصــــی بــــاشــــیم (بــــرای مــــثال، از دســــت دادن مــــوارد واقــــعاً مــــثبت اهــــمیت 

بیشـــتری نســـبت بـــه طـــبقه بـــندی نـــادرســـت مـــوارد مـــنفی داشـــته بـــاشـــد)، مـــی تـــوانـــیم ایـــن آســـتانـــه را 

کـاهـش دهـیم. بـرای مـثال، بـه جـای اسـتفاده از آسـتانـه ۰.۵، مـی تـوانـیم مـشاهـده را بـه کـلاس مـثبت 

نسبت دهیم اگر:

کــاهــش آســتانــه مــعمولاً بــاعــث افــزایــش حــساســیت (شــناســایــی بهــتر و بیشــتر مــوارد واقــعاً مــثبت) 

مــی شــود، امــا در عــوض تــعداد مــثبت هــای کــاذب و در نــتیجه نــرخ خــطای کــلی افــزایــش مــی یــابــد؛ 

یـــعنی یـــک نـــوع مـــبادلـــه (Trade-off) بـــین دو نـــوع خـــطا بـــرقـــرار اســـت. انـــتخاب آســـتانـــه مـــناســـب 

 Domain) مـــــعمولاً یـــــک تـــــصمیم صـــــرفـــــاً آمـــــاری نیســـــت، بـــــلکه بـــــایـــــد بـــــر اســـــاس دانـــش حـــوزه

Knowledge) و هزینه نسبی هر یک از دو نوع خطا در کاربرد موردنظر اتخاذ شود.

•(Overall Error Rate) خط توپر مشکی: نرخ خطای کلی

خـط چـین  آبـی: نـرخ خـطا در بـین مـشاهـدات واقـعاً مـثبت (یـعنی نسـبت مـواردی کـه واقـعاً •

مثبت بوده اند اما به اشتباه منفی طبقه بندی شده اند)

خــط نــقطه چــین نــارنــجی: نــــرخ خــــطا در بــــین مــــشاهــــدات واقــــعاً مــــنفی (یــــعنی نســــبت •

مواردی که واقعاً منفی بوده اند اما به اشتباه مثبت طبقه بندی شده اند)

هــمان طــور کــه در نــمودار مــشخص اســت، اســتفاده از آســتانــه ۰.۵ (کــه هــمان آســتانــه پــیش فــرض 

طـبقه بـندی کـننده بـیز اسـت)، نـرخ خـطای کـلی را بـه کـمتریـن مـقدار مـمکن مـی رسـانـد (خـط مـشکی 

Pr(Y = 1 ∣ X = x) > 0.2
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در ایـن نـقطه بـه کـمینه خـود نـزدیـک اسـت). ایـن نـتیجه قـابـل انـتظار اسـت، چـون طـبقه بـندی کـننده بـیز 

دقیقاً با همین آستانه، کمترین نرخ خطای کلی را تضمین می کند.

امــا نــکته مــهم ایــن اســت کــه وقــتی آســتانــه ۰.۵ اســتفاده مــی شــود، نــرخ خــطا در بــین مــشاهــدات 

واقـعاً مـثبت (خـط چـین دار آبـی) نسـبتاً بـالاسـت. بـا کـاهـش تـدریـجی آسـتانـه، ایـن نـرخ خـطا بـه طـور 

پـیوسـته کـاهـش مـی یـابـد؛ امـا در عـوض، نـرخ خـطا در بـین مـشاهـدات واقـعاً مـنفی (خـط نـقطه چـین 

نارنجی) افزایش می یابد.

ایــن نــمودار بــه وضــوح نــشان مــی دهــد کــه بــین ایــن دو نــوع خــطا یــک مـبادلـه (Trade-off) وجــود 

دارد: کــاهــش یــکی از آن هــا، بــه طــور طــبیعی بــاعــث افــزایــش دیــگری مــی شــود. بــنابــرایــن، انــتخاب 

بهـتریـن مـقدار آسـتانـه، تـصمیمی صـرفـاً آمـاری نیسـت و بـایـد بـر اسـاس دانـش حـوزه کـاربـردی و 

هزینه نسبی هر یک از دو نوع خطا در آن کاربرد خاص اتخاذ شود.

 : (AUC) و سطح زیر منحنی ROC منحنی

مـــنحنی ROC (Receiver Operating Characteristic) ابـــــزاری بـــــسیار مـــــحبوب بـــــرای 

نــــمایــــش هــــمزمــــان هــــر دو نــــوع خــــطا در تــــمام مــــقادیــــر مــــمکن آســــتانــــه تــــصمیم گــــیری اســــت. نــــام 

«ROC» ریــــــشه تــــــاریــــــخی دارد و از نــــــظریــــــه مــــــخابــــــرات گــــــرفــــــته شــــــده؛ ایــــــن نــــــام مــــــخفف عــــــبارت 

«مشخصه عملکرد گیرنده» است.

ایـــن مـــنحنی، نـــرخ مـــثبت واقـــعی (کـــه هـــمان حـــساســـیت اســـت) را در مـــحور عـــمودی، و نـــرخ مـــثبت 

کــاذب (کــه بــرابــر بــا ۱ مــنهای ویــژگــی اســت) را در مــحور افــقی نــمایــش مــی دهــد. بــا تــغییر مــقدار 

آسـتانـه از ۰ تـا ۱، مـسیری روی ایـن نـمودار تـرسـیم مـی شـود کـه رفـتار کـلی طـبقه بـندی کـننده را در 

تمام آستانه های ممکن نشان می دهد.
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عـملکرد کـلی یـک طـبقه بـندی کـننده، بـا در نـظر گـرفـتن تـمام آسـتانـه هـای مـمکن، تـوسـط سـطح زیـر 

 ROC خــلاصــه مــی شــود. یــک مــنحنی ROC (Area Under the Curve - AUC) مـنحنی

ایــده آل بــه گــوشــه بــالا-چــپ نــمودار نــزدیــک مــی شــود، کــه نــشان دهــنده نــرخ مــثبت واقــعی بــالا و نــرخ 

مـــثبت کـــاذب پـــایـــین بـــه طـــور هـــمزمـــان اســـت؛ بـــنابـــرایـــن هـــرچـــه AUC بـــه عـــدد ۱ نـــزدیـــک تـــر بـــاشـــد، 

طبقه بندی کننده بهتر عمل کرده است.

یـک طـبقه بـندی کـننده کـه هـیچ اطـلاعـات مـفیدی نـداشـته بـاشـد و بهـتر از حـالـت کـامـلاً تـصادفـی عـمل 

نـکند (یـعنی طـبقه بـندی کـننده «بـدون اطـلاعـات»)، مـقدار AUC بـرابـر بـا ۰.۵ خـواهـد داشـت؛ ایـن 

حالت با یک خط مورب (قطری) روی نمودار ROC نمایش داده می شود.

مــــنحنی هــــای ROC بــــه ویــــژه بــــرای مــــقایــــسه عــــملکرد چــــند طــــبقه بــــندی کــــننده مــــختلف بــــسیار مــــفید 

هســـــتند، زیـــــرا بـــــرخـــــلاف نـــــرخ خـــــطای کـــــلی کـــــه تـــــنها بـــــه یـــــک آســـــتانـــــه خـــــاص وابســـــته اســـــت، ایـــــن 

مـــنحنی هـــا تـــمام آســـتانـــه هـــای مـــمکن را بـــه طـــور هـــمزمـــان در نـــظر مـــی گـــیرنـــد و امـــکان مـــقایـــسه ای 

جامع تر بین مدل های مختلف را فراهم می کنند.
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در مـقابـل، مـنحنی آبـی رنـگ کـه در ایـن نـمودار دیـده مـی شـود، بـه وضـوح بـه گـوشـه بـالا-چـپ نـمودار 

مــتمایــل اســت؛ یــعنی در بــسیاری از آســتانــه هــا، نــرخ مــثبت واقــعی بــالایــی دارد در حــالــی کــه نــرخ 

مــثبت کــاذب پــایــین بــاقــی مــی مــانــد. هــرچــه یــک مــنحنی ROC بیشــتر بــه ایــن گــوشــه نــزدیــک شــود، 

ســـطح زیـــر مـــنحنی (AUC) آن بـــه عـــدد ۱ نـــزدیـــک تـــر مـــی شـــود و طـــبقه بـــندی کـــننده عـــملکرد بهـــتری 

خواهد داشت.

ایـن نـوع نـمودار، ابـزاری بـصری و قـدرتـمند بـرای ارزیـابـی کـیفیت کـلی یـک طـبقه بـندی کـننده فـراهـم 

می کند، بدون آنکه نیاز باشد یک آستانه خاص را از پیش انتخاب کنیم.

 (QDA) تحلیل تشخیصی درجه دو

هـــمان طـــور کـــه پـــیش تـــر بـــحث شـــد، LDA فـــرض مـــی کـــند کـــه مـــشاهـــدات هـــر کـــلاس از یـــک تـــوزیـــع 

 K نـرمـال چـندمـتغیره بـا بـردار مـیانـگین اخـتصاصـی و یـک مـاتـریـس کـوواریـانـس مشـترک بـین تـمام

کلاس پیروی می کنند.

 (Quadratic Discriminant Analysis - QDA) تـحــــــــــلـیـل تــــــــــشـخـیـصـی درجــــــــــه دو 

رویـــکردی جـــایـــگزیـــن ارائـــه مـــی دهـــد. مـــانـــند LDA، طـــبقه بـــندی کـــننده QDA نـــیز از فـــرض تـــوزیـــع 

نـــرمـــال بـــرای مـــشاهـــدات هـــر کـــلاس اســـتفاده مـــی کـــند و بـــرآوردهـــای پـــارامـــترهـــا را در قـــضیه بـــیز 

جــایــگذاری مــی کــند تــا پــیش بــینی انــجام دهــد. امــا بــرخــلاف QDA، LDA فــرض مــی کــند کــه هــر 

کـــــلاس مـــــاتـــــریـــــس کـــــوواریـــــانـــــس اخـــــتصاصـــــی خـــــودش را دارد. بـــــه عـــــبارت دیـــــگر، فـــــرض مـــــی شـــــود 

مــــــــشاهــــــــدات کــــــــلاس kام بــــــــه صــــــــورت X ~ N(μₖ, Σₖ) هســــــــتند، کــــــــه در آن Σₖ یــــــــک مــــــــاتــــــــریــــــــس 

کوواریانس اختصاصی برای کلاس kام است.

بـا ایـن فـرض، طـبقه بـندی کـننده بـیز، مـشاهـده X=x را بـه کـلاسـی نسـبت مـی دهـد کـه در آن مـقدار 

زیر بیشینه باشد:
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که با باز کردن این عبارت می توان آن را به صورت زیر نیز نوشت:

بــنابــرایــن، طــبقه بــندی کــننده QDA شــامــل جــایــگذاری بــرآوردهــایــی بــرای Σₖ، μₖ و πₖ در رابــطه 

بـــالا و ســـپس نســـبت دادن مـــشاهـــده X=x بـــه کـــلاســـی اســـت کـــه در آن ایـــن مـــقدار بـــیشینه بـــاشـــد. 

تـــفاوت کـــلیدی بـــا رابـــطه δₖ(x) در LDA ایـــن اســـت کـــه در ایـــنجا، مـــتغیر x بـــه صـــورت درجــه دو 

(Quadratic) ظاهر می شود؛ به همین دلیل این روش QDA نام گذاری شده است.

چرا انتخاب بین LDA و QDA اهمیت دارد؟

ایـــن ســـؤال مـــطرح مـــی شـــود کـــه چـــرا اهـــمیت دارد کـــه K کـــلاس، مـــاتـــریـــس کـــوواریـــانـــس مشـــترک 

داشــته بــاشــند یــا نــه؛ بــه عــبارت دیــگر، چــرا کــسی LDA را بــه QDA تــرجــیح مــی دهــد یــا بــرعــکس؟ 

پــــاســــخ ایــــن ســــؤال در مـــصالـــحه اریـــبی-واریـــانـــس (Bias-Variance Trade-off) نــــهفته 

است.

 p(p+1)/2 مــــتغیر پــــیش بــــین داریــــم، بــــرآورد یــــک مــــاتــــریــــس کــــوواریــــانــــس نــــیازمــــند بــــرآورد p وقــــتی

پـارامـتر اسـت. QDA بـرای هـر کـلاس یـک مـاتـریـس کـوواریـانـس جـداگـانـه بـرآورد مـی کـند؛ یـعنی در 

مجـموع Kp(p+1)/2 پـارامـتر. بـرای مـثال، بـا ۵۰ مـتغیر پـیش بـین، ایـن عـدد مـی تـوانـد مـضربـی از 

۱۲۲۵ باشد که تعداد پارامتر بسیار زیادی است.

در مــقابــل، بــا فــرض ایــنکه K کــلاس یــک مــاتــریــس کــوواریــانــس مشــترک دارنــد، مــدل LDA نســبت 

 LDA ،ضـریـب خـطی بـایـد بـرآورد شـود. در نـتیجه Kp خـطی مـی شـود؛ بـه ایـن مـعنا کـه تـنها x بـه

طــبقه بــندی کــننده ای بــا انــعطاف پــذیــری بــسیار کــمتر نســبت بــه QDA اســت و در نــتیجه واریــانــس 

بـــسیار پـــایـــین تـــری دارد؛ ایـــن ویـــژگـــی مـــی تـــوانـــد بـــه بهـــبود عـــملکرد پـــیش بـــینی منجـــر شـــود. امـــا یـــک 

δk(x) = −
1
2

(x − μk)TΣ−1
k (x − μk) −

1
2

log |Σk | + log πk

δk(x) = −
1
2

xTΣ−1
k x + xTΣ−1

k μk −
1
2

μT
k Σ−1

k μk −
1
2

log |Σk | + log πk
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 K مـــبنی بـــر مشـــترک بـــودن مـــاتـــریـــس کـــوواریـــانـــس بـــین LDA مـــصالـــحه در کـــار اســـت: اگـــر فـــرض

کلاس به شدت نادرست باشد، LDA می تواند دچار اریبی بالا شود.

بـه طـور کـلی مـی تـوان گـفت: LDA زمـانـی گـزیـنه بهـتری اسـت کـه تـعداد مـشاهـدات آمـوزشـی نسـبتاً 

کـــم بـــاشـــد و کـــاهـــش واریـــانـــس اهـــمیت حـــیاتـــی داشـــته بـــاشـــد. در مـــقابـــل، QDA زمـــانـــی تـــوصـــیه 

مــی شــود کــه مجــموعــه داده آمــوزشــی بــسیار بــزرگ بــاشــد (بــه طــوری کــه واریــانــس طــبقه بــندی کــننده 

نــگرانــی چــندانــی ایــجاد نــکند)، یــا وقــتی فــرض مشــترک بــودن مــاتــریــس کــوواریــانــس بــین K کــلاس 

آشکارا غیرقابل قبول باشد.
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فصل ۵ 
 مقایسه روش های طبقه بندی 

LDA ارتباط بین رگرسیون لجستیک و

در ایـــن پـــروژه، ســـه روش طـــبقه بـــندی مـــتفاوت را بـــررســـی کـــردیـــم: رگـــرســـیون لجســـتیک، LDA و 

QDA. پـیش از ایـن، روش K نـزدیـک تـریـن هـمسایـه (KNN) را نـیز مـعرفـی کـرده بـودیـم. اکـنون بـه 

بـررسـی ایـن مـی پـردازیـم کـه در چـه شـرایـطی هـر یـک از ایـن روش هـا مـمکن اسـت بـر دیـگری بـرتـری 

داشته باشد.

اگــرچــه انــگیزه هــای رگــرســیون لجســتیک و LDA مــتفاوت اســت، ایــن دو روش ارتــباط نــزدیــکی بــا 

یــکدیــگر دارنــد. حــالــت دوکــلاســه بــا یــک مــتغیر پــیش بــین (p=1) را در نــظر بــگیریــد، و فــرض کــنید 

p₁(x) و p₂(x)=1−p₁(x) بـه تـرتـیب احـتمال تـعلق مـشاهـده X=x بـه کـلاس ۱ و کـلاس ۲ بـاشـند. 

در چارچوب LDA، می توان نشان داد که log-odds به صورت زیر است:

کـــه در آن c₀ و c₁ تـــوابـــعی از μ₁، μ₂ و σ² هســـتند. از طـــرف دیـــگر، مـــی دانـــیم کـــه در رگـــرســـیون 
لجستیک:

log ( p1(x)
1 − p1(x) ) = log ( p1(x)

p2(x) ) = c0 + c1x

log ( p1

1 − p1 ) = β0 + β1x
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هـر دو رابـطه بـالا تـوابـعی خـطی نسـبت بـه x هسـتند. بـنابـرایـن، هـر دو روش رگـرسـیون لجسـتیک و 

LDA مـرزهـای تـصمیم گـیری خـطی تـولـید مـی کـنند. تـنها تـفاوت بـین ایـن دو رویـکرد در ایـن اسـت 

کــه β₀ و β₁ بــا روش درســت نــمایــی بــیشینه (Maximum Likelihood) تخــمین زده مــی شــونــد، 
در حـالـی کـه c₀ و c₁ بـا اسـتفاده از مـیانـگین و واریـانـس بـرآوردشـده از یـک تـوزیـع نـرمـال مـحاسـبه 

می شوند. این ارتباط مشابه، برای داده های چندبعدی (p>1) نیز برقرار است.

از آنــــجا کــــه رگــــرســــیون لجســــتیک و LDA تــــنها در روش بــــرازش خــــود مــــتفاوت هســــتند، انــــتظار 

مـــی رود کـــه ایـــن دو رویـــکرد نـــتایـــج مـــشابـــهی ارائـــه دهـــند. ایـــن مـــوضـــوع اغـــلب صـــادق اســـت، امـــا 

هـمیشه چـنین نیسـت. LDA فـرض مـی کـند مـشاهـدات از یـک تـوزیـع نـرمـال بـا مـاتـریـس کـوواریـانـس 

 LDA ،مشـــترک در هـــر کـــلاس پـــیروی مـــی کـــنند؛ بـــنابـــرایـــن وقـــتی ایـــن فـــرض تـــقریـــباً بـــرقـــرار بـــاشـــد

مـــی تـــوانـــد نســـبت بـــه رگـــرســـیون لجســـتیک بهـــبود ارائـــه دهـــد. بـــرعـــکس، اگـــر فـــرض هـــای نـــرمـــال بـــودن 

برقرار نباشند، رگرسیون لجستیک می تواند از LDA بهتر عمل کند.

روش KNN رویـــکردی کـــامـــلاً مـــتفاوت نســـبت بـــه روش هـــای ایـــن فـــصل دارد. بـــرای پـــیش بـــینی یـــک 

مـشاهـده X=x، ابـتدا K مـشاهـده آمـوزشـی نـزدیـک تـریـن بـه x شـناسـایـی مـی شـونـد و سـپس X بـه 

کـلاسـی کـه اکـثریـت ایـن مـشاهـدات بـه آن تـعلق دارنـد، نسـبت داده مـی شـود. بـنابـرایـن، KNN یـک 

رویـــکرد کـــامـــلاً نـــاپـــارامـــتری اســـت: هـــیچ فـــرضـــی دربـــاره شـــکل مـــرز تـــصمیم گـــیری در نـــظر گـــرفـــته 

نـمی شـود. بـه هـمین دلـیل، انـتظار مـی رود ایـن روش زمـانـی کـه مـرز تـصمیم گـیری بـسیار غـیرخـطی 

بــاشــد، بــر LDA و رگــرســیون لجســتیک بــرتــری داشــته بــاشــد. از ســوی دیــگر، KNN اطــلاعــاتــی 

دربـاره اهـمیت هـر یـک از مـتغیرهـای پـیش بـین ارائـه نـمی دهـد؛ یـعنی بـرخـلاف رگـرسـیون لجسـتیک، 

جدولی از ضرایب در اختیار نداریم.

در نـــهایـــت، QDA بـــه عـــنوان یـــک راه حـــل مـــیانـــه بـــین روش نـــاپـــارامـــتری KNN و روش هـــای خـــطی 

LDA و رگــــرســــیون لجســــتیک عــــمل مــــی کــــند. از آنــــجا کــــه QDA مــــرز تــــصمیم گــــیری درجــــه دوم را 

فـرض مـی کـند، مـی تـوانـد طـیف وسـیع تـری از مـسائـل را نسـبت بـه روش هـای خـطی بـه درسـتی مـدل 

کــــند. اگــــرچــــه QDA بــــه انــــدازه KNN مــــنعطف نیســــت، امــــا در شــــرایــــطی کــــه تــــعداد مــــشاهــــدات 
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 KNN، QDA آمــوزشــی محــدود بــاشــد، مــی تــوانــد عــملکرد بهــتری داشــته بــاشــد؛ چــون بــرخــلاف

فرض هایی درباره شکل مرز تصمیم گیری در نظر می گیرد.

شش سناریوی مقایسه ای : 

بـرای نـشان دادن عـملکرد ایـن چـهار روش طـبقه بـندی، شـش سـناریـوی مـتفاوت مـورد بـررسـی قـرار 

گــرفــت. در ســه ســناریــو، مــرز تــصمیم گــیری بــیز خــطی اســت، و در ســه ســناریــوی دیــگر، ایــن مــرز 

غـیرخـطی اسـت. در هـر سـناریـو، ۱۰۰ مجـموعـه داده آمـوزشـی تـصادفـی تـولـید و بـرای هـر یـک، هـر 

روش برازش شده و نرخ خطای آزمون آن روی یک مجموعه داده آزمون بزرگ محاسبه شد. 
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ســناریــوی ۱: در هـــر یـــک از دو کـــلاس، ۲۰ مـــشاهـــده آمـــوزشـــی وجـــود داشـــت. مـــشاهـــدات هـــر 

کـلاس، مـتغیرهـای تـصادفـی نـرمـال بـدون همبسـتگی بـا مـیانـگین مـتفاوت در هـر کـلاس بـودنـد. در 

ایـن حـالـت، LDA عـملکرد خـوبـی داشـت، کـه قـابـل انـتظار اسـت چـون ایـن دقـیقاً هـمان مـدلـی اسـت 

کــه LDA فــرض مــی کــند. KNN عــملکرد ضــعیفی داشــت، چــون واریــانــس اضــافــی آن بــا کــاهــش 

مــتناظــری در اریــب جــبران نشــد. QDA نــیز عــملکرد ضــعیف تــری نســبت بــه LDA داشــت، چــون 

مـــدلـــی مـــنعطف تـــر از حـــد نـــیاز بـــرازش کـــرد. رگـــرســـیون لجســـتیک، چـــون مـــرز تـــصمیم گـــیری خـــطی 

فرض می کند، نتایجی تنها کمی ضعیف تر از LDA داشت.

ســناریــوی ۲: جــــزئــــیات مــــشابــــه ســــناریــــوی ۱ بــــود، بــــا ایــــن تــــفاوت کــــه در هــــر کــــلاس، دو مــــتغیر 

پـــیش بـــین همبســـتگی ۰.۵- داشـــتند. نـــتایـــج نـــشان داد تـــغییر چـــندانـــی در عـــملکرد نســـبی روش هـــا 

نسبت به سناریوی قبل ایجاد نشد.

ســناریــوی ۳: مـــتغیرهـــای X₁ و X₂ از تــوزیــع t بـــا ۵۰ مـــشاهـــده در هـــر کـــلاس تـــولـــید شـــدنـــد. 

تـوزیـع t شـکلی مـشابـه تـوزیـع نـرمـال دارد، امـا تـمایـل بیشـتری بـه تـولـید نـقاط دورافـتاده (نـقاطـی کـه 

فــاصــله زیــادی از مــیانــگین دارنــد) دارد. در ایــن ســناریــو، مــرز تــصمیم گــیری هــمچنان خــطی بــود، 

بـــنابـــرایـــن بـــا چـــارچـــوب رگـــرســـیون لجســـتیک ســـازگـــار بـــود. امـــا ایـــن ســـناریـــو فـــرض هـــای LDA را 

نــقض مــی کــرد، چــون مــشاهــدات از تــوزیــع نــرمــال گــرفــته نشــده بــودنــد. نــتایــج نــشان داد رگــرســیون 

لجســــتیک بهــــتر از LDA عــــمل کــــرد، هــــرچــــند هــــر دو روش نســــبت بــــه رویــــکردهــــای دیــــگر بــــرتــــری 

داشـتند. بـه طـور خـاص، عـملکرد QDA بـه طـور قـابـل تـوجـهی بـه دلـیل عـدم نـرمـال بـودن داده هـا بـدتـر 

شد.

ســناریــوی ۴: داده هــــا از یــــک تــــوزیــــع نــــرمــــال تــــولــــید شــــدنــــد، بــــا همبســــتگی ۰.۵ بــــین مــــتغیرهــــای 

پـــیش بـــین در کـــلاس اول و همبســـتگی ۰.۵- در کـــلاس دوم. ایـــن ســـاخـــتار دقـــیقاً مـــنطبق بـــا فـــرض 

QDA بــــود و منجــــر بــــه مــــرزهــــای تــــصمیم گــــیری درجــــه دوم شــــد. نــــتایــــج نــــشان داد QDA در ایــــن 

سناریو، از تمام روش های دیگر بهتر عمل کرد.
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ســناریــوی ۵: در هــــر کــــلاس، مــــشاهــــدات از یــــک تــــوزیــــع نــــرمــــال بــــا مــــتغیرهــــای پــــیش بــــین بــــدون 

 X₁²، X₂² همبسـتگی تـولـید شـدنـد. امـا پـاسـخ هـا بـا اسـتفاده از تـابـع لجسـتیک و بـا در نـظر گـرفـتن

و X₁×X₂ بـه عـنوان مـتغیرهـای پـیش بـین نـمونـه گـیری شـدنـد. در نـتیجه، مـرز تـصمیم گـیری درجـه دوم 
بـود. نـتایـج نـشان داد QDA بـار دیـگر بهـتریـن عـملکرد را داشـت، و پـس از آن KNN بـا انـتخاب 

خودکار K (KNN-CV) قرار گرفت. روش های خطی عملکرد ضعیفی داشتند.

سـناریـوی ۶: جـزئـیات مـشابـه سـناریـوی قـبل بـود، امـا پـاسـخ هـا از یـک تـابـع غـیرخـطی پـیچیده تـر 

نـمونـه گـیری شـدنـد. در نـتیجه، حـتی مـرزهـای تـصمیم گـیری درجـه دوم QDA نـیز نـتوانسـتند داده هـا 

را بـه درسـتی مـدل کـنند. نـتایـج نـشان داد QDA عـملکردی کـمی بهـتر از روش هـای خـطی داشـت، 

 K=1 بـا KNN بهـتریـن نـتایـج را ارائـه داد. امـا KNN-CV در حـالـی کـه روش بـسیار مـنعطف تـر

بـدتـریـن نـتایـج را در بـین تـمام روش هـا داشـت؛ ایـن مـوضـوع نـشان مـی دهـد کـه حـتی وقـتی داده هـا 

رابــطه غــیرخــطی پــیچیده ای دارنــد، یــک روش نــاپــارامــتری مــانــند KNN، اگــر ســطح هــموارســازی 

به درستی انتخاب نشود، همچنان می تواند نتایج ضعیفی ارائه دهد.

چه زمانی کدام روش بهتر عمل می کند ؟ 
ایـن شـش مـثال نـشان مـی دهـند کـه هـیچ روشـی در تـمام مـوقـعیت هـا بـر دیـگر روش هـا بـرتـری نـدارد. 

زمـانـی کـه مـرزهـای تـصمیم گـیری واقـعی خـطی بـاشـند، رویـکردهـای LDA و رگـرسـیون لجسـتیک 

 QDA ،عــــملکرد خــــوبــــی خــــواهــــند داشــــت. زمــــانــــی کــــه مــــرزهــــا بــــه طــــور مــــتوســــط غــــیرخــــطی بــــاشــــند

مـی تـوانـد نـتایـج بهـتری ارائـه دهـد. و در نـهایـت، بـرای مـرزهـای تـصمیم گـیری بـسیار پـیچیده تـر، یـک 

رویــکرد نــاپــارامــتری مــانــند KNN مــی تــوانــد بــرتــر بــاشــد. امــا ســطح هــموارســازی بــرای یــک روش 

ناپارامتری باید با دقت انتخاب شود.

تعمیم مدل ها با استفاده از جمله های غیرخطی 
هـمان طـور کـه در فـصل رگـرسـیون دیـدیـم، مـی تـوان بـا اسـتفاده از تـبدیـل هـای غـیرخـطی مـتغیرهـای 

پــیش بــین (مــانــند X²، X³ و حــتی X⁴)، رابــطه غــیرخــطی بــین مــتغیرهــای پــیش بــین و پــاســخ را مــدل 
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کـرد. رویـکرد مـشابـهی را مـی تـوان در چـارچـوب طـبقه بـندی نـیز بـه کـار بـرد. بـرای مـثال، مـی تـوان بـا 

افـزودن جـمله هـای X²، X³ و X⁴ بـه عـنوان مـتغیرهـای پـیش بـین، نـسخه ای مـنعطف تـر از رگـرسـیون 

لجسـتیک سـاخـت. الـبته ایـن کـار مـمکن اسـت عـملکرد رگـرسـیون لجسـتیک را بهـبود دهـد یـا نـه؛ ایـن 

مـوضـوع بسـتگی دارد بـه ایـنکه آیـا افـزایـش واریـانـس نـاشـی از افـزایـش انـعطاف پـذیـری، بـا کـاهـش 

کافی در اریب جبران می شود یا خیر.

هـــــــمین رویـــــــکرد را مـــــــی تـــــــوان بـــــــرای LDA نـــــــیز بـــــــه کـــــــار بـــــــرد. اگـــــــر تـــــــمام جـــــــمله هـــــــای درجـــــــه دوم و 

 QDA اضـافـه کـنیم، شـکل مـدل حـاصـل مـشابـه مـدل LDA حـاصـل ضـرب هـای مـتقابـل مـمکن را بـه

خــواهــد بــود، هــرچــند بــرآورد پــارامــترهــا مــتفاوت خــواهــد بــود. ایــن رویــکرد بــه مــا امــکان مــی دهــد در 

جــایــی بــین مــدل LDA و مــدل QDA حــرکــت کــنیم و انــعطاف پــذیــری مــدل را بــه صــورت تــدریــجی 

تنظیم کنیم.
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فصل ۶ 

 KNN و LDA، QDA ،آزمایشگاه رگرسیون لجستیک 

داده های بازار سهام

Smarket بررسی ساختار داده

پـیش از سـاخـت مـدل هـای طـبقه بـندی، ابـتدا بـایـد بـا سـاخـتار داده Smarket آشـنا شـویـم. در ایـن 

مرحله نام متغیرها، ابعاد داده و خلاصه ی آماری هر یک از متغیرها بررسی می شود.
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بــــا اجــــرای names(Smarket) مــــشخص مــــی شــــود کــــه مجــــموعــــه داده Smarket شــــامــــل ۹ 

متغیر است:

Year: سال مربوط به هر مشاهده•

Lag1 تا Lag5: بازده درصدی هر یک از پنج روز معاملاتی قبل•

Volume: حجم معاملات روز قبل (بر حسب میلیارد سهم)•

Today: بازده درصدی همان روز•

•(Down یا Up) جهت حرکت بازار :Direction
خـروجـی dim(Smarket) نـشان مـی دهـد داده شـامـل ۱۲۵۰ مـشاهـده (روز مـعامـلاتـی) و ۹ 

متغیر است.

خروجی summary(Smarket) خلاصه ی آماری هر متغیر را نشان می دهد:

مــــتغیر Year از ۲۰۰۱ تــــا ۲۰۰۵ را پــــوشــــش مــــی دهــــد و مــــیانــــگین و مــــیانــــه هــــر دو ۲۰۰۳ •

هستند، یعنی داده ها به طور یکنواخت در این بازه ی زمانی پخش شده اند.

مــــــتغیرهــــــای Lag1 تــــا Lag5 دامــــــنه ی تــــــقریــــــباً یــــــکسانــــــی دارنــــــد (بــــــین ۴.۹۲- تــــــا ۵.۷۳ •

درصـــــــد)، کـــــــه مـــــــنطقی اســـــــت چـــــــون هـــــــمگی بـــــــازده روزانـــــــه ی هـــــــمان شـــــــاخـــــــص بـــــــا 

تـــأخـــیرهـــای مـــختلف هســـتند. مـــیانـــگین هـــمه ی آن هـــا نـــزدیـــک بـــه صـــفر اســـت، یـــعنی 

به طور میانگین بازار نه سود قابل توجهی داشته و نه زیان قابل توجهی.

مـــــتغیر Volume از ۰.۳۵۶ تـــــا ۳.۱۵۲ مـــــیلیارد ســـــهم مـــــتغیر اســـــت بـــــا مـــــیانـــــگین ۱.۴۷۸ •

مــیلیارد، کــه نــشان دهــنده ی نــوســان و رشــد حجــم مــعامــلات در طــول ایــن پــنج ســال 

است.

مـــتغیر Today مـــشابـــه مـــتغیرهـــای Lag رفـــتار مـــی کـــند، چـــون خـــودش هـــم بـــازده درصـــدی •

روزانه است، با میانگین ۰.۰۰۳۱۳۸ درصد.

مــتغیر Direction کــیفی اســت و دو مــقدار دارد: ۶۰۲ روز Down (نــزولــی) و ۶۴۸ روز •

Up (صــعودی). ایــن تــوزیــع تــقریــباً مــتوازن (حــدود ۴۸٪ بــه ۵۲٪) نــشان مــی دهــد 
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داده دچــار عــدم تــوازن شــدیــد کــلاســی نیســت، کــه بــرای مــدل ســازی طــبقه بــندی در 

مــــــراحــــــل بــــــعد (Logistic Regression، LDA، QDA و KNN) نــــــکته ی مــــــهمی 

است.    

 : pairs(Smarket)

دســــــــــتور pairs() مــــــــــاتــــــــــریــــــــــسی از نــــــــــمودارهــــــــــای پــــــــــراکــــــــــندگــــــــــی (scatter plot) بــــــــــین تــــــــــمام 

جـفت مـتغیرهـای مجـموعـه داده Smarket رسـم مـی کـند. هـر خـانـه از ایـن مـاتـریـس، رابـطه ی بـین دو 

متغیر مربوط به سطر و ستون خودش را نشان می دهد. 
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با بررسی این نمودار چند نکته مشخص می شود:

 :Lag5 تا Lag1 ۱. رابطه ی بین متغیرهای
نـمودارهـای پـراکـندگـی بـین ایـن مـتغیرهـا بـه شـکل ابـری بـدون الـگوی مـشخص (تـصادفـی) هسـتند، 

که نشان می دهد بین بازده روزهای مختلف رابطه ی خطی یا الگوی قابل توجهی وجود ندارد.

 :Volume و Year ۲. رابطه ی بین
در ســـطر و ســـتون مـــربـــوط بـــه ایـــن دو مـــتغیر، یـــک رونـــد صـــعودی نســـبتاً مـــشخص دیـــده مـــی شـــود؛ 

یـعنی بـا گـذشـت سـال هـا (از ۲۰۰۱ بـه ۲۰۰۵)، مـقدار Volume افـزایـش پـیدا کـرده اسـت. ایـن بـا 

همبستگی عددی بالا (۰.۵۳۹) که قبلاً محاسبه شد، همخوانی دارد.

 :Direction ۳. متغیر
چـون ایـن مـتغیر کـیفی (دسـته ای) اسـت، نـمودارهـای مـربـوط بـه آن بـه صـورت دو خـط افـقی/عـمودی 

(بــرای دو مــقدار Up و Down) نــمایــش داده مــی شــونــد، نــه بــه شــکل ابــر پــراکــنده. بــا نــگاه بــه ایــن 

ردیـف و سـتون، تـفاوت مـحسوسـی بـین مـقادیـر Lag بـرای روزهـای Up و Down دیـده نـمی شـود؛ 

یــعنی بــه صــورت بــصری هــم مــشخص اســت کــه پــیش بــینی جهــت بــازار تــنها از روی ایــن مــتغیرهــا 

کار ساده ای نیست.

نتیجه گیری کلی: 

ایـن نـمودار بـه صـورت بـصری هـمان نـتیجه ای را تـأیـید مـی کـند کـه از مـاتـریـس همبسـتگی بـه دسـت 
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آمــد: بــین بــازده روزهــای گــذشــته و بــازده امــروز رابــطه ی خــطی قــوی وجــود نــدارد، و تــنها رابــطه ی 

قابل توجه بین Year و Volume است.

تفسیر ماتریس همبستگی

دســـــــــتور cor(Smarket[,-9]) همبســـــــــتگی دوبـــــــــه دوی بـــــــــین تـــــــــمام مـــــــــتغیرهـــــــــای عـــــــــددی 

مجــموعــه داده Smarket را مــحاســبه مــی کــند (مــتغیر Direction چــون کــیفی اســت، بــا [,-9] 

از محاسبه حذف شده است).

مقدار همبستگی بین دو متغیر عددی بین ۱- تا ۱+ است:

نزدیک به ۱+ یعنی رابطه ی مستقیم قوی•

نزدیک به ۱- یعنی رابطه ی معکوس قوی•

نزدیک به صفر یعنی عملاً رابطه ی خطی وجود ندارد•

با بررسی جدول، چند نکته ی کلیدی دیده می شود:

 :Today با یکدیگر و با Lag ۱. همبستگی بین متغیرهای
تــمام ایــن مــقادیــر بــسیار کــوچــک هســتند (بــین ۰.۰۴۸- تــا ۰.۰۴۱+)، یــعنی عــملاً نــزدیــک بــه صــفر. 

ایــــــن نــــــشان مــــــی دهــــــد بــــــازده هــــــیچ کــــــدام از روزهــــــای گــــــذشــــــته (Lag1 تــــــا Lag5) رابــــــطه ی خــــــطی 

معناداری با بازده امروز (Today) یا با یکدیگر ندارند.

 Volume و Year :۲. تنها همبستگی قابل توجه
مــقدار همبســتگی بــین Year و Volume بــرابــر بــا ۰.۵۳۹ اســت کــه در مــقایــسه بــا بــقیه ی مــقادیــر 

جــــدول (کــــه هــــمه نــــزدیــــک صــــفرنــــد) بــــسیار بــــزرگ تــــر اســــت. ایــــن یــــعنی بــــا گــــذشــــت ســــال هــــا، حجــــم 

معاملات (Volume) به طور محسوسی افزایش پیدا کرده است.
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۳. قطر اصلی ماتریس 
مـــــقادیـــــر روی قـــــطر اصـــــلی جـــــدول هـــــمیشه بـــــرابـــــر ۱ هســـــتند، چـــــون 

همبستگی هر متغیر با خودش کامل (۱.۰۰) است.

نتیجه گیری: 

ایــن جــدول بــه صــورت عــددی هــمان چــیزی را تــأیــید مــی کــند کــه در نــمودار pairs() بــه صــورت 

بـــصری دیـــده شـــد: نـــبود رابـــطه ی خـــطی مـــعنادار بـــین بـــازده گـــذشـــته و بـــازده امـــروز، و وجـــود یـــک 

.(Volume) و حجم معاملات (Year) رابطه ی صعودی واضح بین زمان

با بررسی این نمودار چند نکته مشخص می شود:

۱. روند کلی صعودی: 
هـرچـند داده هـا در هـر بـازه نـوسـان زیـادی دارنـد، امـا بـا حـرکـت از ابـتدای مـحور (Index نـزدیـک 

صـــفر، مـــربـــوط بـــه ســـال ۲۰۰۱) بـــه ســـمت انـــتها (Index نـــزدیـــک ۱۲۵۰، مـــربـــوط بـــه ســـال ۲۰۰۵)، 

مقدار Volume به طور محسوسی افزایش پیدا کرده است.

۲. پراکندگی داده ها: 
در بـخش ابـتدایـی نـمودار (سـال هـای اولـیه)، اغـلب مـقادیـر Volume بـین ۱.۰ تـا ۱.۵ مـیلیارد سـهم 

مــتمرکــز هســتند. امــا در بــخش انــتهایــی نــمودار (ســال هــای پــایــانــی)، مــقادیــر بــه طــور کــلی بــالاتــر 

رفته و بین ۱.۵ تا ۳.۰ میلیارد سهم پراکنده شده اند.

۳. نوسانات موضعی: 
بـا وجـود رونـد کـلی صـعودی، نـوسـانـات کـوتـاه مـدت زیـادی هـم دیـده مـی شـود (مـثلاً افـزایـش نـاگـهانـی 
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حـــــوالـــــی Index=400 یـــــا Index=1150)، کـــــه نـــــشان مـــــی دهـــــد حجـــــم مـــــعامـــــلات عـــــلاوه بـــــر رونـــــد 

بلندمدت، تحت تأثیر رویدادهای کوتاه مدت بازار هم قرار می گیرد.

نتیجه گیری: 

ایـن نـمودار بـه صـورت بـصری هـمان چـیزی را نـشان مـی دهـد کـه از همبسـتگی عـددی بـین Year و 

Volume (بــــرابــــر بــــا ۰.۵۳۹) بــــه دســــت آمــــد: مــــیانــــگین حجــــم ســــهام مــــعامــــله شــــده روزانــــه از ســــال 

۲۰۰۱ تا ۲۰۰۵ روند رشد داشته است.

 رگرسیون لجستیک
  ساخت مدل :




در ایـــــن مـــــرحـــــله یـــــک مـــــدل رگـــــرســـــیون لجســـــتیک بـــــرازش داده مـــــی شـــــود تـــــا مـــــتغیر Direction بـــــا 

اســـــــتفاده از Lag1 تـــــــا Lag5 و Volume پـــــــیش بـــــــینی شـــــــود. تـــــــابـــــــع glm() مـــــــدل هـــــــای خـــــــطی 

تــعمیم یــافــته (generalized linear models) را بــرازش مــی کــند کــه رگــرســیون لجســتیک یــکی از 
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انــــواع آن اســــت. نــــحوه ی اســــتفاده از glm() شــــبیه بــــه lm() اســــت، بــــا ایــــن تــــفاوت کــــه بــــایــــد 

آرگومان family=binomial را وارد کنیم تا به R بگوییم رگرسیون لجستیک اجرا کند.

خــروجــی نــشان مــی دهــد کــوچــک تــریــن p-value مــربــوط بــه Lag1 اســت. ضــریــب مــنفی ایــن مــتغیر 

نـــــشان مـــــی دهـــــد اگـــــر بـــــازار دیـــــروز بـــــازده مـــــثبت داشـــــته بـــــاشـــــد، احـــــتمال کـــــمتری دارد کـــــه امـــــروز 

صــعودی بــاشــد؛ امــا چــون p-value بــرابــر ۰.۱۵ نســبتاً بــزرگ اســت، شــواهــد قــطعی بــرای وجــود 

رابطه ی واقعی بین Lag1 و Direction وجود ندارد.
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۲. استخراج ضرایب و پیش بینی احتمالات                                                  

تـابـع coef() فـقط ضـرایـب مـدل بـرازش شـده را نـمایـش مـی دهـد. تـابـع predict() احـتمال 

صـــعودی شـــدن بـــازار را پـــیش بـــینی مـــی کـــند. گـــزیـــنه ی type="response" بـــه R مـــی گـــویـــد 

 ()predict بــدهــد (نــه لاجــیت). چــون داده ای بــه P(Y=1|X) خــروجــی را بــه صــورت احــتمال

داده نشده، احتمالات برای همان داده ی آموزشی محاسبه شده اند.

بــــــــا اســــــــتفاده از تــــــــابــــــــع contrasts() مــــــــشخص مــــــــی شــــــــود کــــــــه R بــــــــه مــــــــقدار Up عــــــــدد ۱ 

اختصاص داده است، پس این احتمالات مربوط به صعودی شدن بازارند نه نزولی شدن.

54



     (Confusion Matrix) ۳. تبدیل احتمالات به برچسب و ساخت جدول درهم ریختگی

ابـــــتدا بـــــرداری از ۱۲۵۰ مـــــقدار "Down" ســـــاخـــــته مـــــی شـــــود. ســـــپس هـــــر عـــــنصری کـــــه احـــــتمال 

پـــــیش بـــــینی شـــــده اش بـــــیش از ۰.۵ بـــــاشـــــد، بـــــه "Up" تـــــغییر مـــــی کـــــند. تـــــابـــــع table() جـــــدول 

درهم ریختگی می سازد تا مشخص شود چند مشاهده درست یا غلط طبقه بندی شده اند.

عــــناصــــر روی قــــطر اصــــلی جــــدول، پــــیش بــــینی هــــای درســــت را نــــشان مــــی دهــــند. مــــدل در مجــــموع 

۵۰۷+۱۴۵=۶۵۲ پیش بینی درست داشته، که برابر با دقت ۵۲.۲٪ است.

نــکته ی مــهم: ایـــن عـــدد گـــمراه کـــننده اســـت، چـــون مـــدل روی هـــمان ۱۲۵۰ مـــشاهـــده هـــم آمـــوزش 

دیـده و هـم آزمـایـش شـده. یـعنی ۴۷.۸٪ خـطا در واقـع خـطای آمـوزشـی (training error) اسـت، 

که معمولاً خوش بینانه تر از خطای واقعی مدل روی داده ی جدید است. 
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                            (Test) و آزمون (Train) ۴. تفکیک داده به آموزش

بــــرای ارزیــــابــــی واقــــعی تــــر، داده بــــه دو بــــخش تــــقسیم مــــی شــــود: مــــشاهــــدات قــــبل از ۲۰۰۵ بــــرای 

آموزش، و مشاهدات سال ۲۰۰۵ به عنوان داده ی نگه داشته شده (held-out) برای آزمون.

شـــیء train یـــک بـــردار بـــولـــی (Boolean) بـــا ۱۲۵۰ عـــنصر اســـت: مـــقادیـــر مـــربـــوط بـــه قـــبل از 

۲۰۰۵ بـرابـر TRUE و مـقادیـر مـربـوط بـه ۲۰۰۵ بـرابـر FALSE هسـتند. عـلامـت ! مـقادیـر بـولـی 

را مـــــــــعکوس مـــــــــی کـــــــــند، پـــــــــس Smarket[!train,] فـــــــــقط داده هـــــــــای ســـــــــال ۲۰۰۵ (۲۵۲ 

مشاهده) را برمی گرداند.
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نــتیجه: نــرخ خــطای آزمــون ایــن بــار ۵۲٪ اســت — یــعنی حــتی بــدتــر از حــدس تــصادفــی! ایــن 

نـشان مـی دهـد کـه بـه طـور کـلی نـمی تـوان از بـازده روزهـای قـبل، عـملکرد آیـنده ی بـازار را پـیش بـینی 

کرد.

۵. بازسازی مدل با متغیرهای منتخب

از آنـــجا کـــه Lag1 و Lag2 بیشـــتریـــن قـــدرت پـــیش بـــینی را در مـــدل اولـــیه داشـــتند، مـــدل بـــا حـــذف 

بقیه ی متغیرها دوباره ساخته می شود:

ایـن بـار نـتیجه کـمی بهـتر اسـت: ۵۶٪ از حـرکـات روزانـه بـه درسـتی پـیش بـینی شـده انـد. امـا نـکته ی 

مــهم ایــن جــاســت: یــک اســتراتــژی ســاده تــر کــه هــمیشه پــیش بــینی کــند بــازار صــعودی مــی شــود، هــم 

۵۶٪ درســت از آب درمــی آیــد! پــس از نــظر نــرخ خــطای کــلی، رگــرســیون لجســتیک بهــتر از حــدس 

ساده نیست.
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بــــا ایــــن حــــال، جــــدول درهــــم ریــــختگی نــــشان مــــی دهــــد در روزهــــایــــی کــــه مــــدل پــــیش بــــینی صــــعودی 

مــی کــند، دقــت آن ۵۸٪ اســت — کــه مــی تــوانــد مــبنای یــک اســتراتــژی مــعامــلاتــی بــاشــد (خــریــد در 

روزهــایــی کــه مــدل صــعود پــیش بــینی مــی کــند و اجــتناب از مــعامــله در روزهــای نــزولــی). الــبته بــایــد 

بررسی دقیق تری شود که آیا این بهبود واقعی است یا صرفاً شانس.

۶. پیش بینی برای مقادیر خاص جدید

ایـن دسـتور احـتمال صـعودی شـدن بـازار را بـرای دو روز فـرضـی جـدیـد پـیش بـینی مـی کـند: یـکی بـا 

Lag1=1.2 و Lag2=1.1، و دیــــــــــــگری بــــــــــــا Lag1=1.5 و Lag2=-0.8. نــــــــــــتیجه احــــــــــــتمال هــــــــــــای 

۰.۴۷۹۱ و ۰.۴۹۶۱ اسـت — یـعنی هـر دو زیـر ۰.۵، پـس مـدل بـرای هـر دو روز پـیش بـینی نـزولـی 

می کند.

 (LDA) تحلیل تشخیصی خطی

اکـــــنون مـــــدل LDA را روی داده هـــــای Smarket پـــــیاده ســـــازی مـــــی کـــــنیم. در نـــــرم افـــــزار R، بـــــرای 

بــرازش مــدل LDA از تــابــع lda() کــه بــخشی از کــتابــخانــه MASS اســت اســتفاده مــی شــود. 

نــــحوه فــــراخــــوانــــی ایــــن تــــابــــع دقــــیقاً مــــشابــــه تــــوابــــع lm() و glm() اســــت، بــــا ایــــن تــــفاوت کــــه 

آرگــــومــــان family در آن وجــــود نــــدارد. مــــدل را تــــنها بــــا اســــتفاده از مــــشاهــــدات قــــبل از ســــال 

۲۰۰۵ (مجموعه آموزشی) برازش می دهیم:
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خـروجـی مـدل LDA نـشان مـی دهـد کـه π̂₁ = ۰.۴۹۲ و π̂₂ = ۰.۵۰۸؛ بـه عـبارت دیـگر، ۴۹.۲٪ از 

مـشاهـدات آمـوزشـی مـربـوط بـه روزهـایـی اسـت کـه بـازار رونـد نـزولـی داشـته اسـت. هـمچنین، مـدل 

مـیانـگین هـای گـروهـی را نـیز ارائـه مـی دهـد؛ ایـن مـقادیـر، مـیانـگین هـر مـتغیر پـیش بـین در هـر کـلاس 

هستـند و بـه عنـوان بـرآورد μₖ تـوسـط LDA اسـتفاده مـی شـونـد. ایـن میـانـگین هـا نـشان مـی دهـند کـه 
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بــازده دو روز قــبل، تــمایــل بــه مــنفی بــودن دارد در روزهــایــی کــه بــازار صــعودی اســت، و تــمایــل بــه 

مثبت بودن دارد در روزهایی که بازار نزولی است.

بــخش «ضــرایــب تــشخیص خــطی» (Coefficients of Linear Discriminants) در خــروجــی، 

تــرکــیب خــطی مــتغیرهــای Lag1 و Lag2 را نــشان مــی دهــد کــه بــرای تــشکیل قــاعــده تــصمیم گــیری 

LDA اســــتفاده مــــی شــــود؛ بــــه عــــبارت دیــــگر، ایــــن هــــا ضــــرایــــب مــــربــــوط بــــه عــــناصــــر X=x در تــــابــــع 

تـــشخیص δₖ(x) هســـتند. اگـــر مـــقدار زیـــر بـــزرگ بـــاشـــد، طـــبقه بـــندی کـــننده LDA رونـــد صـــعودی 

بازار را پیش بینی می کند، و اگر کوچک باشد، روند نزولی را پیش بینی می کند:

تـــابـــع plot() نـــمودارهـــایـــی از ایـــن «تـــشخیص هـــای خـــطی» را رســـم مـــی کـــند؛ ایـــن مـــقادیـــر بـــا 

محاسبه همین عبارت خطی برای هر یک از مشاهدات آموزشی به دست می آیند.

LDA پیش بینی با مدل

تــــابــــع predict() در ایــــن حــــالــــت، یــــک لیســــت بــــا ســــه عــــنصر بــــازمــــی گــــردانــــد: عــــنصر اول، 

class، حــــــــاوی پــــــــیش بــــــــینی هــــــــای LDA دربــــــــاره جهــــــــت حــــــــرکــــــــت بــــــــازار اســــــــت. عــــــــنصر دوم، 

posterior، یـک مـاتـریـس اسـت کـه سـتون kام آن، احـتمال پـسین تـعلق مـشاهـده مـتناظـر بـه 

کـــلاس kام را (بـــر اســـاس رابـــطه قـــضیه بـــیز) نـــشان مـــی دهـــد. در نـــهایـــت، عـــنصر x حـــاوی هـــمان 

مقادیر تشخیص خطی است که پیش تر توضیح داده شد.

−0.642 × Lag1 − 0.514 × Lag2
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هــمان طــور کــه پــیش تــر مــشاهــده شــد، پــیش بــینی هــای LDA و رگــرســیون لجســتیک تــقریــباً یــکسان 

هستند:

نتیجه نشان می دهد که دقت پیش بینی مدل روی مجموعه آزمون برابر با ۵۶٪ است.

بـــــا اعـــــمال آســـــتانـــــه ۵۰٪ روی احـــــتمال هـــــای پـــــسین، مـــــی تـــــوان هـــــمان پـــــیش بـــــینی هـــــای مـــــوجـــــود در 

lda.pred$class را بازتولید کرد:

     

نـکته مـهم ایـن اسـت کـه احـتمال پـسین خـروجـی شـده تـوسـط مـدل، مـتناظـر بـا احـتمال کـاهـش بـازار 

است:
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استفاده از آستانه دلخواه برای تصمیم گیری

اگـــر بـــخواهـــیم بـــه جـــای آســـتانـــه پـــیش فـــرض ۵۰٪، از آســـتانـــه دیـــگری بـــرای تـــصمیم گـــیری اســـتفاده 

کـــنیم، ایـــن کـــار بـــه راحـــتی امـــکان پـــذیـــر اســـت. بـــرای مـــثال، فـــرض کـــنید فـــقط زمـــانـــی مـــی خـــواهـــیم 

پــــیش بــــینی کــــاهــــش بــــازار انــــجام دهــــیم کــــه اطــــمینان بــــسیار بــــالایــــی (مــــثلاً بــــیش از ۹۰٪) از ایــــن 

کاهش داشته باشیم:

نــتیجه ایــن دســتور بــرابــر بــا صــفر اســت؛ یــعنی هــیچ کــدام از روزهــای ســال ۲۰۰۵ بــه ایــن آســتانــه 

نـــمی رســـند. در واقـــع، بیشـــتریـــن احـــتمال پـــسین کـــاهـــش بـــازار در کـــل ســـال ۲۰۰۵ تـــنها بـــرابـــر بـــا 

۵۲.۰۲٪ بوده است.

 (QDA) تحلیل تشخیصی درجه دو
اکـــنون مـــدل QDA را روی داده هـــای Smarket بـــرازش مـــی دهـــیم. در R، پـــیاده ســـازی QDA بـــا 

اســتفاده از تــابــع qda() انــجام مــی شــود کــه ایــن تــابــع نــیز بــخشی از کــتابــخانــه MASS اســت. 

نحوه فراخوانی این تابع دقیقاً مشابه lda() است:
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خــــروجــــی ایــــن مــــدل شــــامــــل مــــیانــــگین هــــای گــــروهــــی اســــت، امــــا بــــرخــــلاف LDA، شــــامــــل ضــــرایــــب 

تـشخیص خـطی نیسـت؛ چـون طـبقه بـندی کـننده QDA بـر پـایـه یـک تـابـع درجـه دوم (نـه خـطی) از 

متغیرهای پیش بین عمل می کند و بنابراین چنین ضرایبی برای آن تعریف نمی شود.

تــــابــــع predict() دقــــیقاً بــــه هــــمان شــــکلی کــــه بــــرای LDA اســــتفاده شــــد، بــــرای QDA نــــیز 

به کار می رود:

نـتیجه جـالـب تـوجـه ایـن اسـت کـه پـیش بـینی هـای QDA در حـدود ۶۰٪ از مـوارد صـحیح هسـتند، در 

حـــالـــی کـــه داده هـــای ســـال ۲۰۰۵ اصـــلاً در بـــرازش مـــدل اســـتفاده نشـــده انـــد. ایـــن ســـطح از دقـــت 

بـــرای داده هـــای بـــازار ســـهام، کـــه بـــه طـــور مـــعمول مـــدل ســـازی آن هـــا بـــسیار دشـــوار اســـت، بـــسیار 

قـــابـــل تـــوجـــه اســـت. ایـــن نـــتیجه نـــشان مـــی دهـــد کـــه مـــمکن اســـت شـــکل درجـــه دوم فـــرض شـــده تـــوســـط 

QDA، رابــطه واقــعی بــین مــتغیرهــا را دقــیق تــر از شــکل خــطی فــرض شــده در LDA و رگــرســیون 

لجسـتیک نـمایـش دهـد. بـا ایـن حـال، تـوصـیه مـی شـود پـیش از هـرگـونـه نـتیجه گـیری قـطعی، عـملکرد 

ایـــن روش روی یـــک مجـــموعـــه داده آزمـــون بـــزرگ تـــر نـــیز ارزیـــابـــی شـــود؛ چـــراکـــه نـــمی تـــوان تـــنها بـــر 

اســاس یــک نــتیجه محــدود، بــه ایــن جــمع بــندی رســید کــه ایــن رویــکرد هــمواره عــملکرد بهــتری نســبت 

به سایر روش ها خواهد داشت.
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 (KNN) نزدیک ترین همسایه K روش

اکـــــــنون KNN را بـــــــا اســـــــتفاده از تـــــــابـــــــع knn() کـــــــه بـــــــخشی از کـــــــتابـــــــخانـــــــه class اســـــــت، 

پـــیاده ســـازی مـــی کـــنیم. ایـــن تـــابـــع نســـبت بـــه ســـایـــر تـــوابـــع بـــرازش مـــدل کـــه تـــاکـــنون بـــا آن هـــا کـــار 

کـرده ایـم، رفـتار کـامـلاً مـتفاوتـی دارد. بـه جـای رویـکرد دومـرحـله ای کـه ابـتدا مـدل را بـرازش مـی دهـیم 

و ســــپس بــــا اســــتفاده از آن پــــیش بــــینی انــــجام مــــی دهــــیم، تــــابــــع knn() پــــیش بــــینی هــــا را بــــا یــــک 

دستور واحد انجام می دهد. این تابع به چهار ورودی نیاز دارد:

 (train.X با نام) ۱. ماتریسی شامل متغیرهای پیش بین مربوط به داده های آموزشی

۲. مـاتـریـسی شـامـل مـتغیرهـای پـیش بـین مـربـوط بـه داده هـایـی کـه مـی خـواهـیم بـرایـشان پـیش بـینیو 

مــعیارهــای ارزیــابــی مــدل ثــابــت مــی مــانــند. بــه هــمین دلــیل، تــفسیر ضــرایــب در رگــرســیون لجســتیک 

چندکلاسه باید با احتیاط و همیشه با توجه به کلاس پایه ی انتخاب شده انجام شود.

 (test.X با نام) انجام دهیم

۳. بــــــــــرداری شــــــــــامــــــــــل بــــــــــرچســــــــــب هــــــــــای کــــــــــلاس مــــــــــربــــــــــوط بــــــــــه مــــــــــشاهــــــــــدات آمــــــــــوزشــــــــــی (بــــــــــا نــــــــــام 

 (train.Direction
۴. مقداری برای K، یعنی تعداد نزدیک ترین همسایه هایی که طبقه بندی کننده استفاده می کند

از تـابـع cbind() (مـخفف column bind) بـرای تـرکـیب مـتغیرهـای Lag1 و Lag2 در قـالـب 

دو ماتریس، یکی برای مجموعه آموزشی و دیگری برای مجموعه آزمون، استفاده می کنیم:

اکــــنون مــــی تــــوان از تــــابــــع knn() بــــرای پــــیش بــــینی حــــرکــــت بــــازار در تــــاریــــخ هــــای ســــال ۲۰۰۵ 

اســــــتفاده کــــــرد. پــــــیش از فــــــراخــــــوانــــــی knn()، یــــــک بــــــذر تــــــصادفــــــی (Random Seed) تــــــنظیم 

مــی کــنیم؛ چــون اگــر چــند مــشاهــده بــه طــور مــساوی بــه عــنوان نــزدیــک تــریــن هــمسایــه در نــظر گــرفــته 
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شـــــونـــــد، R بـــــه طـــــور تـــــصادفـــــی بـــــین آن هـــــا یـــــکی را انـــــتخاب مـــــی کـــــند. بـــــنابـــــرایـــــن، بـــــرای تـــــضمین 

تکرارپذیری نتایج، باید یک بذر تصادفی تنظیم شود:

نـــــتایـــــج بـــــا K=1 چـــــندان مـــــطلوب نیســـــتند، چـــــون تـــــنها ۵۰٪ از مـــــشاهـــــدات بـــــه درســـــتی پـــــیش بـــــینی 

شـــده انـــد. الـــبته مـــمکن اســـت ایـــن نـــتیجه ضـــعیف بـــه ایـــن دلـــیل بـــاشـــد کـــه K=1 منجـــر بـــه یـــک مـــدل 

بیش ازحد منعطف می شود. در ادامه، همین تحلیل را با K=3 تکرار می کنیم:
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نــتایــج انــدکــی بهــبود یــافــته انــد. امــا افــزایــش بیشــتر K هــیچ بهــبود دیــگری ایــجاد نــمی کــند. بــه نــظر 

مـی رسـد کـه بـرای ایـن مجـموعـه داده، QDA بهـتریـن نـتایـج را در مـیان تـمام روش هـایـی کـه تـاکـنون 

بررسی کرده ایم ارائه می دهد.

 (Caravan Insurance Data)کاربرد روی داده های بیمه کاراوان

اکـــنون روش KNN را روی مجـــموعـــه داده Caravan کـــه بـــخشی از کـــتابـــخانـــه ISLR اســـت، 

اعـــمال مـــی کـــنیم. ایـــن داده شـــامـــل ۸۵ مـــتغیر پـــیش بـــین اســـت کـــه ویـــژگـــی هـــای جـــمعیت شـــناخـــتی 

۵۸۲۲ فـرد را نـشان مـی دهـند. مـتغیر پـاسـخ، Purchase، نـشان مـی دهـد کـه آیـا هـر فـرد بـیمه 

قــایــق کــاروان (Caravan) خــریــداری کــرده اســت یــا نــه. در ایــن مجــموعــه داده، تــنها ۶٪ از افــراد 

بیمه را خریداری کرده اند.

اهـمیت اسـتانـداردسـازی مـتغیرهـا: از آنــجا کــه KNN بــر پــایــه فــاصــله بــین مــشاهــدات عــمل 

مــــی کــــند، مــــقیاس مــــتغیرهــــای پــــیش بــــین اهــــمیت زیــــادی دارد. هــــر مــــتغیری کــــه مــــقیاس بــــزرگ تــــری 

داشــته بــاشــد (بــرای مــثال، یــک مــتغیر بــا واحــد ســالانــه در مــقابــل مــاهــانــه)، تــأثــیر بــسیار بیشــتری 

روی فـاصـله بـین مـشاهـدات، و در نـتیجه روی طـبقه بـندی کـننده KNN، خـواهـد گـذاشـت؛ حـتی اگـر 

از نـظر واقـعی اهـمیت کـمتری داشـته بـاشـد. بـرای رفـع ایـن مـشکل، مـعمولاً داده هـا را اسـتانـدارد 

مـی کـنیم؛ یـعنی هـر مـتغیر را طـوری تـبدیـل مـی کـنیم کـه مـیانـگین صـفر و انحـراف مـعیار یـک داشـته 

باشد. این کار با تابع scale() انجام می شود:

پــس از ایــن تــبدیــل، هــر ســتون از standardized.X دارای انحــراف مــعیار بــرابــر بــا یــک و 

میانگین برابر با صفر خواهد بود.
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تـقسیم داده هـا بـه مجـموعـه آمـوزشـی و آزمـون: اکـنون مـشاهـدات را بـه دو مجـموعـه تـقسیم 

مـی کـنیم؛ مجـموعـه آزموـن شـامـل ۱۰۰۰ مـشاهدـه اول، و مجـموعـه آمـوزشـی شـامـل بـاقـی مـشاهدـات 

اســت. ســپس مــدل KNN را بــا K=1 روی داده هــای آمــوزشــی بــرازش داده و عــملکرد آن را روی 

داده های آزمون ارزیابی می کنیم:
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نـرخ خـطای KNN روی ۱۰۰۰ مـشاهـده آزمـون، کـمی کـمتر از ۱۲٪ اسـت. در نـگاه اول، ایـن عـدد 

نســبتاً خــوب بــه نــظر مــی رســد. امــا از آنــجا کــه تــنها ۶٪ از مشــتریــان بــیمه را خــریــداری کــرده انــد، 

مــی تــوانســتیم بــا پــیش بــینی هــمیشگی «عــدم خــریــد» (بــدون تــوجــه بــه مــقادیــر مــتغیرهــای پــیش بــین) 

نیز به نرخ خطای ۶٪ برسیم!

اهـــمیت انـــتخاب مـــعیار ارزیـــابـــی مـــناســـب: فـــــرض کـــــنید فـــــروش بـــــیمه بـــــه هـــــر فـــــرد هـــــزیـــــنه 

غـیرقـابـل چـشم پـوشـی دارد (مـثلاً یـک فـروشـنده بـایـد شـخصاً بـه دیـدار هـر مشـتری بـالـقوه بـرود). اگـر 

شـــرکـــت بـــخواهـــد بـــیمه را بـــه مجـــموعـــه ای تـــصادفـــی از مشـــتریـــان بـــفروشـــد، نـــرخ مـــوفـــقیت تـــنها ٪۶ 

خـواهـد بـود کـه بـا تـوجـه بـه هـزیـنه هـای درگـیر، احـتمالاً بـسیار پـایـین اسـت. بـه هـمین دلـیل، شـرکـت 

تـرجـیح مـی دهـد بـیمه را فـقط بـه مشـتریـانـی بـفروشـد کـه احـتمال خـریـد بـالایـی دارنـد. بـنابـرایـن، نـرخ 

خــطای کــلی دیــگر مــعیار مــوردنــظر نیســت؛ بــلکه نســبت افــرادی کــه بــه درســتی پــیش بــینی شــده انــد 

بیمه را خواهند خرید، اهمیت دارد.

نــتایــج نــشان مــی دهــد کــه KNN بــا K=1 عــملکردی بــه مــراتــب بهــتر از حــدس تــصادفــی، در مــیان 

مشــتریــانــی کــه پــیش بــینی شــده بــیمه خــواهــند خــریــد، دارد. از مــیان ۷۷ مشــتری ای کــه پــیش بــینی 

شــده بــود بــیمه بخــرنــد، ۹ نــفر (۱۱.۷٪) واقــعاً خــریــد کــردنــد؛ ایــن نــرخ دو بــرابــر نــرخــی اســت کــه از 

حدس تصادفی به دست می آید:

68



اثـر تـغییر K: بـا افـزایـش K بـه ۳، نـرخ مـوفـقیت بـه ۱۹٪ افـزایـش مـی یـابـد، و بـا K=۵ ایـن نـرخ بـه 

 KNN ۲۶.۷٪ مـی رسـد؛ یـعنی بـیش از چـهار بـرابـر نـرخ حـدس تـصادفـی. ایـن نـشان مـی دهـد کـه

موفق به یافتن الگوهای واقعی در این مجموعه داده دشوار شده است:

مـقایـسه بـا رگـرسـیون لجسـتیک: بــرای مــقایــسه، مــدل رگــرســیون لجســتیک را نــیز روی هــمین 

داده هــــا بــــرازش مــــی دهــــیم. اگــــر از آســــتانــــه پــــیش فــــرض ۰.۵ بــــرای پــــیش بــــینی اســــتفاده کــــنیم، بــــا 

مـــشکلی مـــواجـــه مـــی شـــویـــم: تـــنها ۷ مـــشاهـــده از داده هـــای آزمـــون پـــیش بـــینی مـــی شـــونـــد کـــه بـــیمه 

بخـرنـد، و حـتی بـدتـر از آن، پـیش بـینی هـمه ایـن ۷ مـورد اشـتباه اسـت! بـا ایـن حـال، لازم نیسـت از 

آسـتانـه ۰.۵ اسـتفاده کـنیم. اگـر بـه جـای آن، هـر زمـان کـه احـتمال پـیش بـینی شـده خـریـد بیشـتر از 

۰.۲۵ بـاشـد، خـریـد را پـیش بـینی کـنیم، نـتایـج بـه مـراتـب بهـتر مـی شـود: ۳۳ نـفر پـیش بـینی مـی شـونـد 

کـه بـیمه بخـرنـد، و پـیش بـینی بـرای حـدود ۳۳٪ از آن هـا صـحیح اسـت؛ ایـن نـرخ بـیش از پـنج بـرابـر 

بهتر از حدس تصادفی است: 
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ایـن مـثال بـه خـوبـی نـشان مـی دهـد کـه در مـسائـل واقـعی بـا کـلاس هـای نـامـتوازن (مـانـند ایـن داده 

کـه تـنها ۶٪ از مـشاهـدات بـه کـلاس مـثبت تـعلق دارنـد)، انـتخاب آسـتانـه مـناسـب و مـعیار ارزیـابـی 

درست، اهمیت بسیار بیشتری نسبت به صرفاً نگاه کردن به نرخ خطای کلی مدل دارد.
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