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قدردانی

آراست. عقل زیور به را آدمی خود، بی کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
تشکر صمیمانه مرزبان دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از می دانم خود وظیفه  آغاز در
بدون قطعاً و بودند من مشوق و راهنما همواره صبوری نهایت با پایان نامه این انجام طول در که کنم قدردانی و
دوستان و هاشمی دکتر آقای جناب از همچنین نمی رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده  راهنمایی های
را تشکر کمال کردند، یاری مرا پژوهش این نگارش در که صدر روژین خانم و فرهادی علیرضا آقای گرانقدرم

دارم.
می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می زنم بوسه پایان، در و
که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از می کنم تشکر و را مقدس شان وجود

بودند. من پشتیبان بهترین

قیصری نیلوفر



چکیده
جواب های دارای که تغییرات حساب مسائل پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع از استفاده با می خواهیم پژوهش این در
را آن ها خواص و کنیم معرفی را ترکیبی توابع که است لازم ابتدا کنیم.بنابراین حساب را هستند هموار قطعه ای
مسائل حل برای روش دو کلی طور آوریم.به بدست را آن ها با متناظر انتگرال عملیاتی ماتریس های و کنیم بررسی

: دارد وجود تغییرات حساب
۱)مستقیم

مستقیم ۲)غیر
کمک با را تغییرات حساب مسأله واقع در کنیم. می حل را مسائلمان مستقیم روش از استفاده با پروژه این در ما که
پردازیم. می مسأله حل به و کرده تبدیل پارامتری سازی بهینه مسأله به پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع از گرفتن

پالس لژاندر-بلاک ترکیبی تغییرات،توابع حساب کلیدی واژگان
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۱ فصل

مقدمه

از بسیاری داری نگه و طراحی در سازی بهینه است. موجود وضعیت بین در جواب بهترین یافتن هنر سازی بهینه
وسیع کاربرد دلیل به دارد. کاربرد سود کردن ماکزیمم یا کردن مینیمم منظور به مهندسی،اقتصادی های سیستم
بسیاری و مدیریت ریاضیات در که به طوری است، کرده بسیاری رشد مبحث این مختلف، علوم در سازی بهینه
از یکی مختلف سیستم های سازی بهینه مسئله می گیرد.امروزه قرار بررسی و مطالعه مورد علوم شاخه های از
کردن ماکزیمم ، راکت یک برد کردن ماکزیمم مانند مسائلی می باشد. پژوهشگران توجه مورد و مهم موضوعات
برای جستجو هستند. نوع این از مثال هایی و... شی یک مکان تخمین در خطا کردن مینیمم سیستم، یک عملکرد
بهینه نظریه در مهم ازبخش های یکی کند، مینیمم یا ماکزیمم را سیستم ها این نظر مورد معیارهای که کنترلی یافتن

است. سازی

جواب آن ها برای توان نمی رو این از است، پیچیده بهینه کنترل مسائل از وسیعی طیف ساختار که جایی آن از
کنترل مسائل حل در و است برخوردار ای ویژه اهمیت از بهینه کنترل مسائل مدلسازی بنابراین آورد. به دست دقیق
قرار استفاده مورد بهینه کنترل مسائل حل در که روش هایی از یکی میکنند. ایفا مهمی نقش عددی روش های بهینه

می کند. تبدیل جبری سازی بهینه مسأله ی یک به را بهینه کنترل مسأله ی که است مستقیم روش ، می گیرد

چند و توابع از استفاده با مستقیم روش در واقع دارند.در مهمی بسیار نقش متعامد توابع مستقیم روش در
تر ساده مراتب به آن حل که می شود تبدیل جبری معادلات دستگاه یک به اصلی مسأله ی متعامد، جمله ای های

بود. خواهد اولیه مسأله ی حل از

پارامتری سازی بهینه مسأله ی به را تغییرات حساب مسأله ی مستقیم روش از استفاده با پروژه این در واقع در

۱



مقدمه :۱ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

می کنیم. استفاده پالس لژاندر-بلاک ترکیبی پایه از امر این تحقق برای و کرده تبدیل

دیگر های برفصل مروری ۱ .۰ .۱

پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع مجموعه و بلاک-پالس توابع لژاندر، جمله ای های چند تعاریف دوم، فصل در
توابع این با متناظر عملیاتی ماتریس های هم چنین و می گیرند قرار بررسی مورد آن ها ویژگی های می شود ارائه

می کنیم. بیان را می شود استفاده آن ها از مسائل حل در که ترکیبی
به پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع از استفاده با را تغییرات حساب مسائل ابتدا مستقیم روش طبق سوم، فصل در

می پردازیم. مسائل حل به و کرده تبدیل پارامتری سازی بهینه مسأله

۲



۲ فصل

یف تعار

لژاندر چندجمله ای های ۱ .۲

یک ω(t) = ۱ وزن تابع با [−۱, ۱] بازه ی روی {Pm(t)}∞m=۰ لژاندر، جمله ای های چند .۱ .۱ .۲ یف تعر
دیفرانسیل معادله جواب های ای ها، جمله چند این درواقع L۲هستند. [−۱, فضای[۱ برای کامل متعامد مجموعه

هستند لژاندر دیفرانسیل معادله به موسوم زیر

d

dt

[
(۱ − t۲)P ′

m(t)
]
+m(m+ ۱)Pm(t) = ۰

می شوند تعریف زیر صورت به که

P۰(t) = ۱, P۱(t) = t,

Pm+۱(t) =
(۲m+ ۱
m+ ۱

)
tPm(t)−

(
m

m+ ۱
)
Pm−۱(t), m = ۱, ۲, ۳, ...

است. شده داده نشان لژاندر جمله ای های چند نمودار (۱ .۲) درشکل

۳



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

n = ۰, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵ ازای به لژاندر چند جمله ای های نمودار :۱ .۲ شکل

لژاندر چندجمله ای های ویژگی های ۱ .۱ .۲

می کنند صدق زیر شرایط در لژندر چند جمله ای های

۱) |Pm(t)| ≤ ۱, −۱ ≤ t ≤ ۱.

۲) Pm(±۱) = (±۱)m.

۳) P ′
m(±۱) = (±۱)m ۱

۲m(m+ ۱)

۴) |P ′
m(t)| ≤

۱
۲m(m+ ۱), −۱ ≤ t ≤ ۱.

۵) (۱ − t۲)P ′
m(t) = mPm−۱(t)−mtPm(t).

۶) ∫ ۱
−۱ Pm(t)Pn(t)dt =


۰, m ̸= n,

۲
۲m+۱ , m = n.

۷) ∫ ۱
−۱[P

′
m(t)]

۲dt = m(m+ ۱).

۴



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

بلاک-پالس توابع ۲ .۲

می شوند تعریف زیر صورت به [۰, tf ) بازه ی، روی {ψi,N}Ni=۱ بلاک-پالس توابع مجموعه ی .۱ .۲ .۲ یف تعر

ψi,N(t) =


۱, ( i−۱

N
)tf ≤ t < i

N
tf ,

۰, صورت این درغیر
i = ۱, ۲, ..., N, (۱ .۲)

است. دلخواه مثبت و صحیح عدد یک ،N آن در که

تابع i-امین و می شود تقسیم مساوی طول با زیربازه N به ،[۰, tf ) بازه ی که می دهد نشان (۱ .۲)، رابطه ی
مرتبه ی را i است. [ i−۱

N
tf ,

i
N
tf
) زیربازه ی در واحد ارتفاع با مربعی پالس یک دارای ،ψi,N(t) بلاک-پالس

می نامیم. بلاک-پالس توابع

داده نمایش زیر صورت به ،[۰, ۱) بازه ی روی ،N = ازای۳ به بلاک-پالس توابع مجموعه ی .۲ .۲ .۲ مثال
می شود.

ψ۱,۳(t) =


۱, t ∈

[۰, ۱
۳
)
,

۰, صورت این درغیر
ψ۲,۳(t) =


۱, t ∈

[ ۱
۳ ,

۲
۳
)
,

۰, صورت این درغیر

ψ۳,۳(t) =


۱, t ∈

[۲
۳ , ۱) ,

۰, صورت این درغیر

بلاک-پالس توابع ویژگی های ۱ .۲ .۲

هستند زیر ویژگی های دارای [۰, tf ) بازه ی روی بلاک-پالس توابع
یعنی هستند. مجزا یکدیگر به نسبت [۰, tf ) بازه ی روی بلاک-پالس توابع بودن: مجزا .۱

۵



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

ψi,N(t)ψj,N(t) =


ψi,N(t), i = j,

۰, i ̸= j.

عمودند. برهم دو به ω(t)دو = ۱ وزن تابع به نسبت ،[۰, tf بازه ی( روی بلاک-پالس توابع مجموعه ی ۲.تعامد:
دیگر عبارت

∫ tf

۰
ψi,N(t)ψj,N(t)dt =


h, i = j,

۰, i ̸= j.

است. افراز نرم همان ،h =
tf
N

آن در که
هستند. کامل L۲ [−۱, tf ) هیلبرت فضای در بلاک-پالس توابع مجموعه ،N → اگر∞ بودن: کامل .۳

بلاک-پالس توابع حسب بر تابع یک بسط ۲ .۲ .۲

می شود داده نشان زیر صورت به بلاک-پالس توابع برحسب f(t) تابع بسط f(t)،آنگاه ∈ L۲ [۰, tf اگر(

f(t) ≃
N∑
i=۱

fiψi,N(t),

آن در که

fi =
۱
h

∫ ۱

۰
f(t)ψi,N(t)dt =

۱
h

∫ ih

(i−۱)h
f(t)dt

می نامیم. f(t) تابع بلاک-پالس بسط ضرایب را fi و
شویم. آشنا تابع یک بلاک-پالس بسط با تا می کنیم ارائه مثالی قسمت این در

عبارتند f(t) = t۲ تابع بلاک-پالس بسط ضرایب صورت این Nدر = ۳ و tf = ۱ کنید فرض .۳ .۲ .۲ مثال

۶



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

از

f۱ = ۳
∫ ۱

۰
t۲ψ۱,۳(t)dt =

۱
۲۷ ,

f۲ = ۳
∫ ۱

۰
t۲ψ۲,۳(t)dt =

۷
۲۷ ,

f۳ = ۳
∫ ۱

۰
t۲ψ۳,۳(t)dt =

۱۹
۲۷ ,

نتیجه در

f(t) ≃ ۱
۲۷ψ۱,۳(t) +

۷
۲۷ψ۲,۳(t) +

۱۹
۲۷ψ۳,۳(t).

پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع ۳ .۲
متعامدی ترکیبی توابع می توان لژاندر چند جمله ای های و بلاک-پالس توابع برای شده ذکر ویژگی های به توجه با
Nزیربازه  به را [۰, tf ) باشند.بازه ی لژاندر چندجمله ای های و بلاک-پالس توابع ویژگی های داراای که کرد ایجاد
می کنیم. تعریف زیربازه ها از یک هر روی را لژاندر چندجمله ای های حال می کنیم. تقسیم مساوی فاصله های با
۲N
tf
t−۲n+ ۱ خطی نگاشت از استفاده با بنابراین هستند، متعامد [−۱, ۱] بازه ی روی لژاندر چندجمله ای های

می دهیم. انتقال [−۱, ۱] بازه ی به را n = ۱, ۲, ..., N ،[(n−۱
N

)tf , (
n
N
)tf

) زیربازه های از یک هر

روی m = ۰, ۱, ...,M − ۱ nو = ۱, ۲, ..., N ،bnm(t) پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع .۱ .۳ .۲ یف تعر
می شود تعریف زیر صورت به [۰, tf ) بازه ی

bnm(t) =


Pm(

۲N
tf
t− ۲n+ ۱), (n−۱

N
)tf ≤ t < n

N
tf ,

۰, صورت این درغیر
(۲ .۲)

،Pm(
۲N
tf
t−۲n+۱) می باشند. لژاندر چندجمله ای های و بلاک-پالس توابع مرتبه ی ترتیب، mبه nو آن در که

می نگارد. [−۱, ۱] بازه ی به را ،[(n−۱
N

)tf , (
n
N
)tf

) زیربازه ی که مرتبه یmاست، لژاندر چندجمله ای های

نمایش زیر صورت به پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع tf = ۱ ،M = ۳ Nو = ۳ کنید فرض .۲ .۳ .۲ مثال

۷



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

می شوند داده
داریم (۲ .۲) طبق

b۱۰(t) = P۰(۶t− ۱) = ۱
b۱۱(t) = P۱(۶t− ۱) = ۶t− ۱
b۱۲(t) = P۲(۶t− ۱) = ۳

۲(۶t− ۱)۲ − ۱
۲

 ۰ ≤ t <
۱
۳ ,

b۲۰(t) = P۰(۶t− ۳) = ۱
b۲۱(t) = P۱(۶t− ۳) = ۶t− ۳
b۲۲(t) = P۲(۶t− ۳) = ۳

۲(۶t− ۳)۲ − ۱
۲


۱
۳ ≤ t <

۲
۳ ,

b۳۰(t) = P۰(۶t− ۵) = ۱
b۳۱(t) = P۱(۶t− ۵) = ۶t− ۵
b۳۲(t) = P۲(۶t− ۵) = ۳

۲(۶t− ۵)۲ − ۱
۲


۲
۳ ≤ t < ۱.

پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع برحسب تابع یک بسط ۱ .۳ .۲

f(t)را ∈ L۲ [۰, tf ) دلخواه تابع هر بنابراین می دهند، L۲تشکیل [۰, tf هیلبرت( فضای برای پایه این که به توجه با
داد بسط زیر صورت به ترکیبی توابع این برحسب می توان

f(t) =
∞∑
n=۱

∞∑
m=۰

cnmbnm(t), (۳ .۲)

هستند زیر صورت Cبه B(t)و بردارهای طوری که به

B(t) = [b۱۰(t), ..., b۱M−۱(t), b۲۰(t), ..., b۲M−۱(t), ..., bN۰(t), ..., bNM−۱(t)]T , (۴ .۲)

C = [c۱۰, ..., c۱M−۱, c۲۰, ..., c۲M−۱, ..., cN۰, ..., cNM−۱]T (۵ .۲)

۸



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

می شود. نامیده پایه بردار ،B(t) بردار
می شوند محاسبه زیر صورت به cnm بسط ضرایب در(۲. ۳)

cnm =
< f(t), bnm(t) >

< bnm(t), bnm(t) >
=

∫ n
N
tf

n−۱
N

tf
(f(t).Pm(

۲N
tf
t− ۲n+ ۱))dt∫ n

N
tf

n−۱
N

tf
P ۲
m(

۲N
tf
t− ۲n+ ۱)dt

(۶ .۲)

کنید فرض .۳ .۳ .۲ مثال

f(t) =


t۲ ۰ ≤ t < ۱

۲ ,

t ۱
۲ ≤ t < ۱,

بزنیم. تقریب پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع برحسب را f(t) تابع می خواهیم
صورت به پالس لژاندر-بلاک بسط ضرایب ،tf = ۱ و M = ۳ و N = ۲ انتخاب با و تابع ضابطه به باتوجه

می آیند. به دست زیر
c۱۰ =

∫ ۱۲۰ (t۲)dt∫ ۱۲۰ dt
= ۱

۱۲ ,

c۱۱ =
∫ ۱۲۰ (t۲)(۴t−۱)dt∫ ۱۲۰ (۴t−۱)۲dt

= ۱
۸ ,

c۱۲ =
∫ ۱۲۰ (t۲)( ۳

۲ (۴t−۱)۲− ۱
۲ )dt∫ ۱۲۰ ( ۳

۲ (۴t−۱)۲− ۱
۲ )

۲dt
= ۱

۲۴ ,

c۲۰ =

∫ ۱
۱۲
(t)dt∫ ۱
۱۲
dt

= ۳
۴ ,

c۲۱ =

∫ ۱
۱۲
(t)(۴t−۳)dt∫ ۱
۱۲
(۴t−۱)۲dt

= ۱
۴ ,

c۲۲ =

∫ ۱
۱۲
(t)( ۳

۲ (۴t−۳)۲− ۱
۲ )dt∫ ۱

۱۲
( ۳

۲ (۴t−۳)۲− ۱
۲ )

۲dt
= ۰,

داریم نتیجه در

f(t) ≃ c۱۰b۱۰(t) + c۱۱b۱۱(t) + c۱۲b۱۲(t) + c۲۰b۲۰(t) + c۲۱b۲۱(t) + c۲۲b۲۲(t)

۹



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

=


t۲ ۰ ≤ t < ۱

۲ ,

t ۱
۲ ≤ t < ۱,

است. برابر f(t) تابع خود با که

پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع عملگرهای ۴ .۲

حل و بهینه کنترل مسائل تقریب برای که پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع عملگرهای از دسته سه با بخش، این در
شد. خواهیم آشنا می گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصل در آن ها

انتگرال عملیاتی یس ماتر ۱ .۴ .۲

روی آن انتگرال صورت این در باش. (۲ .۴) در شده تعریف پایه ی بردار ،B(t) می کنیم فرض .۱ .۴ .۲ یف تعر
می شود زده تقریب زیر شکل به [۰, t) بازه ی

∫ t

۰
B(t′)dt′ ≃ PB(t), (۷ .۲)

می شود. نامیده انتگرال عملیاتی ماتریس و NMاست ×NM ماتریس یک ،P ماتریس طوری که به

P =



E H H · · · H

O E H · · · H

... ... ... . . . ...
O O O · · · E


(۸ .۲)

۱۰



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

طوری که به

H =
tf
N



۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ · · · ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ · · · ۰


(۹ .۲)

و

E =
tf

۲N



۱ ۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰ ۰
−۱
۳ ۰ ۱

۳ ۰ · · · ۰ ۰ ۰
۰ −۱

۵ ۰ ۱
۵ · · · ۰ ۰ ۰

... ... ... ... . . . ... ... ...
۰ ۰ ۰ ۰ · · · −۱

۲M−۳ ۰ ۱
۲M−۳

۰ ۰ ۰ ۰ · · · ۰ −۱
۲M−۱ ۰


(۱۰ .۲)

Mهستند. ×M ابعاد با Hماتریس هایی Eو ،O صفر ماتریس آن در ]که
(n−۱

N
)tf , (

n
N
)tf

) یعنی زیربازه  −nامین روی لژاندر چندجمله ای های انتگرال عملیاتی ماتریس ،E ماتریس
متساوی بازه ها زیر این اگر می دهد. نشان ترکیبی توابع در را بلاک ها از یک هر بین ارتباط ،H ماتریس می باشد.
توابع آن گاه ، N = ۱ اگر بود. خواهد متفاوت زیربازه ها از کدام هر در H ماتریس آن گاه نباشند، الفاصله

بود. خواهد P = E و داشت نخواهیم را بلاک-پالس

ترکیبی توابع انتگرال عملیاتی ماتریس صورت این در .tf = و۱ M = ۳ ،N = ۳ کنید فرض .۲ .۴ .۲ مثال
می شود. محاسبه زیر صورت به [۰, ۱) بازه ی روی پالس لژاندر-بلاک

می دهیم قرار

B(t) = [b۱۰(t), b۱۱(t), b۱۲(t), b۲۰(t), b۲۱(t), b۲۲(t), b۳۰(t), b۳۱(t), b۳۲(t)]T

۱۱



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

داریم (۲. ۲)طبق
b۱۰(t) = ۱
b۱۱(t) = ۶t− ۱
b۱۲(t) =

۳
۲(۶t− ۱)۲ − ۱

۲

 ۰ ≤ t <
۱
۳ ,

b۲۰(t) = ۱
b۲۱(t) = ۶t− ۳
b۲۲(t) =

۳
۲(۶t− ۳)۲ − ۱

۲


۱
۳ ≤ t <

۲
۳ ,

b۳۰(t) = ۱
b۳۱(t) = ۶t− ۵
b۳۲(t) =

۳
۲(۶t− ۵)۲ − ۱

۲


۲
۳ ≤ t < ۱.

داریم (۱۰ .۲) و (۹ .۲) طبق نتیجه در

H =
۱
۳


۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


و

E =
۱
۶


۱ ۱ ۰
−۱
۳ ۰ ۱

۳

۰ −۱
۵ ۰



۱۲



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

می شود داده نمایش زیر صورت به که ۹ × ۹ ابعاد با ماتریس یک P ، (۸ .۲) طبق بنابراین

P =



۱
۶

۱
۶ ۰ ۱

۳ ۰ ۰ ۱
۳ ۰ ۰

−۱
۱۸ ۰ ۱

۱۸ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ −۱

۳۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱

۶
۱
۶ ۰ ۱

۳ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ −۱

۱۸ ۰ ۱
۱۸ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ −۱
۳۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۶

۱
۶ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ −۱
۱۸ ۰ ۱

۱۸

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ −۱
۳۰ ۰



حاصل ضرب عملیاتی یس ماتر ۲ .۴ .۲

را B(t)BT (t)C عبارت باشد. NM × ۱ مرتبه ی از دلخواه بردار یک C می کنیم فرض .۳ .۴ .۲ یف تعر
داد بسط زیر صورت به ترکیبی توابع از استفاده با می توان

B(t)BT (t)C ≃ C̃B(t). (۱۱ .۲)

ساختاری که می شود نامیده حاصل ضرب عملیاتی ماتریس و NMاست ×NM ماتریس یک ، C̃ طوری که به
دارد زیر به صورت

C̃ =



C̃۱ O · · · O

O C̃۲ · · · O

... ... . . . ...
O O · · · C̃N


(۱۲ .۲)

۱۳



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

با متناظر حاصل ضرب ماتریس و است M × M ابعاد با مربعی ماتریس ،i = ۱, ۲, ..., N ،C̃i آن در که
می شود. نامیده بلاک −iامین

توابع حاصل ضرب عملیاتی ماتریس صورت این در .tf = و۱ M = ۳ ،N = ۴ کنید فرض .۴ .۴ .۲ مثال
می شود. محاسبه زیر صورت به [۰, ۱) بازه ی روی پالس لژاندر-بلاک ترکیبی

می دهیم قرار

C = [c۱۰, c۱۱, c۱۲, c۲۰, c۲۱, c۲۲, c۳۰, c۳۱, c۳۲, c۴۰, c۴۱, c۴۲]T ,

و

B(t) = [b۱۰(t), b۱۱(t), b۱۲(t), b۲۰(t), b۲۱(t), b۲۲(t), b۳۰(t), b۳۱(t), b۳۲(t), b۴۰(t), b۴۱(t), b۴۲(t)]T ,

(۱۳ .۲)

داریم (۲ .۲) طبق
b۱۰(t) = ۱
b۱۱(t) = ۸t− ۱
b۱۲(t) =

۳
۲(۸t− ۱)۲ − ۱

۲

 ۰ ≤ t <
۱
۴ ,

b۲۰(t) = ۱
b۲۱(t) = ۸t− ۳
b۲۲(t) =

۳
۲(۸t− ۳)۲ − ۱

۲


۱
۴ ≤ t <

۱
۲ ,

b۳۰(t) = ۱
b۳۱(t) = ۸t− ۵
b۳۲(t) =

۳
۲(۸t− ۵)۲ − ۱

۲


۱
۲ ≤ t <

۳
۴ ,

۱۴



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

b۴۰(t) = ۱
b۴۱(t) = ۸t− ۷
b۴۲(t) =

۳
۲(۸t− ۷)۲ − ۱

۲


۳
۴ ≤ t < ۱,

داریم i, j, k = ۱, ۲, ۳, ۴ ازای به بالا رابطه های از استفاده با



bij(t)bkl(t) = ۰, i ̸= k

bi۰(t)bij(t) = bij(t),

bi۱(t)bi۱(t) = ۱
۳bi۰(t) +

۲
۳bi۲(t),

bi۱(t)bi۲(t) = ۲
۵bi۱(t) +

۳
۵bi۳(t),

bi۲(t)bi۲(t) = ۱
۵bi۰(t) +

۲
۷bi۲(t) +

۱۸
۳۵bi۴(t).

بود: خواهد زیر صورت به ۱۲ × ۱۲ ماتریس یک ،B(t)BT (t) ماتریس فوق، روابط و بنابر(۲. ۱۳) حال



b۱۰(t) b۱۱(t) b۱۲(t)

b۱۱(t) ۱
۳b۱۰(t) + ۲

۳b۱۲(t) ۲
۵b۱۱(t) O

b۲۲(t) ۲
۵b۱۱(t) ۱

۵b۱۰(t) + ۲
۷b۱۲(t)

. . .
b۴۰(t) b۴۱(t) b۴۲(t)

O b۴۱(t) ۱
۳b۴۰(t) + ۲

۳b۴۲(t) ۲
۵b۴۱(t)

b۴۲(t) ۲
۵b۴۱(t) ۱

۵b۴۰(t) + ۲
۷b۴۲(t)



۱۵



تعاریف :۲ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

می شود داده نمایش زیر صورت به که ۱۲است × ۱۲ ماتریس یک C̃ ، (۱۲ .۲) و (۱۱ .۲) طبق نتیجه در

C̃ =



C̃۱ O O O

O C̃۲ O O

O O C̃۳ O

O O O C̃۴


,

دارند زیر به صورت ساختاری که هستند ۳ × ۳ ماتریس های ،i = ۱, ۲, ۳, ۴ C̃iها، و

C̃i =


ci۰ ci۱ ci۲

۱
۵ci۱ ci۰ + ۲

۵ci۲
۲
۳ci۱

۱
۵ci۱

۲
۵ci۱ ci۰ + ۲

۷ci۲



حاصل ضرب انتگرال عملیاتی یس ماتر ۳ .۴ .۲

حاصل انتگرال عملیاتی ماتریس [۰, tf ) بازه ی روی ،B(t)BT (t) ماتریس از انتگرال گیری با .۵ .۴ .۲ یف تعر
می آید به دست ، Lضرب

L =

∫ tf

۰
B(t)BT (t)dt, (۱۴ .۲)

می شود تعریف زیر به صورت که NMاست ×NM ابعاد با قطری ماتریس یک L

L =



K O O · · · O

O K O · · · O

O O K · · · O

... ... ... · · · ...
O O O · · · K


, (۱۵ .۲)

۱۶



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی تعاریفمسائل :۲ فصل

به صورت که Mاست بعد با قطری ماتریس Kیک Kو و Mاست ×M مرتبه ی از صفر ماتریس ،O آن در که
می شود محاسبه زیر

K =
tf
N



۱ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۱

۳ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۱

۵ · · · ۰
... ... ... · · · ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱

۲M−۱


. (۱۶ .۲)

حاصل ضرب انتگرال عملیاتی ماتریس این صورت در .tf = ۱ Mو = ۲ ،N = ۲ کنید فرض .۶ .۴ .۲ مثال
قری ماتریس ، (۱۶ .۲) طبق می شود. محاسبه زیر صورت به [۰, ۱) بازه ی روی پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع

است زیر Kبه صورت

k =
۱
۲

۱ ۰
۰ ۱

۳

 ,

به صورت ساختاری پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع حاصل ضرب انتگرال عملیاتی ماتریس (۱۵ .۲) طبق بنابراین
دارد زیر

L =



۱
۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۱

۶ ۰ ۰
۰ ۰ ۱

۲ ۰
۰ ۰ ۰ ۱

۶


.

۱۷



۳ فصل

مثال ها

تغییرات حساب و بهینه کنترل مسائل حل برای روش یک پالس، لژاندر-بلاک ترکیبی توابع بر مبتنی مستقیم روش
بسط پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع برحسب را اصلی معیار تابع ابتدا که است صورت بدین کار روش است.
لژاندر-بلاک ترکیبی توابع با متناظر حاصل ضرب و انتگرال عملیاتی ماتریس های از استفاده با سپس و می دهیم
حل از ساده تر مراتب به آن حل که می شود تبدیل پارامتری سازی بهینه مسأله یک به تغییرات حساب مسأله پالس،

است. اصلی مسأله

۱ مثال ۱ .۳

مسأله بیان ۱ .۱ .۳

بگیرید: نظر در را زیر تغییرات حساب مسأله

J [x(t)] =

∫ ۱

۰
[ẋ۲f(t)]dt, (۱ .۳)

۱۸



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مثال هامسائل :۳ فصل

آن در که

f(t) =


−۱, ۰ ≤ t ≤ ۱

۴
۱, ۱

۴ ≤ t ≤ ۱,
(۲ .۳)

زیر: مرزی شرایط با

x(۰) = ۰, (۳ .۳)

x(۱) = ۱. (۴ .۳)

کند. مینیمم ،(۴ .۳) و (۳ .۳) مرزی شرایط تحت را (۱ .۳) تابعک که به طوری است، x(t) تابع کردن پیدا هدف
است زیر به صورت مسأله دقیق جواب

x(t) =


−۲t, ۰ ≤ t ≤ ۱

۴ ,

۲t− ۱, ۱
۴ ≤ t ≤ ۱.

معیار تابعی یب تقر ۲ .۱ .۳

: داریم ،(۱ .۳) در (۲ .۳) رابطه جایگذاری با ابتدا

J = −
∫ ۱

۴

۰
ẋ۲(t)dt+

∫ ۱

۱
۴

ẋ۲(t)dt. (۵ .۳)

نوشت: زیر فرم به می توان را (۵ .۳) رابطه ی

J = −۲
∫ ۱

۴

۰
ẋ۲(t)dt+

∫ ۱

۰
ẋ۲(t)dt. (۶ .۳)

۱۹



مثال ها :۳ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

: می شود نتیجه پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع حسب بر ẋ(t)بسط با

ẋ(t) = CTB(t). (۷ .۳)

: داریم ،(۳ .۳) مرزی شرط از استفاده با و ،[۰, t] بازه  در (۷ .۳) رابطه طرف دو از انتگرال گیری با اکنون

∫ t

۰
ẋ(t)dt =

∫ t

۰
CTB(t)dt.

نتیجه در

x(t) = CTPB(t). (۸ .۳)

: می شود نتیجه ،(۵ .۳) در (۶ .۳) رابطه جایگذاری با

J = −۲
∫ ۱

۴

۰
CTB(t)BT (t)Cdt+

∫ ۱

۰
CTB(t)BT (t)Cdt. (۹ .۳)

: کنید فرض

V (t) =

∫ t

۰
B(t′)dt′ (۱۰ .۳)

: داریم ،(۱۱ .۲) رابطه در ،C̃ تعریف به توجه با

B(t)BT (t)C ≃ C̃B(t). (۱۱ .۳)

می شود: نتیجه ،(۹ .۳) در (۱۱ .۳) و (۱۰ .۳) و (۱۴ .۲) روابط جایگذاری با

J = −۲CT C̃V (
۱
۴) + CTLC.

۲۰



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مثال هامسائل :۳ فصل

کردیم. تعریف (۱۵ .۲) رابطه ی در که است بلوکی قطری ماتریس همان بالا، رابطه ی در L که
نوشت: زیر به صورت می توان را (۴ .۳) مرزی شرط ،(۸ .۳) به باتوجه

CTPB(۱) = ۱.

می کنیم: تعریف زیر به صورت را J̃ تابع لاگرانژ، ضرایب روش از استفاده با اکنون

J̃ = J + λ[CTPB(t)− ۱].

: از عبارتند بهینگی لازم شرایط


∂

∂Cnm

J̃ = ۰, n = ۱, ..., ۲k − ۱,m = ۰, ...,M − ۱,
∂

∂λ
J̃ = ۰.

این ،k = ۳ و M = ۲ انتخاب با است. مجهول ،۲k−۱M + ۱ و معادله ،۲k−۱M + ۱ دارای فوق، دستگاه
جایگذاری با می آیند. به دست ،λ ضرایب و C بردار دستگاه این حل با که دارد، مجهول ۹ و معادله ۹ دستگاه

زیر بردار

C = [
−۱
۴ ,

−۱
۴ | −۱

۴ ,
۱
۴ | ۱

۴ ,
۱
۴ | ۳

۴ ,
۱
۴ ]

T

مورد تغییرات حساب مسأله ی دقیق جواب همان که می آید به دست x(t) تقریبی جواب های ،(۸ .۳) رابطه ی در
است. مطالعه

۲۱



مثال ها :۳ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

حرارت انتقال مسأله ۲ .۳

مسأله بیان ۱ .۲ .۳

بگیرید: نظر در را زیر تغییرات حساب مسأله

J =

∫ ۱

۰
[

۱
۲ ẋ

۲ − xg(t)]dt, (۱۲ .۳)

درآن که

g(t) =


−۱ ۰ ≤ t ≤ ۱

۴ ,
۱
۲ ≤ t ≤ ۱,

۳ ۱
۴ ≤ t ≤ ۱

۲ ,
(۱۳ .۳)

: زیر مرزی شرایط با

x(۰) = ẋ(۰) = ۰, (۱۴ .۳)

ẋ(۱) = ۰. (۱۵ .۳)

(۱۴ .۳) مرزی شرایط تحت را (۱۲ .۳) رابطه ی در شده داده تابعک که به طوری است، x(t) تابع کردن پیدا هدف
کند. مینیمم ،(۱۵ .۳) و

: است زیر به صورت مسأله دقیق جواب

x(t) =



۱
۲t

۲, ۰ ≤ t ≤ ۱
۴ ,

−۳
۲t

۲ + t− ۱
۸ ,

۱
۴ ≤ t ≤ ۱

۲ ,
۱
۲t

۲ − t+
۳
۸ ,

۱
۲ ≤ t ≤ ۱.

۲۲



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مثال هامسائل :۳ فصل

معیار تابعی یب تقر ۲ .۲ .۳

: داریم ،(۱۲ .۳) در (۱۳ .۳) رابطه جایگذاری با ابتدا،

J =
۱
۲
∫ ۱

۰
ẋ۲(t)dt+ ۴

∫ ۱
۴

۰
x(t)dt− ۴

∫ ۱
۲

۰
x(t)dt+

∫ ۱

۰
x(t)dt. (۱۶ .۳)

: می شود نتیجه پالس لژاندر-بلاک ترکیبی توابع حسب بر ẋ(t)بسط با

ẋ(t) = CTB(t). (۱۷ .۳)

: داریم ،(۱۴ .۳) مرزی شرط از استفاده با و ،[۰, t] بازه  در (۱۷ .۳) رابطه طرف دو از انتگرال گیری با اکنون

∫ t

۰
ẋ(t)dt =

∫ t

۰
CTB(t)dt.

نتیجه در

x(t) = CTPB(t). (۱۸ .۳)

: می شود (۳. ۱۶)،نتیجه در ،(۱۸ .۳) و (۱۷ .۳) روابط جایگذاری با

J =
۱
۲
∫ ۱

۰
CTB(t)BT (t)Cdt+ ۴

∫ ۱
۴

۰
CTPB(t)dt− ۴

∫ ۱
۲

۰
CTPB(t)dt+

∫ ۱

۰
CTPB(t)dt.

(۱۹ .۳)

داریم: ،(۱۹ .۳) در (۱۰ .۳) و (۱۴ .۲) روابط جایگذاری با

J =
۱
۲C

TLC + CTP [۴V (
۱
۴)− ۴V (

۱
۲) + V (۱)].

۲۳



مثال ها :۳ هموارفصل قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مسائل

: نوشت زیر به صورت می توان را (۱۵ .۳) و (۱۴ .۳) مرزی شرایط ،(۱۷ .۳) به توجه با

CTB(۰) = ۰,

CTB(۱) = ۰.

: می کنیم تعریف زیر به صورت را J̃ تابع لاگرانژ، ضرایب روش از استفاده با اکنون

J̃ = J + λ۱[CTB(۰)] + λ۲[CTB(۱)].

از: عبارتند بهینگی لازم شرایط



∂

∂Cnm

J̃ = ۰, n = ۱, ..., ۲k − ۱,m = ۰, ...,M − ۱,
∂

∂λ۱
J̃ = ۰,

∂

∂λ۲
J̃ = ۰.

نتیجه در

LC + P [۴V (

۱
۴)− V (

۱
۲) + V (۱)] + λ۱B(۰) + λ۲B(۱) = ۰,

CTB(۰) = ۰,

CTB(۱) = ۰.

،k = ۳ و M = ۳ انتخاب با است. مجهول ،۲k−۱M + ۲ و معادله ،۲k−۱M + ۲ دارای فوق، دستگاه
با می آیند. به دست ،λ۲و λ۱ ضرایب و C بردار دستگاه این حل با که دارد، مجهول ۱۴ و معادله ۱۴ دستگاه این

زیر بردار جایگذاری

C = [
۱

۹۶ ,
۱

۶۴ ,
۱

۱۹۲ | ۱
۳۲ ,

−۱
۶۴ ,

−۱
۶۴ | −۵

۹۶ ,
−۳
۶۴ ,

۱
۱۹۲ | −۱۱

۹۶ ,
−۱
۶۴ ,

۱
۱۹۲ ]

T

۲۴



هموار قطعه ای جواب های با تغییرات حساب در خطی مثال هامسائل :۳ فصل

مورد تغییرات حساب مسأله ی دقیق جواب همان که می آید به دست x(t) تقریبی جواب های ،(۱۸ .۳) رابطه ی در
است. مطالعه

۲۵
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Abstract

In this research, we want to use the combined functions of Legendre-Block-Pulse to solve
calculus problems that have solutions Let’s calculate the intersections are smooth. There-
fore, first, it is necessary to introduce composite functions and their properties Let’s check
and get the integral operational matrices corresponding to them. In general, two methods
to solve the problems There are account changes:
1) Direct
2) Indirect
In this project, we solve our problems using the direct method. In fact, the problem of cal-
culating the changes with the help Taking the combined Legendre-Block-Pulse functions
becomes a parametric optimization problem and solves the problem.

Keywords Calculus of variations, combined Legendre-Black pulse functions
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