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چکیده

G اگر دیگر عبارت به کند. صدق لاگرانژ قضیه ی عکس در هرگاه می شود نامیده CLT گروه متناهیGیک گروه
dمرتبه ی از زیرگروه یک Gدارای ،d ∣∣ |G| که به طوری dمثبت صحیح عدد هر برای آنگاه باشد، CLT گروه یک
گروه  های کلاس با آنها رابطه ی و گرفتند قرار مطالعه مورد جدی به طور بیستم قرن در گروه  ها از کلاس این است.
CLT غیر گروه  های و CLT گروه  های که داریم این بر سعی نوشتار این در شدند. بررسی ابرحل پذیر و حل پذیر

کنیم. بررسی را (NCLT)
گروه های ، ابرحل پذیر گروه های ، حل پذیر گروه های ، لاگرانژ قضیه ی عکس ، لاگرانژ قضیه کلیدی: کلمات

پوچتوان.
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پیش گفتار

من نه و خوانی تو نه معما حل وین من نه و دانی تو نه را ازل اسرار
من نه و مانی تو نه برافتد پرده چون تو و من گفتگوی پرده پس از هست

گروه یک زیرگروه هر مرتبه ی ” می شود؛ بیان صورت این به معمول طور به لاگرانژ قضیه ی گروه ها نظریه ی در
شد، بندی صورت قضیه این که ۱۷۷۰-۱۷۷۱ سالهای خلال در اما می کند.“ عاد را G مرتبه ی ،G مانند متناهی
مبتنی قضیه این از اثبات اولین نمی شد. بیان کنونی صورت به قضیه این و بود نیامده وجود به گروه ها نظریه ی هنوز
این اثبات اولین ندارد. همدسته ها شمارش روش با چندانی تفاوت روش این که بود “۱ مستطیلی ”آرایه ایده ی بر

.[۱۶] است ۱۹۰۴ سال به مربوط همدسته  ها از استفاده با قضیه
است صادق قضیه این عکس آیا که بود این شد، مطرح لاگرانژ قضیه ی مورد در که سوالاتی اولین از یکی
مرتبه ی از A۴ گروه بود. A۴ گروه شد، ارائه قضیه این عکس درمورد که نقضی مثال  های اولین از یکی خیر؟ یا
عکس در گروه ها از کلاسی چه که شد مطرح سوال این ادامه در ندارد. ۶ مرتبه ی از زیرگروهی اما است، ۱۲
در آبلی و دوری گروه های کلاس که دریافتند محققین ابتدایی های بررسی در می کنند؟ صدق لاگرانژ قضیه ی

.[۴] می کنند صدق لاگرانژ قضیه ی عکس
مطالعه ی می کنند، صدق لاگرانژ قضیه ی عکس در که کلاس هایی یافتن برای تلاش با همزمان محققین
اگر است متناهیGپوچتوان گروه که داد نشان ۲ هولمز ۱۹۶۶ سال در کردند. شروع را گروه ها از نوع این خواص
.[۹] باشد dمرتبه ی از نرمال زیرگروه یک Gشامل ،d ∣∣ |G| که به طوری dمثبت صحیح عدد هر برای اگر تنها و
مثبت صحیح عدد هر برای اگر فقط و اگر است Gابرحل پذیر متناهی گروه که داد نشان دسکینز۳ ۱۹۶۸ سال در
G اگر که کرد ثابت بری۴ ۱۹۶۸ سال در .[۶] باشد d مرتبه ی از زیرگروه یک شامل G ،d ∣∣ |G| که به طوری d
دو مکارتی۵ ۱۹۷۸ سال در .[۵] است Gحل پذیر آنگاه کند، صدق لاگرانژ قضیه ی عکس در که باشد گروه یک

[۱۲] کرد مطرح را زیر سوال
۱Array rectangular ۲Holmes V. C. ۳Deskins E. W. ۴Bray G. H. ۵McCarthy J. D.
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لاگرانژ قضیه ی عکس مرتبه یnدر از گروه هر که به طوری دارند، nوجود مانند مثبتی صحیح اعداد چه .۱ سوال
کند؟ صدق

{d, n} زوج روی بر کافی و لازم شرط  های .d ∣∣ n که به طوری باشند صحیح دوعدد n و d کنید فرض .۲ سوال
چیست؟ باشد، dمرتبه ی از زیرگروه دارای nمرتبه ی از گروه هر که به طوری

سوال از خاصی حالت سیلو قضایای .[۱۹] شد ارائه ۱۹۷۸ سال در استرویک۱ توسط (۱) سوال کامل پاسخ
استرویک توسط ۱۹۸۱ سال در و [۱۱] مکارتی توسط ۱۹۷۰ سال در (۲) سوال خاص حالات از بعضی است. (۲)

شد. داده پاسخ [۲۰]
مطالعه آغازین بخش در است. شده داده اختصاص ها گروه نظریه در نیاز مورد مقدمات بررسی به اول فصل
در و می کنیم بیان را سیلو قضایای دوم بخش در می کنیم. شروع مجموعه یک روی گروه عمل بررسی با را خود
نهایت در می کنیم. بررسی را ابرحل پذیری و حل پذیری سری  های خصوص به و گروه  ها زیر سری سوم بخش

می کنیم. بیان را گروه دو مستقیم نیم ضرب
گروه های اولیه ی خاصیت های فصل این آغازین بخش در می کنیم. بررسی را CLT گروه  های دوم فصل در
نتیجه مهمترین عنوان به است. CLT گروه یک پوچتوان گروه هر می دهیم نشان سپس و می کنیم بررسی را CLT
دوم بخش در است. CLT گروه Gیک آنگاه باشد، مربع از Gخالی گروه مرتبه ی اگر می دهیم نشان بخش این در
است. CLT گروه یک ابرحل پذیر گروه هر می دهیم نشان سپس و است حل پذیر CLT گروه هر می دهیم نشان
گروه یک پوچتوانی تعیین برای محکی سپس و کرده بررسی را فیتینگ زیرگروه و فراتینی زیرگروه ابتدا سوم بخش در
و کرده بررسی را بودن CLT با آنها رابطه ی و ابرحل پذیر گروه های ویژگی های چهارم بخش در می دهیم. ارائه
باشد. CLT گروه یک q و p اول اعداد برای pqr مرتبه ی از گروه یک آن تحت که می کنیم بیان را شرطی درنهایت
گروه  های کلاس از مهم زیرکلاس دو عنوان به  را ACLT و CCLT گروه نوع دو فصل این از بخش آخرین در

می کنیم. طبقه بندی کامل به طور را آنها و کرده بررسی را ،CLT
گروه  های به نسبت محدود تری دامنه ی NCLT گروه  های می کنیم. بررسی را NCLT گروه  های سوم فصل در
یک pq۳ مرتبه از گروه یک و p۲q۲ مرتبه ی از گروه یک موقع چه می دهیم نشان ابتدا بخش این در دارند. CLT

می کنیم. بررسی را |G′| < ۱۶ Gبا گروه بودن NCLT شرایط دوم بخش در است. NCLT گروه
یاریگر بردبارانه و مشفقانه که گزارم سپاس طائری بیژن دکتر گرانقدر استاد زحمات از که است لازم پایان در

نداشتند. دریغ گاه هیچ را خود برافروزندۀ رهنمون  های و بوده اند اینجانب

۱Struik R. R.
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۱ فصل

مقدمات

مقدمات بررسی به اول فصل است. شده فرض دانسته گروه ها نظریه ی از مقدماتی مفاهیم برخی نوشتار این در
روی گروه عمل بررسی با را خود مطالعه آغازین بخش در است. شده داده اختصاص ها گروه نظریه در نیاز مورد
به و زیرگروه ها سری سوم بخش در و می کنیم بیان را سیلو قضایای دوم بخش در می کنیم. شروع مجموعه یک
بیان را گروه دو مستقیم نیم ضرب نهایت در می کنیم. بررسی را ابرحل پذیری و حل پذیری سری های خصوص

شده اند. انتخاب [۱۷] و [۱۵] منابع از فصل این مطالب می کنیم.

مجموعه روی گروه عمل ۱-۱
هرگاه می کند Xعمل Gروی گوییم باشد، دلخواه گروه Gیک و مجموعه Xیک کنید فرض .۱-۱-۱ یف تعر

باشد داشته وجود زیر خواص با همراه (g, x) 7→ g · x دستور با · : G×X −→ Gنگاشت

.۱ · x = x باشیم، داشته x ∈ G هر برای الف.

. g · (h · x) = (gh) · x باشیم، داشته x ∈ X و g, h ∈ G هر برای ب.

گروه SX درآن که ،ϕ : G −→ SX نگاشت دراین صورت کند. Xعمل مجموعه Gروی گروه کنید فرض
می کنیم تعریف زیر ضابطه با را Xاست، روی جایگشت ها

ϕ(g) = ϕg

شود تعریف زیر صورت به ϕg(x) ،x ∈ X هر برای آن در که به طوری

ϕg(x) = g · x.
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روی G عمل هر با متناظر بنابراین است. گروهی همریختی یک ϕ نگاشت که دریافت می توان بررسی اندکی با
ψ(g) = ψg ضابطه ی ψبا : G −→ SX نگاشت کنید فرض حال دارد. ϕوجود : G −→ SX Xهمریختی
تعریف α(g, x) = ψg(x) ضابطه با را α : G × X −→ X نگاشت دراین صورت باشد. همریختی یک
که گرفت نتیجه می توان پس می کند. برآورده را ۱-۱-۱ تعریف نگاشتαشرایط می شود دیده وضوح به می کنیم.

دارد. Xوجود روی Gبر از عملی ψ : G −→ SX گروهی همریختی هر با متناظر
دارد. وجود اساسی تعریف Xدو مجموعه Gروی گروه عمل مورد در

دراین صورت باشد. دلخواه عضوی x ∈ X و کند Xعمل مجموعه Gروی گروه کنید فرض .۱-۱-۲ یف تعر
می شود تعریف زیر صورت تحتGبه x مدار

orbG(x) = {y · x | y ∈ X}.

دراین صورت باشد. دلخواه عضوی x ∈ X و کند Xعمل مجموعه Gروی گروه کنید فرض .۱-۱-۳ یف تعر
می شود تعریف زیر صورت تحتGبه x ساز ثابت

stabG(x) = {g ∈ G | ∀x ∈ X, g · x = x}.

Gاست. از زیرگروه یک stabG(x) که داد نشان می توان راحتی به

باشد، دلخواه عضوی x ∈ X و کند عمل X مجموعه روی G گروه اگر ساز-مدار). (ثابت ۱-۱-۴ قضیه
آنگاه

|orbG(x)| = [G : stabG(x)].

کنید. مراجعه [۱۷] منبع از ۳-۱۹ قضیه ی به برهان.

تعریف زیر صورت به را X روی ∼ رابطه دراین صورت کند. عمل X مجموعه روی G گروه کنید فرض
 می کنیم.

X ∼ Y ⇐⇒ ∃ g ∈ G g · x = y.

صورت به Gتحت x ∈ X ارزی هم کلاس است. X روی ارزی هم رابطه یک ∼ داد نشان می توان سادگی به
است زیر

[x] = {y ∈ X | ∃ g ∈ G, g · y = x}

= {g · y | g ∈ G}

= orbG(x).

آورد. بدست را زیر اساسی نتیجه می توان بنابراین

۵



آنگاه باشد، دلخواه عضوی x ∈ X و کند Xعمل متناهی مجموعه Gروی متناهی گروه اگر .۱-۱-۵ نتیجه

|X| =
∑
x∈X

[x] =
∑
x∈X

[G : stabG(x)].

دراین صورت باشد. دلخواه عضوی x ∈ X و کند Xعمل مجموعه Gروی گروه کنید فرض .۱-۱-۶ یف تعر
می کنیم تعریف زیر صورت به Xfرا مجموعه

Xf = {x ∈ X | orbG(x) = {x}}.

کرد. اثبات می توان را زیر کاربرد پر قضیه شده، بیان قضایای و شده تعریف مفاهیم از گرفتن کمک با

مرتبه همچنین و باشد دلخواه عضوی x ∈ X و کند Xعمل متناهی مجموعه Gروی گروه اگر .۱-۱-۷ قضیه
آنگاه باشد، n برابر و Gمتناهی گروه

|X| = |Xf |+
s∑

i=۱
[G : stabG(xi)].

.|orbG(xi)| > ۱ ،i = ۱, ۲, . . . , s هر برای که به طوری Xهستند از عناصری xs ، . . . ، x۲ ، x۱ آن در که

می شود. انجام سهولت به اثبات قبل قضایای از استفاده با برهان.

مزدوجی صورت به خودش روی Gبر گروه دراین صورت باشد. متناهی گروه Gیک کنید فرض مثال عنوان به
صدق ۱-۱-۱ تعریف شرایط در (g, x) 7→ gxg−۱ ضابطه با · : G×G −→ Gنگاشت یعنی می کند. عمل

می کنیم. بررسی را عمل این ساز های ثابت و مدار ها حال می کند.
دراین صورت Gباشد. از دلخواه عضوی x کنید فرض

stabG(x) = {g ∈ G | g · x = x}

= {g ∈ G | gxg−۱ = x}

= {g ∈ G | gx = xg}

= CG(x)

همچنین تحتGاست. x ساز CG(x)مرکز آن در که

orbG(x) = {gxg−۱ | g ∈ G}

عناصر تعداد گرفت نتیجه می توان ۱-۱-۴ قضیه از استفاده با است. G تحت x مزدوجی کلاس همان این که
است. [G : CG(x)] برابر x مزدوجی کلاس

۶



دراین صورت .x ∈ Gf کنید فرض می کنیم. بررسی Gfرا مجموعه ادامه در

orbG(x) = {x} ⇐⇒ ∀ g ∈ G g · x = x

⇐⇒ ∀ g ∈ G gxg−۱ = x

⇐⇒ x ∈ Z(G)

Gاست. Z(G)مرکز مجموعه درآن که
گرفت نتیجه می توان ساز-مدار ثابت قضیه از استفاده با نهایت در

|G| = |Z(G)|+
k∑

i=۱
[G : CG(xi)]

این هستند. عضو یک از بیش با G در متمایز مزدوجی رده های همه orbG(xk) ، . . . ، orbG(x۱) درآن که
کرد. خواهیم استفاده آن از بعد بخش در و می شود نامیده ای رده معادله تساوی،

سیلو قضایای ۱-۲
کرد. خواهیم بررسی را سیلو قضایای و بخشp-گروه ها این در

مرتبه هرگاه نامیم یکp-گروه دراین صورتGرا باشد، اول عددی p و گروه Gیک کنید فرض .۱-۲-۱ یف تعر
باشد. p از توانی آن عنصر هر

در p ∣∣ |G| که به طوری باشد اول عددی p و متناهی گروهی G کنید فرض کوشی). (قضیه ۱-۲-۲ قضیه
است. p مرتبه از زیرگروهی اینصورتGدارای

کنید. مراجعه [۱۷] منبع ۴-۲ قضیه ی به برهان.

است. p اول عدد از توانی متناهی p-گروه هر مرتبه ی .۱-۲-۳ لم

به طوری باشد داشته وجود q ̸= p اول عدد اگر دراین صورت باشد. متناهی p-گروه یک G کنید فرض برهان.
تناقض Gدر بودن فرضp-گروه با که است، q مرتبه ی از عنصری کشیGدارای قضیه ی بنابر آنگاه ،q ∣∣ |G| که

است.

است. Gنابدیهی مرکز آنگاه باشد، نابدیهی و متناهی Gیکp-گروه اگر .۱-۲-۴ قضیه
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داریم لاگرانژ قضیه بنابر دراین صورت Gباشد. از دلخواه عضوی x کنید فرض برهان.

|G| = |CG(x)|[G : CG(x)].

درنتیجه است. [G : CG(x)] از ای شمارنده p بنابراین

p
∣∣∑

i

[G : CG(xi)].

بنابراین
p
∣∣ |G| −∑

i

[G : CG(xi)].

است. نابدیهی Z(G) بنابراین . p ∣∣ |Z(G)| گرفت نتیجه می توان ای رده معادله بنابر

کرد. استخراج را زیر جالب نتیجه دو می توان شده بیان قضیه از

است. دوری متناهی، ساده p-گروه هر .۱-۲-۵ نتیجه

است، اول عدد مرتبه از و دوری متناهی، ساده آبلی گروه هر چون و است آبلی متناهی، ساده p-گروه هر برهان.
است. دوری متناهی، ساده p-گروه هر پس

است. آبلی ،p اول عدد برای p۲ مرتبه ی از گروه هر .۱-۲-۶ نتیجه

یا |Z(G)| = pقبل قضیه ی بنابر آنگاه است، اول عدد یک p درآن که باشد p۲ مرتبه ی از Gگروهی اگر برهان.
است. G/Z(G)دوری بنابراین و |G/Z(G)| = pدراین صورت .|Z(G)| = p کنید فرض .|Z(G)| = p۲

وجود n و m مثبت صحیح اعداد g۱, g۲ ∈ G هر برای دراین صورت .G/Z(G) = ⟨xZ(G)⟩ کنید فرض
که به طوری دارند

g۱Z(G) = (xZ(G))n = xnZ(G)

g۲Z(G) = (xZ(G))m = xmZ(G).

اکنون هستند. Z(G) از عناصری g۲x−m = h۲ و g۱x−n = h۱ درنتیجه

g۱g۲ = h۱xnxmh۲

= h۲xmxnh۱

= g۲g۱.

در |Z(G)| = p۲ بنابراین است. اولیه فرض خلاف این که ،|G| = |Z(G)| = p درنتیجه است. پسGآبلی
است. Gآبلی یعنی Gکه = Z(G) نتیجه
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باشد. متناهی Gیکp-گروه کنید فرض .۱-۲-۷ قضیه

H ساز NG(H)نرمال درآن که NG(H)است، از سره Hزیرگروه آنگاه Gباشد، از سره Hزیرگروه اگر الف.
Gاست. در

است. pشاخص دارای و نرمال ،G گروه ماکسیمال زیرگروه هر ب.

کنید. مراجعه [۱۷] منبع از ۴-۶ قضیه ی به برهان.

دراین صورت .gcd(p,m) = ۱ و باشد pnm مرتبه از Gگروهی کنید فرض سیلو). اول (قضیه ۱-۲-۸ قضیه
سیلویGنامیم. p-زیرگروه را زیرگروه این است. pn مرتبه از زیرگروهی Gدارای

کنید. مراجعه [۱۷] منبع ۴-۱۷ قضیه ی به برهان.

داد. خواهیم نشان Sylp(G) نماد با Gرا گروه سیلو p-زیرگروه های تمام مجموعه بعد به این از

اند. مزدوج هم با سیلو p-زیرگروه دو هر سیلو). دوم (قضیه ۱-۲-۹ قضیه

کنید. مراجعه [۱۷] منبع از ۴-۱۲ قضیه ی به برهان.

مجموعه اعضای تعداد آنگاه باشد، سیلو p-زیرگروه یک P اگر گرفت، نتیجه می توان سیلو دوم قضیه از
درنتیجه است. P گروه مزدوجی کلاس های برابر می دهیم، نمایش np با آنرا که Sylp(G)

|Sylp(G)| = [G : NG(P )].

دراین صورت Gباشد. متناهی گروه سیلوی یکp-زیرگروه P کنید فرض

P ≤ NG(P ) ≤ G.

بنابراین

[G : P ] = [G : NG(P )][NG(P ) : P ]

= np[NG(P ) : P ].

.np

∣∣m آنگاه، gcd(p,m) = ۱ که به طوری |G| = pnm اگر پس

باشد. آن سیلوی p-زیرگروه یک P و متناهی گروه یک G کنید فرض سیلو). سوم (قضیه ۱-۲-۱۰ قضیه
دراین صورت

np ≡ ۱ (mod p).

۹



کنید. مراجعه [۱۷] منبع ۴-۱۲ قضیه ی به برهان.

Gباشد. نرمال Pزیرگروه اگر تنها و اگر Pاست یکتای سیلوی متناهیGدارایp-زیرگروه گروه .۱-۲-۱۱ لم

پس .gPg−۱ = P داریم g ∈ G هر یرای سیلو دوم قضیه بر بنا دراین صورت .np = ۱ کنید فرض ابتدا برهان.
دراین صورت باشد. نرمال G در P کنید فرض عکس به است. G نرمال زیرگروه P بنابراین و NG(P ) = G

.np = |Sylp(G)| = ۱ سیلو دوم قضیه بنایر

می رسانیم. پایان به زیر مهم قضیه با را بخش این

p-زیرگروه یک P و باشد G متناهی گروه نرمال زیرگروه K کنید فرض فراتینی). (استدلال ۱-۲-۱۲ قضیه
دراین صورت (p دلخواه اول عدد (برای . Kباشد سیلوی

G = KNG(P )

بنابر Kاست. سیلوی یکp-زیرگروه gPg−۱ بنابراین .gPg−۱ ≤ gKg−۱ = K آنگاه ،g ∈ G اگر برهان.
یعنی Pکه = (k−۱g)P (k−۱g) بنابراین ،kPk−۱ = gPg−۱ که به طوری دارد وجود k ∈ K سیلو دوم قضیه

.g = k(k−۱g) نهایت در و k−۱g ∈ NG(p)

یرگروه ها ز سری ۱-۳
زیرگروه های از ای دنباله از است Gعبارت گروه از نرمال سری یک .۱-۳-۱ یف تعر

G = G۰ ≥ G۱ ≥ · · · ≥ Gn = {۱}

از عبارتند ، سری این عامل های است. Gi از نرمالی زیرگروه Gi+۱ ،i = ۰, ۱, . . . , n − ۱ هر برای درآن که
می شود. گفته سری طول نابدیهی، عوامل تعداد به .Gi/Gi+۱ قسمتی خارج گروه های

آبلی آن عامل های که به طوری باشد نرمالی سری دارای هرگاه است، متناهیGحل پذیر گروه .۱-۳-۲ یف تعر
باشند.

شده ثابت واقع در دارند؛ گالوا قضایای با تنگاتنگی رابطه که است این حل پذیر گروه های اهمیت های از یکی
باشد. حل پذیر آن متناظر گالوای گروه اگر وتنها اگر است حل قابل رادیکال توسط ای جمله چند یک که است
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نرمال سری .۱-۳-۳ یف تعر

G = G۰ ≥ G۱ ≥ · · · ≥ Gn = {۱}

نرمال سری از تظریفی
G = H۰ ≥ H۱ ≥ · · · ≥ Hm = {۱}

هرگاه است
{H۰, H۱, . . . , Hm} ⊆ {G۰, G۱, . . . , Gn}.

نرمال سری .۱-۳-۴ یف تعر

G = G۰ ≥ G۱ ≥ · · · ≥ Gn = {۱}

Giباشد ماکسیمال نرمال زیرگروه Gi+۱یک ، i = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر برای هرگاه می شود، نامیده ترکیبی سری
.Gi+۱ = Gi یا

دارای سری این از تظریف هر که است این است اهمیت حائز ترکیبی سری های خصوص در که مهمی  نکته
است. اولیه سری با برابر طول

نظر در Gرا گروه از زیر ترکیبی سری دو باشد. ۳۰ مرتبه از دوری Gگروهی = ⟨x⟩ کنید فرض .۱-۳-۵ مثال
بگیرید.

G ≥ ⟨x۵⟩ ≥ ⟨x۱۰⟩ ≥ {۱},

G ≥ ⟨x۲⟩ ≥ ⟨x۶⟩ ≥ {۱}.

دوم سری عامل های و ⟨x۱۰⟩/{۱} ∼= Z۳ و ⟨x۵⟩/⟨x۱۰⟩ ∼= Z۲ ، G/⟨x۵⟩ ∼= Z۵ برابر اول سری عامل های
است. ⟨x۶⟩/{۱} ∼= Z۵ و ⟨x۲⟩/⟨x۶⟩ ∼= Z۳ ،G/⟨x۲⟩ ∼= Z۲ برابر

آن از پیش می کنیم، بیان ژردن-هولدر قضیه عنوان تحت ادامه در را کردید مشاهده فوق مثال در که ای پدیده
بگیرید. نظر در را زیر تعریف

آنها عامل های بین یکی به یک تناظر هرگاه می شوند، نامیده ارز Gهم گروه از نرمال سری دو .۱-۳-۶ یف تعر
باشند. یکریخت هم با متناظر عامل دو و باشد داشته وجود

هستند. ارز هم تظریف Gدارای دلخواه گروه از نرمال سری دو هر شرایر). تظریف (قضیه ۱-۳-۷ قضیه
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کنید. مراجعه [۱۷] منبع ۵-۱۱ قضیه ی به برهان.

هستند. هم ارز هم، Gبا گروه از ترکیبی سری دو هر (ژردن-هولدر). ۱-۳-۸ نتیجه

رابطه و G گروه از جابه جاگر زیرگروه آن از پیش می کنیم. بررسی را حل پذیر گروه های ویژه طور به ادامه در
می کنیم. مطالعه را حل پذیر گروه با آن

y و x جابه جا گر دراین صورت باشد. آن از دلخواه عنصر دو y و x و گروه یک G کنید فرض .۱-۳-۹ یف تعر
می کنیم تعریف زیر صورت به را

[x, y] = xyx−۱y−۱.

آنرا جابه جا گر هایGو توسط شده تولید گروه از است Gعبارت گروه از جابه جاگر زیرگروه .۱-۳-۱۰ یف تعر
معادل طور به می دهیم. ′Gنشان با

G′ = ⟨ [x, y] | x, y ∈ G ⟩.

داد. تعمیم استقرایی طور به را فوق تعریف می توان

صورت به را بالاتر مراتب از جابه جاگر زیرگروه استقرایی طور به باشد دلخواه گروه Gیک اگر .۱-۳-۱۱ یف تعر
می کنیم تعریف زیر

G(۰) = G, G(i+۱) = G(i)′ .

سری
G = G(۰) ≥ G(۱) ≥ · · ·

می شود. Gنامیده گروه مشتق سری

تعریف زیر صورت به را [H,K] زیرگروه Gباشد. گروه از زیرگروه Kدو Hو کنید فرض .۱-۳-۱۲ یف تعر
می کنیم

[H,K] = ⟨ [x, y] | x ∈ H, y ∈ K ⟩.

نوشت می توان قبل تعریف از استفاده با

G(۱) = [G,G], G(i+۱) = [G(i), G(i)].

f([H,K]) = [f(H), f(K)] آنگاه باشد، همریختی f : G −→ L H,Kو ≤ G اگر .۱-۳-۱۳ قضیه
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داریم k ∈ K هر و h ∈ H هر برای برهان.

f([h, k]) = f(hkh−۱k−۱)

= f(h)f(k)f(h−۱)f(k−۱)

= f(h)f(k)f(h)−۱f(k)−۱

= [f(h), f(k)].

.f([H,K]) = [f(H), f(K)] نوشت قبل می توان تعریف بنابر پس

جابه جاگر زیرگروه می دهیم نشان سپس و می کنیم تعریف را مشخصه زیرگروه و پایا کاملاً زیرگروه ادامه در
است. پایا کاملاً زیرگروه یک

برای هرگاه نامیم پایا کاملاً را G از H زیرگروه دراین صورت باشد. گروه یک G کنید فرض .۱-۳-۱۴ یف تعر
G از ϕ ریختی درون هر

ϕ(H) ⊆ H.

برای هرگاه نامیم مشخصه را G از H زیرگروه دراین صورت باشد. گروه یک G کنید فرض .۱-۳-۱۵ یف تعر
G از ϕ ریختی خود هر

ϕ(H) ⊆ H.

داد. ارائه نرمال زیرگروه برای دیگر تعریف یک می توان فوق تعریف دو مشابه طور به

خودریختی هر برای هرگاه نامیم نرمال را G از H زیرگروه باشد. گروه یک G کنید فرض .۱-۳-۱۶ یف تعر
G از ϕ داخلی

ϕ(H) ⊆ H.

زیرگروه هر و است مشخصه زیرگروه یک پایا کاملاً زیرگروه هر گرفت نتیجه می توان فوق تعاریف از استفاده با
نباشد. برقرار است ممکن آن عکس اما است. نرمال زیرگروه یک مشخصه

. است پایا کاملاً ،G دلخواه گروه جابه جاگر زیرگروه .۱-۳-۱۷ قضیه

تعریف از استفاده و ۱-۳-۱۳ قضیه بنابر دراین صورت باشد. همریختی یک f : G −→ G کنید فرض برهان.
داریم ۱-۳-۱۲

f(G′) = f([G,G]) = [f(G), f(G)] ⊆ [G,G] = G′.

است. کامل اثبات بنابراین
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Gاست. از نرمالی ′Gزیرگروه .۱-۳-۱۸ نتیجه

G′ ≤ N آنگاه باشد G/Nآبلی گروه و Gباشد، نرمال Nزیرگروه اگر .۱-۳-۱۹ لم

داریم است G/Nآبلی که آنجا از دراین صورت .x, y ∈ G کنید فرض برهان.

NxNy = NyNx ⇐⇒ Nxy = Nyx

⇐⇒ xyx−۱y−۱ ∈ N.

.G′ ≤ N بنابراین

می دهد. نشان Gرا iام مشتق Gو گروه حل پذیری سری بین رابطه ی زیر مهم قضیه

هر برای آنگاه باشد، G گروه حل پذیری سری G = G۰ ≥ G۱ ≥ · · · ≥ Gn = {۱} اگر .۱-۳-۲۰ قضیه
.G(i) ≤ Gi داریم i

.n > ۰ کنید فرض است. واضح قضیه آنگاه ،n = ۰ اگر می پذیرد. انجام n روی استقرا با اثبات برهان.
درنتیجه .G(i) ≤ Gi استقرا فرض بنابر است. آبلی Gi/Gi+۱ زیرا G′

i ≤ Gi+۱ قبل لم بنابر دراین صورت
.G(i+۱) ≤ Gi+۱ نتیجه در پس .G(i+۱) = G(i)′ ≤ G′

i

به طوری باشد داشته وجود n مانند مثبتی صحیح عدد اگر تنها و اگر است حل پذیر G گروه .۱-۳-۲۱ نتیجه
حل پذیریGنامیم. طول را خاصیت این با عدد کوچکترین .G(n) = {۱} که

است. ۱ حل پذیری طول با حل پذیری گروه آبلی، گروه هر .۱-۳-۲۲ نتیجه

می پردازیم. قضیه چهار قالب در حل پذیر گروه های مهم خاصیت چهار بیان به ادامه در

همچنین و باشد حل پذیر گروه یک G اگر دراین صورت باشند. گروه دو L و G کنید فرض .۱-۳-۲۳ قضیه
است. حل پذیر L آنگاه باشد، پوشا همریختی یک f : G −→ L

کنید فرض برهان.
G = G۰ ≥ G۱ ≥ · · · ≥ Gn = {۱}

با ۰ ≤ i ≤ n − ۱ هر برای را ϕ : Gi/Gi+۱ −→ f(Gi)/f(Gi+۱) تابع باشد. G گروه حل پذیری سری
دستور

ϕ(giGi+۱) = f(gi)f(Gi+۱)
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سری بنابراین است. پوشا همریختی یک ϕ داد نشان می توان راحتی به کنید. تعریف

L = f(G) = f(G۰) ≥ f(G۱) ≥ · · · ≥ f(Gn) = f({۱}) = {۱}

است. حل پذیر L نتیجه در است. L گروه از حل پذیری سری یک

است. G/Nحل پذیر ،G Nاز نرمال زیرگروه هر برای آنگاه باشد، Gحل پذیر گروه اگر .۱-۳-۲۴ نتیجه

گرفت نتیجه می توان قبل قضیه ی از استفاده با بگیرید. درنظر را π : G −→ G/N طبیعی همریختی برهان.
است. G/Nحل پذیر که

است. حل پذیر آن زیرگروه هر آنگاه باشد، Gحل پذیر گروه اگر .۱-۳-۲۵ قضیه

پس .G(n) = {۱} که به طوری دارد وجود n مانند مثبتی صحیحی عدد است، حل پذیر G که آنجا از برهان.
است. Hحل پذیر پس .H(n) = {۱} بنابراین .H(n) ≤ G(n) = {۱} آنگاه ،H ≤ G اگر

حل پذیر G آنگاه باشد، حل پذیر G/N و باشد، G گروه از حل پذیر و نرمال زیرگروه N اگر .۱-۳-۲۶ قضیه
است.

عدد است حل پذیر K = G/N که آنجا از بگیرید. نظر در را π : G −→ G/N طبیعی همریختی برهان.
.G(n) ≤ N درنتیجه .π(G(n)) = {N} بنابراین .K(n) = {۱} که به طوری دارد وجود n مثبت صحیح
نتیجه در .N (m) = {۱} که به طوری دارد وجود m مانند مثبتی صحیح عدد است حل پذیر N که آنجا از

است. Gحل پذیر بنابراین .G(n+m) ≤ N (m) = {۱}

است. Hحل پذیر ×K آنگاه باشد حل پذیر گروه Kدو Hو اگر .۱-۳-۲۷ نتیجه

حل پذیر H و H × {۱} ∼= H که ازآنجا است. H × K از نرمال زیرگروه یک H × {۱} می دانیم برهان.
اینکه از طرفی از است. Hحل پذیر × {۱} که گرفت نتیجه می توان است،

H ×K

H × {۱}
∼= {۱} ×K ∼= K

گرفت نتیجه می توان است، Kحل پذیر و
H ×K

H × {۱}
است. Hحل پذیر ×K قبل قضیه ی بنابر است. حل پذیر

است. حل پذیر متناهی p-گروه هر .۱-۳-۲۸ قضیه

۱۵



.n = ۱ کنید فرض می کنیم. ثابت nروی استقرا با را قضیه باشد. pn مرتبه ی از گروه Gیک کنید فرض برهان.
فرض است. حل پذیر G ، ۱-۳-۲۲ نتیجه بنابر و است آبلی گروه یک G درنتیجه . |G | = p دراین صورت
آنگاه ،Z(G) ̸= G اگر است. حل پذیر بنابراین و آبلی G آنگاه ،Z(G) = G اگر دراین صورت .n > ۱ کنید
قضیه ی بنابر درنتیجه است. G/Z(G)حل پذیر و Z(G) بنابراین .۱ ≤ m < n که به طوری |Z(G)| = pm

است. Gحل پذیر ،۱-۳-۲۶

Gرا آنگاه باشند، نرمال آن سیلوی زیرگروه های تمام که به طوری باشد متناهی Gگروهی اگر .۱-۳-۲۹ قضیه
نوشت. سیلویش زیرگروه های مستقیم حاصلضرب صورت به می توان

،i = ۱, ۲, . . . , k هر برای و باشد متمایز اول عوامل به |G|تجزیه ی |G| = pn۱
۱ p

n۲
۲ . . . pnk

k کنید فرض برهان.
همچنین و P۱P۲ ≤ G درنتیجه است. نرمال Pi ،i = ۱, ۲, . . . , k هر برای فرض بنابر .Pi ∈ Sylpi(G)

بنابراین .P۱ ∩ P۲ = {۱}

|P۱P۲| =
|P۱||P۲|
|P۱ ∩ P۲|

= |P۱||P۲| = pn۱
۱ p

n۲
۲ .

با .|P۱P۲P۳| = pn۱
۱ p

n۲
۲ p

n۳
۳ بنابراین .P۱P۲ ∩ P۳ = {۱} همچنین و (P۱P۲)P۳ ≤ G مشابه صورت به

.P۱P۲ . . . Pn−۱ ∩ Pk = {۱} برآن علاوه و (P۱P۲ . . . Pk−۱)Pk ≤ G که یافت عمل می توان همین تکرار
Pi چون طرفی از .G = P۱P۲ . . . Pk بنابراین .|P۱P۲P۳ . . . Pn| = pn۱

۱ p
n۲
۲ p

n۳
۳ . . . pnk

k = |G| درنتیجه
داریم i = ۱, ۲, · · · , k هر برای است. سیلو pi=زیرگروه یک i = ۱, ۲, · · · , k هر برای

P۱ · · ·Pi−۱Pi+۱ · · ·Pk ∩ Pi = {۱}.

بنابراین
G ∼= P۱ × P۲ × · · · × Pk.

است. کامل اثبات درنتیجه

زیرگروه های مستقیم حاصلضرب صورت به می توان Gرا آنگاه باشد، آبلی و متناهی Gگروهی اگر .۱-۳-۳۰ نتیجه
نوشت. سیلویش

معادلند باهم زیر گزاره های دراین صورت باشد. متناهی گروه Gیک کنید فرض .۱-۳-۳۱ قضیه

است. سیلویش زیرگروه های داخلی مستقیم حاصلضرب Gبرابر الف.

است. Gنرمال Gدر از ماکسیمال زیرگروه هر ب.

۱۶



است. Gنرمال سیلویGدر زیرگروه هر ج.

کنید. مراجعه [۱۵] منبع از ۷-۹ قضیه ی به برهان.

صدق آنها برای لاگرانژ قضیه عکس حل پذیری بر علاوه که می کند مشخص را گروه ها از ای دسته زیر تعریف
می کنیم. مطالعه آتی فصل در را خاصیت این می کند؛

دوری آن عوامل که به طوری باشد نرمالی سری دارای هرگاه نامیم، ابرحل پذیر را G گروه .۱-۳-۳۲ یف تعر
باشند.

تعریف، بنابر همچنین است. ابرحل پذیر دوری گروه هر که گرفت نتیجه می توان ابرحل پذیری تعریف بنابر
دارد. نرمال دوری زیرگروه یک همواره ابر حل پذیر هرگروه

G از نرمال زیرگروه Nیک اگر دراین صورت باشد. ابرحل پذیر و دلخواه گروه Gیک کنید فرض .۱-۳-۳۳ لم
هستند. G/Nابرحل پذیر Nو آنگاه باشد،

کنید فرض برهان.
{۱} = G۰ ≤ G۱ ≤ · · · ≤ Gn = G

سری بنابراین .Gi ∩H ⊴ H که گرفت نتیجه Giمی توان ⊴ G که آنجا از Gباشد. گروه ابرحل پذیری سری

{۱} = H ∩G۰ ≤ H ∩G۱ ≤ · · · ≤ H ∩Gn = H

طرفی از Hاست. از نرمال سری یک

H ∩Gi

H ∩Gi−۱
=

H ∩Gi

(H ∩Gi) ∩Gi−۱

∼=
(H ∩Gi)Gi−۱

Gi−۱
≤ Gi

Gi−۱
.

که آنجا از حال است. H برای ابرحل پذیری سری یک فوق سری درنتیجه است. دوری Gi/Gi−۱ می دانیم
تناظر، قضیه ی بنابر اکنون است. G از نرمال زیرگروه یک i = ۱, ۲, · · · , n هر برای GiN بنابراین .N ⊴ G

داریم را زیر نرمال سری

N

N
=
G۰N
N

≤ G۱N
N

≤ · · · ≤ GnN

N
=
G

N
. (۱-۱)
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داریم یکریختی قضایای از استفاده با حال

GiN/N

Gi−۱N/N
∼=

GiN

Gi−۱N

=
GiGi−۱N
Gi−۱N

∼=
Gi

Gi ∩Gi−۱N

∼=
Gi/Gi−۱

(Gi ∩Gi−۱N)/Gi−۱

ابرحل پذیری سری یک (۱-۱) سری بنابراین است. دوری (Gi/Gi−۱)/((Gi ∩ Gi−۱N)/Gi−۱) درآن که
G/Nاست. برای

زیرگروه مثال عنوان به نیست. برقرار همواره فوق لم عکس

V = {(۱), (۱۲)(۳۴), (۱۳)(۲۴), (۱۴)(۲۳)}

ابرحل پذیری سری دارای زیرا است، ابرحل پذیر V بگیرید. درنظر A۴را از

{۱} ≤ ⟨(۱۲)(۳۴)⟩ ≤ V

ابرحل پذیر A۴/V پس .A۴/V ∼= C۳ آن بر علاوه هستند. یکریخت C۲ با آن عامل های که به طوری است
نیست. A۴ابرحل پذیر اما است.

و است؟ حل پذیر ابرحل پذیر، گروه هر آیا که است این می آید پیش ابرحل پذیری خصوص در که سوالی
بعد قضیه در که همانطور خیر. یا است درست است ابرحل پذیر حل پذیر، گروه هر اینکه بر مبنی آن عکس آیا
S۴ مثال عنوان به نیست. صادق همواره آن عکس اما هست نیز حل پذیر ابرحل پذیر، گروه هر می کنید مشاهده

نیست. ابرحل پذیر اما است حل پذیر

است. حل پذیر ابرحل پذیر، گروه هر .۱-۳-۳۴ قضیه

است. ابرحل پذیری و حل پذیری تعریف از واضح نتیجه ای قضیه این برهان.

شده اند. انتخاب [۱۷] منبع از قضایا این هستند. گروه ها نظریه ی در مهم قضایای از بعد قضیه سه

است. حل پذیر فرد مرتبه از گروه هر .(۱۱۹۶۳ (فیت-تامپسون ۱-۳-۳۵ قضیه

است. حل پذیر q و p متمایز اول عدد دو هر برای prqs مرتبه از گروه هر .(۲۱۹۰۴ (برنساید ۱-۳-۳۶ قضیه
۱Feit-Thompson ۲Burnside

۱۸



آنگاه ،gcd(a, b) = ۱ که به طوری باشد ab مرتبه از حل پذیر گروهی G اگر .(۱۱۹۲۸ (هال ۱-۳-۳۷ قضیه
اند. مزدوج هم با a مرتبه از زیرگروه دو هر و است a مرتبه از زیرگروهی Gدارای

می رسانیم. پایان به پوچتوان گروه های مطالعه با را بخش این

می کنیم تعریف زیر صورت به استقرایی طور به Gرا از γi(G) مشخصه ی زیرگروه .۱-۳-۳۸ یف تعر

γ۱(G) = G, γi+۱ = [γi(G), G].

اگر تنها و اگر [H,G] ≤ K آنگاه ،K ≤ H ≤ G و باشد G گروه از نرمالی زیرگروه K اگر .۱-۳-۳۹ لم
H/K ≤ Z(G/K)

کنید. مراجعه [۱۷] منبع از ۵-۳۰ لم به برهان.

سری از است Gعبارت از پایینی مرکزی سری .۱-۳-۴۰ یف تعر

G = γ۱(G) ≥ γ۲(G) ≥ · · · .

گرفت نتیجه می توان قبل لم بنابر

γi(G)/γi+۱(G) ≤ Z(G/γi+۱(G)).

صورت به استقرایی طور Gبه گروه از ζ i(G) مشخصه زیرگروه iمثبت صحیح عدد هر برای .۱-۳-۴۱ یف تعر
می شود تعریف زیر

ζ۰(G) = {۱}, ζ i+۱(G)/ζ i(G) = Z(G/ζ i(G)).

می کنیم تعریف زیر صورت به Gرا گروه از بالایی مرکزی سری .۱-۳-۴۲ یف تعر

{۱} = ζ۰(G) ≤ ζ۱(G) ≤ · · · .

که به طوری دارد وجود c نامنفی صحیح عدد دراین صورت باشد. گروه یک G کنید فرض .۱-۳-۴۳ قضیه
داریم i نامنفی صحیح عدد هر برای کلی طور به .γc+۱(G) = {۱} اگر تنها و اگر ζc(G) = G

γi+۱(G) ≤ ζc−i(G).

کنید. مراجعه [۱۷] منبع از ۵-۳۱ قضیه ی به برهان.
۱Hall
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می دهد. نشان را سری دو این بین دیگری رابطه ی زیر نتیجه

است. متناهی ′Gنیز آنگاه باشد، G/Z(G)متناهی درآن که باشد گروه Gیک اگر (شور۱). ۱-۳-۴۴ قضیه

کنید. مراجعه [۱۷] منبع از ۵-۳۲ قضیه ی به برهان.

می رسیم. پوچتوان گروه تعریف به شده ذکر مقدمات به توجه با

به طوری باشد داشته وجود c چون مثبتی صحیح عدد هرگاه می شود نامیده Gپوچتوان گروه .۱-۳-۴۵ یف تعر
Gنامیم. پوچتوانی کلاس را خاصیت این با c عدد کوچکترین . γi+۱(G) = {۱} که

.ζc−۱(G) < G و ζc(G) = G اگر تنها و اگر است c پوچتوانی کلاس با Gپوچتوان گروه .۱-۳-۴۶ لم

است. ۱-۳-۴۳ قضیه مستقیم نتیجه لم این برهان.

سری ،Gبالایی مرکزی سری و پایین مرکزی سری ۱-۳-۴۳ قضیه بنابر آنگاه باشد، پوچتوان گروه Gیک اگر
هستند طول یک از و نرمال

۱-۳-۳۸ تعریف بنابر هستند. ۱ حل پذیری طول با حل پذیر گروه هایی آبلی، گروه هایی بودیم گفته این از پیش
است. ۱ پوچتوانی کلاس با پوچتوان گروهی آبلی گروه هر

است. پوچتوان متناهی p-گروه هر .۱-۳-۴۷ قضیه

عدد i اگر است. Gنابدیهی مرکز ۱-۲-۴ قضیه بنابر باشد. پوچتوان و متناهی Gیکp-گروه کنید فرض برهان.
.ζ i(G) < ζ i+۱(G) بنابراین .Z(G/ζ i(G)) ̸= {۱} آنگاه ،ζ i(G) < G که به طوری باشد مثبتی صحیح
پوچتوان G درنتیجه .ζc(G) = G که به طوری دارد وجود c متبت صحیح عدد است، متناهی G که آنجا از

است.

نامتناهی گروه -pیک ،۲ لین مک ۱۹۵۴ سال در درواقع است، نادرست فوق قضیه بودن، متناهی فرض بدون
آورد. بدست را پوچتوانی غیر و

۵ بخش در می توان را قضایا این اثبات می کنیم. بیان زیر قضایای قالب در را پوچتوان گروه خواص از برخی
یاقت. [۱۷] منبع از ۵ فصل از

است. حل پذیر پوچتوان گروه هر الف. .۱-۳-۴۸ قضیه

است. پوچتوان غیر و حل پذیر گروه S۳ ب.
۱Schur ۲Mclain
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است. پوچتوان پوچتوان، گروه یک زیرگروه هر الف. .۱-۳-۴۹ قضیه

است. G/Nپوچتوان ،G Nاز نرمال زیرگروه هر برای آنگاه باشد، Gپوچتوان گروه اگر ب.

است. Hپوچتوان ×K آنگاه باشد، پوچتوان گروه Kدو Hو اگر ج.

زیرگروه های داخلی ضرب صورت به بتوان را G اگر تنها و اگر است پوچتوان G متناهی گروه .۱-۳-۵۰ قضیه
سیلویGنوشت.

است. نابدیهی مرکز دارای نابدیهی پوچتوان گروه هر الف. .۱-۳-۵۱ قضیه

H < NG(H) آنگاه ،H < G اگر ب.

است. اول عددی p آن در که pشاخص دارای و نرمال ،G گروه ماکسیمال زیرگروه هر ج.

پوچتوان گروه های چشمگیر شباهت شاهد می توان ۱-۲-۴ قضیه ی ۷-۲-۱ و قضیه ی و قبل قضایای مقایسه با
بود. متناهی p-گروه های و

مستقیم نیم ضرب ۱-۴
می رسانیم. پایان به آن از مثالی چند و مستقیم نیم ضرب تعریف با را فصل این

آنگاه ،G = HK Hو ∩K = {۱} که Kبه طوری ≤ G Hو ⊴ G اگر باشد. گروه Gیک کنید فرض
فوق نگاشت که است واضح بسیار بگیرید. نظر در ,ϕ(hرا k) = hkضابطه ی ϕبا : H×K −→ Gنگاشت
یکریختی یک ϕ که به طوری کنیم تعریف شکلی به Hرا ×K گروه عمل می خواهیم است. یک به یک تناظر یک
دو (h۱, k۱), (h۲, k۲) ∈ H ×G اگر دراین صورت باشد. گروهی یکریختی یک ϕ کنید فرض بشود. گروهی

آنگاه باشند، دلخواه عضو

ϕ((h۱, k۱), (h۲, k۲)) = ϕ((h۱, k۱))ϕ((h۲, k۲))

= h۱k۱h۲k۲

= h۱(k۱h۲k−۱
۱ )k۱k۲

= ϕ((h۱(k۱h۲k−۱
۱ ), k۱k۲)).

است، یک به یکه ϕ چون بنابراین

(h۱, k۱)(h۲, k۲) = (h۱(k۱h۲k−۱
۱ ), k۱k۲). (۱-۲)
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کنیم. تعریف فوق صورت به Hرا ×K گروه روی عمل باید باشد گروهی یکریختی یک ϕ آنکه برای نتیجه در
کنید تعریف زیر صورت به را Ψ : K −→ Aut(H) نگاشت مرحله این در

Ψ(k) = τk

(۱-۲) رابطه شد گفته آنچه به توجه با می شود. تعریف τk(h) = khk−۱ ضابطه ی با τk : H −→ H آن در که
نوشت زیر صورت به می توان را

(h۱, k۱), (h۲, k۲) = (h۱τk۱(h۲), k۱k۲).

Kنامیم. Hو داخلی مستقیم نیم ضرب Gرا Gو = H ⋊Ψ K می نویسیم دراین صورت
زیر می آوریم. قضیه قالب در را کردیم بیان اینجا به تا آنچه

هرگاه ،G = H ⋊Ψ K می نویسیم و Kنامیم Hو داخلی مستقیم نیم ضرب Gرا .۱-۴-۱ قضیه

،K ≤ G Hو ⊴ G الف.

،H ∩K = {۱} ب.

.G = HK ج.

نظر در را ϕ : K −→ Aut(H) گروهی همریختی و باشد گروه دو K و H کنید فرض .۱-۴-۲ یف تعر
از است عبارت و می شود داده Hنمایش ⋊ϕ K صورت به ϕ با متناظر مستقیم نیم ضرب دراین صورت بگیرید،

گروهی عمل با .k ∈ K و h ∈ H که به طوری (h, k) مرتب های زوج تمام

(h, k)(h′, k′) = (hϕk(h
′), kk′).

و H خارجی مستقیم نیم ضرب را G و است گروه یک G = H ⋊ϕ K که کرد بررسی می توان راحتی به
Kنامیم.

زیر صورت Hبه ⋊ϕ K گروه عمل آنگاه باشد، بدیهی همریختی ϕ : K −→ Aut(H) اگر .۱-۴-۳ مثال
است

(h, k)(h′, k′) = (hϕk(h
′), kk′) = (hh′, kk′).

و Cn مستقیم نیم ضرب حاصل برابر D۲n گروه نشان می دهیم فصل این مثال آخرین عنوان به بعد مثال در
C۲نوشت.
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تعریف می شود زیر صورت D۲nبه وجهی دو گروه .۱-۴-۴ مثال

D۲n = ⟨r, s⟩

و H = ⟨r⟩ زیرگروه دو .srks = r−k داریم k ∈ Z هر برای آن بر علاوه و s۲ = ۱ و rn = ۱ آن در که
سهولت به آن بر علاوه ،H ⊴ D۲n و H ∩K = {۱} که است واضح بگیرید. نظر در را D۲n از K = ⟨s⟩

۱-۴-۱ قضیه بنابر پس .D۲n = HK که یافت  می توان

D۲n = H ⋊K

،K ∼= C۲ Hو ∼= Cn چون و
D۲n ∼= Cn ⋊ C۲.
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۲ فصل

CLT گروه های

،[۱۰] ،[۸] ،[۷] ،[۶] ،[۵] ،[۱] منابع از فصل این مطالب شده اند. فرض متناهی تما می گروه ها فصل این در
شده اند انتخاب [۱۸] و [۱۴] ،[۱۳]

مقدماتی CLT گروه های ۲-۱
گروه یک پوچتوان گروه هر می دهیم نشان سپس و بررسی را CLT گروه های اولیه ی خاصیت های بخش دراین
آنگاه باشد، مربع از Gخالی گروه مرتبه ی اگر می دهیم نشان بخش این در نتیجه مهمترین عنوان به است. CLT
هر می دهیم نشان سپس و هستند حل پذیر CLT گروه هر می دهیم نشان دوم بخش در است. CLT گروه Gیک

است. CLT گروه یک ابرحل پذیر گروه

Gباشد، گروه از زیرگروه Hیک اگر دراین صورت باشد. گروه Gیک کنید فرض لاگرانژ). (قضیه ۲-۱-۱ قضیه
.|G| = |H|[G : H] تر دقیق طور به .|H|

∣∣|G| آنگاه

می دهیم. Anنمایش با را زوج جایگشت های از Snمتشکل زیرگروه Snو با را رویnحرف جایگشت ها گروه
زیرگروهی هیچ که است ۶۰ مرتبه از A۵گروهی مثال عنوان به نیست، برقرار کلی حالت در لاگرانژ قضیه عکس

ندارد. ۳۰ مرتبه از

غیراین صورت در باشد. برقرار آن برای لاگرانژ قضیه عکس هرگاه می شود نامیده CLT Gرا گروه .۲-۱-۲ یف تعر
می شود. نامیده NCLT آنرا

زیرگروه دارای زیرا است، CLT گروه یک S۴ .۲-۱-۳ مثال

{(), (۱۲)}
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زیرگروه ،۲ مرتبه از
⟨(۱۲۳۴)⟩

زیرگروه ،۴ مرتبه ی از
⟨(۱۲۳), (۱۲)⟩

زیرگروه ،۶ مرتبه ی از
⟨(۱۲۳۴), (۱۳)⟩

است. ۱۲ مرتبه ی از زیرگروه A۴یک و ۸ مرتبه ی از

آنهاست. بندی طبقه و CLT گروه های مطالعه فصل این کلی طور به و بخش این هدف

است. CLT دوری گروه هر .۲-۱-۴ قضیه

.|G| = ds که به طوری دارد وجود s صحیح عدد دراین صورت .d∣∣|G| و G = ⟨x⟩ کنید فرض برهان.
است. d مرتبه از Hزیرگروهی = ⟨xs⟩ درنتیجه

است. CLT نیز L آنگاه باشد، گروهی Gیکریختی ∼= L و CLT گروه Gیک اگر .۲-۱-۵ لم

.d ∣∣ |G| که گرفت نتبجه می توان ،d ∣∣ |L| هر ازای به آنگاه باشد، گروهی یکریختی Ψ : G −→ L اگر برهان.
Ψ(H)زیرگروهی نتیجه در و است dمرتبه ی Hاز مانند زیرگروهی Gدارای است، CLT گروه Gیک که آنجا از

است. L از d مرتبه از

|G| = pαm اگر اما می دهد. ما به را ماکسیمم مرتبه از p-زیرگروه یک وجود تضمین سیلو اول قضیه
تضمین ۱ < β < α هر برای را pβ مرتبه از زیرگروهی وجود سیلو اول قضیه ،gcd(p,m) = ۱ که به طوری

داریم. نیاز زیر لم به کوشی قضیه ی تعمیم برای دهیم. تعمیم را کوشی قضیه نحوی به باید پس نمی کند.

آنگاه Gباشد، گروه Hیکp-زیرگروه اگر .۲-۱-۶ لم

[G : H] ≡ [NG(H) : H] (mod p).

بگیرید نظر در زیر صورت به Xرا Hروی عمل Xو =
{
gH | g ∈ G

} کنید فرض برهان.

h · gH = hgH.

نوشت ۷-۱-۱ می توان قضیه بنابر دراین صورت

[G : H] = |X| = |Xf |+
s∑

i=۱
[H : stabH(xi)].
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درنتیجه .p ∣∣ ∑s
i=۱[H : stabH(xi)] بنابراین است. Hیکp-گروه چون حال

[G : H] ≡ |Xf | (mod p).

می یابیم Xfرا مجموعه اکنون

xH ∈ Xf ⇐⇒ orbH(xH) = {xH}

⇐⇒ ∀h ∈ H h · xH = xH

⇐⇒ ∀h ∈ H hxH = xH

⇐⇒ ∀h ∈ H x−۱hx ∈ H

⇐⇒ ∀ h ∈ H h ∈ xHx−۱

⇐⇒ H ⊆ xHx−۱

⇐⇒ H = xHx−۱

⇐⇒ x ∈ NG(H).

نتیجه در Xfو = NG(H)/H بنابراین

[G : H] ≡ [NG(H) : H] (mod p).

می رسد. پایان به قضیه اثبات مرحله این در

عدد برای که به طوری باشد اول عددی p و دلخواه Gگروهی کنید فرض کوشی). قضیه (تعمیم ۲-۱-۷ قضیه
است. pr مرتبه از زیرگروهی دراین صورتGدارای .pr∣∣|G| ،r صحیح

که است کوشی قضیه ی همان حالت این آنگاه ،r = ۱ اگر می کنیم. تکمیل r روی استقرا با را اثبات برهان.
از زیرگروهی دارای G استقرا فرض بنابر pr−۱ ∣∣ pr که آنجا از .r > ۱ کنید فرض است. شده بیان این از پیش

قبل لم بنابر Hاست. مانند pr−۱ مرتبه

۰ ≡ [G : H] ≡ [NG(H) : H] (mod p)

در است. K/H مانند p مرتبه از زیرگروهی دارای NG(H)/H کوشی قضیه بنابر .p ∣∣ [NG(H) : H] پس
است. |K| = |K/H||H| = pr مرتبه Gبا از Kزیرگروهی نتیجه

است. CLT متناهی p-گروه هر .۲-۱-۸ نتیجه

۲۶



است. قبل قضیه بدیهی نتیجه ی گزاره این برهان.

است. CLT مجدداً ،CLT گروه های مستقیم ضرب حاصل .۲-۱-۹ قضیه

n۲باشد، G۲برابر مرتبه ی n۱و G۱برابر مرتبه ی اگر می کنیم. تکمیل گروه ها تعداد روی استقرا با را اثبات برهان.
که آنجا از .a۲

∣∣ n۲ و a۱
∣∣ n۱ که به طوری a = a۱a۲ آنگاه a ∣∣ n۱n۲ کنید فرض .|G۱ ×G۲| = n۱n۲ آنگاه

و |H۱| = a۱ که به طوری دارند وجود H۲ ≤ G۲ و H۱ ≤ G۱ زیرگروه دو بنابر این هستند. CLT ،G۲ و G۱

فرض است. |H۱ ×H۲| = a۱a۲ = a مرتبه از G۱ × G۲ از زیرگروهی H۱ ×H۲ نتیجه در .|H۲| = a۲

طرفی از است. CLT گروهی ∏n−۱
k=۱ Gk استقرا فرض بنابر باشند. CLT ،Gn،. . . ،G۲،G۱ کنید

n∏
k=۱

Gk =
n−۱∏
k=۱

Gk ×Gn

است. CLT گروهی ∏n
k=۱ Gk استقرا پایه بنابر

است. CLT آبلی گروه هر ویژه به است. CLT ، پوچتوان گروه هر .۲-۱-۱۰ قضیه

مستقیم ضرب حاصل برابر G ،۱-۳-۵۰ قضیه بنابر باشد. دلخواه پوچتوان گروه یک G کنید فرض برهان.
حاصل می شود. نتیجه ۲-۱-۵ لم و ۲-۱-۹ قضیه و ۲-۱-۸ قضیه بنابر درنتیجه . است سیلویش زیرگروه های

پبش می آید که سوالی است. بسته مستقسم ضرب تحت CLT گروه های که دادیم نشان ۲-۱-۹ قضیه در
جواب در خیر؟ یا است CLT مجدداً CLT گروه یک زیرگروه و CLT گروه یک قسمت خارج آیا که است این

کنید. توجه زیر مثال های به نیست؛ اینگونه که بگویم باید

. ندارد ۶ مرتبه از زیرگروهی زیرا نیست CLT گروه A۴یک اما است CLT گروه یک S۴ .۲-۱-۱۱ مثال

زیرگروه هایGاز است. ۲۳ × ۳ مرتبه از گروه این بگیرید. نظر در Gرا = A۴ × C۲ گروه .۲-۱-۱۲ مثال
۲،۳،۴،۸ مرتبه از زیرگروه هایی Gدارای کردیم بیان اینجا به تا آنچه بنابر دارد. وجود بدیهی طور به ۱ و ۲۴ مرتبه
است. CLT Gگروهی نتیجه در است. ۶ مرتبه از A۳زیرگروهی ×C۲ و ۱۲ مرتبه از A۴زیرگروهی حال است.

 می دانیم
G

C۲
=
A۴ × C۲
C۲

∼= A۴.

نیست. CLT A۴گروهی اما

CLT گروه می تواند دو ضرب حاصل که است این شد متذکر می توان قبل مثال از که توجه ای حائز نکته ای
نباشد. CLT مستقیم ضرب جزء های از یکی اما باشد
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است. CLT باشند، اول عدد دو q و p که به طوری pq مرتبه از گروه هر .۲-۱-۱۳ قضیه

است. واضح بسیار اثبات برهان.

، p | n که به طوری p اول عدد هر برای هرگاه می شود نامیده مربع از خالی را nطبیعی عدد .۲-۱-۱۴ یف تعر
p۲ ∤ n

است. مربع از خالی آنها مرتبه که می کنیم مطالعه گروه هایی را دقیق طور به ادامه در

دراین صورت .P ∈ Sylp(G)همچنین pو ∣∣ |G| که به طوری باشد اول کنیدpعددی فرض .۲-۱-۱۵ یف تعر
و Q ∩ P = {۱} که به طوری باشد G از نرمال زیرگروهی Q هرگاه می شود نامیده P نرمال p-مکمل را Q

.G = PQ

دارای P آنگاه ،P ≤ Z(NG(P )) و P ∈ Sylp(G) اگر باشد. گروه یک G کنید فرض .۲-۱-۱۶ لم
Gاست. در نرمال p-مکمل

کنید. مراجعه [۸] منبع از ۳-۱۳ لم به برهان.

P ∈ Sylp(G) اگر دراین صورت .p ∣∣ |G| که به طوری باشد اولی عدد کوچکترین p کنید فرض .۲-۱-۱۷ لم
Gاست. در نرمال مکمل دارای P آنگاه باشد، دوری P و

با ϕ : NG(P ) −→ Aut(P ) کنید فرض .xPx−۱ = P دراین صورت .x ∈ NG(P ) کنید فرض برهان.
τx(g) = xgx−۱ ضابطه ی با که است P به P از بکریختی τx آن در که شود تعریف ϕ(x) = τx ضابطه ی
شده ی القا همریختی بنابراین .P ≤ Ker(ϕ)بنابر این است. Pآبلی است، Pدوری که آنجا از تعریف می شود.

θ : NG(P )/P −→ Aut(P )

می توان pk؛ ∣∣ |G| که به طوری pاست از توان kبزرگترین که آنجا از دراین صورت .|P | = pk کنید فرض داریم. را
P که آنجا از است. بزرگتر p از |NG(P )/P | شمارنده ی اول عدد هر بنابراین .p ∤ |NG(P )/P | گرفت نتیجه
.gcd(|NG(P )/P |, |Aut(P )|) = ۱ درنتیجه .|Aut(P )| = (p−۱)pk−۱ پس است، pk مرتبه از و دوری

دراین صورت باشد دلخواه عضوی g ∈ P کنید فرض است. بدیهی θ همریختی پس

θ(xP )(g) = τx(g) = xgx−۱ = g.

Gاست. در نرمال دارایp-مکمل P قبل لم بنابر .P ≤ Z(NG(P )) نتیجه در .xg = gxپس
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Gحل پذیر آنگاه است، مربع از خالی عددی n درآن که به طوری باشد n مرتبه Gاز گروه اگر .۲-۱-۱۸ قضیه
است.

|G| = p۱ آنگاه ،r = ۱ اگر ثابت می کنیم. را قضیه r روی استقرا با .|G| = p۱p۲ . . . pr کنید فرض برهان.
،r = k + ۱ کنید فرض و باشد برقرار r = k برای گزاره کنید فرض است. حل پذیر پس است، Gدوری چون و

کنید فرض کلیت از شدن کاسته بدون .|G| = p۱p۲ . . . pkpk+۱ یعنی

p۱ < p۲ < · · · < pk < pk+۱.

درنتیجه و دوری G/N بنابراین .|G/N | = p۱ که به طوری دارد وجود G از N نرمال زیرگروه قبل لم بنابر
قضیه بنابر است. حل پذیر N استقرا فرض بنابر درنتیجه ،|N | = p۲ . . . pkpk+۱ طرفی از است. حل پذیر

است. Gحل پذیر ،۱-۳-۲۶

.gcd(n,m) = ۱ آنگاه ،N = nm و باشد مربع از خالی Nعددی اگر .۲-۱-۱۹ لم

اعداد بنابراین .d ∣∣m و d ∣∣ n دراین صورت .gcd(m,n) = d > ۱ کنید فرض خلف برهان بنابر برهان.
درنتیجه .n = ds mو = dr که به طوری موجودند s و r صحیح

N = nm = dsdr = d۲rs.

است. تناقض Nدر بودن مربع از خالی فرض با که d۲|N بنابراین

است. CLT مربع از خالی مرتبه ی با گروه هر .۲-۱-۲۰ قضیه

مربع از خالی |G| که آنجا از دراین صورت باشد. دلخواه مربع از خالی مرتبه ی با گروه Gیک کنید فرض برهان.
صحیح عدد پس m ∣∣ |G| کنید فرض است. حل پذیر G که گرفت نتیجه می توان ۲-۱-۱۸ قضیه بنابر است،
قضیه بنابر پس gcd(m,n) = ۱ که گرفت نتیجه می توان قبل لم بنابر |G| = mn که به طوری دارد وجود n

mاست. مرتبه از زیرگروهی دارای |G| ،۱-۳-۳۷

CLT گروه های و حل پذیری رابطه ی ۲-۲
حل پذیری رابطه ی به بخش این در کردیم. مطالعه CLT گروه های خصوص در را مقدماتی قضایای قبل بخش در
گروه هر و است CLT ابرحل پذیر، گروه هر می کنیم ثابت درواقع CLT می پردازیم؛ گروه های با ابرحل پذیری و

است. حل پذیر ،CLT
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باشد، p-مکمل Gشامل ،p ∣∣ |G| که p اول عدد هر برای که به طوری باشد Gگروهی کنید فرض .۲-۲-۱ لم
است. دراین صورتGحل پذیر

کنید. مراجعه [۷] منبع ۹-۳-۳ قضیه ی به برهان.

Gدراین صورت.ni = n/paii ،i = ۱, ۲, . . . , k هر برای و |G| = pa۱
۱ p

a۲
۲ . . . pakk کنید فرض .۲-۲-۲ لم

باشد. i = ۱, ۲, . . . , k هر برای ni مرتبه ی از زیرگروهی Gدارای اگر تنها و اگر است حل پذیر

درنتیجه gcd(ni, p
ai
i ) = ۱ و .|G| = nip

ai
i سوال فرض بنابر باشد. حل پذیر G کنید فرض ابتدا برهان.

G،iدارای = ۱, ۲, . . . , k هر برای کنید فرض عکس به است. ni مرتبه از زیرگروهی Gدارای قضیه ی هال بنابر
است، |G| اول شمارنده ی هر برای p-مکمل یک Hi دراین صورت باشد، Hi مانند ni مرتبه ی از زیرگروهی

است. Gحل پذیر قبل لم بنابر درنتیجه

داریم. را زیر مهم قضیه ی اثبات برای نیاز مورد ابزار کردیم،تمام ثابت را قبل لم که حال

است. حل پذیر CLT گروه هر .۲-۲-۳ قضیه

n n تجزیه ی = pr۱
۱ p

r۲
۲ . . . prkk و |G| = n اگر دراین صورت باشد. CLT گروه یک G کنید فرض برهان.

یک G که آنجا از کنید. تعریف n/prii برابر را ni ،i = ۱, ۲, . . . , k هر برای آنگاه باشد، متمایز اول عوامل به
است. Gحل پذیر قبل، لم بنابر است. ni مرتبه از زیرگروهی Gدارای است، CLT گروه

مرتبه یhباشد. از دلخواه گروه Hیک کنید فرض مثال عنوان به نیست، درست همواره فوق قضیه ی عکس اما
۶h مرتبه ی از زیرگروهی دارای A۴ ×H و |A۴ ×H| = ۱۲h صورت دراین باشد. فرد عددی h کنید فرض
K دراین صورت باشد. K مانند ۶h مرتبه ی از زیرگروهی دارای A۴ × H و نباشد چنین کنید فرض نیست.
.|A۴ ×H/K| = ۲ طرفی از A۴است. ×H از نرمال Kزیرگروهی بنابراین است. ۲ شاخص از زیرگروهی
است. K از زیرگروهی (A۴ × H)′ = A′

۴ × H ′ ،۱-۳-۱۹ لم بنابر است، آبلی A۴ × H/K گروه پس
پس .A′

۴ = {۱, (۱۲)(۳۴), (۱۳)(۲۴), (۱۴)(۲۳)} می دانیم می کند. عاد را K مرتبه ی A′
۴ مرتبه ی بنابراین

زیرگروهی A۴دارای ×H بنابراین می شود. تناقض به منجر ۴ ∣∣ ۶h است، فرد h که آنجا از اما .۴ ∣∣ |K| = ۶h
است حل پذیر H فیت-تامپسون قضیه ی بنابر است. NCLT گروهی A۴ ×H درنتیجه نیست. ۶h مرتبه ی از
کردیم بیان اینجا به تا آنچه بنابر اما است. حل پذیر گروهی A۴ ×H بنابراین است، حل پذیر A۴نیز می دانیم و

است. NCLT گروه A۴یک ×H

که به طوری باشد، متمایز اول عوامل به G مرتبه ی تجزیه ی |G| = pa۱
۱ p

a۲
۲ . . . patt کنید فرض .۲-۲-۴ لم

patt ،. . . ، pt،۱ مرتبه های از نرمال زیرگروه های Gدارای آنگاه باشد، Gابرحل پذیر اگر .p۱ < p۲ < · · · < pt

است.
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است. [۷] منبع از ۱۰-۵-۳ قضیه ی مستقیم نتیجه ی لم این برهان.

است. CLT،ابرحل پذیر گروه هر .۲-۲-۵ قضیه

باشد بدیهی Gگروه اگر  ثابت می کنیم. را قضیه عاد می کنند، را |G| که اولی اعداد تعداد روی استقرا با برهان.
گروه یک G ،۲-۱-۸ قضیه بنابر و است متناهی p-گروه یک G آنگاه ،|G| = pa اگر است. واضح قضیه
کنید فرض اکنون باشد. برقرار |G| = pa۱

۱ p
a۲
۲ . . . pann مرتبه ی از گروه هر برای حکم کنید فرض است. CLT

کند. عاد مرتبه یGرا dهمچنین و p۱ < p۲ < · · · < pn+۱ آن در که به طوری |G| = pa۱
۱ p

a۲
۲ . . . pann p

an+۱
n+۱

درنتیجه
d = pb۱

۱ p
b۲
۲ . . . pbnn p

bn+۱
n+۱ = rp

bn+۱
n+۱

G گرفت نتیجه پس می توان است. ابرحل پذیر G می دانیم .r = pb۱
۱ p

b۲
۲ . . . pbnn و ۰ ≤ bi ≤ ai که به طوری

که به طوری یافت Gرا Hاز زیرگروه می توان ۲-۲-۲ لم بنابر است، حل پذیر

|H| = |G|/pan+۱
n+۱ = pa۱

۱ p
a۲
۲ . . . pann .

CLT گروه یک H استقرا فرض بنابر درنتیجه است. ابرحل پذیر نیز H بنابراین است. ابرحل پذیر G که آنجا از
مرتبه ی Gاز از Rزیرگروهی بنابراین Rاست. مانند rمرتبه ی از زیرگروهی Hدارای .r ∣∣ |H| که آنجا از است.
حال .RP ≤ G نتیجه در است. pbn+۱

n+۱ مرتبه ی از P مانند نرمالی زیرگروهی دارای G قبل لم بنابر است. r
درنتیجه هستند. اول هم به نسبت P Rو مرتبه ی می دانیم

|RP | = |R||P | = rp
bn+۱
n+۱ = d.

است. CLT Gگروهی درنتیجه است. dمرتبه ی از زیرگروهی Gدارای بنابراین

طرفی از باشد. CLT گروه Gیک کنید فرض مثال عنوان به نیست. برقرار کلی حالت در فوق قضیه ی عکس
نتیجه ۹-۱-۲ می توان قضیه بنابر دراین صورت است. CLT گروهی A۴ × C۲ می دانیم ۲-۱-۱۲ مثال بنابر
A۴یک ،۲-۲-۵ قضیه بنابر درنتیجه نیست. CLT گروه A۴یک اما است. CLT نیز (A۴ ×C۲)×Gگرفت

نیست. ابرحل پذیر نیز (A۴ × C۲)×Gگرفت نتیجه پس می توان نیست. ابرحل پذیر گروه
داریم گروه ها کلاس بین را زیر رابطه ی کردیم ثابت بخش این و قبل بخش در آنچه بنابر

دوری ⊂ آبلی ⊂ پوچتوان ⊂ ابرحل پذیر  ⊂ CLT ⊂ حل پذیر
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پوچتوان گروه های ۲-۳
تعریف را مهم زیرگروه دو ابتدا بخش این در است. CLT گروه یک پوچتوان گروه هر کردیم ثابت قبل بخش در

می کنیم. ارائه پوچتوان گروه های شناسایی برای محک چند بخش این ادامه ی در می کنیم. مطالعه آنرا خواص و

زیرگروه Gرا ماکسیمال زیرگروه های تمام اشتراک دراین صورت باشد. گروه Gیک کنید فرض .۲-۳-۱ یف تعر
می دهیم. نشان Φ(G) با آنرا و می شود Gنامیده فراتینی

.Φ(G) = {e} آنگاه ،G = A۵ اگر الف. .۲-۳-۲ مثال

.Φ(G) = {۱} آنگاه ،n ≥ ۳ Gو = Sn اگر ب.

Gاست. از زیرگروهی Φ(G) بنابراین Gاست. از زیرگروهی ،Gزیرگروه های از تعداد هر اشتراک می دانیم
در شد. معرفی میلادی ۱۸۸۵ سال در (۱۸۵۲-۱۹۲۵) ۱ فراتینی جیوانی توسط بار اولین زیرگروه ها از نوع این

Gاست. نامولد تما می عناصر از متشکل زیرگروهی Φ(G) گروه کرد، ثابت فراتینی واقع

آنگاه Gباشد، از مولد مجموعه Xیک اگر هرگاه می شود، خوانده Gنامولد گروه از a عنصر .۲-۳-۳ یف تعر
Gباشد. از مولد مجموعه یک Xنیز \ {a}

می کنیم. بررسی را آنها ادامه در که مهمی دارد خواص فراتینی زیرگروه

است. Φ(G) Gبرابر نامولد عناصر مجموعه ی ،G گروه هر برای .۲-۳-۴ قضیه

a /∈ H کنید فرض باشد. دلخواه و ماکسیمال Hزیرگروهی Gو از دلخواه نامولد عنصری a کنید فرض برهان.
نامولد عنصری a که آنجا از و ⟨H, a⟩ = G پس است ماکسیمال H که آنجا از و H < ⟨H, a⟩ دراینصورت
از .a ∈ H بنابراین Gاست. بودن ماکسیمال فرض برخلاف این اما .G = H گرفت نتیجه می توان Gاست از

.a ∈ Φ(G) گرفت نتیجه می توان است شده گرفته درنظر Hدلخواه که آنجا
نشان می خواهیم است. G ماکسیمال تما می زیرگروه های به متعلق a درنتیجه .a ∈ Φ(G) کنید فرض عکس به
X ∪ {a} و a ∈ X که به طوری باشد داشته Xوجود مجموعه کنید فرض Gاست. از نامولد عنصری a دهیم
دارد وجود J چون ماکسیمالی زیرگروه آنگاه ،⟨X⟩ ̸= G اگر دراین صورت باشد. G از مولد مجموعه یک

که به طوری
⟨X⟩ ≤ J < G.

۱Giovanni Frattini
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فرض با این که .G ≤ J درنتیجه .⟨X, a⟩ = G فرض بنابر اما .⟨X, a⟩ ≤ J بنابراین .a ∈ J فرض بنابر
از نامولد عنصری a درنتیجه .⟨X⟩ = G و است باطل خلف فرض بنابراین است. درتناقض J بودن ماکسیمال

Gاست.

Gاست. از مشخصه زیرگروه یک Φ(G) آنگاه باشد، گروه Gیک اگر .۲-۳-۵ قضیه

زیرگروه یک f(H) دراین صورت باشد. G از ماکسیمال زیرگروه یک H و f ∈ Aut(G) کنید فرض برهان.
دراین صورت .f(H) ≤ J ≤ G و باشد ماکسیمال زیرگروهی J اگر زیرا Gاست، از ماکسیمال

H ≤ f−۱(J) ≤ G

درنتیجه .J = G یا f(H) = J بنابراین .f−۱(J) = G Hیا = f−۱(J) است، Hماکسیمال که آنجا از و
داریم f ∈ Aut(G) هر برای حال .Hf := f(H) ∈ Φ(G)

f(Φ(G)) = f
(∩

H
)

⊆
∩

f(H)

=
∩

Hf

= Φ(G).

Gاست. از مشخصه زیرگروه یک Φ(G) درنتیجه .f(Φ(G)) ⊆ Φ(G) بنابراین

Gاست. از نرمال زیرگروه یک Φ(G) .۲-۳-۶ نتیجه

سال در فراتینی توسط بار اولین لم این داریم. نیاز زیر لم به است، پوچتوان Φ(G) که این کردن ثابت برای
است. شده ثابت ۱۸۸۵

.H = G آنگاه ،G = HΦ(G) که Hبه طوری ≤ G و باشد گروه Gیک اگر .۲-۳-۷ لم

باشد H شامل که به طوری است موجود G از J ماکسیمال زیرگروه دراینصورت .H ̸= G کنید فرض برهان.
.G = HΦ(G) ≤ J که گرفت نتیجه می توان پس .Φ(G) ≤ J ازطرفی باشد). Hهم خود J است (ممکن

.H = G درنتیجه است. باطل خلف فرض بنابراین است. J بودن ماکسیمال فرض خلاف این که

است. پوچتوان Φ(G) آنگاه باشد، دلخواه گروه Gیک اگر .۲-۳-۸ قضیه

قضیه آنگاه ،Φ(G) = {۱} اگر است. نرمال Φ(G) در Φ(G) سیلوی زیرگروه هر کنیم ثابت کافیست برهان.
Φ(G)،۲-۳-۶ نتیجه ی بنابر باشد. آن سیلوی زیرگروه یک P و باشد نابدیهی Φ(G) کنید فرض است. بدیهی
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که گرفت نتیجه  می توان قبل لم بنابر .G = NG(P )Φ(G) ،۱-۲-۱۲ قضیه ی بنابر درنتیجه است. Gنرمال در
قضیه اثبات ۱-۳-۵۰ قضیه و ۱-۳-۲۹ قضیه بنابر است. Φ(G) نرمال زیرگروه یک P پس .G = NG(P )

می شود. تکمیل

است. CLT گروه یک Φ(G) ،G گروه هر برای .۲-۳-۹ نتیجه

می شود. تکمیل اثبات ،۲-۱-۱۰ قضیه ی و قبل قضیه ی بنابر برهان.

که آنجا از و می کنیم ارائه فراتینی زیرگروه از استفاده با گروه یک پوچتوانی تشخیص برای محک هایی ادامه در
کمک CLT گروه های بیشتر شناخت در را ما ها محک این است؛ CLT پوچتوان گروه هر ۲-۱-۱۰ قضیه بنابر

 می کند.

G/Φ(G)پوچتوان اگر تنها و اگر است دراین صورتGپوچتوان باشد. گروه کنیدGیک فرض .۲-۳-۱۰ قضیه
باشد.

G/Φ(G) کنید فرض عکس به می شود. تکمیل اثبات ،۱-۳-۴۹ قضیه بنابر آنگاه باشد، Gپوچتوان اگر برهان.
زیرگروه یک PΦ(G)/Φ(G) آنگاه دراین صورت باشد، G از دلخواه سیلوی زیرگروه یک P اگر باشد. پوچتوان

است، G/Φ(G)پوچتوان که آنجا از G/Φ(G)است. از سیلو

PΦ(G)/Φ(G)⊴G/Φ(G).

فراتینی استدلال بنابر درنتیجه است، PΦ(G) سیلوی زیرگروه یک P که آنجا از .PΦ(G)⊴G بنابراین

G = NG(P )PΦ(G) = NG(P )Φ(G).

چون درنتیجه است. G از نرمال زیرگروه یک P بنابراین .G = NG(P ) گرفت نتیجه می توان ۲-۳-۷ لم بنابر
و ۱-۳-۵۰ قضیه بنابر پس است. نرمال G سیلوی زیرگروه هر گرفت نتیجه می توان بود، شده انتخاب دلخواه P

است. Gپوچتوان ،۱-۳-۲۹

آنگاه باشد، G/Hپوچتوان و Hپوچتوان ⊴G و باشد گروه Gیک اگر کرد، مشاهده می توان کلی حالت در
N آنگاه ،N = ⟨(۱, ۲, ۳)⟩ اگر اما نیست. پوچتوان S۳ مثال عنوان به است. پوچتوان Gگرفت نتیجه نمی توان

اند. پوچتوان G/Nهردو و

G/Φ(G) اگر تنها و اگر است حل پذیر G دراین صورت باشد. گروه یک G کنید فرض .۲-۳-۱۱ نتیجه
باشد. حل پذیر
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است. ۱-۳-۴۸ قضیه و قبل قضیه ی مستقیم نتیجه گزاره این برهان.

.G′ ≤ Φ(G) اگر تنها و اگر است دراین صورتGپوچتوان باشد. گروه Gیک کنید فرض .۲-۳-۱۲ قضیه

و نرمال G ماکسیمال زیرگروه هر ۱-۳-۵۱ قضیه بنابر دراین صورت باشد. پوچتوان G کنید فرض ابتدا برهان.
G/Hآبلی دراین صورت Gباشد. از ماکسیمال دلخواه زیرگروه Hیک کنید فرض است. p اول عدد شاخص از
است، شده انتخاب دلخواه H چون بنابراین .G′ ≤ H گرفت نتیجه می توان ۱-۳-۱۹ لم بنابر درنتیجه است.

.G′ ≤ Φ(G)

و G′ ≤ H دراین صورت باشد. G از ماکسیمال دلخواه زیرگروهی H و G′ ≤ Φ(G) کنید فرض عکس به
قضیه ی بنابر ′H/G′⊴G/Gو داریم است، ′G/Gآبلی چون ′H/Gو ≤ G/G′ درنتیجه .G′⊴H بنابراین
می توان ۱-۳-۳۱ قضیه بنابر است، شده انتخاب دلخواه H چون بنابراین .H ⊴ G گرفت نتیجه می توان تناظر
۱-۳-۵۰ قضیه ی بنابر درنتیجه نوشت سیلویش زیرگروه های حاصلضرب صورت به را می توان G گرفت نتیجه

می شود. ثابت قضیه

داریم. نیاز زیر قضیه ی به آن تعریف از پیش اما می کنیم. بررسی را فیتینگ۱ زیرگروه ادامه در

پوچتوانی کلاس Gبا گروه از پوچتوان و نرمال زیرگروه دو J Kو کنید فرض فیتینگ). (قضیه ۲-۳-۱۳ قضیه
.t ≤ s+ r درآن که است t پوچتوانی کلاس با پوچتوان نرمال زیرگروه JK دراین صورت باشد. r و sترتیب به

را زیر تساوی های دراین صورت .Li ⊴G ،i = ۱, ۲, ۳ برای کنید فرض است. واضح JK بودن نرمال برهان.
داریم

[L۱L۲, L۳] = [L۱, L۳][L۲, L۳], [L۱, L۲L۳] = [L۱, L۲][L۱, L۳]. (۲-۱)

گفتیم آنچه بنابر دراین صورت .L۳ = K و L۲ = J ، L۱ = γi(JK) کنید فرض حال

γi+۱(JK) = [γi(JK), JK] = [γi(JK), J ][γi(JK), K].

درنظر را زیر تعریف استقرایی به صورت باشد. G از زیرگروه هایی i = ۱, ۲, . . . , n هر برای Hi کنید فرض
بگیرید

[H۱] = H۱ [H۱, . . . , Hi, Hi+۱] = [[H۱, H۲, . . . , Hi], Hi+۱].

تمام حاصلضرب به صورت γi+۱(JK) که گرفت نتیجه می توان استقرا با و (۲-۱) رابطه ی به باتوجه دراین صورت
حال .Hj = K یا و Hj = J یا j = ۱, ۲, . . . , i هر برای درآن که است [H۱, . . . , Hi] به صورت جملات

۱Fitting
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s + ۱ حداقل K ،L = [H۱, H۲, . . . , Hr+s+۱] جمله ی در دراین صورت .i = r + s + ۱ کنید فرض
در مشمول L یا است γs+۱(K) در مشمول L درنتیجه می شود. ظاهر بار r + ۱ حداقل J یا می شود ظاهر بار
بنابراین .γr+s+۱(JK) = {۱} می دهد نشان این که است، {۱} برابر فرض بنابر اینها هردوی که γr+۱(J)

می رسد. پایان به قضیه اثبات

زیرگروه های تمام حاصل ضرب دراین صورت باشد، گروه کنیدGیک فرض فیتینگ). (زیرگروه ۲-۳-۱۴ یف تعر
می دهیم. نشان F (G) با آنرا و فیتینگGنامند زیرگروه Gرا از پوچتوان و نرمال

زیرگروه بزرگترین F (G) واقع در است، پوچتوان و نرمال زیرگروه یک F (G) که می دهد نشان فیتینگ قضیه
.Φ(G) ≤ F (G) که گرفت نتیجه می توان ۲-۳-۸ قضیه ی و ۲-۳-۶ نتیجه ی بنابر Gاست. از پوچتوان و نرمال

می کنیم. بررسی را Sn گروه برای فیتینگ زیرگروه بعد درمثال

درنتیجه است. پوچتوان S۲ بنابراین است. دوری S۲ دراین صورت .n = ۲ کنید فرض .۲-۳-۱۵ مثال
کنید فرض .F (Sn) < Sn بنابراین است. پوچتوان غیر Sn گروه n > ۲ برای می دانیم .F (S۲) = S۲

.F (S۳) = A۳ بنابراین A۳است. و S۳ ، {۱} برابر S۳ نرمال زیرگروه های دراین صورت .n = ۳
H = ⟨(۱۲)(۳۴), (۱۳)(۲۴)⟩ A۴و ،S۴ ، {۱} S۴برابر نرمال زیرگروه های دراین صورت .n = ۴ کنید فرض
.F (S۴) = H درنهایت است. Hپوچتوان بنابراین .H ∼= C۲ × C۲ است، آبلی اما نیست، Hدوری چون و
و نرمال زیرگروه دارای Sn همچنین و است Sn گروه نابدیهی نرمال زیرگروه های An تنها آنگاه ،n ≥ ۵ اگر

.F (Sn) = {۱} بنابراین نیست، پوچتوان

،Pk،. . . ،P۲،P۱ و باشد اول عدد یک p اگر دراین صورت باشد. گروه یک G کنید فرض .۲-۳-۱۶ یف تعر
می شود تعریف زیر صورت Gبه از p-رادیکال زیرگروه آنگاه سیلویGباشند، p-زیرگروه های

Op(G) =
k∩

i=۱
Pi.

یک از Gبیش اگر اما .Op(G) = P Pو ⊴G آنگاه Pباشد، مانند سیلو یکp-زیرگروه دارای Gتنها اگر
Op(G)⊴G؟ که گفت می توان آیا باشد، داشته سیلو زیرگروه -p

Op(G)⊴G آنگاه باشد، گروه Gیک اگر .۲-۳-۱۷ لم

Gباشد. گروه از دلخواه عضوی g و سیلویGباشند p-زیرگروه های ،Pk،. . . ،P۲،P۱ کنید فرض ابتدا برهان.
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دراین صورت

τg(Op(G)) = τg(
k∩

i=۱
Pi)

⊆
k∩

i−۱
τg(Pi)

=
k∩

i=۱
gPig

−۱.

بنابراین مزدوج اند. باهم سیلو p-زیرگروه دو هر سیلو دوم قضیه ی بنابر
k∩

i=۱
gPig

−۱ =
k∩

i=۱
Pi.

است. Gنرمال Op(G)در درنتیجه

هر زیرا Gاست، از مشخصه زیرگروه Op(G)یک درحقیقت که داد نشان می توان سادگی به قبل لم از فراتر
می کند. نظیر سیلو یکp-زیرگروه به را سیلو یکp-زیرگروه خودریختی

داریم P چون G سیلوی p-زیرگروه هر برای آنگاه باشد، G از نرمال p-زیرگروه یک K اگر .۲-۳-۱۸ لم
.K ≤ P

Pدلخواه ∈ Sylp(G)کنید فرض می کنیم. Hثابت دلخواه برایp-زیرگروه را قضیه کلی تر صورت ابتدا برهان.
مجموعه ی روی چپ ضرب با H دراین صورت بگیرید. درنظر را X = {xP | x ∈ G} مجموعه ی و باشد
،i = ۱, ۲, . . . , s هر برای اگر گرفت نتیجه می توان است، p-زیرگروه یک H که آنجا از می کند. عمل X

بنابراین .p ∣∣ ∑s
i=۱[H : stab(xiP )] درنتیجه .p ∣∣ [H : stab(xiP )] آنگاه ،orb(xiP ) > ۱

۰ ̸≡ [G : P ] ≡ |Xf | modp.

که به طوری دارد وجود xP ∈ Xf بنابراین .|Xf | ≥ ۱ درنتیجه

∀ h ∈ H hxP = xP.

بنابراین
∀ h ∈ H x−۱hx = P.

درنهایت
∀ h ∈ H h = xPx−۱
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دارد. قرار سیلو یکp-زیرگروه داخل p-زیرگروه هر که معناست این به این .H ≤ xPx−۱ بنابراین
آنچه بنابر آنگاه باشد، G گروه از دلخواه p-زیرگروه یک P اگر دراین صورت باشد. نرمال K کنید فرض حال

درنتیجه .K ≤ xPx−۱ که به طوری دارد وجود x ∈ G سیلو، دوم قضیه و شد بیان این از پیش

K = x−۱Kx ≤ x−۱(xPx−۱)x = P.

است. کامل اثبات بنابراین

است. سیلو p-زیرگروه های تمامی در مشمول ،G گروه نرمال p-زیرگروه Op(G)بزرگترین .۲-۳-۱۹ لم

است. قبل لم مستقیم نتیجه ی لم این برهان.

دراین صورت باشد. |G| متمایز اول شمارنده های pn ، . . . ، p۲ ، p۱ اگر .۲-۳-۲۰ قضیه

F (G) = Op۱(G)×Op۲(G)× · · · ×Opn(G).

کنید. مراجعه [۱۵] منبع از ۱۰-۲۴ قضیه ی به برهان.

دو a, b ∈ G و باشد دلخواه گروهی G اگر می کنیم. بیان پوچتوان گروه های شناخت برای محکی ادامه در
نشان می توان راحتی به دراین صورت ab = ba یعنی می شوند، جابه جا هم با که به طوری باشند دلخواهی عنصر

گرفت. نتیجه می توان کلی حالت در بنابراین .o(ab) = o(a)o(b) آنگاه ،gcd(o(a), o(b)) = ۱ اگر داد

،gcd(o(a), o(b)) = ۱ و a, b ∈ G اگر باشد.دراین صورت آبلی گروه یک G کنید فرض .۲-۳-۲۱ نتیجه
.o(ab) = o(a)o(b) آنگاه

است. برقرار نیز پوچتوان گروه های برای ویژگی این کلی حالت در

،gcd(o(a), o(b)) = ۱ ,aو b ∈ G اگر باشد.دراین صورت پوچتوان گروه کنیدGیک فرض .۲-۳-۲۲ قضیه
.o(ab) = o(a)o(b) آنگاه

،Pi کنید فرض همچنین هستند. متمایز اول اعداد pi آن در که ،|G| = pn۲
۱ p

n۲
۱ . . . pns

s کنید فرض برهان.
نوشت می توان ۱-۳-۵۰ قضیه بنابر است، Gپوچتوان که آنجا از دراین صورت سیلویGباشد. pi-زیرگروه

G = P۱ × P۲ × · · · × Ps.

که به طوری دارند وجود ،i = ۱, ۲, . . . , n ،gi, hi ∈ Pi پس

a = g۱g۲ . . . gs,

b = h۱h۲ . . . hs.
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که کنید توجه

o(a) = lcm(o(g۱), o(g۲), . . . , o(gs)),

o(b) = lcm(o(h۱), o(h۲), . . . , o(hs)).

این صورت غیر (در gcd(o(gi), o(hi)) = ۱ که داد نشان می توان راحتی به gcd(o(a), o(b)) = ۱ که آنجا از
اینکه بر مبنی اولیه فرض خلاف این که d ∣∣ o(b) همچنین و d ∣∣ o(a) آنگاه ،gcd(o(gi), o(hi)) = d > ۱ اگر
که o(gi) = pri و o(gi) = pki هستند، Pi به متعلق ki و gi چون طرفی از است.). gcd(o(gi), o(ki)) = ۱

داریم ۱ ≤ i ≤ s هر ازای به کلی حالت در درنتیجه .ki = ۱ یا gi = ۱ بنابراین .۰ ≤ k, r ≤ ni درآن

gihi = higi.

.o(ab) = o(a)o(b) درنهایت و ab = ba بنابراین

است. برقرار نیز فوق قضیه عکس کلی حالت در

داشته gcd(o(a), o(b)) = ۱ شرط با a, b ∈ G هر برای اگر باشد، گروه Gیک کنید فرض .۲-۳-۲۳ قضیه
است. Gپوچتوان آنگاه ،o(ab) = o(a)o(b) باشیم

،Pi کنید فرض همچنین هستند. متمایز اول اعداد pi آن در که |G| = pn۲
۱ p

n۲
۱ . . . pns

s کنید فرض برهان.
می دهیم نشان اول گام در .Pi ⊴G ،i = ۱, . . . , s هر برای دهیم نشان کافیست سیلویGباشد. pi-زیرگروه

G = P۱P۲ · · ·Ps.

نگاشت دهیم نشان کافسیت
f : P۱P۲ . . . PS −→ G

.ri, ti ∈ Pi ،i = ۱, ۲, . . . , s برای کنید فرض است. یک به یک f(g۱g۲ . . . gs) = g۱g۲ . . . gs دستور با
باشیم داشته

r۱r۲ . . . rs = t۱t۲ . . . ts.

دراین صورت
r۱r۲ . . . rs−۱ = t۱t۲ . . . tsr−۱

s .

.rs = tr بنابراین نمی کند. عاد را چپ سمت اما می کند عاد را فوق تساوی راست psسمت آنگاه ،tsr−۱
s ̸= ۱ اگر

داریم شد ثابت آنچه بنابر x ∈ G و gi ∈ Pi کنید فرض اکنون .ri = ti که داد نشان می توان مشابه طور به

xgix
−۱ = t۱t۲ . . . ts
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و
o(xgix

−۱) = o(gi)
∣∣ pni

i .

نرمال Pi درنتیجه و xgix−۱ ∈ Pi بنابراین .t۲ = t۳ = · · · = ts = ۱ که گرفت نتیجه می توان فرض بنابر
است. Gپوچتوان بنابراین است.

می کنیم. خلاصه زیر نتیجه ی در را قبل قضیه ی دو

gcd(o(a), o(b)) = ۱ که به طوری a, b ∈ G هر برای اگر اگروتنها است Gپوچتوان گروه .۲-۳-۲۴ نتیجه
.o(ab) = o(a)o(b) باشیم داشته

ابرحل پذیر گروه های ۲-۴
ابرحل پذیر گروه هر اینکه جمله از کردیم، ثابت CLT گروه های مورد در را مقدماتی فصل این پیشین بخش های در

ابرحل پذیر می پردازیم. گروه های بیشتر بررسی به بخش این در است. CLT

معادل اند باهم زیر گزاره های دراین صورت باشد. گروه Gیک کنید فرض .۲-۴-۱ لم

است. CLT ،G زیرگروه هر الف.

که به طوری دارد، Kوجود < H زیرگروه ،p ∣∣ |H| که به طوری p اول عدد هر برای آنگاه ،H ≤ G اگر ب.
.[H : K] = p

،p ∣∣|H| که به طوری باشد اول عددی p اگر دراین صورت باشد. CLT ،G زیرگروه هر کنید فرض ابتدا برهان.
|H|/p مرتبه ی از زیرگروهی دارای H گرفت نتیجه می توان فرض بنابر است. |H| از شمارنده ای |H|/p آنگاه

.[H : K] = p که است واضح Kاست. مانند
کنید فرض همچنین و باشد G از دلخواه زیرگروهی H کنید فرض باشد. برقرار (ب) گزاره کنید فرض عکس به
کنید فرض .|H| = nm که به طوری دارد وجود m صحیح عدد دراین صورت باشد. |H| از شمارنده ای n
p۱ شاخص از H۱ مانند زیرگروهی دارای H دراین صورت باشد. متمایز اول عوامل به m تجزیه p۱p۲ . . . pr

با H۲ مانند زیرگروهی دارای H۱ فرض، بنابر مشابه به طور بنابراین .|H۱| = np۲ . . . pr درنتیجه است.
می توان Hi−۱ از pi شاخص با Hi زیرگروه ،i = ۲, ۳, . . . , r هر برای روند همین تکرار با است. p۲ شاخص

که دریافت می توان بگیرید، درنظر Hrرا زیرگروه اکنون یافت.

[H : Hr] = [H : H۱][H۱ : H۲] · · · [Hr−۱ : Hr] = p۱ · · · pr = m.
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دلخواه طور Hبه چون و Gاست از CLT Hزیرگروهی پس است. nمرتبه ی Hبا از زیرگروه Hrیک درنتیجه
می شود. ثابت (الف) گزاره ی بود شده انتخاب

اول شمارنده ی هر ازای به Gو Hاز زیرگروه هر برای اگر تنها و اگر است ابرحل پذیر Gگروهی .۲-۴-۲ قضیه
باشد. pشاخص از زیرگروهی Hدارای ،p Hمانند

کنید. مراجعه [۱۴] منبع از ۴-۳ قضیه ی به برهان.

ما می دهد. به ابرحل پذیر گروه های شناسایی برای راهی که زیر می شود مهم نتیجه ی به منجر فوق قضیه ی
نیز آن زیرگروه هر است CLT گروه یک خودش برآنکه علاوه که می کند مشخص را گروه ها از دسته ای برآن علاوه

نیست). CLT گروه یک CLT گروه یک زیرگروه کلی حالت (در است CLT

باشد. CLT ،G زیرگروه هر اگر تنها و اگر است Gابرحل پذیر گروه .۲-۴-۳ نتیجه

است. ۲-۴-۱ لم از (ب) قسمت و قبل قضیه ی واضح نتیجه ی قضیه این برهان.

گروه های بیشتر مطالعه ی به کردیم ثابت پیش بخش و بخش این در که قضایایی و تعاریف از استفاده با اکنون
عناصر تمامی مشترک مضرب کوچکترین آنگاه باشد، گروه Gیک اگر که می کنیم یادآوری می پردازیم. ابرحل پذیر

می دهیم. نمایش exp(G) با Gرا

نامیده p-بسته سره طور به را G گروه دراین صورت باشد. دلخواه اول عدد یک p کنید فرض .۲-۴-۴ یف تعر
.exp(G/P ) ∣∣ p− ۱ که به طوری باشد P نرمال سیلوی زیرگروه -pدارای هرگاه می شود

باشد p آن نابدیهی عنصر هر مرتبه ی هرگاه گوییم، مقدماتی آبلی یکp-گروه آبلیGرا گروه .۲-۴-۵ یف تعر
است. اول عددی p که به طوری

که به طوری دارد Gوجود Nاز مینیمال نرمال زیرگروه p اول عدد برای آنگاه باشد، Gحل پذیر اگر .۲-۴-۶ لم
است. مقدماتی آبلی Nیکp-گروه

کنید. مراجعه [۱۴] منبع از ۰-۱۰ قضیه ی به برهان.

آبلی Nیکp-زیرگروه ،pاول عدد برای و Gباشد گروه از مینیمال نرمال زیرگروه Nیک کنید فرض .۲-۴-۷ لم
.exp(G/CG(N))

∣∣ p− ۱ و باشد G/CG(N)آبلی اگر تنها و اگر |N | = pدراین صورت باشد. مقدماتی

کنید. مراجعه [۱۴] منبع از ۰-۵ قضیه ی به برهان.

است. Gابرحل پذیر آنگاه باشد، p-بسته سره طور به گروه Gیک ،p اول عدد برای اگر .۲-۴-۸ قضیه
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.S ∈ Sylp(G) و باشد p-بسته سره کنیدGبه طور فرض می کنیم. مرتبه یGثابت روی استقرا با را قضیه برهان.

.G ∼= G/S ،|S| = ۱ که آنجا از .exp(G/S) ∣∣ p− ۱ و است G/Sآبلی آنگاه ،|S| = ۱ اگر دراین صورت
دراین صورت .|S| ≠ ۱ کنید فرض است. Gابرحل پذیر بنابراین است. Gآبلی که گرفت نتیجه می توان بنابراین
اولیه فرض بنابر و است مشخصه زیرگروه می دانیمZ(S)یک همچنین است. Z(S)نابدیهی ،۱-۲-۴ قضیه بنابر
Gنرمال Z(S)در چونکه حال Gاست. از نرمال زیرگروه Z(S)یک درنتیجه Gاست، از نرمال زیرگروه یک S
.S ≤ CG(N) بنابراین .N ≤ Z(S) که به طوری دارد وجود G از N چون مینیمال نرمال زیرگروه یک است
سوم قضیه ی بنابر چون و exp(G/S) ∣∣ p− ۱ فرض بنابر است. مقدماتی آبلی Nیکp-گروه ،۲-۴-۶ لم بنابر

یکریختی
G/CG(N) ∼=

G/S

CG(N)/S
.

.|N | = p ،۲-۴-۷ لم بنابر درنتیجه .exp(G/CG(N))
∣∣ p−۱ که است آبلی گروه G/CG(N)یک درنتیجه

یک S که آنجا از .|G/N | < |G| است، نابدیهی N چونکه است. p مرتبه ی از دوری گروه یک N بنابراین
نرمال زیرگروه Sیک که می دانیم اولیه فرض بنابر .|S/N | = pn−۱ درنتیجه و |S| = pn است، متناهی p-گروه
G/N یکتای سیلوی p-زیرگروه ، S/N بنابراین است. G/N از نرمال زیرگروه یک S/N بنابراین است. G از

یکریختی سوم قضیه ی بنابر است.
G/N

S/N
∼= G/S.

p-بسته سره طور به G/N بنابراین .exp(G/S) ∣∣ p − ۱ که به طوری است آبلی گروه یک G/S فرض بنابر
لم بنابر پس است، ابرحل پذیر درنتیجه و دوری N طرفی از است. ابرحل پذیر G/N استقرا فرض بنابر است.

است. Gابرحل پذیر که گرفت نتیجه می توان ۱-۳-۳۳

می شود. CLT گروه های خصوص در مهمی نتیجه ای به منجر قبل قضیه ی

که به طوری هستند اول عدد دو q و p آن در که qpr مرتبه ی از دلخواه گروه یک G کنید فرض .۲-۴-۹ نتیجه
است. CLT گروه یک ۲pr مرتبه از گروه هر خاص حالت در است. CLT گروه دراین صورتGیک .q ∣∣ p− ۱

سیلو سوم قضیه ی بنابر .np

∣∣ p− ۱ درنتیجه و np

∣∣ q دراین صورت .S ∈ Sylp(G) کنید فرض برهان.

np ≡ ۱ mod p.

بنابراین و G/Sدوری درنتیجه |G/S| = q که آنجا از .P ⊴G درنتیجه .np = ۱ که گرفت نتیجه می توان پس
قضیه ی بنابر .exp(G/S) ∣∣ p− ۱ پس می کند. عاد را p− ۱ ،G/S از عنصر هر مرتبه ی طرفی از است. آبلی

است. CLT گروه Gیک ،۲-۲-۵ قضیه ی بنابر و است Gابرحل پذیر قبل
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مهمترین از یکی بعد قضیه ی واقع در است. هوپرت۱ برترام آلمانی، معروف ریاضیدان به متعلق بعد قضیه ی
است. ابرحل پذیر گروه های شناسایی برای محک ها

Gابرحل پذیر آنگاه باشد، اول Gعددی ماکسیمال زیرگروه هر شاخص اگر (هوپرت،۱۹۵۴). ۲-۴-۱۰ قضیه
است.

کنید. مراجعه [۱۴] منبع از ۴-۶ قضیه ی به برهان.

هستیم. زیر لم نیازمند آن از پیش اما میکنیم، ثابت را هوپرت قضیه ی عکس بعد قضیه ی در

به طوری باشد، ابرحل پذیری سری یک دارای G اگر اگروتنها است ابرحل پذیر G گروه الف. .۲-۴-۱۱ لم
هستند. اول عدد مرتبه ی از آن های عامل که

اول عدد مرتبه ی از نرمال دوری زیرگروه یک دارای G آنگاه باشد، دلخواه ابرحل پذیر گروه یک G اگر ب.
است.

است. اول عدد مرتبه ی از و دوری ابرحل پذیر، و ساده گروه هر ج.

کنید. مراجعه [۱۴] منبع از ۱-۵ قضیه ی به برهان.

است. اول شاخص Gدارای ماکسیمال زیرگروه هر آنگاه ، باشد ابرحل پذیر گروه Gیک اگر .۲-۴-۱۲ قضیه

G/H آنگاه باشد، نرمال H اگر دراین صورت باشد. G گروه از ماکسیمال زیرگروه یک H کنید فرض برهان.
این است. اول مرتبه ی از و G/Hدوری که گرفت نتیجه می توان (ج) قسمت بنابر پس است. ساده و ابرحل پذیر
در که ،K = HG دهید قرار نباشد. G از نرمال زیرگروه یک H کنید فرض است. اول شاخص دارای H یعنی

می شود تعریف زیر صورت به و می شود Hنامیده HGهسته ی آن

HG =
∩
x∈G

xHx−۱.

همچنین و G/Kاست ابرحل پذیر گروه از ماکسیمال زیرگروه H/Kیک دراین صورت

[G : H] = [G/K : H/K].

که می دهد نشان قبل لم (ب) قسمت .K = {۱} که کرد فرض می توان کلیت از شدن کاسته بدون بنابراین
که آنجا از است. دوری A زیرگروه هر پس است. A مانند اول مرتبه ی از دوری و نرمال زیرگروه یک دارای G

۱Bertram Huppert
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درنتیجه است، ماکسیمال H فرض بنابر .H < AH بنابراین .H ∩ A = {۱} ، HG = K = {۱}
بنابراین .AH = G

[G : H] = [AH : H] = [A : A ∩H] = [A : {۱}] = |A|.

است. اول عددی برابر [G : H] پس

می شود. زیر مهم نتیجه ی به منجر قبل قضیه ی و هوپرت قضیه ی

باشد. اول شاخص Gدارای ماکسیمال زیرگروه هر اگر تنها و اگر است Gابرحل پذیر گروه .۲-۴-۱۳ نتیجه

زیرگروه هر اگر تنها و اگر است Gابرحل پذیر گروه که شد داده نشان بخش این نتایج مهمترین از یکی عنوان به
می شود. بیان ادامه در که کرد اثبات [۱۰] منبع در را مشابهی نتیجه ی جان هامفریز۱ باشد. CLT آن

قسمتی خارج گروه هر که باشد ویژگی این با فرد مرتبه ی از گروه Gیک اگر (هامفریز،۱۹۷۴). ۲-۴-۱۴ قضیه
است. Gابرحل پذیر آنگاه باشد، CLT گروه Gیک

یک S۴ درواقع نیست. برقرار دیگر بالا گزاره ی کنیم حذف را بودن فرد مرتبه ی از شرط قبل قضیه ی در اگر
از شرط بنابراین نیست. CLT گروه یک S۴ اما هستند، CLT آن قسمتی خارج گروه های تمام که است گروهی

است. لازم قبل قضیه در بودن فرد مرتبه ی

CLT گروه یک G قسمتی خارج گروه هر که به طوری باشد فرد مرتبه ی از گروه یک G اگر .۲-۴-۱۵ نتیجه
است. CLT گروه Gیک آنگاه باشد،

واقع در شد. ثابت ۱۹۵۷ سال در مکلین۲ . اچ . دی توسط ابرحل پذیری برای مهم محک های از دیگر یکی
مشخصه زیرگروه دو هر بین که است این با معادل گروه یک بودن ابرحل پذیر که داد نشان [۱۳] منبع در مکلین

باشد. داشته وجود ممکن مرتبه ی هر از زیرگروهی

K < H مشخصه زیرگروه دو هر بین اگر تنها و اگر است Gابرحل پذیر گروه .(۱۹۵۷، (مکلین ۲-۴-۱۶ قضیه
باشد. داشته وجود ممکن مرتبه ی هر از زیرگروهی

می شود. زیر مهم نتیجه به منجر مکلین قضیه ی

هر از زیرگروهی K < H مشخصه زیرگروه دو هر بین اگر تنها و اگر است CLT ،G گروه .۲-۴-۱۷ نتیجه
باشد. داشته وجود ممکن مرتبه ی

۱John Humphreys ۲D. H . Maclain
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CCLT و ACLT گروه های ۲-۵
به را می شوند شناخته ACLT گروه های و CCLT گروه های به که CLT گروه های از خاصی نوع بخش این در

می کنیم. بررسی آنرا خواص و می کنیم طبقه بندی کامل طور

d < n مثبت صحیح عدد هر ازای به هرگاه می شود، نامیده CCLT را n مرتبه ی از G گروه .۲-۵-۱ یف تعر
باشد. dمرتبه ی از دوری زیرگروه یک Gدارای ،d ∣∣ n که به طوری

آنگاه مرتبه یnباشد، از دوری گروه Gیک اگر درواقع هستند. CCLT گروه های ساده ترین دوری گروه های
است. dمرتبه ی از زیرگروه یک دارای Gتنها ، d ∣∣ n که به طوری d هر ازای به

d < nمثبت صحیح عدد هر ازای به هرگاه می شود، نامیده ACLT را n مرتبه ی Gاز گروه .۲-۵-۲ یف تعر
باشد. dمرتبه ی از آبلی زیرگروهی Gدارای ،d ∣∣ n که به طوری

گروه هر هرگاه می شود، نامیده (CLT،CCLT،ACLT،آبلی) دوری را nمثبت صحیح عدد .۲-۵-۳ یف تعر
باشد. (CLT،CCLT،ACLT،آبلی) دوری nمرتبه ی از

عدد کوچکترین و است ۴ است؛ CCLT عدد اما نیست دوری عدد که n مثبت صحیح عدد کوچکترین
. است ۶ است؛ ACLT عدد اما نیست آبّلی عدد که nمثبت صحیح

n = pq یا باشد دوری عدد یک n اگر وتنها اگر است CCLT عدد n مثبت صحیح عدد .۲-۵-۴ قضیه
متمایز). لزوماً هستند(نه دلخواه اول اعداد q و p که به طوری

آنگاه باشند، متمایز اول اعداد q و p که طوری به n = pq یا n = p۲ یا باشد دوری عدد یک n اگر برهان.
است. CCLT عدد n که است واضح

گروهی نباشد، pq و p۲ صورت به و نباشد دوری عدد که به طوری n عدد هر برای گزاره این عکس اثبات برای
G = Cp × Cp × Cpk−۲ گروه دراین صورت k ≥ ۳ و n = pk کنید فرض می زنیم. مثال CCLT غیر
شکل به مربع از خالی مثبت صحیح عدد یک n کنید فرض نیست. pk−۱ مرتبه ی از دوری زیرگروهی شامل
تابع ϕ آن در که gcd(n, ϕ(n)) > ۱ است، نادوری عدد n که آنجا از .k ≥ ۳ که به طوری ،n = p۱p۲ . . . pk

H آن در Gکه = H ×C n
pipj

گروه .pi
∣∣ pj − ۱ که به طوری دارد وجود ۱ ≤ i, j ≤ k نتیجه در است. اویلر

Gزیرگروه که است مشاهده قابل راحتی به دراین صورت بگیرید. درنظر را است pipj مرتبه ی از آبلی غیر گروه یک
به  n = pa۱

۱ p
a۲
۲ . . . pakk اگر اکنون ندارد. pipj مرتبه ی از زیرگروهی G نتیجه در ندارد. pipj مرتبه ی از آبلی

آنگاه ،a۱, . . . , ak ≥ ۲ طوریکه

G = (Cpj × C
p
aj−۱
j

)× Cpjs
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نیست. pajj مرتبه ی از دوری زیرگروه دارای ،s = a۱a۲...ak
aj

آن در که

قضیه ی می توان پس .gcd(n, ϕ(n)) = ۱ اگر تنها و اگر است دوری n طبیعی عدد که می کنیم یادآوری
کنیم. بازنویسی زیر صورت به نتیجه قالب در را قبل

n = pq یا gcd(n, ϕ(n)) = ۱ اگر وتنها اگر است CCLT عدد n مثبت صحیح عدد .۲-۵-۵ نتیجه
متمایز). لزوماً هستند(نه دلخواه اول اعداد q و p که به طوری

باشد H مانند نرمال دوری زیرگروه دارای G هرگاه می شود می نامیده فرادوری را G گروه .۲-۵-۶ یف تعر
باشد. G/Hدوری که به طوری

واقع در است. ابرحل پذیر گروه یک فرادوری گروه هر که است واضح

{۱}⊴H ⊴G

برایGاست. ابرحل پذیری سری یک

است. فرادوری CCLT گروه هر .۲-۵-۷ قضیه

گروه یک G که آنجا از دراین صورت .p ∣∣ |G| که به طوری باشد اولی عدد کوچکترین p کنید فرض برهان.
است. p Hبرابر شاخص که است واضح Hاست. مانند n/pمرتبه ی از دوری زیرگروه Gدارای است، CCLT
است. دوری G/H که است واضح و است نرمال G در H که گرفت نتیجه می توان p از ما انتخاب به توجه با

است. فرادوری گروه Gیک بنابراین

آمد پیش آنجا که سوالی است. CLT ابرحل پذیر، گروه هر که دادیم نشان فصل این از گذشته بخش های در
فرادوری CCLT گروه هر قبل قضیه ی بنابر است؟ ابرحل پذیر CLT گروه های رده ی از زیررده ها کدام که بود این
است. ابرحل پذیر CCLT گروه هر گرفت نتیجه می توان است، ابرحل پذیر فرادوری، گروه هر که آنجا از و است

می کنیم. بیان بعد نتیجه ی قالب در را نکته این

است. ابرحل پذیر CCLT گروه هر .۲-۵-۸ نتیجه

باشد. دوری آن سیلوی زیرگروه هر هرگاه می نامیم Z-گروه یک Gرا گروه .۲-۵-۹ یف تعر

این عکس اما است. Z-گروه یک CCLT گروه هر که می شود نتیجه راحتی به CCLT گروه تعریف از
نیست. CCLT گروه یک اما است Z-گروه D۱۵یک دووجهی گروه نقض مثال عنوان به نیست. درست مطلب

هستند. یکریخت Z-گروه یک از مرتبه یک از زیرگروه دو هر .۲-۵-۱۰ قضیه
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کنید. مراجعه [۱۸] منبع به برهان.

G زیرگروه هر اما نباشد دوری G هرگاه می نامیم مینیمال غیردوری زیرگروه یک را G گروه .۲-۵-۱۱ یف تعر
باشد. دوری

گروه Gیک آنگاه نباشد، یکp-گروه و Gنادوری اگر باشد. CCLT گروه Gیک کنید فرض .۲-۵-۱۲ نتیجه
است. مینیمال غیردوری

نشان بعد قضیه ی در نیست. CLT لزوماً CLT گروه یک زیرگروه دادیم نشان فصل این پیشین بخش های در
است. برقرار CCLT گروه های برای خاصیت این می دهیم

است. CCLT گروه یک CCLT، گروه یک زیرگروه هر .۲-۵-۱۳ قضیه

باشد. CCLT گروه Gیک کنید فرض برهان.
فرض است. برقرار قضیه آنگاه ،n ≤ ۳ اگر که است واضح باشد. pn مرتبه ی از Gیکp-گروه کنید فرض ابتدا
عددی بزرگترین ،k مثبت صحیح عدد کنید فرض می کنیم. ثابت خلف برهان از استفاده با را قضیه .n ≥ ۴ کنید
قضیه ی بنابر بنامید. H را زیرگروه این باشد. pk مرتبه ی از CCLT غیر زیرگروه یک دارای G که به طوری باشد
گروه Nیک که گرفت نتیجه می توان k انتخاب نوع از است. N مانند pk+۱ مرتبه از زیرگروه یک Gدارای سیلو
درنتیجه و K ⊴ N دراین صورت است. K مانند pk مرتبه از دوری زیرگروه یک دارای N پس است. CCLT

HKو ≤ N

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

= p۲k−α ≤ pk+۱

(درغیر HK = N گرفت نتیجه می توان نیست، دوری H که آنجا از همچنین .|H ∩ K| = α درآن که
است.). درتناقض اولیه فرض با که است، دوری گروه یک Hنیز بنابراین و است دوری گروه HKیک این صورت
است. تناقض در اولیه فرض با که است pk−۱ مرتبه ی از دوری زیرگروه یک Hدارای پس .α = k − ۱ بنابراین
از زیرگروه هر پس است. مینیمال نادوری گروه Gیک قبل نتیجه ی بنابر نباشد. Gیکp-گروه کنید فرض اکنون

است. CCLT درنتیجه و دوری آن

این می دهیم نشان بعد قضیه ی در نیست. CLT گروه یک CLT گروه یک قسمت خارج کلی حالت در
است. برقرار CCLT گروه های برای خاصیت

است. CCLT نیز خود CCLT گروه یک قسمتی خارج گروه هر .۲-۵-۱۴ قضیه

باشد. آن نرمال زیرگروه Nیک و CCLT گروه Gیک کنید فرض برهان.
آنگاه ،m = n − ۱ یا m = n اگر دراین صورت .|N | = pm و pn مرتبه از p-گروه یک G کنید فرض ابتدا

۴۷



Gدراین صورت است CCLT گروه Gیک که آنجا از .m ≤ n− ۲ کرد فرض پس می توان است. واضح قضیه
درنتیجه .k ≤ n−m آن در که o(gN) = pk بنابراین است. g مانند pn−۱ مرتبه ی از عنصر یک دارای

o(gp
k

) =
o(g)

gcd(o(g), pk)
=
pn−۱

pk
= pn−k−۱ ≤ pm.

حالت دو هر در درنتیجه .k = n−m یا k = n−m− ۱ که معناست بدان این .k ≥ n−m− ۱ بنابراین
است. CCLT گروه G/Nیک

است. دوری G از سره زیرگروه هر ،۲-۵-۱۲ نتیجه بنابر دراین صورت نباشد. p-گروه یک G کنید فرض اکنون
است. CCLT گروه G/Nیک درنتیجه است. G/Nدوری از سره زیرگروه هر تناظر قضیه بنابر

،gcd(m,n) = ۱ اگر دراین صورت nباشند. ترتیبmو به مرتبه ی از Kدوگروه Hو کنید فرض .۲-۵-۱۵ لم
Hو از زیرگروه هایی ترتیب K۱به H۱و آن در که H۱است ×K۱ صورت Hبه ×K زیرگروه های تمامی آنگاه

Kهستند.

دراین صورت Hباشد. ×K از زیرگروه یک S کنید فرض برهان.

S = {(hi, ki) | i ∈ I}

کنید فرض است. مثبت صحیح اعداد از متناهی زیرمجموعه ی یک I آن در که

H۱ := {hi | i ∈ I}

و
K۱ := {ki | i ∈ I}.

h ∈ H دراین صورت .(h۱, k۱) ∈ H۱ × K۱ کنید فرض .S ⊆ H۱ × K۱ که است واضح دراین صورت
برای دراین صورت باشد. k مرتبه ی r کنید فرض .(h, k۱), (h۱, k) ∈ S که به طوری دارند وجود k ∈ K و
گرفت نتیجه می توان r ∣∣m و gcd(m,n) = ۱ که آنجا از است. S از عنصری (har۱ , ۱) ،a صحیح عدد هر

که به طوری دارند وجود v و u مانند صحیحی اعداد درنتیجه .gcd(r, o(h۱)) = ۱

uo(h۱) + vr = ۱.

که داد نشان می توان مشابه طور به .(h۱, ۱) ∈ S داریم a = v انتخاب با درنتیجه .har۱ = h۱ بنابراین
.S = H۱ ×K۱ بنابراین .H۱ ×K۱ ⊆ S درنتیجه .(h۱, k۱) ∈ S بنابراین .(۱, k۱) ∈ S
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CCLT گروه H×Kیک اگر nباشند. ترتیبmو به مرتبه ی از گروه Kدو Hو کنید فرض .۲-۵-۱۶ قضیه
H×K آنگاه باشند، دوری گروه Kدو Hو اگر عکس به هستند. دوری Kگروه های Hو گروه دو هر آنگاه باشد،

باشد برقرار زیر شرط دو از یکی اگر وتنها اگر است CCLT گروه یک

.gcd(m,n) = ۱ الف.

صحیح عدد یک k و اول عدد یک p درآن که H × K ∼= Cp × Cpk آنگاه ،gcd(m,n) ̸= ۱ اگر ب.
است. مثبت

Hتنها × {۱} قبل لم بنابر باشد. نادوری گروه Hیک و CCLT گروه Gیک = H ×K کنید فرض برهان.
بودن CCLT شرط با این که mنیست. مرتبه از دوری زیرگروه بنابراینGدارای Gاست، مرتبه یmاز از زیرگروه
m = prx آنگاه ،p ∣∣ gcd(m,n) که به طوری باشد اول عدد یک p و gcd(m,n) ̸= ۱ اگر است. Gدرتناقض

که به طوری n = psy و
gcd(p, x) = gcd(p, y) = ۱.

کلیت از شدن کاسته بدون نیست. pmax(r,s)+۱ مرتبه ی از دوری زیرگروه دارای G که می دهیم نشان ادامه در
می دانیم .r ≥ s کنید فرض

|G| = mn = pr+sxy.

دارای G درنتیجه است. pr+۱ مرتبه ی از زیرگروه یک دارای G است، CCLT گروه یک G که آنجا از بنابراین
است.بنابراین pr+۱ مرتبه ی از u = (h, k) مانند عنصری

(۱, ۱) = up
r+۱

= (hp
r+۱
, kp

r+۱
).

مشابه طور به و o(h) ≤ pr درنتیجه .|H| = prx و h ∈ H طرفی از .o(k) ∣∣ pr+۱ و o(h) ∣∣ pr+۱ درنتیجه
فاقد G درنتیجه است. تناقض در o(u) = pr+۱ فرض با این که ،o(u) ≤ pr بنابراین .o(k) ≤ ps ≤ pr

است. Gدرتناقض بودن CCLT فرض با این که است، pr+۱ مرتبه ی از دوری زیرگروه
و است دوری گروه H×Kیک آنگاه ،gcd(m,n) = ۱ اگر باشند. دوری Kگروه های Hو کنید فرض عکس به
،p ∣∣ gcd(m,n) که به طوری باشد اولی عدد p و gcd(m,n) ̸= ۱ است.اگر CCLT گروه H×Kیک بنابراین

که به طوری n = psy mو = prx آنگاه

gcd(p, x) = gcd(p, y) = ۱.

دارای H ×K بنابراین .r, s > ۱ یا xy ̸= ۱ کنید فرض .s = ۱ یا r = ۱ و xy = ۱ که می کنیم ادعا حال
است. تناقض Hدر ×K بودن CCLT فرض با این که است pmax(r,s)+۱ مرتبه ی از نادوری زیرگروه
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می پردازیم. ACLT گروه های بررسی به ادامه در

باشد. برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها و اگر است ACLT عدد یک nمثبت صحیح عدد .۲-۵-۱۷ قضیه

باشد. آبلی عدد یک n الف.

باشند. متمایز اول عدد دو q و p که به طوری n = pq ب.

.m = ۰, ۱, ۲, ۳, ۴ و باشد اول عدد یک p که به طوری n = pm ج.

باشد برقرار زیر شرط دو از یکی و باشد اول عدد دو q و p که به طوری n = p۲q د.

.q ∈ {۴k + ۳ | k ∈ N} و p = ۲ (۱
.q ̸

∣∣ p۲ − ۱ و p ̸
∣∣ q + ۱ ، p۲ ̸

∣∣ q − ۱ ، p ∣∣ q − ۱ (۲

کنید. مراجعه [۱۸] منبع به برهان.

زیرگروه هر و باشد آبلی غیر گروه Gیک هرگاه می شود نامیده مینیمال ناآبلی گروه Gیک گروه .۲-۵-۱۸ یف تعر
باشد. Gآبلی

که به طوری باشد. A نرمال آبلی زیرگروه یک G هرگاه می شود. نامیده فراآبلی را G گروه .۲-۵-۱۹ یف تعر
باشد. آبلی G/Aنیز

کنید فرض .p ∣∣ n که به طوری باشد اولی عدد کوچکترین p و nمرتبه ی از ACLT گروه Gیک کنید فرض
چون و است نرمال A است، |G| اول شمارنده کوچکترین p چون دراین صورت باشد n

p
مرتبه از G زیرگروه A

می آوریم. ادامه در قضیه قالب در را خاصیت این است. Gفراآبلی درنتیجه و است G/Aآبلی ،|G/A| = p

است. فراآبلی CCLT گروه هر .۲-۵-۲۰ قضیه

ACLT گروه H×Kیک اگر باشد. n ترتیبmو به مرتبه ی از گروه Kدو Hو کنید فرض .۲-۵-۲۱ قضیه
H کنید فرض عکس به است. آبلی گروه یک دو این از یکی و هستند ACLT ،K Hو گروه دو هر آنگاه باشد،
برقرار زیر شرایط از یکی اگر است ACLT گروه Hیک ×K آنگاه باشد، آبلی گروه Kیک و ACLT گروه یک

باشد

باشد. آبلی گروه Hیک الف.

.p ∣∣m آنگاه ،p ∣∣ n که به طوری باشد اول عدد یک p اگر دراین صورت باشد. Hناآبلی کنید فرض ب.
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عدد یک آنگاه باشد، ACLT غیر گروه یک H اگر باشد. ACLT گروه یک H ×K کنید فرض ابتدا برهان.
بنابراین نیست. d مرتبه ی از آبلی زیرگروه یک دارای H و d ∣∣m که به طوری دارد وجود d مانند مثبت صحیح
نیست. ، dk+۱ ∤ n و dk | n درآن که dk+۱ مرتبه ی از آبلی زیرگروه هیچ دارای H ×K که داد نشان می توان
از آبلی زیرگروه هیچ دارای H × K که است واضح دراین صورت باشند. ناآبلی گروه های K و H کنید فرض
گروه Hیک ×K گفت می توان درنهایت نیست. mاست، اول شمارنده ی کوچکترین p که به طوری mn

p
مرتبه

باشد. آبلی دو این از یکی و باشد ACLT گروه Kدو Hو هرگاه است ACLT
است. ACLT بنابراین است. Hآبلی ×K که است واضح آنگاه باشند. Kآبلی Hو گروه دو هر اگر عکس به

نیست. mn
p

مرتبه ی از آبلی زیرگروه Hدارای ×K آنگاه ،p ∤ m اما p ∣∣ n و باشد ناآبلی گروه Hیک اگر

شده اند. اثبات [۱۸] منبع در خواص این می شود. بیان ادامه در ACLT گروه های خاصیت های از شماری

دارد. اول شمارنده ی دو مرتبه یGحداکثر آنگاه باشد، ACLT و ناآبلی گروه Gیک اگر .۲-۵-۲۲ قضیه

است. ابرحل پذیر ACLT گروه هر .۲-۵-۲۳ قضیه

است. ACLT مجدداً ACLT گروه یک زیرگروه هر .۲-۵-۲۴ قضیه

۵۱



۳ فصل

NCLT گروه های

در نکند. صدق لاگرانژ قضیه ی عکس در هرگاه می شود نامیده NCLT گروه یک G گروه که می کنیم یادآوری
CLT گروه  های به نسبت محدود تری دامنه ی NCLT گروه  های می کنیم. بررسی را NCLT گروه  های فصل این
گروه یک pq۳ مرتبه از گروه یک و p۲q۲ مرتبه ی از گروه یک موقع چه می دهیم نشان ابتدا بخش این در دارند.

می کنیم. بررسی را |G′| < ۱۶ Gبا گروه بودن NCLT شرایط دوم بخش در است. NCLT
شده اند. انتخاب [۲۱] و [۳] ،[۲] منابع از بخش این مطالب است. شده فرض متناهی تما می گروه ها فصل این در

p۲q۲ و pq۳ مرتبه از NCLT گروه های ۳-۱
.q < p و هستند اول اعداد q و p آن در که باشد p۲q۲ مرتبه ی از ناآبلی گروه Gیک کنید فرض .۳-۱-۱ قضیه

q
∣∣ p+ ۱ و باشد فرد q اگر تنها و اگر است NCLT گروه در این صورتGیک

سیلو سوم قضیه ی بنابر .q ∣∣ p+ ۱ و باشد فرد q کنید فرض ابتدا برهان.

np ≡ ۱ mod p (۳-۱)

.np = ۱ می دهیم نشان باشد. q۲ یا q یا ۱ اعداد از یکی برابر می تواند np پس .np

∣∣ q۲ و
تناقض در q < p فرض با این که ،p ∣∣ q − ۱ که می شود نتیجه (۳-۱) از در این صورت .np = q کنید فرض
.p ∣∣ q+۱ که می شود نتیجه اقلیدس لم بنابر درنتیجه .p ∣∣ q۲−۱ دراین صورت .np = q۲ کنید فرض است.اکنون
منجر تناقض به حالت هردو که p = ۲ و q = ۳ یا p = ۳ و q = ۲ بنابراین .q ∣∣ p+ ۱ که می دانیم فرض بنابر
pq۲ مرتبه ی از زیرگروه یک Gدارای کنید فرض حال است. نرمال P ∈ Sylp(G) و np = ۱ بنابراین می شود.
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سیلو سوم قضیه ی بنابر حال .Q ≤ H به طوریکه دارد Qوجود ∈ sylq(G) دراین صورت Hباشد. مانند

nq ≡ ۱ mod q (۳-۲)

می توان q ∣∣ p+ ۱ چون طرفی از .q ∣∣ p− ۱ می شود نتیجه (۳-۲) از آنگاه ،nq = p اگر .nq = p یا nq = ۱ و
NG(Q) بنابراین و است نرمال H در Q نتیجه در می رسیم. تناقض به است فرد q چون و q ∣∣ ۲p گرفت نتیجه
که است معنی این به این .[G : NG(Q)] = p یا [G : NG(Q)] = ۱ بنابراین است. G کل برابر یا H برابر

آنگاه ،nq(G) = p اگر است. p برابر یا ۱ Qبرابر مزدوج هایی تعداد

p ≡ ۱ mod q.

G = PQ و P ∩ Q = {۱} چون حال است. نرمال G در Q پس است. تناقض در اولیه شرط با این که
پسGفاقد است. تناقض Gدر بودن ناآبلی فرض با این که است Gآبلی درنتیجه .G ∼= Q× P دراین صورت

است. NCLT گروه Gیک درنتیجه است. pq۲ مرتبه ی از زیرگروهی
CLT گروه یک G ،۲-۴-۹ نتیجه ی بنابر آنگاه ،q = ۲ اگر باشد. NCLT گروه یک G کنید فرض عکس به
G ، دادیم نشان اثبات اول بخش در که همانطور است. فرد q بنابراین است. درتناقض اولیه فرض با این که است.
دراین صورت باشد. q مرتبه ی از زیرگروه یک Q کنید فرض است. P مانند نرمال سیلوی p-زیرگروه یک دارای
زیرگروه این اشتراک آنگاه باشد، pq۲ مرتبه ی از زیرگروه یک Gشامل اگر است. p۲q مرتبه ی از زیرگروه PQیک
ممکن مراتب تمامی از زیرگروه   Gدارای بنابراین است. pq مرتبه ی از زیرگروه یک ،p۲q مرتبه ی از زیرگروه یک با
زیرا است، p مرتبه ی از نرمال زیرگروه فاقد G بنابراین است. G بودن NCLT فرض برخلاف این که است.
مرتبه ی از زیرگروه هر آنگاه باشد، Pدوری اگر بود. خواهد pq۲ مرتبه ی از زیرگروه یک درغیراین صورتGشامل
اما است. p مرتبه ی از G از نرمال زیرگروه یک H ،P ⊴ G که آنجا از و است مشخصه P در H مانند p
از زیرگروه p+ ۱ Gدارای بنابراین و نیست دوری P درنتیجه است. pمرتبه ی از نرمال زیرگروه Gفاقد می دانیم
آنگاه باشد، p مرتبه ی از زیرگروه یک H اگر است. نرمال P در p مرتبه ی از زیرگروه هر حال است. p مرتبه ی

بنابراین و |NG(H)| ≥ p۲ درنتیجه .P = NP (H) ≤ NG(H)

۱ < [G : NG(H)] ≤ q۲.

درنتیجه می شود.). منجر تناقض به حالات (مابقی [G : NG(H)] = q۲ یا [G : NG(H)] = q بنابراین
دراین صورتGبا باشد. pمرتبه ی زیرگروه هایGاز تمام Xمجموعه ی کنید فرض اکنون .q ∣∣ [G : NG(H)]

داریم ۱-۱-۷ قضیه ی بنابر اکنون می کند. Xعمل روی مزدوجی عمل

p+ ۱ = |X| = |Xf |+
s∑

i=۱
[G : stabG(Hi)].

۵۳



Gفاقد می دانیم اما .H ⊴G درنتیجه .[G : NG(H)] = ۱ بنابراین .|orbG(H)| = ۱ آنگاه ،H ∈ Xf اگر
H ∈ X هر برای طرفی از .Xf = ∅ درنتیجه است. pمرتبه ی از نرمال زیرگروه

stabG(H) = {g ∈ G | g.H = H}

= {g ∈ G | gHg−۱ = H}

= NG(H).

بنابراین

p+ ۱ =

p+۱∑
i=۱

[G : NG(Hi)].

q
∣∣ p+ ۱ بنابراین می کند. عاد را فوق تساوی راست سمت q کردیم بیان این از پیش آنچه بنابر

یک G دراین صورت .q < p به طوریکه باشد، p۲q۲ مرتبه ی از ناآبلی گروه یک G کنید فرض .۳-۱-۲ قضیه
باشد. برقرار زیر گزاره ی دو از یکی اگر تنها و اگر است NCLT گروه

است. یک به یک Φ درآن Gکه ∼= (Cp × Cp)⋊Φ C۴ و p ≡ ۳(mod۴) و q = ۲ الف.

است. کلاین چهارتایی های K۴گروه آن در که ،G ∼= K۴ ⋊Φ (C۳ × C۳) Gیا ∼= K۴ ⋊Φ C۹ ب.

کنید. مراجعه [۳] منبع به برهان.

دارد وجود pq۳ مرتبه ی از NCLT گروه یک دراین صورت باشند. اول عدد دو q و p کنید فرض .۳-۱-۳ قضیه
.p ∣∣ q۲ + q + ۱ یا p ∣∣ q + ۱ اگر تنها و اگر

کنید. مراجعه [۲۱] منبع به برهان.

NCLT گروه های و جابه جاگر ها یرگروه ز ۳-۲
NCLT گروه Gیک آن تحت که کنیم، می بررسی را |G′| < ۱۶ آن در که G گروه روی شرایطی بخش این در

می پردازیم. لم چند بیان به ابتدا بشود.

است. Gابرحل پذیر آنگاه باشد، G/Hابرحل پذیر و Hدوری اگر .۳-۲-۱ لم
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کنید فرض برهان.

G/H = G۰/H ≥ G۱/H ≥ · · · ≥ Gn/H = H/H

که است واضح دراین صورت Gباشد. گروه ابرحل پذیری سری

G = G۰ ≥ G۱ ≥ · · · ≥ Gn = H ≥ {۱} (۳-۳)

i = ۱, ۲, . . . , n هر برای یکریختی سوم قضیه ی بنابر برایGاست. نرمال سری یک
Gi−۱/H
Gi/H

∼= Gi−۱/Gi

G بنابراین هستند. دوری نیز (۳-۳) نرمال سری عوامل که گرفت نتیجه می توان است دوری H که آنجا از و
است. ابرحل پذیر

همریختی یک معادل طور به یا باشد G۲یکریخت گروه از زیرگروه یک G۱با گروه اگر که می کنیم یادآوری
G۱ ↪→ G۲ می نویسیم آنگاه باشد، داشته G۲وجود G۱به از یک به یک

آنگاه Gباشد، گروه از زیرگروه Hیک اگر (نرمال ساز-مرکزساز۱). ۳-۲-۲ قضیه

NG(H)/CG(H) ↪→ Aut(H).

تعریف ϕ(h) = τh به صورت h ∈ H هر برای را ϕ : NG(H) −→ Aut(H) گروهی همریختی برهان.
بنابراین .ker(ϕ) = CG(H) دراین صورت کنید.

NG(H)/CG(H) ↪→ Aut(H).

می شود. تکمیل اثبات دراینجا

درآن که باشد، pمرتبه ی ′Gاز اگر آن بر علاوه است. CLT گروه Gیک آنگاه باشد، ′Gدوری اگر .۳-۲-۳ لم
است. پوچتوان گروه Gیک آنگاه است، |G| اول شمارنده ی کوچکترین p

از است. ابرحل پذیر G ،۳-۲-۱ لم بنابر درنتیجه است. ابرحل پذیر G/G′ و دوری G′ بنابرفرض برهان.
آنگاه باشد، |G| اول شمارنده ی کوچکترین p اگر است. CLT گروه یک G که می شود نتیجه ۲-۲-۵ قضیه ی

داریم نرمال ساز-مرکزساز قضیه ی بنابر

NG(G
′)/CG(G

′) ↪→ Aut(G′)

۱Normalizer-Centralizer
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گرفت نتیجه می توان است، pمرتبه ی از دوری گروه یک و ′Gنرمال که آنجا از و

G/CG(G
′) ↪→ Aut(Zp) ∼= Z×

p .

.G′ ≤ Z(G)بنابراین .G = CG(G
′) درنتیجه .|G/CG(G

′)| = ۱ بنابراین .|G/CG(G
′)|

∣∣p−۱ درنتیجه
است. Gپوچتوان درنتیجه

می شود تعریف زیر صورت Q۴nبه گروه n > ۱ هر برای .۳-۲-۴ یف تعر

Q۴n = ⟨a, x|a۲n = ۱, x۲ = an, x−۱ax = a−۱⟩.

گروه همان Q۴n ،n = ۲ حالت در است. ۴n مرتبه ی از ناآبلی گروه یک Q۴n که می شود مشاهده سهولت به
است. کواترنیون ها

می پذیریم. [۲] منبع از اثبات بدون را زیر لم سه

باشد، p۲ مرتبه ی از مقدماتی آبلی ′Gیکp-گروه اگر باشد. فرد مرتبه ی از گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۵ لم
است. Gپوچتوان آنگاه است، |G| شمارنده ی  اول عدد کوچکترین p آن در که

است. Gپوچتوان آنگاه باشند، یکp-گروه Aut(G′) ′Gو اگر .۳-۲-۶ لم

نیست یکریخت زیر زیرگروه ی از هیچکدام ′Gبا دراین صورت باشد. گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۷ لم

.n ≥ ۲ هر D۲nبرای الف.

.n ≥ ۳ هر Q۴nبرای ب.

هستند. اول عدد دو q و p درآن که pq مرتبه ی از ناآبلی گروه هر ج.

قبل، لم سه ۳-۲-۳و لم بنابر دراین صورت .|G′| < ۱۶ که به طوری باشد، NCLT گروه Gیک کنید فرض
بگیریم نظر در را زیر حالات کافیست تنها

.G′ = C۲ × C۲ . ۱

.G′ = C۲ × C۲ × C۲ . ۲

.G′ = Q۸ . ۳

است. زوج |G| ′Gو = C۳ × C۳ . ۴

.G′ = C۶ × C۲ . ۵

.G′ = A۴ . ۶

حالاتGحل پذیر تمامی در بنابراین است. ′Gحل پذیر حالات این تمامی در که می شود مشاهده سهولت به
گروه یک G آنگاه دهد، رخ فوق اول حالت پنج اگر که می کنیم تعیین G گروه روی را شرایطی ادامه در است.

شد. خواهد CLT گروه Gیک آنگاه دهد رخ شش حالت اگر داد خواهیم نشان و بشود NCLT
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هرگاه نامیم، هال زیرگروه یک را H زیرگروه دراین صورت باشد. گروه یک G کنید فرض .۳-۲-۸ یف تعر
.gcd(|H|, [G : H]) = ۱

K زیرگروه هرگاه می شود، Hتجزیه Gروی گوییم .H ◁G و باشد گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۹ یف تعر
.H ∩K = {۱} Gو = HK به طوریکه باشد Gموجود از

می پذیریم. اثبات بدون را قضیه این است. گروه ها نظریه ی در مشهور قضایای از یکی زیر قضیه ی

Kتجزیه Gروی آنگاه Gباشد، گروه از هال و نرمال زیرگروه Kیک اگر (شور-زاسنهاوس۱). ۳-۲-۱۰ قضیه
می شود.

نرمال G در P آنگاه ،P ∈ Sylp(G) و p-زیرگروه یک G′ اگر باشد. گروه یک G کنید فرض .۳-۲-۱۱ لم
.gcd(p, |A|) = ۱ که به طوری است آبلی زیرگروه Aیک درآن که ،G = PA و است

.G′ ≤ P که گرفت نتیجه می توان است، p-زیرگروه یک G′ و سیلو p-زیرگروه یک P که آنجا از برهان.
و G = AP که به طوری دارد وجود G از A زیرگروه شور-زاسنهاوس قضیه ی بنابر است. نرمال P بنابراین
دوم قضیه ی است.بنابر آبلی G/P می شود نتیجه G′ ≤ P از .gcd(p, |A|) = ۱ بنابراین .A ∩ P = {۱}

یکریختی
G/P = AP/P ∼= A/A ∩ P ∼= A.

است. Aآبلی بنابراین

است. Gنرمال در P آنگاه ،P ≤ CG(G
′) و P ∈ Syl(G) اگر .۳-۲-۱۲ لم

آنگاه CG(Gباشد،
′) از زیرگروه یک P اگر برهان.

G′ ≤ CG(G
′) ≤ NG(P ).

Gکه = NG(P ) درنتیجه .G = NG(P )NG(P ) فراتینی قضیه ی بنابر است. Gنرمال NG(Pدر ) بنابراین
می کند. تکمیل را اثبات این

سیلوی زیرگروه های تمام زیرا است پوچتوان گروه CG(Gیک
′) که گرفت نتیجه می توان قبل لم از سهولت به

هستند. نرمال آن

همچنین و |G′|
∣∣ mاگر gcd(m,n).دراین صورت = ۱ درآن که |G| = mn کنید فرض .۳-۲-۱۳ لم

است. Gتجزیه پذیر آنگاه ،gcd(n, |Aut(G′)|) = ۱
۱Schur–Zassenhaus
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از نرمال زیرگروه یک ′G/Gدارای است؛ ′G/Gآبلی آنجاکه از دراین صورت .|G′| = m′ کنید فرض برهان.
زیرگروه یک CG(Gدارای

′) Mاست. مرتبه یmمانند از نرمال زیرگروه یک بنابراینGدارای است. m
m′ مرتبه ی

N درنتیجه .gcd(n, |Aut(G′)|) = ۱ و است پوچتوان CG(G
′) زیرا است N مانند n مرتبه ی از مشخصه

،G = MN برآن علاوه و M ∩ N = {۱} ،gcd(m,n) = ۱ آنجاکه از است. G از نرمال زیرگروه یک
.G =M ×N

است. G/CG(Gآبلی
′) آنگاه باشد، ′Gآبلی اگز .۳-۲-۱۴ لم

است. G/CG(Gآبلی
′) بنابراین .G′ ≤ CG(G

′) است، ′Gآبلی که آنجا از برهان.

که به طوری سیلویGباشد Pیکp-زیرگروه و باشد |G| شمارنده ی اول عدد کوچکترین p اگر .۳-۲-۱۵ لم
است. NCLT گروه Gیک آنگاه ،P ≤ G′

درنتیجه است. آبلی گروه G/Nیک بنابراین است. Nنرمال آنگاه شاخصpباشد، از زیرگروه Nیک اگر برهان.
همچنین و P ≤ N بنابراین .G′ ≤ N

[G : P ] = [G : N ][N : P ] = p[N : P ]

است؛ pشاخص با زیرگروه یک Gفاقد بنابراین نیست. [G : P ] از شمارنده یک p زیرا است تناقض یک این که
است. |G|

p
مرتبه ی از زیرگروه یک Gفاقد که معناست این به این

باشد. ۴ مرتبه ی از مقدماتی آبلی ۲-زیرگروه ′Gیک که به طوری باشد گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۱۶ قضیه
سیلویGباشد. ۲-زیرگروه ′Gیک اگر اگروتنها است NCLT گروه دراین صورتGیک

است. نرمال زیرگروه یک P ∈ Syl۲(G) ،۳-۲-۱۱ لم بنابر است ۲-زیرگروه یک G′ که آنجا از برهان.
اگر است. یکریخت S۳ آبلی زیرگروه یک با G/CG(G

′) ،۳-۲-۱۴ لم و نرمال ساز-مرکزساز قضیه ی بر بنا
گروه Gیک ،۲-۱-۱۰ قضیه ی بنابر است. Gپوچتوان ،۳-۲-۱۲ لم بنابر آنگاه باشد، ۲-گروه G/CG(Gیک

′)

بنابر دراین صورت سیلویGباشد. ۳-زیرگروه Qیک و باشد ۳ مرتبه ی G/CG(Gاز
′) کنید فرض است. CLT

درآن Gکه = PQ× A ،۳-۲-۱۳ و ۳-۲-۱۲ لم های

gcd(۲, |A|) = gcd(۳, |A|) = ۱.

.|Q| = ۳j کنید فرض است. CLT گروه یک G آنگاه ،i ≥ ۳ درآن که |P | = ۲i اگر داد خواهیم نشان
از H زیرگروه شامل PQ آنگاه باشد، ۲ × ۳j مرتبه ی از H/G′ زیرگروه شامل (PQ)/G′ اگر دراین صورت

و n۳ = ۴ کنید توجه است. Hناآبلی ،Q ̸⊆ CG(G
′) که آنجا از است. ۲۳ × ۳j مرتبه ی

|NH(Q)| = ۲ × ۳j.
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زیرگروه یک شامل ۱ ≤ k ≤ j هر برای PQ بنابراین است. CLT گروه یک NH(Q) ،۲-۴-۹ نتیجه ی بنابر
یک شامل d ∣∣ |PQ| که یه طوری d هر برای PQ است، آبلی (PQ)/G′ که آنجا از است. ۲ × ۳k مرتبه ی از
یک G ،۲-۱-۹ قضیه ی بنابر است. CLT گروه ی مستقیم ضرب حاصل G درنتیجه است. d مرتبه  از زیرگروه

است. سیلو ۲-زیرگروه ′Gیک آنگاه باشد، NCLT گروه Gیک اگر بنابراین است. CLT گروه
NCLT گروه یک G ،۳-۲-۱۵ لم بنابر آنگاه ،P ≤ G′ و باشد G سیلوی ۲-زیرگروه یک P اگر عکس به

است.

است. CLT گروه Gیک آنگاه A۴باشد، با ′Gیکریخت اگر باشد. گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۱۷ قضیه

یک با G/CG(G
′) نرمال ساز-مرکز ساز قضیه ی بنابر .Q ∈ Syl۳(G) و P ∈ Syl۲(G) کنید فرض برهان.

،G′ ∩ CG(G
′) = {۱} که آنجا از است. یکریخت S۴ از زیرگروه

(G/CG(G
′))′ ∼= G′/G′ ∩ CG(G

′) = G′.

آبلی گروه یک A درآن که G = PQ × A ،۳-۲-۱۳ لم بنابر .|P | > ۸ و G/CG(G
′) = S۴ بنابراین

گروه Hیک .|H| = ۸ × ۳j درآن که است ۲ مرتبه ی از H/G′ زیرگروه شامل (PQ)/G′ که آنجا از است.
مرتبه ی از زیرگروه یک شامل (PQهمچنین H(و ،۲-۴-۹ نتیجه ی بنابر .|NH(Q)| = ۲×۳j و است ناآبلی
PQ بنابراین است. ۲i−۲ × ۳j−۳ مرتبه ی از آبلی گروه یک (PQ)/G′ است. ۰ ≤ l ≤ j هر برای ۲ × ۳l

CLT گروه یک PQ درنتیجه است. ۱ ≤ l ≤ j و ۲ ≤ k ≤ i هر برای ۲k × ۳l مرتبه ی از زیرگروه  های دارای
است. CLT گروه یک ۲-۱-۹ لم بنابر Qاست. و P مستقیم ضرب Gحاصل چون و است

آمده دست به ۱۶ از کمتر مرتبه ی از جابه جاگر زیرگروه با گروه های درمورد [۲] منبع در که نتایجی دیگر از
است. زیر شرح به است،

و باشد. ۸ مرتبه ی از مقدماتی آبلی زیرگروه ′Gیک که به طوری باشد گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۱۸ قضیه
مرتبه ی دارای P/G′ اگروتنهااگر است NCLT گروه P.دراین صورتGیک ∈ Syl۲(G) کنید فرض همچنین

باشد. ۳ از کوچکتر

گروه دراین صورتGیک Q۸باشد. با ′Gیکریخت که به طوری باشد گروه Gیک کنید فرض .۳-۲-۱۹ قضیه
باشد. سیلو ۲-زیرگروه ′Gیک اگروتنهااگر است NCLT

از مقدماتی آبلی زیرگروه یک G′ که به طوری باشد زوج مرتبه ی از گروه یک G کنید فرض .۳-۲-۲۰ قضیه
G′ اگروتنهااگر است NCLT گروه دراین صورتGیک .P ∈ Syl۲(G) کنید فرض همچنین باشد. ۹ مرتبه ی

باشد. ۸ یا ۴ مرتبه ی از دوری گروه یک P/CP (G
′) و باشد سیلو ۳-زیرگروه یک
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Gدراین صورت باشد. C۶ × C۲ با یکریخت G′ که به طوری باشد گروه یک G کنید فرض .۳-۲-۲۱ قضیه
سیلویGباشد. ۲-زیرگروه ′Gشامل وتنهااگر اگر است NCLT گروه یک
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Abstract

A finite group G is said to be a CLT group if G satisfies the converse of Lagrange’s theo-

rem. In other wordG is said to be a CLT group if for any positive integer d with d
∣∣ |G|,G

contains a subgroup of order d. The class of CLT groups and its relations to solvable and

supersolvable groups have been studied in the 20th century. In this project we investigate

the properties and examples of CLT and non-CLT (NCLT) groups.

Keywords: Lagrange’s theorem , converse of Lagrange’s theorem , solvable groups,

supersolvable groups, nilpotent groups.
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