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پیش گفتار
محاسبه طاقت فرسای کار صرف برده ها مانند را خود عمر ساعات برجسته، انسان های که نیست «شایسته

سپرد.» دیگری کس هر به را آن می شد سادگی به می شد، استفاده ماشین ها از اگر که کاری کنند؛

لایب نیتس ویلهلم گوتفرید —

نوینی فناوری های و صنعتی محاسبات مهندسی، در پیشرفت اصلی پایه و علوم مشترک زبان همواره ریاضیات
پیچیده سیستم های طراحی و فیزیکی پدیده های مدل سازی امروز، دنیای در است. بوده مصنوعی هوش مانند
کلی رویکرد دو کامپیوتر، کمک به ریاضی مسائل حل برای است. غیرممکن ریاضی دقیق ابزارهای بر تکیه بدون
که می شوند محاسبه تقریبی صورت به پاسخ ها عددی، رویکرد در نمادین. رویکرد و عددی رویکرد دارد: وجود
تحلیلی و دقیق پاسخ به رسیدن هدف نمادین، رویکرد در اما است. کارگشا مهندسی کاربردهای از بسیاری در
جبر «سیستم های توسعه به نیاز، این می دهد. انجام کاغذ روی ریاضی دان یک که کاری مانند درست است،
حل و الگوریتم ها طراحی علمی، پژوهش های در گسترده ای کاربرد امروزه سیستم ها این انجامید. کامپیوتری»
کلاسیک مسائل از یکی می کنند. فراهم وسیع مقیاس در را دقیق محاسبات انجام امکان و دارند پیچیده معادلات
f مانند تابع یک معین انتگرال عددی، رویکرد در است. توابع پادمشتق همان یا انتگرال یافتن ریاضیات، در مهم و
محاسبه ∫ b

a
f(x) dx ≈

∑n
i=۱ f(xi)∆x شکل به و نمودار زیر مساحت تقریب از استفاده با [a, b] بازه روی

که گونه ای به F تابع یافتن (یعنی باشیم پاسخ تابع دقیق ساختار یافتن و نامعین انتگرال دنبال به اگر اما می شود.
تا می شود عمل وارد نمادین رویکرد مرحله این در بود. خواهند ناکارآمد عددی روش های ،(F ′(x) = f(x)

این به ما نگاه تغییر نیازمند کامپیوتر، روی نمادین انتگرال گیری پیاده سازی کند. مشخص را پاسخ تحلیلی ساختار
در مفاهیم این پیاده سازی که شده اند بنا پیوستگی و حد پایه بر انتگرال و دیفرانسیل حساب مفاهیم است. مسئله
مسیر، این در می کنیم. گذر مجرد جبر به ریاضی آنالیز حوزه از مشکل، این حل برای است. دشوار کامپیوتر منطق

۱



نمادین انتگرال گیری بر مطالبمقدمه ای فهرست

نگاشت هایی عنوان به را انتگرال و مشتق عملگرهای تا می کند فراهم چارچوبی دیفرانسیلی» «جبر نوظهور رشته
مشتق یک وارون یافتن به انتگرال گیری مسئله دقیق تر، بیان به کنیم. بازتعریف مشخص دامنه یک روی جبری
این در ما کارهای اصلی پایه رویکرد، تغییر این می یابد. تقلیل دیفرانسیلی میدان مانند جبری ساختار یک در
پیش نیازهای اول، فصل در می کنیم. طی فصل چهار در را نمادین انتگرال گیری مسیر نوشتار، این در است. پروژه
الگوریتم مانند محاسباتی ابزارهای و کرده مرور را چندجمله ای ها حلقه نظریه و ایده آل حلقه، مفاهیم شامل جبری
دیفرانسیلی، حلقه های به ورود با دوم، فصل در می کنیم. معرفی را چندجمله ای دو منتج نام به مفهومی و اقلیدسی
روتشتاین-تراگر الگوریتم و هرمیت کاهشی روش و می کنیم بررسی را گویا توابع انتگرال گیری الگوریتم های
و میدانی توسیع های بررسی به سوم فصل می دهیم. شرح پاسخ لگاریتمی و گویا بخش های استخراج برای را
اثبات را لیوویل مهم قضیه و کرده فرمول بندی را مقدماتی توابع ساختار تا دارد اختصاص دیفرانسیلی توسیع های
الگوریتم و داده ارائه متعالی توابع چالش های از کلی نمایی گویا، توابع از عبور با چهارم فصل در نهایت، در کنیم.
بسیار دیفرانسیلی جبر و نمادین محاسبات مبحث که شویم یادآور باید می کنیم. معرفی را ریش-نورمن ابتکاری
بوده ساده و مختصر بسیار شده، گردآوری نوشتار این در آنچه است. نوشتار این مطالب از پیچیده تر و گسترده تر
معتبر منابع پایه بر پروژه، این مطالب است. شده تدوین حوزه این به ورود برای اولیه معرفی یک عنوان به تنها و

.[۸ ،۷ ،۵ ،۴ ،۶ ،۲ ،۳ ،۱] است شده تنظیم ریاضیات از شاخه این
توجه و حوصله نهایت با که هاشمی، امیر دکتر جناب بزرگوارم، راهنمای استاد از که می دانم خود وظیفه پایان، در

باشم. داشته را سپاسگزاری کمال کردند، آسان را نوشتار این تدوین مسیر خود، ارزنده کمک های و

شریفی شکیب
۱۴۰۵ شهریور

۲



۱ فصل

جبری پیش نیازهای

بر تمرکز با سپس و کرده آغاز ایده آل و حلقه گروه، مانند پایه ای ساختارهای بر مروری با را خود مسیر فصل، این در
تجزیه دامنه صحیح، دامنه مانند پیشرفته  تر جبری ساختارهای ویژگی های بررسی و معرفی به چندجمله ای ها، حلقه
محاسباتی روش های ارائه با نهایت، در می پردازیم. کسرها میدان و میدان اقلیدسی، دامنه اصلی، ایده آل دامنه یکتا،
چندجمله ای، دو منتج کلیدی مفهوم معرفی و اقلیدسی الگوریتم شبه تقسیم، الگوریتم تقسیم، الگوریتم مانند
از فصل، این مطالب عمده می کنیم. فراهم را آینده فصل های در انتگرال گیری بحث ورود برای نیاز مورد زمینه

است. شده گردآوری [۶ ،۴ ،۳ ،۲ ،۱] منابع

ایده آل و حلقه گروه، ۱ .۱

مروری بخش، این در است. استوار «حلقه ها» و «گروه ها» مانند انتزاعی ساختارهایی مطالعه پایه بر مجرد جبر
حلقه ها از مفیدی و مهم زیرمجموعه های که را «ایده آل ها» ادامه در و داشت خواهیم جبری ساختار دو این بر

می کنیم. معرفی هستند،

شرایط در که است ∗ : G × G → G دوتایی عمل با G ناتهی مجموعه ،(G, ∗) گروه یک .۱ .۱ .۱ یف تعر
می کند: صدق زیر

.a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c باشیم داشته a, b, c ∈ G هر برای (شرکت پذیری) .۱

۳



نمادین انتگرال گیری بر جبریمقدمه ای پیش نیازهای :۱ فصل

داشته a ∈ G هر برای که طوری به باشد، داشته وجود e ∈ G مانند عنصری همانی) عضو (وجود .۲
.a ∗ e = e ∗ a = a باشیم

.a ∗ b = b ∗ a = e که طوری به باشد، داشته وجود b ∈ G عنصر ،a ∈ G هر برای (وارون پذیری) .۳

باشد. برقرار a ∗ b = b ∗ a تساوی ،a, b ∈ G هر برای هرگاه می گوییم، جابجایی) (یا آبلی۱ را (G, ∗) گروه
هستند. یکتا عناصری گروه، در عنصر هر وارون و همانی عضو که کرد اثبات می توان سادگی به

و (جمع) + : R × R → R دوتایی عمل های با R ناتهی مجموعه ،(R,+, ·) حلقه یک .۲ .۱ .۱ یف تعر
می کند: صدق زیر شرایط در که است (ضرب) · : R×R→ R

باشد. آبلی گروه یک (R,+) .۱

.a · (b · c) = (a · b) · c باشیم داشته ،a, b, c ∈ R هر برای (شرکت پذیری·) .۲

.a · (b+c) = (a ·b)+(a ·c) باشیم داشته ،a, b, c ∈ R هر برای (+ به نسبت چپ· (پخش پذیری .۳

.(b+c) ·a = (b ·a)+(c ·a) باشیم داشته ،a, b, c ∈ R هر برای (+ به نسبت راست· (پخش پذیری .۴

مجموعه های با ترتیب به را (G, ∗) گروه و (R,+, ·) حلقه مطلب، انتقال و نوشتن در سهولت جهت .۱ .۱ .۱ تذکر
دیگری جبری ساختار هر برای را مورد این می نویسیم. ab را a·b همچنین، می دهیم؛ Gنشان یعنیRو آنها زمینه

برد. خواهیم کار به می کنیم، معرفی ادامه در که

یک دار را R همچنین باشد. برقرار ab = ba رابطه ،a, b ∈ R هر برای هرگاه می گوییم، جابجایی را R حلقه
وجود، صورت در گروه، همانی عنصر همانند عنصر، این باشد. ضرب همانی عنصر دارای هرگاه می گوییم،
ضرب عمل همانی عنصر وجود، صورت در و ۰ نماد با را حلقه جمع عمل همانی عنصر است. منحصربه فرد

می دهیم. نشان ۱ نماد با را حلقه

همه مجموعه می نامیم. حلقه یکه دارد، وارون ضرب عمل به نسبت که را R حلقه از عنصری .۳ .۱ .۱ یف تعر
می دهیم. نشان R⋆ نماد با را R حلقه یکه های

جبر زمینه در بنیادینی کارهای که نروژی برجسته ریاضی دان میلادی)، ۱۸۲۹ -۱۸۰۲) (Niels Henrik Abel) آبل هنریک ۱نیلز
داد. انجام معادلات نظریه و

۴



نمادین انتگرال گیری بر جبریمقدمه ای پیش نیازهای :۱ فصل

وجود) صورت (در ضربی وارون و جمعی وارون هستند. یکتا نیز حلقه یکه های ضربی وارون گروه ها، مشابه
می دهیم. نمایش a−۱ a−و نمادهای با ترتیب به را R حلقه از a عنصر

صورت این در باشند. دلخواه عناصری a, b ∈ R و حلقه یک R کنیم فرض .۱ .۱ .۱ گزاره

(−۱)a = −a, ۰ · a = a · ۰ = ۰, a(−b) = −ab, (−a)(−b) = ab.

شود. ذکر آن خلاف جایی در که این مگر می گیریم، نظر در جابجایی و یک دار را حلقه ها همه نوشتار این در

نظر در را (C) مختلط و (R) حقیقی ،(Q) گویا ،(Z) صحیح ،(N) طبیعی اعداد مجموعه های .۱ .۱ .۱ مثال
دلیل به N اما می دهند، حلقه تشکیل ضرب و جمع معمول اعمال با C و R ،Q ،Z مجموعه های می گیریم.

است: زیر صورت به حلقه ها این یکه های مجموعه نیست. حلقه (−۱ /∈ N مثال (برای جمعی وارون نداشتن

Z⋆ = {۱,−۱}, Q⋆ = Q \ {۰}, R⋆ = R \ {۰}, C⋆ = C \ {۰}.

.۰ ∈ N که می کنیم فرض نوشتار، این ادامه در .۱ .۱ .۱ قرارداد

در که می گیریم نظر در را Zn = {[۰], [۱], . . . , [n − ۱]} مجموعه ،n > ۱ صحیح عدد برای .۲ .۱ .۱ مثال
ضرب و جمع عمل های با همراه مجموعه این می کند. مشخص n پیمانه به را a عدد هم ارزی رده ،[a] نماد آن

می دهد. حلقه یک تشکیل ،[a] · [b] = [ab] و [a] + [b] = [a+ b] صورت به رده ها

این می شود. منتهی صفر عنصر به خودش با ضرب همانی عنصر مکرر کردن جمع گاهی حلقه ها، بررسی در
رفتارهای و طبقه بندی در مهمی نقش که می شود «مشخصه» نام به مفهومی تعریف سبب ساختاری، ویژگی

می کند. ایفا حلقه ها محاسباتی

می شود، داده نمایش char(R) نماد با که R حلقه مشخصه باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۴ .۱ .۱ یف تعر
کند: صدق زیر تساوی در که است n مثبت طبیعی عدد کوچکترین با برابر

۱ + ۱ + · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
بار n

= n · ۱ = ۰.

.char(R) = ۰ می کنیم تعریف باشد، نداشته وجود ویژگی این با عددی هیچ اگر

۵



نمادین انتگرال گیری بر جبریمقدمه ای پیش نیازهای :۱ فصل

نتیجه در نمی شود، صفر هرگز ،۱ عدد مکرر جمع R و Q ،Z حلقه های در .۳ .۱ .۱ مثال

char(Z) = char(Q) = char(R) = ۰.

.char(Zn) = nبنابراین nاست، با برابر صفر عنصر به رسیدن برای [۱] رده جمع دفعات کمترین ،Zn حلقه در

ویژه ای دسته بررسی نیازمند تجزیه، و بخش پذیری مانند مفاهیمی درک و حلقه ها ساختار بهتر شناخت برای
اعداد در بودن ۳ مضرب و زوجیت مانند خواصی ایده آل ها واقع، در هستیم. «ایده آل» نام به زیرمجموعه ها از

می دهند. تعمیم مجردتر ساختارهای به را صحیح

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه می گوییم، ایده آل یک را R حلقه از I غیرتهی زیرمجموعه .۵ .۱ .۱ یف تعر

.a+ b ∈ I ،a, b ∈ I هر ازای به .۱

.ra ∈ I ،r ∈ R و a ∈ I هر برای .۲

عناصر بین روابط دقیق تر بیان برای می دهد. گروه یک تشکیل حلقه، صفر و جمع عمل با R حلقه از I ایده آل هر
هستیم. حلقه ها در کردن» «عاد مفهوم تعریف نیازمند ابتدا می شوند، تولید آن ها توسط که ایده آل هایی و حلقه یک

که طوری به باشد، داشته وجود k ∈ R اگر .a, b ∈ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .۶ .۱ .۱ یف تعر
می دهیم. نمایش a | b صورت به را رابطه این و می کند عاد را b ،a می گوییم ،ka = b

اشتراک را H توسط شده تولید ایده   آل باشد. R حلقه زیرمجموعه یک H ̸= ∅ کنیم فرض .۷ .۱ .۱ یف تعر
باشیم داشته اگر همچنین می دهیم. نمایش ⟨H⟩ نماد با و می کنیم تعریف هستند H شامل که R ایده آل های همه

می دهیم. نمایش ⟨h۱, h۲, . . . , hn⟩ نماد با را H توسط شده تولید ایده آل ،H = {h۱, h۲, . . . , hn}

دیگر، عبارتی به شود. تولید عنصر یک توسط هرگاه می گوییم، اصلی را R حلقه از I ایده آل .۸ .۱ .۱ یف تعر
باشد. برقرار I = ⟨a⟩ رابطه ،a ∈ R یک برای

صورت این در .∅ ̸= H ⊆ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .۲ .۱ .۱ گزاره

⟨H⟩ =
{ n∑

k=۱
rkhk | n ∈ N, ∀۱ ≤ k ≤ n rk ∈ R, hk ∈ H

}
.

۶
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R حلقه ایده آل یک I که می کنیم ثابت ابتدا می دهیم. نمایش I با را بالا تساوی راست سمت مجموعه اثبات.
و a =

∑n
k=۱ rkhk کنیم فرض .I ̸= ∅ بنابراین ،۱ · h = h ∈ I داریم ،h ∈ H هر و ۱ ∈ R ازای به است.

داشت خواهیم صورت این در باشند، R دلخواه عنصر یک نیز r و I دلخواه عنصر دو b =∑n′

k=۱ r
′
kh

′
k

a+b =
n∑

k=۱
rkhk+

n′∑
k=۱

r′kh
′
k =

n+n′∑
k=۱

r′′kh
′′
k


rk = r′′k , hk = h′′

k ۱ ≤ k ≤ n

r′k−n = r′′k , h
′
k−n = h′′

k n+ ۱ ≤ k ≤ n+ n′
,

ra =
n∑

k=۱

∈R︷ ︸︸ ︷
(r · rk)hk.

می دهیم نشان حال است. R ایده آل یک I که است آن نشان دهنده که هستند، I عضو نیز ra و a+ b نتیجه در
.⟨H⟩ = I

I نتیجه در و H ⊆ I بنابراین ،۱ · h = h ∈ I داریم ،h ∈ H هر و ۱ ∈ R ازای به که است واضح (⊆
.⟨H⟩ ⊆ I بنابراین است. H شامل ایده آل یک

نظر در را a ∈ I عنصر .I ⊆ J می دهیم نشان باشد. است، H شامل که ،R ایده آل یک J کنیم فرض (⊇
می گیریم:

a =

∈J︷︸︸︷
r۱h۱ +

∈J︷︸︸︷
r۲h۲ + · · ·+

∈J︷︸︸︷
rnhn ∈ I.

.a ∈ J داریم است، J از عناصری جمع صورت به a که آنجا از

که است عضو دو این خطی ترکیب های تمام شامل ⟨۴, ۶⟩ ایده آل ،۲ .۱ .۱ گزاره طبق ،Z حلقه در .۴ .۱ .۱ مثال
می سازد: را ⟨۲⟩ اصلی ایده آل نهایت در

⟨۴, ۶⟩ = {۴r۱ + ۶r۲ | r۱, r۲ ∈ Z} = ⟨۲⟩ = {. . . ,−۴,−۲, ۰, ۲, ۴, . . .}.

۷
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چندجمله ای ها حلقه ۲ .۱

دیدگاه از را چندجمله ای ها بخش، این در هستند. نمادین محاسبات کلیدی و محوری مفاهیم از چندجمله ای ها
می کنیم. معرفی را آن ها استاندارد نمادگذاری های و کرده بررسی حلقه یک عناصر عنوان به و جبری

بیان به می گیریم. نظر در x متغیر و R در ضرایب با تک متغیره چندجمله ای های همه شامل را R[x] مجموعه
دیگر

R[x] =
{ n∑

k=۰
akx

k | n ∈ N, ∀۰ ≤ k ≤ n ak ∈ R
}
.

روی ضرب و جمع عملگرهای ،am, bn ̸= ۰ که Q =
∑n

j=۰ bjx
j, P =

∑m
i=۰ aix

i ∈ R[x] هر ازای به
می کنیم: تعریف شکل این به را R[x]

P +Q =
m∑
i=۰

aix
i +

n∑
j=۰

bjx
j =

max{m,n}∑
k=۰

(ak + bk)x
k,

P ·Q = (
m∑
i=۰

aix
i) · (

n∑
j=۰

bjx
j) =

m+n∑
k=۰

(
k∑
l=۰

albk−l)x
k.

،k > n هر برای و ak = ۰ مقدار ،k > m اندیس هر برای می کنیم قرارداد که است لازم نیز نکته این ذکر
با چندجمله ای هر جمع که می کنیم قرارداد حلقه، روی عملیات جامعیت حفظ برای همچنین .bk = ۰ مقدار

است. صفر با برابر صفر چندجمله ای در آن ضرب و چندجمله ای، آن خود با برابر صفر چندجمله ای

می دهد. حلقه یک تشکیل شده، تعریف ضرب و جمع عمل با R[x] مجموعه .۱ .۲ .۱ گزاره

جمعی وارون هستند. R[x] ضرب همانی عضو ۱ ∈ R عنصر و جمع همانی عضو ۰ ∈ R عنصر اثبات.
بودن شرکت پذیر و جابجایی است. −P =

∑n
k=۰(−ak)xk چندجمله ای ،R[x] در P چندجمله ای هر

صرف نظر آنها از دلیل همین به و می شوند اثبات سادگی به پخش پذیری، خاصیت همچنین و ضرب و جمع عمل
می کنیم.

R[x] در دلخواه چندجمله ای یک P = anx
n + · · · + a۰ ̸= ۰ و حلقه یک R کنیم فرض .۱ .۲ .۱ یف تعر

می شود. تعریف n با برابر می دهیم، نشان deg(P ) با که ،P درجه صورت این در .an ̸= ۰ که طوری به باشد،
.deg(۰) = −∞ می کنیم قرارداد ،P = ۰ اگر

۸
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در دلخواه چندجمله ای یک P = anx
n + · · · + a۰ ̸= ۰ و حلقه یک R کنیم فرض .۲ .۲ .۱ یف تعر

تک جمله ای پیشرو، جمله ترتیب به را an و xn ،anxn صورت این در .an ̸= ۰ که طوری به باشد، R[x]

همچنین می دهیم. نمایش LC(P ) و LM(P ) ،LT(P ) نمادهای با و می نامیم P پیشرو یب ضر و پیشرو
می نامیم. تکین را P چندجمله ای ،LC(P ) = ۱ اگر

مقادیر صورت این در می گیریم. نظر در Z[x] حلقه در را P = −۵x۴ +۲x۲−۷ چندجمله ای .۱ .۲ .۱ مثال
می شوند: حاصل زیر

deg(P ) = ۴, LC(P ) = −۵, LM(P ) = x۴, LT(P ) = −۵x۴.

میدان و صحیح دامنه ۳ .۱

دامنه همچون دیگری جبری ساختارهای و می پردازیم حلقه در تقسیم عمل انجام شرایط بررسی به بخش این در
روابط و می کنیم معرفی را کسرها میدان و میدان اقلیدسی، دامنه اصلی، ایده آل دامنه یکتا، تجزیه دامنه صحیح،

کرد. خواهیم تشریح را آنها میان

صحیح دامنه ۱ .۳ .۱

باشیم داشته a, b ∈ D هر برای اگر می گوییم، صحیح دامنه یک را D غیرصفر حلقه .۱ .۳ .۱ یف تعر

ab = ۰ =⇒ a = ۰ یا b = ۰ صفر) حاصل ضرب .(خاصیت

عناصر زیرا نیست، صحیح دامنه یک Z۶ حلقه اما هستند، صحیح دامنه R و Q ،Z حلقه های .۱ .۳ .۱ مثال
می دهند. نتیجه (۶ پیمانه (به را [۲] · [۳] = [۰] رابطه که دارند وجود [۲], [۳] ∈ Z۶ غیرصفر

است. صحیح دامنه یک نیز D[x] آنگاه باشد، صحیح دامنه یک D اگر .۱ .۳ .۱ قضیه

۹
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به باشند، D[x] از غیرصفر چندجمله ای دو Q =
∑n

k=۰ bkx
k و P =

∑m
k=۰ akx

k کنیم فرض اثبات.
با که ،LC(P · Q) = ambn = ۰ داریم آنگاه باشد، برقرار P · Q = ۰ رابطه اگر .am, bn ̸= ۰ که طوری

.P ·Q ̸= ۰ بنابراین است، تناقض در D بودن صحیح دامنه

داریم ،P,Q ∈ D[x] هر ازای به صورت این در باشد. صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۱ .۳ .۱ نتیجه

deg(P ·Q) = deg(P ) + deg(Q).

تعریفی نیز مجرد جبر در و است اعداد نظریه اولیه مفاهیم جزو صحیح عدد دو مشترک» مقسوم علیه «بزرگترین
می شود. بیان آن برای کلی تر و عمومی

یکی حداقل که طوری به باشند، دلخواه عناصری ،a, b ∈ D و صحیح دامنه Dیک کنیم فرض .۲ .۳ .۱ یف تعر
می گوییم، b و a (ب.م.م.) مشترک مقسوم علیه ین بزرگتر یک را d صورت، این در است. صفر مخالف آنها از

هرگاه

.d | b و d | a .۱

.c | d آنگاه ،c | b و c | a که باشد داشته وجود c ∈ D اگر .۲

صفر D در عنصری هر زیرا نمی شود، تعریف b و a ب.م.م. ،a = b = ۰ اگر ،۲ .۳ .۱ تعریف در .۱ .۳ .۱ تذکر
نیستند. صفر دو هر b و a که می کنیم فرض نوشتار، این ادامه در می کند. عاد را

وارون پذیر عنصر یک ضرب حد در وجود) صورت (در عنصر دو ب.م.م. یک صحیح، دامنه یک در .۱ .۳ .۱ گزاره
یکتاست.

باشند، b و a برای ب.م.م. هایی d۲ و d۱ کنیم فرض .a, b ∈ D و باشد صحیح دامنه یک D کنیم فرض اثبات.
که طوری به دارند، وجود k۱, k۲ ∈ D مانند عناصری بنابراین .d۲ | d۱ و d۱ | d۲ داریم صورت، این در
از می شود. حاصل d۱(۱− k۲k۱) = ۰ رابطه بنابراین و d۱ = k۲k۱d۱ نتیجه، در .d۱ = k۲d۲ و d۲ = k۱d۱

.k۱, k۲ ∈ D⋆ که است این نشان دهنده که k۲k۱ = ۱ داریم است، صحیح دامنه یک D که آنجا

نیست. صحیح دامنه یک در عنصر دو ب.م.م. یکتایی یا وجود بر الزامی کلی طور به شد، ملاحظه که همان طور
برای gcd(a, b) نماد از تساهل، با ما نیست. خوش تعریف ب.م.م. نمایش برای نماد یک از استفاده بنابراین

۱۰
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یکه» ضرب حد در بودن «برابر رابطه دادن نشان برای ،(=) تساوی معمول نماد از و b و a ب.م.م. یک نمایش
کرد. خواهیم استفاده

آنجا از ،gcd(۱۲, ۱۸) = −۶ ,gcd(۱۲یا ۱۸) = ۶ داریم ،۱۸ و ۱۲ عنصر دو برای ،Z حلقه در .۲ .۳ .۱ مثال
چندجمله ای های حلقه در برابرند. هم با (۱ ۱−یا Z(یعنی وارون پذیر عنصر یک در ضرب حد در مقدار دو این که
ب.م.م. یک {a(x− ۱) | a ∈ Q⋆} مجموعه در عنصر هر ،x۲ − x و x۲ − ۱ چندجمله ای دو برای ،Q[x]

می رود. شمار به

می شود تجزیه کوچکتر عناصر به عنصر یک چگونه اینکه بررسی صحیح، اعداد حلقه همانند صحیح، دامنه یک در
ابتدا یکتاست، تجزیه آن ها در که دامنه هایی به رسیدن و حلقه ها در تجزیه مفهوم بیان برای دارد. بالایی اهمیت

کنیم. تعریف را اول اعداد تعمیم یافته معادل های باید

اول عنصر یک را p ∈ D \ D⋆ غیرصفر عنصر باشد. صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۳ .۳ .۱ یف تعر
باشیم داشته a, b ∈ D ازای به هرگاه می گوییم،

p | ab =⇒ p | a یا p | b.

Z[i] = {a+bi | a, b ∈ Z} حلقه در عنصر همین اما است اول عنصر Zیک حلقه در ۵ عنصر .۳ .۳ .۱ مثال
می شود. تجزیه ۵ = (۱ + ۲i)(۱− ۲i) صورت به زیرا نیست، اول ،i = √−۱ که

تحویل ناپذیر عنصر یک aرا ∈ D\D⋆ غیرصفر عنصر باشد. صحیح دامنه Dیک کنیم فرض .۴ .۳ .۱ یف تعر
باشیم داشته b, c ∈ D ازای به هرگاه می گوییم،

a = bc =⇒ b ∈ D⋆ یا c ∈ D⋆.

حلقه در چندجمله ای همین اما است تحویل ناپذیر عنصر R[x]یک حلقه x۲+۱در چندجمله ای .۴ .۳ .۱ مثال
تجزیه x۲ + ۱ = (x− i)(x + i) غیریکه عنصر دو حاصل ضرب صورت به زیرا نیست، تحویل ناپذیر C[x]

می شود.

است. تحویل  ناپذیر عنصر یک اول، عنصر هر صحیح، دامنه یک در .۱ .۳ .۱ قضیه

۱۱
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a, b ∈ دلخواه عناصر برای کنیم فرض باشد. اول عنصر یک p ∈ D و صحیح دامنه یک D کنیم فرض اثبات.
فرض کلیت، از کاستن بدون .p | ab داریم تعریف طبق است، اول p که آنجا از .p = ab باشیم داشته ،D

صورت این در و a = kp داریم ،k ∈ D یک برای بنابراین ،p | a که می کنیم

p = ab = (pk)b =⇒ p(۱− kb) = ۰.

یکه عنصری b که است این نشان دهنده که ،kb = ۱ داشت خواهیم ،D صفر حاصل ضرب خاصیت طبق
است.

تحویل ناپذیر، عنصر هر صحیح، دامنه یک در یعنی نیست، برقرار کلی طور به بالا قضیه عکس .۵ .۳ .۱ مثال
عنصر یک ۳ عنصر ،Z[√−۵] = {a + b

√
−۵ | a, b ∈ Z} صحیح دامنه در مثال، برای نیست. اول لزوما

۳ که حالی در ،۳ | ۹ = (۲ +
√
−۵)(۲ − √−۵) زیرا نیست. اول عنصر یک اما است، تحویل ناپذیر

نمی کند. عاد را عنصر دو این از هیچ کدام

یکتا تجزیه دامنه ۲ .۳ .۱

لزوما تحویل ناپذیر عوامل به عنصر یک تجزیه دلخواه، صحیح دامنه یک در دیدیم، قبل مثال در که همان طور
تجزیه عمل آن ها در که دامنه هاست از مهمی دسته تعریف برای انگیزه ای موضوع، این نیست. منحصربه فرد

است. اول عوامل به صحیح اعداد تجزیه همانند

غیرصفر عنصر هر برای هرگاه می گوییم، (((UFD))) یکتا تجزیه دامنه یک را D صحیح دامنه .۵ .۳ .۱ یف تعر
باشیم داشته ،a ∈ D \D⋆

باشند. D در تحویل ناپذیر عناصری p۱, p۲, . . . , pn که طوری به ،a = p۱p۲ · · · pn .۱

و m = n آنگاه باشند، تحویل ناپذیر عناصر به a تجزیه دو ،a = p۱p۲ · · · pn = q۱q۲ · · · qm اگر .۲
در qφ(i) با pi هر که طوری به باشد، موجود φ : {۱, . . . , n} → {۱, . . . ,m} دوسویی نگاشت یک

باشد. برابر یکه، ضرب حد
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است. یکتا تجزیه دامنه یک Z صحیح اعداد حلقه اعداد، نظریه در حساب۱» اساسی «قضیه طبق .۶ .۳ .۱ مثال
به متفاوت تجزیه دو دارای ۹ عنصر حلقه این در نمونه، برای نیست. یکتا تجزیه دامنه یک ،Z[√−۵] حلقه

است: تحویل ناپذیر عناصر

۹ = ۳ · ۳ = (۲ +
√
−۵)(۲−√−۵).

است. اول عنصر یک تحویل ناپذیر، عنصر هر یکتا، تجزیه دامنه یک در .۲ .۳ .۱ قضیه

دلخواه عناصر برای که طوری به Dباشد، تحویل ناپذیر عنصر یک p و یکتا تجزیه دامنه Dیک کنیم فرض اثبات.
به را k و b ،a عناصر حال .ab = kp که دارد وجود k ∈ D یک بنابراین .p | ab باشیم داشته ،a, b ∈ D

می کنیم: تجزیه D در تحویل ناپذیر عناصر حاصل ضرب

a = p۱p۲ · · · pl, b = q۱q۲ · · · qm, k = r۱r۲ · · · rn.

داشت خواهیم نتیجه در

ab = p۱p۲ · · · plq۱q۲ · · · qm = kp = r۱r۲ · · · rnp.

ازای به و l+m = n+ ۱ که گرفت نتیجه می توان یکتاست،  عنصری هر تجزیه D در که آنجا از دیگر، سوی از
.p | b یا p | a بنابراین است؛ برابر qj یا pi با یکه، ضرب حد در p عنصر ،j یا i یک

هستند. مشترک مقسوم علیه بزرگترین دارای دلخواه، عنصر دو هر یکتا، تجزیه دامنه یک در .۲ .۳ .۱ قضیه

شود. مراجعه [۲۸۷ صفحه ،۱۳ گزاره ،۲] به اثبات.

اصلی ایده آل دامنه ۳ .۳ .۱

می گوییم. (PID) اصلی ایده آل دامنه باشد، اصلی آن ایده آل هر که را صحیحی دامنه .۶ .۳ .۱ یف تعر
،۱ از بزرگتر صحیح عدد هر که می کند بیان قضیه این .(Fundamental Theorem of Arithmetic) حساب اساسی ۱قضیه

کرد. تجزیه اول اعداد حاصل ضرب به عوامل) ترتیب از (صرف نظر یکتا صورت به را آن می توان یا است اول یا
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⟨۲, x⟩ ایده آل مثال، عنوان به نیست. چنین Z[x] حلقه اما است اصلی ایده آل دامنه یک Z حلقه .۷ .۳ .۱ مثال
نمی شود. تولید واحدی عنصر هیچ توسط

اقلیدسی دامنه ۴ .۳ .۱

حلقه هاست. برای صحیح اعداد در تقسیم الگوریتم تعمیم که می شویم آشنا صحیح دامنه های از خاصی گونه با اکنون

موجود g : D \ {۰} → N تابع هرگاه می گوییم، اقلیدسی۱ دامنه یک را D صحیح دامنه .۷ .۳ .۱ یف تعر
که طوری به باشد،

.g(a) ≤ g(ab) باشیم داشته ،a, b ∈ D ناصفر عنصر دو هر برای .۱

که طوری به باشند، داشته وجود q, r ∈ D عناصر است، برقرار b ̸= ۰ شرط که a, b ∈ D برای .۲
.g(r) < g(b) یا r = ۰ و a = bq + r

می گوییم. و باقیمانده ترتیب خارج قسمت به را r و q و یاب ارز تابع یک را g تابع ،۷ .۳ .۱ تعریف در

نیست. Z[x]چنین اما هستند، اقلیدسی degدامنه ارزیاب تابع C[x]با R[x]و ،Q[x]حلقه های .۸ .۳ .۱ مثال
نمی کنند: صدق زیر رابطه در ،Z[x] در R و Q چندجمله ای های هیچ ،x۲, ۲x ∈ Z[x] برای مثال، عنوان به

x۲ = (۲x)Q+R (R = ۰ یا deg(R) < deg(۲x)).

است. اصلی ایده آل دامنه یک اقلیدسی، دامنه هر .۳ .۳ .۱ قضیه

.I ̸= {۰} که طوری به باشد، آن از ایده آل یک I و اقلیدسی دامنه یک D کنیم فرض اثبات.
است N از غیرتهی زیرمجموعه یک مجموعه، این می گیریم، نظر در را A = {g(a) | ۰ ̸= a ∈ I} مجموعه
که باشد گونه ای به ۰ ̸= b ∈ D عنصر کنیم فرض است. عضو کوچک ترین دارای خوش ترتیبی۲، اصل طبق و
را b ∤ a رابطه که باشد عنصری a ∈ I اگر .I = ⟨b⟩ که می کنیم ثابت شود. برقرار g(b) = min(A) رابطه
نظام و می نامند هندسه علم پدر را وی که باستان یونان برجسته ریاضی دان میلاد)، از پیش ۲۶۵ -۳۲۵ (حدود (Euclid) ۱اقلیدس

کرد. پایه گذاری ریاضیات در را موضوعی اصل
می شود. یافت اعضا دیگر از کوچکتر عضو یک حتما طبیعی، اعداد از ناتهی زیرمجموعه هر برای که می کند بیان اصل ۲این
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دیگر، سوی از .g(r) < g(b) که طوری به ،a = bq + r داشت خواهیم ،q, r ∈ D ازای به آنگاه دهد، نتیجه
،a ∈ I هر ازای به بنابراین است، تناقض در A در g(b) بودن کمینه با این اما دارد، قرار I در a− bq = r عنصر

.b | a داریم

است. یکتا تجزیه دامنه یک اصلی، ایده آل دامنه هر .۴ .۳ .۱ قضیه

شود. مراجعه [۱۱۲ صفحه ،۵ .۲ قضیه ،۶] به اثبات.

داریم، a, b ∈ D هر ازای به صورت این در باشد. اصلی ایده آل دامنه یک D کنیم فرض .۵ .۳ .۱ قضیه
.⟨a, b⟩ = ⟨gcd(a, b)⟩

قضایای طبق .⟨a, b⟩ = ⟨d⟩ داریم ،d ∈ D یک ازای به است، اصلی ایده آل دامنه یک D که آنجا از اثبات.
،a, b ∈ ⟨d⟩ که آنجا از .d = gcd(a, b) که می دهیم نشان دارد. ,gcd(aوجود b) که می دانیم ۲ .۳ .۱ و ۴ .۳ .۱
بنابراین c؛ | b و c | a که باشد دلخواه عنصری c ∈ D کنیم فرض حال .d | b و d | a که است مشخص
،۲ .۱ .۱ گزاره طبق ،d ∈ ⟨a, b⟩ که آنجا از دیگر، سوی از .b = k۲c و a = k۱c داریم ،k۱, k۲ ∈ D ازای به
و d = k′

۱k۱c + k′
۲k۲c می گیریم نتیجه کل در که ،d = k′

۱a + k′
۲b داشت خواهیم ،k′

۱, k
′
۲ ∈ D ازای به

.c | d

میدان ۵ .۳ .۱

یا صفر مقسوم علیه های مانند محدودیت هایی بدون را تقسیم عمل چندجمله ای ها حلقه در بتوانیم اینکه برای
وارون پذیر غیرصفر، عناصر تمام برای ضرب عمل آن در که داریم نیاز ساختاری به دهیم، انجام وارون ناپذیر عناصر

می کند. فراهم را چندجمله ای ها تقسیم الگوریتم اصلی زمینه و ساختاری ست چنین «میدان» باشد.

میدان یک باشد، داشته وارون ضرب عمل به نسبت آن، غیرصفر عنصر هر که حلقه ای به .۸ .۳ .۱ یف تعر
می گوییم.

عنصر هر زیرا نیست، میدان Q[x] چندجمله ای های حلقه اما هستند میدان C و R، Q حلقه های .۹ .۳ .۱ مثال
بود. نخواهد وارون پذیر است، ۱ حداقل درجه دارای که آن از

است. صحیح دامنه یک میدان، هر .۲ .۳ .۱ گزاره
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از کاستن بدون .ab = ۰ که طوری به باشند، دلخواه عنصر دو a, b ∈ K و میدان یک K کنیم فرض اثبات.
.b = ۰ داشت خواهیم تساوی، طرف دو در a−۱ ضرب با صورت این در .a ̸= ۰ می کنیم فرض کلیت،

است. اقلیدسی دامنه یک میدان، هر .۳ .۳ .۱ گزاره
که a, b ∈ K هر ازای به و می گیریم نظر در ۱ ثابت تابع را ارزیاب تابع باشد. میدان یک K کنیم فرض اثبات.

می شود. حاصل a = bq + r تساوی بنابراین ،r = ۰ و q = ab−۱ می دهیم قرار ،b ̸= ۰

کسرها میدان ۶ .۳ .۱

با کسرهایی صورت به آن عناصر و است Q میدان زیرمجموعه اما نیست میدان Z حلقه می دانیم که همان طور
به (یا حلقه یک بتوانیم که است ایده ای چنین الهام بخش جبر، در موضوع این هستند. صحیح مخرج و صورت

داد. گسترش آن شامل میدانی به را صحیح) دامنه یک دقیق تر طور

از هم ارزی رده های شامل را Frac(D) مجموعه باشد. صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۹ .۳ .۱ یف تعر
کسر نماد با را هم ارزی رده های این .b ̸= ۰ و a, b ∈ D آن در که می کنیم تعریف (a, b) مرتب زوج های
ضرب و جمع عمل های .ad = bc هرگاه برابرند یکدیگر با c

d
و a

b
کسر دو که طوری به می دهیم، نمایش a

b
یعنی

می شوند: تعریف زیر صورت به مجموعه این روی

a

b
+

c

d
=

ad+ bc

bd
,

a

b
· c
d
=

ac

bd
.

که می دهد میدان یک تشکیل تعریف شده، ضرب و جمع عمل های با همراه Frac(D) مجموعه .۴ .۳ .۱ گزاره
می نامیم. D صحیح دامنه کسرهای میدان را آن

از مستقیما پخش پذیری خاصیت و جابجایی شرکت پذیری، ضرب، و جمع عمل های بودن خوش تعریف اثبات.
۱
۱ و ۰

۱ صورت به ترتیب به ساختار این در ضرب و جمع همانی عناصر می شوند. نتیجه D صحیح دامنه خواص
دلخواه ناصفر عنصر یک a

b
کنیم فرض حال بود. خواهد −a

b
کسر با برابر a

b
کسر جمعی وارون همچنین هستند.

است Frac(D)موجود در b
a

کسر و بوده خوش تعریف (b, a)مرتب زوج صورت این در a؛ ̸= ۰ بنابراین باشد،
می کند: صدق زیر رابطه در که

a

b
· b
a
=

ab

ba
=

۱
۱ .
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می دهد. میدان یک تشکیل Frac(D) مجموعه و است ضربی وارون دارای ناصفر عنصر هر بنابراین

Frac(D) کسرهای میدان در a
۱ کسر با را D صحیح دامنه از a دلخواه عنصر هر می توان بالا، ساختار به توجه با

هستند. ۱
۱ و ۰

۱ صورت به ترتیب به میدان این در ضرب و جمع همانی عناصر اساس، همین بر دانست. هم ارز
هر برای نتیجه، یک عنوان به بود. خواهد b

a
کسر با برابر ساختار، این در a

b
ناصفر کسر هر ضربی وارون همچنین

می آید. دست به ۱
b

شکل به ضربی وارون ، b۱ ناصفر کسر

صحیح دامنه در تقسیم با نباید Frac(D) کسرهای میدان در a
b

کسر نماد که داشت توجه باید .۲ .۳ .۱ تذکر
اینجا در a

b
نماد واقع، در نیست. امکان پذیر همواره تقسیم عمل صحیح، دامنه یک در شود. گرفته اشتباه D

پس وجود، این با .b بر a تقسیم عمل حاصل نه و است (a, b)مرتب زوج های از هم ارزی کلاس یک نشان دهنده
کرد. خواهد عمل سازگار کاملا جدید میدان در تقسیم عملگر با نماد این کسرها، میدان گسترش و ساخت از

عبارت به است، صحیح اعداد حلقه از گویا اعداد میدان ساختن مفهوم، این برای مثال آشناترین .۱۰ .۳ .۱ مثال
که طوری به را K[x] صحیح دامنه نمادین، محاسبات در پرکاربرد نمونه یک عنوان به .Frac(Z) = Q دیگر
آن به که می دهیم نشان K(x) نماد با را صحیح دامنه این کسرهای میدان می گیریم. نظر در باشد، میدان یک K

.Q ̸= ۰ و P,Q ∈ K[x] که هستند P
Q

کسرهای همان آن عناصر و می گوییم گویا توابع میدان
به K شناخته شده میدان یک با D صحیح دامنه یک کسرهای میدان برای تساوی رابطه شدن قائل .۳ .۳ .۱ تذکر
اغماض کمی با ریاضیاتی دقیق دیدگاه از ،(۱۰ .۳ .۱ مثال در Q = Frac(Z) (مانند K = Frac(D) شکل
و است هم ارزی رده های از ساخته شده مجموعه ای صحیح، دامنه یک کسرهای میدان واقع، در است. همراه
«یک ریختی» و «نشاندن» «هم ریختی»، مانند مفاهیمی از استفاده نیازمند ،K میدان با آن ارتباط دقیق بیان برای
که آنجایی از .(K ∼= Frac(D)) هستند یک ریخت یکدیگر با اصل در ساختار دو این دهیم نشان تا هستیم
این جزئیات به ورود از گرفته ایم، نظر در یکسان کاملا را یک ریخت میدان های این ساختار و رفتار نوشتار، این در

می کنیم. استفاده تساوی نماد از تساهل با و کرده صرف نظر مفاهیم

چندجمله  ای ها برای یتم هایی الگور ۴ .۱

مقسوم علیه بزرگترین و باقیمانده خارج قسمت، مانند مفاهیمی وجود اثبات برای جبری قضایای با قبل، بخش های در
برای اجرایی و سازنده روش هایی نیازمند ما نمادین، محاسبات در اما شدیم آشنا اقلیدسی دامنه های در مشترک
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تعمیم یافته اقلیدسی الگوریتم و شبه تقسیم تقسیم، کلیدی الگوریتم های بخش، این در هستیم. مقادیر این یافتن
می کنیم. ارائه چندجمله ای ها برای را

چندجمله ای ها تقسیم ۱ .۴ .۱

است. اقلیدسی دامنه یک ،deg تابع با باشد، میدان K که شرط این به ،K[x] حلقه که می دهد نشان زیر قضیه

B و A و باشد میدان یک K کنیم فرض تک متغیره). چندجمله ای های برای تقسیم یتم (الگور ۱ .۴ .۱ قضیه
R و Q یکتای چندجمله ای های صورت این در .B ̸= ۰ که شرطی به باشند، K[x] در دلخواه چندجمله ای دو

که طوری به دارند، وجود K[x] در

A = BQ+R (R = ۰ یا deg(R) < deg(B)).

Q ∈ K[x] آنگاه ،B | A اگر دارند. وجود ویژگی این با R و Q چندجمله ای های می کنیم ثابت ابتدا اثبات.
حال .(R = ۰) بود خواهد صفر با برابر باقیمانده مقدار حالت این در .A = BQ که طوری به دارد، وجود

می کنیم: تعریف زیر صورت به را M و S مجموعه های .B ∤ A که کنیم فرض

S = {A− BQ | Q ∈ K[x]}, M = {deg(P ) | P ∈ S}.

Q,R ∈ بنابراین است، m مانند عضو کوچکترین دارای خوش ترتیبی، اصل طبق نیست، تهی M که آنجا از
deg(R) می کنیم≤ فرض خلف) (فرض .A−BQ = R deg(R)و = m که طوری به دارند، K[x]وجود

این در ،H = R−LC(B)−۱LC(R)xm−nB می کنیم تعریف و deg(B) = n می دهیم قرار .deg(B)

صورت

H = R− LC(B)−۱LC(R)xm−nB

= A− BQ− LC(B)−۱LC(R)xm−nB

= A− (Q+ LC(B)−۱LC(R)xm−n)B ∈ S.
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تناقض در که deg(H) < m داریم ،LT(R) = LT[LC(B)−۱LC(R)xm−nB] که آنجایی از همچنین
ثابت را R و Q یکتایی حال .deg(R) < deg(B) نتیجه در و است درجه کمترین با R ∈ S انتخاب با

باشیم داشته ،Q′, R′ ∈ K[x] ازای به کنیم فرض می کنیم.

A = BQ+R = BQ′ +R′ (deg(R′) < deg(B)).

داریم آنگاه ،Q ̸= Q′ اگر

deg(B) ≤ deg
(
B(Q−Q′)

)
= deg(R′ −R) ≤max{deg(R),deg(R′)} < deg(B),

.R = R′ می دهد نتیجه که Q = Q′ بنابراین است. تناقض یک که

از ضرایبی با چندجمله ای ها حلقه مورد در مفید نتیجه  یک می توانیم کردیم، اثبات که قضیه ای از استفاده با اکنون
باشیم. داشته میدان یک

یکتا تجزیه دامنه یک K[x] چندجمله ای های حلقه صورت، این در باشد. میدان یک K کنیم فرض .۲ .۴ .۱ لم
است.

دیگر، سوی از است. اقلیدسی دامنه یک deg درجه تابع با همراه K[x] حلقه که داریم ۱ .۴ .۱ قضیه از اثبات.
تجزیه دامنه یک اصلی، ایده آل دامنه هر و اصلی ایده آل دامنه یک اقلیدسی دامنه هر ،۴ .۳ .۱ و ۳ .۳ .۱ قضایای طبق

بود. خواهد یکتا تجزیه دامنه یک K[x] حلقه بنابراین است؛ یکتا

محاسبه برای روشی و می کند ثابت را باقیمانده) و R(خارج قسمت چندجمله ای هایQو وجود تنها ،۱ .۴ .۱ قضیه
می سازد. ممکن را کار این می کنیم، معرفی ادامه در که الگوریتمی نمی دهد. ارائه آنها
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PolyDivide(A,B) تک متغیره چندجمله ای های برای تقسیم ۱ .۱ یتم الگور
Require: A,B ∈ K[x] where K is a field and B ̸= 0

Ensure: The quotient and remainder of the division of A by B

Q← 0, R← A

while R ̸= 0 and LT(B) | LT(R) do

Q← Q+
LT(R)

LT(B)

R← R− LT(R)

LT(B)
B

end while

return (Q,R)

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۱ .۱ الگوریتم .۳ .۴ .۱ قضیه

به Ri و Qi کنیم فرض می یابد. پایان مرحله، متناهی تعدادی از پس الگوریتم که می دهیم نشان ابتدا اثبات.
.R۰ = A, Q۰ = ۰ صورت این در باشند، الگوریتم اجرای -ام i مرحله در آمده دست به نتایج ترتیب

دنباله این می گیریم. نظر در را {deg(Ri)}∞i=۰ دنباله نباشد. پایان پذیر الگوریتم می کنیم فرض خلف) (فرض
داشت خواهیم نیابد، پایان مرحله -امین i در الگوریتم اگر که چرا است، نزولی اکیدا

Ri+۱ = Ri −
LT(Ri)

LT(B)
B = [LC(Ri)x

deg(Ri) + · · · ]− [۱ · LC(Ri)x
deg(Ri) + · · · ],

{deg(Ri)}∞i=۰ دنباله بنابراین .deg(Ri) > deg(Ri+۱) که می گیریم نتیجه ،deg(Ri) ≥ deg(B) که آنجا از و
اثبات برای حال است. تناقض در طبیعی اعداد خوش ترتیبی اصل با این و بود نخواهد عضو کوچکترین دارای
حکم آنگاه ،i = ۰ اگر .A = BQi+Ri داریم ،i مرحله هر برای که می دهیم نشان استقرا با الگوریتم، درستی
صورت این در .A = BQi+Ri یعنی باشد، درست -ام i مرحله برای حکم کنیم فرض است. برقرار وضوح به

BQi+۱ +Ri+۱ = B · (Qi +
LT(Ri)

LT(B)
) + (Ri −

LT(Ri)

LT(B)
B) = BQi +Ri = A.

.deg(Rn) < deg(B) یا Rn = ۰ صورت این در برسد، پایان به n-ام مرحله در الگوریتم کنیم فرض
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:Q[x] در B = ۲x+ ۱ و A = x۲ + ۱ برای PolyDivide(A,B) الگوریتم اجرای مراحل .۱ .۴ .۱ مثال

T = LT(R)
LT(B)

R Q گام
۱
۲x x۲ + ۱ ۰ ۰
− ۱

۴ − ۱
۲x+ ۱ ۱

۲x ۱
۵
۴

۱
۲x−

۱
۴ ۲

.A = B
( ۱

۲x−
۱
۴
)
+ ۵

۴ داریم بنابراین می یابد؛ پایان حلقه ،deg(R) < deg(B) آخر مرحله در که آنجا از

شبه تقسیم ۲ .۴ .۱

زمینه حلقه اگر که چرا است؛ ۱ .۱ الگوریتم و ۱ .۴ .۱ قضیه در K بودن میدان شرط کرد، توجه آن به باید که نکته ای
الگوریتم از استفاده بنابراین نمی کند، عاد را LC(A) لزوما LC(B) پیشرو ضریب باشد، D صحیح دامنه یک

می بریم. کار به مسئله این به پرداختن برای را دیگری رویکرد ادامه در نیست. ممکن همواره تقسیم

A و صحیح دامنه یک D کنیم فرض تک متغیره). چندجمله ای های برای شبه تقسیم یتم (الگور ۴ .۴ .۱ قضیه
می دهیم قرار .B ̸= ۰ که طوری به باشند، D[x] در دلخواه چندجمله ای دو B و

δ = max{۰,deg(A)− deg(B) + ۱}.

که طوری به دارند، وجود Q,R ∈ D[x] یکتای چندجمله ای های صورت، این در

LC(B)δA = BQ+R (R = ۰ یا deg(R) < deg(B)).

Prem(A,B) نمادهایPquo(A,B)و با و می  گوییم شبه باقیمانده و شبه خارج قسمت ترتیب به Rرا Qو
می دهیم. نمایش

وجود بالا ویژگی های با R و Q که می دهیم نشان آن، درستی و پایان پذیری اثبات و الگوریتم یک ارائه با اثبات.
هستند. یکتا و دارند
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PseudoPolyDivide(A,B) تک متغیره چندجمله ای های برای شبه تقسیم ۲ .۱ یتم الگور
Require: A,B ∈ D[x] where D is an integral domain and B ̸= 0

Ensure: The pseudo-quotient and pseudo-remainder of the pseudo-division of A

by B

δ ←max{0,deg(A)− deg(B) + 1}

Q← 0, R← A

while R ̸= 0 and deg(R) ≥ deg(B) do

d← deg(R)− deg(B) , T ← LC(R)xd

Q← LC(B)Q+ T , R← LC(B)R− TB

δ ← δ − 1

end while

Q← LC(B)δQ

R← LC(B)δR

return (Q,R)

-ام i گام در آمده دست به مقادیر ترتیب به Ti و Ri ،Qi کنیم فرض می دهیم. نشان را الگوریتم پایان پذیری ابتدا
الگوریتم که می کنیم فرض خلف) (فرض .Q۰ = ۰ و R۰ = A صورت این در باشند، الگوریتم حلقه اجرای از
نزولی اکیدا دنباله این می گیریم. نظر در را {deg(Ri)}∞i=۰ یعنی باقیمانده ها درجات دنباله نباشد. پایان پذیر

داشت خواهیم نیابد، پایان -ام i گام در الگوریتم اگر که چرا است؛

Ri+۱ = LC(B)Ri − TiB

= LC(B)Ri − LC(Ri)x
deg(Ri)−deg(B)B

= [LC(B)LC(Ri)x
deg(Ri) + · · · ]− [LC(B)LC(Ri)x

deg(Ri) + · · · ],

آنجا از .deg(Ri+۱) < deg(Ri) می گیریم نتیجه می شود، حذف یکسان ضریب با پیشرو جمله که آنجا از و
اعداد این از نزولی اکیدا و نامتناهی دنباله یک وجود است، N در نامنفی عددی ناصفر چندجمله ای های درجه که
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برای حال می پذیرد. پایان گام متناهی تعداد از پس حتما الگوریتم بنابراین است؛ تناقض در خوش ترتیبی اصل با
گام هر در که می دهیم نشان استقرا با .δ۰ = δ و باشد i-ام گام در δ متغیر مقدار δi می کنیم فرض درستی، اثبات

است: برقرار زیر رابطه i

LC(B)δA = LC(B)δiQiB + LC(B)δiRi.

یعنی این باشد. درست i گام برای حکم می کنیم فرض است. برقرار وضوح به حکم آنگاه ،i = ۰ اگر

LC(B)δi+۱Qi+۱B + LC(B)δi+۱Ri+۱ = LC(B)δi−۱[LC(B)Qi + Ti

]
B

+ LC(B)δi−۱[LC(B)Ri − TiB
]

= LC(B)δiQiB + LC(B)δiRi

= LC(B)δA.

،R = LC(B)δnRn و Q = LC(B)δnQn صورت، این در یابد. پایان تکرار n از پس الگوریتم کنیم فرض
یا Rn = ۰ داریم همچنین می کنند. صدق LC(B)δA = BQ + R تساوی در استقرا رابطه طبق که
LC(B) از توانی در ضرب ،LC(B) ̸= ۰ و است صحیح دامنه D که آنجا از .deg(Rn) < deg(B)

می کنیم. ثابت را R و Q یکتایی اکنون .deg(R) < deg(B) یا R = ۰ بنابراین و نمی دهد تغییر را درجه
باشیم: داشته ،Q′, R′ ∈ D[x] ازای به کنیم فرض

LC(B)δA = BQ+R = BQ′ +R′ (deg(R),deg(R′) < deg(B)).

صحیح دامنه یک D که آنجا از ،Q ̸= Q′ اگر .B(Q − Q′) = R′ − R که می گیریم نتیجه بالا تساوی از
داشت خواهیم ۱ .۳ .۱ نتیجه طبق ،B ̸= ۰ و است

deg(B) ≤ deg
(
B(Q−Q′)

)
= deg(R′ −R) ≤max{deg(R),deg(R′)} < deg(B),

.R = R′ می دهد نتیجه که Q = Q′ بنابراین است. تناقض که
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در است. بدیهی جواب یک دارای شبه تقسیم الگوریتم ،deg(A) < deg(B) که حالتی در .۱ .۴ .۱ تذکر
صورت به شبه تقسیم رابطه بنابراین .LC(B)۰ = ۱ می دهد نتیجه که δ = ۰ داریم تعریف طبق حالت این
این، بر علاوه است. برقرار R = A و Q = ۰ بدیهی مقادیر انتخاب با که می شود تبدیل A = BQ + R

پیشرو ضریب برای منفی توان های ایجاد از مانع max{۰,deg(A) − deg(B) + صورت{۱ به δ تعریف
خوبی به را نکته این می تواند زیر مثال می کند. تضمین را شبه باقیمانده و شبه خارج قسمت یکتایی و شده حلقه در

سازد. روشن

الگوریتم طبق می گیریم. نظر Z[x]در حلقه در Bرا = ۲x+۳ Aو = ۲x+۱ چندجمله ای دو .۲ .۴ .۱ مثال
داریم ،δ = ۱ اینکه به توجه با و ۲ .۱

LC(B)۱A = ۲(۲x+ ۱) = (۲x+ ۳)(۲)− ۴ =⇒ (Q,R) = (۲,−۴).

داشت خواهیم بگیریم، نظر در (۰ (مثلا δ از کمتر را LC(B) توان اگر همچنین

LC(B)۰A = ۱(۲x+ ۱) = (۲x+ ۳)(۱)− ۲ =⇒ (Q′, R′) = (۱,−۲).

مانند ثابت مقدار یک LC(B)به توان نکردن مقید می کنند، صدق شبه تقسیم رابطه در حالت دو هر که آنجایی از
شد. خواهد R و Q یکتایی نقض باعث ،δ

B = ۲x+ ۱ Aو = x۲ + ۱ PseudoPolyDivide(A,B)برای الگوریتم اجرای مراحل .۳ .۴ .۱ مثال
:Z[x] در

T = LC(R)xd d = deg(R)− deg(B) R Q δ گام
x ۱ x۲ + ۱ ۰ ۲ ۰
−۱ ۰ −x+ ۲ x ۱ ۱

۵ ۲x− ۱ ۰ ۲

خواهد (۲x− ۱, ۵) با برابر الگوریتم خروجی و مانده باقی تغییر بدون نهایی مقادیر ،δ = ۰ که آنجا از پایان، در
.۴A = B(۲x− ۱) + ۵ داریم بنابراین بود؛
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اقلیدسی یتم الگور ۳ .۴ .۱

نشد. ارائه آن محاسبه برای عملی روشی و کردیم مطالعه را ویژگی هایش و ب.م.م. مفهوم صرفا قبلی، مباحث در
به آن از پیش اما می کنیم معرفی تک متغیره چندجمله ای دو ب.م.م. محاسبه برای را اقلیدسی الگوریتم ادامه، در

نیازمندیم. اصلی بحث به ورود برای زیر لم دو

این در .a ̸= ۰ که طوری به باشد، دلخواه عنصر یک a ∈ D و صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۵ .۴ .۱ لم
.gcd(a, ۰) = a صورت

اگر .b ̸= ۰ که طوری به باشند، دلخواه عناصری a, b ∈ D و اقلیدسی دامنه یک D کنیم فرض .۶ .۴ .۱ لم
.gcd(a, b) = gcd(b, r) آنگاه باشد، b بر a تقسیم باقیمانده r ∈ D

عبارت به یا ،d۲ | d۱ و d۱ | d۲ که می دهیم نشان .d۲ = gcd(b, r) و d۱ = gcd(a, b) کنیم فرض اثبات.
عنصر است، b بر a تقسیم باقیمانده r که آنجا از هستند. برابر یکه، ضرب حد در d۲ و d۱ که می کنیم ثابت دیگر،
،d۱ | a− bq = r می گیریم نتیجه ،d۱ | b و d۱ | a که آنجا از .a = bq+ r که طوری به دارد، وجود q ∈ D

.d۲ | d۱ نتیجه در و d۲ | bq + r = a بنابراین ،d۲ | r و d۲ | b دیگر، سوی از .d۱ | d۲ بنابراین

Euclidean(A,B) تک متغیره چندجمله ای های ب.م.م. محاسبه ۳ .۱ یتم الگور
Require: A,B ∈ K[x] where K is a field and (A,B) ̸= (0, 0)

Ensure: gcd(A,B)

while B ̸= 0 do

(Q,R)← PolyDivide(A,B)

A← B, B ← R

end while

return A

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۳ .۱ الگوریتم .۷ .۴ .۱ قضیه

آمده دست به نتایج ترتیب به Ri و Bi ،Ai کنیم فرض می دهیم. نشان را الگوریتم پایان پذیری ابتدا اثبات.
می کنیم فرض همچنین .B۰ = B و A۰ = A صورت این در باشند، الگوریتم اجرای -ام i مرحله در
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دنباله نباشد. پایان پذیر الگوریتم که می کنیم فرض خلف) (فرض است. B بر A تقسیم باقیمانده با برابر R۰

پایان مرحله -امین i در الگوریتم اگر که چرا است، نزولی اکیدا دنباله این می گیریم. نظر در را {deg(Bi)}∞i=۰

اصل با که deg(Bi) > deg(Bi+۱) داشت خواهیم بنابراین و است Bi بر Ai تقسیم باقیمانده Bi+۱ نیابد،
مرحله هر در که می دهیم نشان استقرا با الگوریتم، درستی اثبات برای است. تناقض در طبیعی اعداد خوش ترتیبی
برای حکم کنیم فرض است. برقرار i = ۰ برای حکم وضوح به .gcd(A,B) = gcd(Ai, Bi) داریم ،i

صورت این در باشد. درست i-ام مرحله

gcd(Ai+۱, Bi+۱) = gcd(Bi, Ri)
۶ .۴ .۱ لم
= gcd(Ai, Bi) = gcd(A,B).

صورت این در برسد، پایان به -ام n مرحله در الگوریتم کنیم فرض حال

gcd(A,B) = gcd(An, Bn) = gcd(An, ۰) ۵ .۴ .۱ لم
= An.

چندجمله ای دو ب.م.م. محاسبه برای Euclidean(A,B) الگوریتم اجرای مراحل .۴ .۴ .۱ مثال
:Q[x] در B = x۲ − ۱ و A = x۳ − ۱

R Q B A گام
x− ۱ x x۲ − ۱ x۳ − ۱ ۰

۰ x+ ۱ x− ۱ x۲ − ۱ ۱
۰ x− ۱ ۲

داشت خواهیم بنابراین می شود، بازگردانده آخر سطر در A مقدار و یافته پایان الگوریتم ،B متغیر شدن صفر با
.gcd(A,B) = x− ۱

فصل های در که محاسباتی کاربردهای از بسیاری در اما می کند محاسبه را ب.م.م. مقدار تنها اقلیدسی الگوریتم
اولیه چندجمله ای دو از خطی ترکیب صورت به را ب.م.م. که هستیم ضرایبی یافتن نیازمند می کنیم، مشاهده بعد

برساند. هدف این به را ما می تواند زیر مهم قضیه کنند. تولید

،a, b ∈ D هر برای صورت این در باشد. اصلی ایده آل دامنه یک D کنیم فرض بزو۱). (اتحاد ۸ .۴ .۱ قضیه
نظریه در را قضیه این از صورتی بار نخستین برای که فرانسوی ریاضی دان میلادی)، ۱۷۸۳ -۱۷۳۰) (Étienne Bézout) بزو ۱اتین
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می نامیم). بزو ضرایب را k۲ و k۱) k۱a+ k۲b = gcd(a, b) که طوری به دارند، وجود k۱, k۲ ∈ D عناصر

می شود. نتیجه ۲ .۱ .۱ گزاره و ۵ .۳ .۱ قضیه از اثبات.

صورت به عنصر چند ب.م.م. هستند. تعمیم قابل نیز عنصر n برای بزو اتحاد و ب.م.م. مفاهیم .۲ .۴ .۱ تذکر
یک در همچنین می شود. محاسبه gcd(a۱, . . . , an) = gcd

(
gcd(a۱, . . . , an−۱), an

) رابطه با بازگشتی
وجود k۱, . . . , kn ∈ D مانند عناصری و یافته تعمیم خطی ترکیب صورت به بزو اتحاد اصلی، ایده آل دامنه

.∑n
i=۱ kiai = gcd(a۱, . . . , an) که دارند

ExtEuclidean(A,B) تک متغیره چندجمله ای های بزو ضرایب و ب.م.م. محاسبه ۴ .۱ یتم الگور
Require: A,B ∈ K[x] where K is a field and (A,B) ̸= (0, 0)

Ensure: gcd(A,B), K1, K2 such that K1A+K2B = gcd(A,B)

K1 ← 1, K2 ← 0, K ′
1 ← 0, K ′

2 ← 1

while B ̸= 0 do

(Q,R)← PolyDivide(A,B)

A← B, B ← R

R1 ← K1 −K ′
1Q, R2 ← K2 −K ′

2Q

K1 ← K ′
1, K2 ← K ′

2, K ′
1 ← R1, K ′

2 ← R2

end while

return (A,K1, K2)

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۴ .۱ الگوریتم .۹ .۴ .۱ قضیه

است. ۳ .۱ الگوریتم مشابه الگوریتم، ب.م.م. درست خروجی و پایان پذیری اثبات اثبات.
اجرای i-ام مرحله در آمده دست به نتایج ترتیب به Ai, Bi, Qi, (K۱)i, (K۲)i, (K

′
۱)i, (K

′
۲)i کنیم فرض

داریم i هر برای که می کنیم ثابت استقرا با باشند. الگوریتم

Ai = (K۱)iA+ (K۲)iB, Bi = (K ′
۱)iA+ (K ′

۲)iB.

کرد. اثبات اعداد
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داریم صورت این در باشد، درست i برای حکم کنیم فرض است. درست i = ۰ برای حکم وضوح به

(K۱)i+۱ = (K ′
۱)i, (K۲)i+۱ = (K ′

۲)i, Ai+۱ = Bi,

داریم دوم رابطه اثبات برای .Ai+۱ = (K۱)i+۱A+ (K۲)i+۱B نتیجه در و

(K ′
۱)i+۱A+ (K ′

۲)i+۱B = [(K۱)i − (K ′
۱)iQi]A+ [(K۲)i − (K ′

۲)iQi]B

= [(K۱)iA+ (K۲)iB]− [(K ′
۱)iA+ (K ′

۲)iB]Qi

= Ai − BiQi = Bi+۱.

صورت این در برسد، پایان به -ام n مرحله در الگوریتم کنیم فرض

gcd(A,B) = An = (K۱)nA+ (K۲)nB.

در B = x۲ − ۱ و A = x۳ − ۱ برای ExtEuclidean(A,B) الگوریتم اجرای مراحل .۵ .۴ .۱ مثال
:Q[x]

K ′
۲ K ′

۱ K۲ K۱ R Q B A گام
۱ ۰ ۰ ۱ x− ۱ x x۲ − ۱ x۳ − ۱ ۰
−x ۱ ۱ ۰ ۰ x+ ۱ x− ۱ x۲ − ۱ ۱

x۲ + x+ ۱ −x− ۱ −x ۱ ۰ x− ۱ ۲

K۲هستند. = −x K۱و = ۱ با برابر بزو ضرایب gcd(A,B)و = x−۱ که می دهد نشان الگوریتم خروجی
می شود: مشخص زیر رابطه برقراری با نتیجه این درستی

۱ · (x۳ − ۱) + (−x) · (x۲ − ۱) = x− ۱.
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چندجمله ای دو منتج ۵ .۱

متوجه چندجمله ای، دو ریشه های کامل و صریح محاسبه بدون داریم نیاز اغلب نمادین، محاسبات بحث در
در آن با مرتبط قضیه ای ارائه و چندجمله ای دو «منتج» تعریف با خیر. یا دارند مشترکی ریشه آن ها آیا که شویم

برسیم. هدفی چنین به می توانیم بخش، این

باشند: زیر صورت به چندجمله ای دو A,B ∈ D[x] و صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۱ .۵ .۱ یف تعر

A =
m∑
i=۰

aix
i (am ̸= ۰), B =

n∑
j=۰

bjx
j (bn ̸= ۰),

با را آن که ،B و A چندجمله ای دو سیلوستر۱ یس ماتر .n = deg(B) و m = deg(A) که طوری به
از آن درآیه های که است (m + n) × (m + n) مرتبه از مربعی ماتریس یک می دهیم، نشان Syl(A,B)

می شود: ساخته زیر شکل به و شده تشکیل B و A ضرایب

کرده اند. پیدا انتقال راست سمت به واحد یک سطر، هر در که ضرایبAاست شامل ماتریس، اول nسطر •

کرده اند. پیدا انتقال ترتیب همین به که است B ضرایب شامل ماتریس، بعدی سطر m •

هستند. صفر ماتریس درآیه های سایر •
توسعه در بسزایی سهم که انگلیسی ریاضی دان میلادی)، ۱۸۹۷ -۱۸۱۴) (James Joseph Sylvester) سیلوستر جوزف ۱جیمز

داشت. ترکیبیات و ناورداها نظریه ماتریس ها، نظریه
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است: زیر شکل به ماتریس این دقیق تر، بیان به

Syl(A,B) =



am am−۱ · · · a۰ ۰ · · · ۰
۰ am am−۱ · · · a۰ · · · ۰
... ... . . . . . . . . . . . . ...
۰ ۰ · · · am am−۱ · · · a۰

bn bn−۱ · · · b۰ ۰ · · · ۰
۰ bn bn−۱ · · · b۰ · · · ۰
... ... . . . . . . . . . . . . ...
۰ ۰ · · · bn bn−۱ · · · b۰




سطر n


سطر m

.

دو این منتج باشند. دلخواه چندجمله ای دو A,B ∈ D[x] و صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۲ .۵ .۱ یف تعر
دیگر بیان به یا ،B و A سیلوستر ماتریس دترمینان با است برابر می دهیم، نشان Res(A,B) با که چندجمله ای،

Res(A,B) = det
(
Syl(A,B)

)
.

از می گیریم. نظر در Z[x] حلقه در را B = x۲ − ۱ و A = x۲ − ۳x + ۲ چندجمله ای دو .۱ .۵ .۱ مثال
بود: خواهد ۴× ۴ ماتریس یک آن ها سیلوستر ماتریس ،deg(B) = ۲ و deg(A) = ۲ که آنجایی

Syl(A,B) =



۱ −۳ ۲ ۰
۰ ۱ −۳ ۲
۱ ۰ −۱ ۰
۰ ۱ ۰ −۱


.

.Res(A,B) = ۰ داریم ماتریس، این دترمینان محاسبه با

حلقه اگر مثال برای است. D صحیح دامنه در عنصر یک همواره ،D[x] از چندجمله ای دو منتج که است بدیهی
،A,B ∈ K[t][x] دلخواه چندجمله ای دو برای آنگاه باشد، K[t] مانند چندجمله ای حلقه یک خود ،D زمینه
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متغیر منتج) (یعنی ماتریس این دترمینان حالت، این در می شود. تشکیل x متغیر به نسبت آن ها سیلوستر ماتریس
بود. خواهد K[t] حلقه در t متغیر حسب بر تنها چندجمله ای یک آن، خروجی و کرده حذف کامل طور به را x
Sylx(A,B) نمادهای از است، شده محاسبه متغیر کدام به نسبت منتج و سیلوستر ماتریس اینکه بر تاکید برای

می سازد. روشن تر را مسئله این می دهیم، ارائه ادامه در که مثالی می کنیم. استفاده Resx(A,B) و

می گیریم. نظر در Q[t][x] حلقه در را B = −۲tx + ۱ و A = x۲ − ۱ چندجمله ای دو .۲ .۵ .۱ مثال
نسبت B درجه و (m = ۲) ۲ با برابر x به نسبت A درجه اینجا در کنیم. محاسبه را Resx(A,B) می خواهیم
آن درآیه های که بود خواهد ۳ × ۳ ماتریس یک آن ها سیلوستر ماتریس بنابراین است. (n = ۱) ۱ با برابر x به

هستند: t برحسب چندجمله ای هایی

Sylx(A,B) =


۱ ۰ −۱
−۲t ۱ ۰

۰ −۲t ۱

 .

داشت خواهیم اول، سطر بسط با ماتریس این دترمینان محاسبه با

Resx(A,B) = ۱(۱− ۰)− ۰ + (−۱)(۴t۲ − ۰) = ۱− ۴t۲.

است. Q[t] در چندجمله ای یک حاصل و شده حذف x متغیر می شود، مشاهده که همان طور

می دهد. نشان چندجمله ای دو مشترک ریشه های وجود تشخیص برای محکی عنوان به را منتج کاربرد زیر، قضیه

چندجمله ای دو باشند. غیرصفر چندجمله ای دو A,B ∈ K[x] و میدان یک K کنیم فرض .۱ .۵ .۱ قضیه
اگر تنها و اگر هستند، (deg(gcd(A,B)) > ۰ دیگر عبارت (به غیربدیهی مشترک عامل دارای B و A

.Res(A,B) = ۰

.deg(gcd(A,B)) > ۰ یعنی باشند، غیربدیهی مشترک عامل دارای B و A می کنیم فرض ابتدا (⇒ اثبات.
چندجمله ای های صورت این در .d = deg(D) ≥ ۱ می کنیم فرض و D = gcd(A,B) می دهیم قرار
داشت خواهیم درجات، به توجه با .B = B۱D و A = A۱D که طوری به دارند، وجود A۱, B۱ ∈ K[x]
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داریم کردن ضرب با دیگر، سوی از .deg(B۱) = n− d < n و deg(A۱) = m− d < m

A۱B = A۱B۱D = AB۱,

B و A از غیربدیهی خطی ترکیب یک که می دهد نشان رابطه این .B۱A + (−A۱)B = ۰ می دهد نتیجه که
دقیقا این سیلوستر، ماتریس ساختار در است. شده صفر با برابر m و n از کمتر درجه از چندجمله ای ضرایب با
صفر با برابر ماتریس دترمینان نتیجه در وابسته اند. خطی لحاظ از سیلوستر ماتریس سطرهای که است آن با معادل

.Res(A,B) = ۰ یعنی که بود خواهد
نشان که است صفر سیلوستر ماتریس دترمینان بنابراین .Res(A,B) = ۰ می کنیم فرض اکنون (⇐
مانند چندجمله ای هایی که می کند تضمین خطی وابستگی این دارند. خطی وابستگی آن سطرهای می دهد
deg(V ) < m و deg(U) < n که طوری به نیستند)، صفر همزمان دو هر (که دارند وجود U, V ∈ K[x]

همچنین و
UA+ V B = ۰.

یک K[x] چندجمله ای های حلقه ،۲ .۴ .۱ لم طبق .deg(gcd(A,B)) = ۰ می کنیم فرض خلف) (فرض
حد در تنها و موجود مشترک مقسوم علیه بزرگترین که داریم ۱ .۳ .۱ گزاره و ۲ .۳ .۱ قضیه از و است یکتا تجزیه دامنه
UA = −V B رابطه از .gcd(A,B) = ۱ کنیم فرض می توانیم پس است، منحصربه فرد یکه عنصر یک ضرب
که آنجا از اما ،A | V باشیم داشته باید هستند، اول هم به نسبت B و A که آنجا از .A | V B می گیریم نتیجه
از .UA = ۰ داشت خواهیم معادله، در V = ۰ جایگذاری با .V = ۰ داریم ،deg(V ) < m = deg(A)

خطی) (وابستگی آن ها بودن غیربدیهی فرض با ،U = V = ۰ اینکه .U = ۰ می گیریم نتیجه ،A ̸= ۰ که آنجا
.deg(gcd(A,B)) > ۰ بنابراین است، تناقض در

تجزیه با می گیریم. نظر Q[x]در حلقه در Bرا = x۲ +x−۶ Aو = x۲−۴ چندجمله ای دو .۳ .۵ .۱ مثال
gcd(A,B) = x− ۲ بنابراین است، مشترک آن ها بین x = ۲ ریشه که می شود مشاهده چندجمله ای دو این
زیر شکل به ۴ × ۴ ماتریس یک چندجمله ای دو این سیلوستر ماتریس بود. خواهد صفر از بزرگتر آن درجه و
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است:

Syl(A,B) =



۱ ۰ −۴ ۰
۰ ۱ ۰ −۴
۱ ۱ −۶ ۰
۰ ۱ ۱ −۶


.

C = x − چندجمله ای اگر حال .Res(A,B) = ۰ که دید خواهیم ماتریس، این دترمینان محاسبه با
که است این نشان دهنده که ندارند ۱ جز مشترکی عامل هیچ C و A که است بدیهی بگیریم، نظر در را ۱
۳ × ۳ آن ها سیلوستر ماتریس ،deg(C) = ۱ و deg(A) = ۲ که آنجا از .deg(gcd(A,C)) = ۰

بود: خواهد

Syl(A,C) =


۱ ۰ −۴
۱ −۱ ۰
۰ ۱ −۱

 .

.Res(A,C) = −۳ ̸= ۰ می گیریم نتیجه دترمینان، محاسبه با
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۲ فصل

گویا توابع انتگرال گیری و دیفرانسیلی جبر

دیفرانسیلی۱» «جبر مقدماتی مفاهیم کردیم، مطرح گذشته فصل در که پیش نیازهایی از استفاده با فصل، این در
انتگرال و مشتق مفاهیم ابتدا می پردازیم. گویا توابع برای نمادین انتگرال گیری مسئله بررسی به و کرده تعریف را
از استفاده با سپس می کنیم. بیان را گویا توابع انتگرال ساختار و کرده معرفی دیفرانسیلی حلقه های برای را جبری
برای را روتشتاین-تراگر الگوریتم و انتگرال گویای بخش استخراج برای هرمیت روش مربع، بدون تجزیه الگوریتم
انتگرال گیری جامع الگوریتم روش ها، این ترکیب با نهایت، در کرد. خواهیم تشریح آن لگاریتمی بخش محاسبه

برده ایم. بهره [۸ ،۷ ،۵ ،۳ ،۱] منابع از فصل، این در داد. خواهیم ارائه را گویا توابع

جبر به آنالیز از گذار ۱ .۲
را قدرتمند ماشین این تو به من می گوید: شیطان می دهد. ریاضی دان به شیطان که است پیشنهادی «جبر،
من به را روحت که است این بکنی باید که کاری تنها می دهد. پاسخ بخواهی که سوالی هر به که می دهم

شود.» تو آن از شگفت انگیز ماشین این تا بکش دست هندسه از بدهی؛

عطیه۲ مایکل سر —
به میدان ها)، و حلقه ها (مانند مجرد جبر ساختارهای به مشتق عملگر افزودن با که است ریاضیات از شاخه ای دیفرانسیلی، ۱جبر

جوزف چون ریاضی دانانی توسط بیستم قرن نخست نیمه در شاخه این بنیان های می پردازد. جبری دیدگاه از دیفرانسیل معادلات مطالعه
محاسبات و انتگرال گیری الگوریتم های اصلی پایه امروزه و شد پایه گذاری (Ellis Kolchin) کولچین الیس و (Joseph Ritt) ریت

می شود. محسوب نمادین
جایزه و فیلدز مدال برنده و بریتانیایی برجسته ریاضی دان میلادی)، ۲۰۱۹ -۱۹۲۹) (Sir Michael Atiyah) عطیه مایکل ۲سر

داد. انجام نظری فیزیک و توپولوژی هندسه، زمینه در بنیادینی کارهای که آبل
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همگرایی، مانند آنالیزی مفاهیمی پایه بر انتگرال و مشتق عملگرهای کلاسیک، انتگرال و دیفرانسیل حساب در
شده تعریف [a, b] مانند بازه یک روی که f(x) دلخواه تابع برای دقیق تر، بیان به گرفته اند. شکل پیوستگی و حد

می شوند: تعریف زیر صورت به آن معین انتگرال و مشتق است،

f ′(x) = lim
h→۰

f(x+ h)− f(x)

h
,

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=۱

f(x∗
i )∆x.

یکدیگر وارون عمل واقع در مشتق، و (پادمشتق) نامعین انتگرال که می دانیم حسابان» اساسی «قضیه طبق همچنین
داریم دقیق تر بیان به ∫هستند؛

f ′(x) dx = f(x) + C.

نمادین محاسبات رویکرد در اما سازگارند؛ نیز هندسی درک و شهود با بالا تعاریف که می بریم پی دقت، کمی با
به و جبری ساختارهای قالب در و شده جدا ریاضی آنالیز حوزه از مفاهیم این کامپیوتری، جبری سیستم های و
می شوند. گرفته نظر در میدان یک از عناصری عنوان به توابع گذار، این در می شوند. بازتعریف انتزاعی صورت
ندارد. حد محاسبه به نیازی هیچ و می کند صدق ضرب قاعده در که است خطی نگاشت یک صرفا مشتق عملگر
ایفا را مشتق وارون نقش صرفا و داده دست از را خود آنالیزی و هندسی مفهوم نیز انتگرال عملگر راستا، همین در

می کند.

دیفرانسیلی حلقه های و جبری مشتق ۲ .۲

شکلی به مشتق عملگر آن در که کنیم تعریف ساختارهایی باید ابتدا جبر، در انتگرال گیری مسئله فرمول بندی برای
کند. عمل آن عناصر روی خوش تعریف

هرگاه می گوییم، R روی مشتق یک را δ : R → R نگاشت باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۱ .۲ .۲ یف تعر
کند: صدق زیر شرایط در

.δ(a+ b) = δ(a) + δ(b) باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای جمع) به نسبت بودن (خطی .۱

.δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b) باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای لایب نیتس۱) یا ضرب (قاعده .۲
از یکی که آلمانی برجسته ریاضی دان میلادی)، ۱۷۱۶ -۱۶۴۶) (Gottfried Wilhelm Leibniz) لایب نیتس ویلهلم ۱گوتفرید
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ضابطه با δ : R→ R نگاشت باشد. دلخواه حلقه یک R کنیم فرض بدیهی، مثال یک عنوان به .۱ .۲ .۲ مثال
روی مشتق یک بنابراین و می کند صدق لایب نیتس قاعده و بودن خطی شرایط در ،r ∈ R هر برای δ(r) = ۰

داریم حلقه ۱ عنصر برای لایب نیتس، قاعده از نتیجه یک عنوان به همچنین است، R

δ(۱) = δ(۱ · ۱) = δ(۱) · ۱ + ۱ · δ(۱) = δ(۱) + δ(۱),

بود. خواهد برقرار δ(۱) = ۰ رابطه همواره آن، کردن ساده با که

می نامیم. دیفرانسیلی حلقه یک را آن روی δ مشتق یک و R حلقه یک شامل (R, δ) زوج .۲ .۲ .۲ یف تعر
می گوییم. دیفرانسیلی میدان یک را آن باشد، میدان یک R که صورتی در همچنین

یک تشکیل ،δ = d
dx

استاندارد مشتق گیری عملگر با همراه R = Q[x] چندجمله ای های حلقه .۲ .۲ .۲ مثال
(Q(x), d

dx
) ساختار بگیریم، نظر در را K = Q(x) کسرهای میدان اگر همچنین می دهد. دیفرانسیلی حلقه

است. دیفرانسیلی میدان یک از نمونه ای

مشتق تحت ثابت مقادیر اصطلاح، به یا است صفر همواره ثابت مقادیر مشتق که می دانیم کلاسیک، حسابان در
دیفرانسیلی، حلقه های به آن تعمیم و بودن» «ثابت مفهوم از گرفتن الگو با داریم قصد رو، این از هستند؛ بی اثر

دهیم. قرار بررسی مورد بیشتر را می شود صفر حلقه مشتق عملگر تحت مقدارشان که عناصر از دسته آن

مجموعه باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۳ .۲ .۲ یف تعر

Const(R) = {c ∈ R | δ(c) = ۰}

می نامیم. ثابت ها مجموعه را

نسبت مشتق عملگر آن، بر علاوه است، دیفرانسیلی حلقه از زیرحلقه یک ثابت ها مجموعه که داد نشان می توان
کرد. خواهیم ثابت ادامه در را نکات این می کند. عمل بی اثر ثابت ها مجموعه عناصر به

همچنین است، R از زیرحلقه یک Const(R) آنگاه باشد، دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) اگر .۱ .۲ .۲ گزاره
می نامیم. ثابت ها میدان را آن که بود خواهد R از زیرمیدان یک نیز Const(R) باشد، میدان یک R اگر

می رود. شمار به انتگرال و دیفرانسیل حساب اصلی پایه گذاران
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R حلقه ۱ ضرب همانی عنصر و ۰ جمع همانی عنصر که می دهیم نشان ابتدا بودن، زیرحلقه اثبات برای اثبات.
و ۰ عناصر بنابراین، .δ(۱) = ۰ و δ(۰) = ۰ داریم ،۱ .۲ .۲ مثال مشابه و مشتق خواص طبق دارند. قرار آن در
که باشند دلخواه عنصر دو a, b ∈ Const(R) کنیم فرض حال هستند. موجود Const(R) در نیز حلقه ۱
مشتق لایب نیتس قاعده و بودن خطی خواص از استفاده با .δ(b) = ۰ و δ(a) = ۰ که است این نشان دهنده

داریم
δ(a+ b) = δ(a) + δ(b) = ۰ + ۰ = ۰,

δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b) = ۰ · b+ a · ۰ = ۰.

نتیجه است۱، بسته نیز اعمال این به نسبت و است ضرب و جمع همانی عنصر شامل مجموعه این که آنجا از
یک a ∈ Const(R) و میدان یک R کنیم فرض حال است. R از زیرحلقه یک Const(R) که می گیریم
با .δ(a−۱) = ۰ دیگر عبارت به یا ،a−۱ ∈ Const(R) دهیم نشان می خواهیم باشد. ناصفر دلخواه عنصر

داشت خواهیم لایب نیتس قاعده و aa−۱ = ۱ تساوی از مشتق گیری

δ(aa−۱) = δ(۱) = ۰ =⇒ δ(a)a−۱ + aδ(a−۱) = ۰.

داریم ،a ̸= ۰ و است میدان یک R که آنجا از .aδ(a−۱) = ۰ می گیریم نتیجه ، δ(a) = ۰ که آنجایی از
،R بودن میدان صورت در ثابت ها مجموعه که می دهد نشان این و a−۱ ∈ Const(R) بنابراین .δ(a−۱) = ۰

می دهد. میدان یک تشکیل

ثابت عنصر هر و a ∈ R دلخواه عنصر هر برای باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض .۱ .۲ .۲ لم
.δ(ca) = cδ(a) داریم ،c ∈ Const(R)

می شود. اثبات آسانی به لایب نیتس قاعده از استفاده با اثبات.

که می شود نتیجه δ(P ) = d
dx
P = ۰ شرط برقراری از ،(R[x], d

dx
) دیفرانسیلی حلقه در .۳ .۲ .۲ مثال

.Const(R[x]) = R بنابراین باشد؛ حقیقی ثابت مقدار یک باید P چندجمله ای
همچنان زیرمجموعه، این به تحدید صورت در ،R حلقه ضرب و جمع دوتایی عملگرهای که است این بودن بسته از منظور اینجا ۱در

دهند. تشکیل +, · : Const(R)×Const(R)→ Const(R) شکل به خوش تعریف نگاشت هایی
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حلقه Rبه زمینه حلقه از می تواند متعارف طور به δ مشتق عملگر باشد. دیفرانسیلی حلقه یک (R, δ) کنیم فرض
با آن کلی مشتق ،P =

∑n
i=۰ aix

i چندجمله ای هر برای که طوری به یابد، گسترش R[x] چندجمله ای های
می شود: تعریف زیر صورت به لایب نیتس قاعده از استفاده

δ(P ) =
n∑
i=۰

(
δ(ai)x

i + iaix
i−۱δ(x)

)
.

شکل به بالا رابطه شرایط، این تحت .δ(x) = ۱ و δ(ai) = ۰ که است گونه ای به زمینه حلقه موارد، بیشتر در
می شود: ساده زیر

P ′ =
n∑
i=۱

iaix
i−۱

باشند. داشته ما بحث در بیشتری اهمیت مشتق ها از دسته این می شود سبب نتیجه ای چنین

چندجمله ای های حلقه در دلخواه چندجمله ای Pیک =
∑n

i=۰ aix
i و حلقه کنیمRیک فرض .۴ .۲ .۲ یف تعر

تعریف زیر صورت به می دهیم، نشان d
dx
P Pیا ′ نماد با را آن که ،x متغیر به Pنسبت صوری مشتق R[x]باشد.

می شود:
P ′ =

n∑
i=۱

iaix
i−۱.

باشد. داشته ۱ .۲ .۲ تعریف در را مشتق یک ویژگی های باید بالا تعریف که است بدیهی

دیگر، بیان به است. R[x] حلقه روی معتبر مشتق عملگر یک بالا، در شده تعریف صوری مشتق .۲ .۲ .۲ گزاره
داریم c ∈ R ثابت عنصر و P,Q ∈ R[x] هر برای

.(P +Q)′ = P ′ +Q′ .۱

.(PQ)′ = P ′Q+ PQ′ .۲

.(cP )′ = cP ′ .۳

می شود. اثبات آسانی به چندجمله ای ها ضرب و جمع خواص و صوری مشتق تعریف از استفاده با اثبات.

تعریف از استفاده با ،P = t۲x۳ + ۲tx ∈ Z[t][x] چندجمله ای برای .R = Z[t] کنیم فرض .۴ .۲ .۲ مثال
عناصر مثال، این در .P ′ = t۲ · (۳x۲) + ۲t · (۱) = ۳t۲x۲ + ۲t داریم x متغیر به نسبت صوری مشتق

۳۸



نمادین انتگرال گیری بر گویامقدمه ای توابع انتگرال گیری و دیفرانسیلی جبر :۲ فصل

ثابت عنصر یک عنوان به x به نسبت مشتق گیری در (t متغیر و صحیح ضرایب (شامل R = Z[t] زمینه حلقه
می کنند. عمل

این اکنون داد. گسترش آن کسرهای میدان به می توان را صحیح دامنه هر دیدیم، گذشته فصل در که همان طور
میدان به نیز را مشتق این می توان باشد، مشتق عملگر یک دارای صحیح دامنه یک اگر که می شود مطرح پرسش
واقع، در یکتاست. صورت به نیز آن ضابطه و ممکن تعمیم این که می دهد نشان زیر قضیه داد؟ تعمیم آن کسرهای
می پردازیم. آن به جبری دیدگاه از ما که است آنالیز در خارج قسمت از مشتق گیری آشنای قاعده همان قضیه این

به δ مشتق صورت، این در باشد. آن روی مشتق عملگر یک δ و صحیح دامنه یک D کنیم فرض .۲ .۲ .۲ قضیه
به آن مشتق ،a

b
∈ K عنصر هر برای که طوری به می یابد؛ تعمیم K = Frac(D) کسرهای میدان به یکتا طور

می شود: تعریف زیر صورت
δ
(a
b

)
=

δ(a)b− aδ(b)

b۲ .

با .ad = bc بنابراین ،a
b
= c

d
کنیم فرض است. خوش تعریف ارائه شده ضابطه می دهیم نشان ابتدا اثبات.

داریم D صحیح دامنه طرفین از مشتق گیری

δ(a)d+ aδ(d) = δ(b)c+ bδ(c).

به فاکتورگیری از پس جملات، بازآرایی برای ad = bc جایگذاری از استفاده و bd در رابطه این طرفین ضرب با
می رسیم: D صحیح دامنه در زیر تساوی

(δ(a)b− aδ(b))d۲ = (δ(c)d− cδ(d))b۲.

می دهد: نتیجه K میدان در را زیر برابری کسرها، میدان تعریف طبق تساوی این

δ(a)b− aδ(b)

b۲ =
δ(c)d− cδ(d)

d۲ .

می دهیم. نشان را تعمیم این یکتایی اکنون می شوند. نتیجه مشابه روندی با نیز لایب نیتس قاعده و بودن خطی
دو بر δ عملگر اعمال با .b · a

b
= a داریم ،K میدان در باشد. یافته تعمیم کسرها میدان به δ مشتق کنیم فرض
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داشت خواهیم لایب نیتس، قاعده از استفاده و طرف

δ(b)
a

b
+ bδ

(a
b

)
= δ(a).

داریم ۱
b

در طرفین ضرب و راست سمت به اول جمله انتقال با

δ
(a
b

)
=

δ(a)− δ(b)a
b

b
=

δ(a)b− aδ(b)

b۲ .

مربع بدون تجزیه ۳ .۲

عملیاتی تحویل ناپذیر، عوامل به چندجمله ای یک کامل تجزیه انتگرال گیری، الگوریتم های و نمادین محاسبات در
تنها که می بریم بهره مربع» بدون «تجزیه نام به کارآمدتر رویکردی از عوض، در است. زمان بر و پرهزینه به شدت
تکراری ریشه فاقد عوامل از توان هایی حاصل ضرب به را چندجمله ای یک ب.م.م.، و صوری مشتق محاسبه با

می کند. تجزیه

(C یا R ،Q (مانند صفر مشخصه با میدان یک همواره K میدان که می کنیم قرارداد بعد، به این از .۱ .۳ .۲ تذکر
است؛ صوری مشتق عملگر رفتار خاطر به فرض این ضرورت شود. ذکر آن خلاف جایی در که این مگر است،
پدیده این .(xp)′ = pxp−۱ = ۰ داریم ،xp مانند غیرثابتی چندجمله ای برای ،p > ۰ مشخصه با میدانی در
الگوریتم هایی نتیجه، در و برود بین از آن مشتق و چندجمله ای یک تکراری ریشه های میان رابطه می شود سبب

بدهند. دست از را خود کارایی ایده ای، چنین بر مبتنی

B ∈ K[x] \K چندجمله ای هیچ هرگاه می نامیم، مربع بدون را A ∈ K[x] چندجمله ای .۱ .۳ .۲ یف تعر
.B۲ | A که باشد نداشته وجود

یک بودن مربع بدون تشخیص برای محکی می توانیم کردیم، معرفی قبل بخش در که صوری مشتق از استفاده با
دهیم. ارائه چندجمله ای

.gcd(A,A′) = ۱ اگر تنها و اگر است مربع بدون A ∈ K[x] \K چندجمله ای .۱ .۳ .۲ قضیه

۴۰



نمادین انتگرال گیری بر گویامقدمه ای توابع انتگرال گیری و دیفرانسیلی جبر :۲ فصل

P ∈ K[x] مانند تحویل ناپذیر عامل یک صورت این در .deg(gcd(A,A′)) > ۰ کنیم فرض (⇒ اثبات.
با .A = PQ که دارد وجود Q ∈ K[x] چندجمله ای یک ،P | A که آنجا از .P | A′ و P | A که دارد وجود
.P | P ′Q می گیریم نتیجه ،P | PQ′ و P | A′ که آنجا از .A′ = P ′Q+ PQ′ داشت خواهیم مشتق گیری
در .P | Q بنابراین .gcd(P, P ′) = ۱ داریم است، تحویل ناپذیر P و deg(P ′) < deg(P ) که آنجا از

است. تناقض در A بودن مربع بدون با که P ۲ | A داریم نهایت
،deg(B) > ۰ B,Cکه ∈ K[x]چندجمله ای های برای نتیجه، در نباشد. مربع بدون A کنیم فرض (⇐

داشت خواهیم مشتق گیری با .A = B۲C داریم

A′ = ۲BB′C +B۲C ′ = B(۲B′C +BC ′).

.gcd(A,A′) ̸= ۱ و B | gcd(A,A′) بنابراین .B | A′ و B | A نتیجه در

است: زیر شکل به تجزیه ای ،A ∈ K[x] چندجمله ای یک برای مربع بدون تجزیه .۲ .۳ .۲ یف تعر

A =
k∏

i=۱
Ai

i = A۱A۲
۲ · · ·Ak

k,

.gcd(Ai, Aj) = ۱ داریم ،i ̸= j هر برای و است مربع بدون چندجمله ای یک Ai هر که طوری به

اشاره آن به قبلی فصل در که تجزیه» «یکتایی مانند مفهومی طرح است، «تجزیه» مورد در بحثمان که آنجایی از
می کنیم. ثابت را مربع بدون تجزیه یکتایی لم، یک اثبات و ارائه با ادامه، در نیست. انتظار از دور کردیم،

تجزیه دو اگر می گیریم. نظر در را A ∈ K[x] \K چندجمله ای باشد. میدان یک K کنیم فرض .۲ .۳ .۲ لم
صورت به A

A = c
k∏

i=۱
Ai

i = d
m∏
j=۱

Bj
j

مربع بدون و تکین همگی Ai, Bj ∈ K[x] چندجمله ای های و c, d ∈ K⋆ که طوری به باشند، داشته وجود
داریم ۱ ≤ i ≤ k هر برای اندیس ها، مناسب تطابق و بازآرایش یک با و k = m و c = d آنگاه باشند،

.Ai = Bi
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ناصفر چندجمله ای هر بنابراین است؛ یکتا تجزیه دامنه چندجمله ای هایK[x]یک حلقه ،۲ .۴ .۱ لم طبق اثبات.
توان های حسب بر تحویل ناپذیر عوامل دسته بندی با دارد. تحویل ناپذیر اول عوامل حاصل ضرب به یکتا تجزیه ای
شده اند. ظاهر تجزیه در iدقیق توان با که بود خواهد عواملی Aiحاصل ضرب مولفه هر ،Aیکتای تجزیه در متناظر
بودن، تکین شرط و پیشرو ضرایب برابری و k = m می گیریم نتیجه توان ها تطابق و اول عوامل به تجزیه یکتایی از

می کند. ثابت را مولفه ها تساوی

با میدان هایی در چندجمله ای یک مربع بدون تجزیه مولفه های استخراج برای استاندارد روشی زیر، الگوریتم
می کند. فراهم صفر مشخصه

SquareFree(A) تک متغیره چندجمله ای های مربع بدون تجزیه ۱ .۲ یتم الگور
Require: A ∈ K[x] where deg(A) > 0

Ensure: Square-free factors A1, A2, . . . , Ak

C ← Euclidean(A,A′)

(W,−)← PolyDivide(A,C)

(Y,−)← PolyDivide(A′, C)

Z ← Y −W ′

i← 1

while W ̸= 1 do

Ai ← Euclidean(W,Z)

(W,−)← PolyDivide(W,Ai)

(Q,−)← PolyDivide(Z,Ai)

Z ← Q−W ′

i← i+ 1

end while

return (A1, A2, . . . , Ai−1)

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۱ .۲ الگوریتم .۳ .۳ .۲ قضیه
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شود. مراجعه [۸] به اثبات.

،A صوری مشتق گیری با می گیریم. نظر در Q[x] حلقه در را A = x۳ − ۳x+ ۲ چندجمله ای .۱ .۳ .۲ مثال
داریم SquareFree(A) آغازین گام در همچنین .A′ = ۳x۲ − ۳ داریم



C = Euclidean(A,A′) = x− ۱,

(W,R) = PolyDivide(A,C) =⇒ W = x۲ + x− ۲,

(Y,R) = PolyDivide(A′, C) =⇒ Y = ۳x+ ۳,

Z = Y −W ′ = (۳x+ ۳)− (۲x+ ۱) = x+ ۲.

است: زیر صورت به حلقه اجرای مراحل

Q−W ′ W
Ai

Q Ai Z W گام
۰ x− ۱ ۱ x+ ۲ x+ ۲ x۲ + x− ۲ ۱
۰ ۱ ۰ x− ۱ ۰ x− ۱ ۲

را A۲ = x− ۱ و A۱ = x+ ۲ عوامل الگوریتم و می یابد پایان حلقه ،W = ۱ که آنجا از دوم تکرار پایان در
.A = A۱

۱A
۲
۲ = (x+ ۲)(x− ۱)۲ بنابراین برمی گرداند؛ خروجی عنوان به

تفکیک شده توان های با عواملی به کسر مخرج شکستن انتگرال گیری، مسئله در مربع بدون تجزیه اصلی کاربرد
مربع بدون عوامل حسب بر جزئی کسرهای به می توان را گویا تابع هر چگونه که می دهد نشان زیر قضیه است.

کرد. تجزیه

و gcd(A,D) = ۱ شرط با را A
D
∈ K(x) گویای کسر باشد. میدان یک K کنیم فرض .۴ .۳ .۲ قضیه

صورت به مخرج مربع بدون تجزیه اگر می گیریم. نظر در deg(A) < deg(D)

D =
k∏

i=۱
Di

i = D۱D۲
۲ · · ·Dk

k

۱ ≤ j ≤ و ۱ ≤ i ≤ k هر برای که طوری به دارند، وجود Ai,j ∈ K[x] یکتای چندجمله ای های آنگاه باشد،
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همچنین و deg(Ai,j) < deg(Di) داریم ،i

A

D
=

k∑
i=۱

i∑
j=۱

Ai,j

Dj
i

.

دو به دو Di
i عوامل که آنجا از می کنیم. تعریف را Ui =

D
Di

i
چندجمله ای ،۱ ≤ i ≤ k هر برای ابتدا اثبات.

S۱, . . . , Sk مانند چندجمله ای هایی بزو، اتحاد طبق .gcd(U۱, . . . , Uk) = ۱ داریم هستند، اول هم به نسبت
که دارند وجود

k∑
i=۱

SiUi = ۱.

داریم ،D = UiD
i
i اینکه به توجه با و A

D
کسر در تساوی این ضرب با

A

D
=

k∑
i=۱

ASiUi

D
=

k∑
i=۱

ASi

Di
i

.

از می شود. حاصل deg(Bi) < deg(Di
i) شرط با Bi مانند باقیمانده ای کنیم، تقسیم Di

i بر را ASi هر اگر
شکل به رابطه و بود خواهد صفر تقسیم ها این خارج قسمت های مجموع ،deg(A) < deg(D) که آنجایی
Di بر متوالی طور به را Bi صورت ، Bi

Di
i

کسر هر تفکیک برای بعد، مرحله در می شود. تبدیل A
D

=
∑k

i=۱
Bi

Di
i

می کنیم: تقسیم

Bi = Q۱Di + Ai,i,

Q۱ = Q۲Di + Ai,i−۱,

...

Qi−۱ = ۰ ·Di + Ai,۱.

که طوری به می شود، حاصل Bi =
∑i

j=۱ Ai,jD
i−j
i صورت به Bi بسط روابط، این متوالی جایگذاری با

می شوند. تولید Ai,j

Dj
i

صورت به جزئی کسرهای �Di
i بر بسط این تقسیم با نهایت در .deg(Ai,j) < deg(Di)

نتیجه چندجمله ای ها حلقه تقسیم الگوریتم در باقیمانده و خارج قسمت یکتایی از مستقیما تجزیه این یکتایی
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می شود.

مربع بدون تجزیه ،۱ .۳ .۲ مثال طبق می گیریم. نظر در Q(x) در را A
D
= ۳x۲+۳x+۳

x۳−۳x+۲ گویای کسر .۲ .۳ .۲ مثال
،ExtEuclidean(D۱, D۲

الگوریتم(۲ اعمال با Dاست. = D۱D۲
۲ = (x+۲)(x−۱)۲ صورت به مخرج

می شود: حاصل زیر شکل به بزو رابطه

۱
۹(x− ۱)۲ +

−x+ ۴
۹ (x+ ۲) = ۱.

اولیه تفکیک ،۴ .۳ .۲ قضیه اثبات روند اساس بر باقیمانده ها استخراج و (A) کسر صورت در تساوی این ضرب با
می آید: دست به

A

D
=

۱
x+ ۲ +

۲x+ ۱
(x− ۱)۲ .

جایگذاری با نهایت در .۲x+ ۱ = ۲(x− ۱)+ ۳ داریم ،PolyDivide(۲x+ ۱, x− ۱) اجرای با اکنون
می آید: دست به مربع بدون جزئی کسرهای نمایش دوم، کسر در

۳x۲ + ۳x+ ۳
x۳ − ۳x+ ۲ =

۱
x+ ۲ +

۲
x− ۱ +

۳
(x− ۱)۲ .

گویا توابع انتگرال ساختار و جبری انتگرال ۴ .۲

عملگر کردیم، بازتعریف دیفرانسیلی حلقه های قالب در و کرده جدا حد مفهوم از را مشتق عملگر که همان طور
مشتق وارون عملگر عنوان به صرفا انتگرال واقع، در می گیرد. خود به جبری ماهیتی ساختار، این در نیز انتگرال

می شود. شناخته دیفرانسیلی میدان یک در

مانند عنصری اگر باشد. دلخواه عنصر یک a ∈ K و دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض .۱ .۴ .۲ یف تعر
انتگرال یک را b صورت این در ،δ(b) = a که باشد داشته وجود (K از دیفرانسیلی۱ توسیع یک در یا K (در b

می دهیم. نمایش ∫ a نماد با را آن و می نامیم a
و گرفته بر در زیرمیدان یک عنوان به را K که است بزرگتری دیفرانسیلی میدان ،K مانند دیفرانسیلی میدان یک دیفرانسیلی ۱توسیع

توسیع های دقیق ساختار و مفاهیم می دهد. نتیجه را اولیه مشتق عملگر همان دقیقا ،K عناصر بر اعمال صورت در آن مشتق عملگر
کرد. خواهیم بررسی تفصیل به آینده فصل در را دیفرانسیلی
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می شویم. آشنا جبری انتگرال  مقدماتی ویژگی چند با اکنون

عملگر باشد. C = Const(K) ثابت های میدان با دیفرانسیلی میدان یک (K, δ) کنیم فرض .۱ .۴ .۲ گزاره
می کند: صدق زیر ویژگی های در انتگرال

.b۱ − b۲ = c ∈ C آنگاه باشند، a ∈ K عنصر انتگرال دو هر b۲ و b۱ اگر ثابت) حد در (یکتایی .۱

.∫ (ca+ b) = c
∫
a+

∫
b داریم ،c ∈ C ثابت و a, b ∈ K هر برای بودن) (خطی .۲

.∫ aδ(b) = ab−
∫
bδ(a) داریم ،a, b ∈ K هر برای جزء) به جزء (انتگرال گیری .۳

از استفاده و رابطه دو این کردن کم با .δ(b۲) = a و δ(b۱) = a می کنیم فرض اول، ویژگی اثبات برای اثبات.
داریم δ عملگر بودن خطی

δ(b۱ − b۲) = ۰.

برای است. مشتق عملگر بودن خطی مستقیم نتیجه دوم ویژگی است. C در ثابت عنصری b۱− b۲ تعریف، طبق
داشت خواهیم ،δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b) لایب نیتس قاعده طرف دو بر انتگرال عملگر اعمال با سوم، ویژگی

ab =

∫
bδ(a) +

∫
aδ(b).

می شود. ثابت جبری صورت به جزء به جزء فرمول جملات، بازآرایی با

آنجا از ،a = −۲x
(x۲+۱)۲ ∈ Q(x) عنصر برای می گیریم. نظر در را (Q(x), d

dx
) دیفرانسیلی میدان .۱ .۴ .۲ مثال

عنصر برای اما دارد. قرار Q(x) میدان خود در که است a انتگرال یک b = ۱
x۲+۱ عنصر ، d

dx

( ۱
x۲+۱

)
= a که

این انتگرال رو، این از باشد. c با برابر آن مشتق که نمی شود یافت Q(x) در عنصری هیچ ،c = ۱
x
∈ Q(x)

است. Q(x) از دیفرانسیلی توسیع یک نیازمند آن تعیین و نبوده موجود پایه میدان در (ln(x) (یعنی عنصر

برای است، مشخص پیش از (K(x), d
dx

) دیفرانسیلی حلقه در مشتق گیری متغیر که آنجا از .۱ .۴ .۲ تذکر
صرف نظر انتگرال نماد کنار در dxدیفرانسیلی جزء نوشتن از عملگر، جبری ماهیت بر کید تأ و نمادگذاری سادگی

می کنیم.
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صورت چه به دقیقا گویا تابع یک انتگرال خروجی بدانیم است لازم انتگرال، محاسبه الگوریتم های به ورود از پیش
انتگرال کرد، خواهیم بررسی آینده فصل در را آن دقیق اثبات و پیش نیاز مفاهیم که لیوویل۱»، «قضیه طبق است.

می شود: تفکیک مجزا بخش دو به f ∈ K(x) تابع هر

∫
f = v +

k∑
i=۱

ci ln(ui).

شامل که دوم عبارت می شود. نامیده انتگرال گویای بخش و است گویا تابع یک v ∈ K(x) رابطه، این در
قرار K میدان در لزوما که هستند ثابت مقادیری ciها و ui ∈ K[x] آن در (که است لگاریتمی توابع از مجموعی
الگوریتم هایی ارائه گویا، توابع نمادین انتگرال گیری در اصلی هدف دارد. نام انتگرال یتمی لگار بخش ندارند)،

کنند. استخراج متناهی فرآیندی طی و مجزا صورت به را بخش دو این که است

تفکیک زیر شکل به تابع این انتگرال می گیریم. نظر در Q(x) در را f = ۲x۲−x+۱
x۳−x۲ گویای تابع .۲ .۴ .۲ مثال

∫می شود:
f =

۱
x
+ ۲ ln(x− ۱).

را آن لگاریتمی بخش ۲ ln(x− ۱) عبارت و است Q(x) در عنصری و انتگرال گویای بخش ۱
x

کسر اینجا، در
می دهد. تشکیل

هرمیت روش ۵ .۲

نیاز که داد ارائه گویا توابع انتگرال محاسبه برای جبری روشی هرمیت۲» «شارل میلادی، نوزدهم قرن اواخر در
مبتنی روش این می کرد. برطرف کامل طور به را تحویل ناپذیر) عوامل به کامل (تجزیه مخرج ریشه های یافتن به
بخش از کاهشی فرآیندی با را انتگرال گویای بخش و است بزو ضرایب محاسبه و مخرج مربع بدون تجزیه بر
مجموع صورت به می توان را A

D
∈ K(x) سره گویای تابع هر ،۴ .۳ .۲ قضیه طبق می کند. تفکیک آن لگاریتمی

انتگرال گیری نظریه پایه گذاری با که فرانسوی برجسته ریاضی دان میلادی)، ۱۸۸۲ -۱۸۰۹) (Joseph Liouville) لیوویل ۱ژوزف

برداشت. جبر به حسابان زدن پیوند مسیر در بزرگی گام متناهی، فرم های در
نظریه در مهمی دستاوردهای که فرانسوی برجسته ریاضی دان میلادی)، ۱۹۰۱ -۱۸۲۲) (Charles Hermite) هرمیت ۲شارل

داشت. بیضوی توابع و خطی جبر اعداد،
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deg(B) < و m ≥ ۱ مربع، بدون چندجمله ای یک V که طوری به کرد، تجزیه B
V m صورت به کسرهایی

گرفته نظر در لگاریتمی بخش عنوان به ،m = ۱ آن ها در که عباراتی تابع، این انتگرال محاسبه برای .deg(V m)

شد. خواهند تبدیل کمتر مخرج توان با کسرهایی به جبری فرآیند یک طی m > ۱ با عبارات و می شوند

گویای تابع یک با که است این بر محاسبات پیش فرض گویا، توابع انتگرال گیری الگوریتم های در .۱ .۵ .۲ تذکر
مفروض گویای تابع اگر باشد. مخرج از کمتر اکیدا آن صورت درجه که A

D
مانند تابعی یعنی هستیم؛ مواجه سره

تقسیم مخرج بر را صورت چندجمله ای ها تقسیم الگوریتم از استفاده با الگوریتم، اعمال از پیش باشد، ناسره
می شود: تفکیک زیر شکل به انتگرال کار، این با .(A = DQ+R) می کنیم

∫
A

D
=

∫
Q+

∫
R

D
.

به است، سره کسر یک اکنون که R
D

باقیمانده کسر و شده محاسبه جبری پایه قواعد با Q چندجمله ای انتگرال
می شود. داده تحویل هرمیت کاهشی فرآیند به ورودی عنوان

تکراری ریشه Vفاقد که آنجا از باشد. Vمفروض بودن مربع بدون mو > ۱ شرایط با ∫ B
V m انتگرال کنیم فرض

وجود S, T ∈ K[x] چندجمله ای های تعمیم یافته اقلیدسی الگوریتم از استفاده با ،(gcd(V, V ′) = ۱) است
کنند: صدق زیر معادله در که دارند

SV + TV ′ = B, (∗)

داریم: V m بر معادله این طرفین تقسیم با .deg(T ) < deg(V ) که طوری به

B

V m
=

S

V m−۱ +
TV ′

V m
.

دست به دوم، کسر برای جزء به جزء انتگرال گیری قاعده از استفاده و طرفین بر انتگرال عملگر اعمال با حال
∫می آوریم:

TV ′

V m
=

−T
(m− ۱)V m−۱ +

∫
T ′

(m− ۱)V m−۱ .
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می شود: انجام زیر صورت به مخرج توان کاهش ،(∗) رابطه انتگرال در نتیجه این جایگذاری با

∫
B

V m
=

−T
(m− ۱)V m−۱ +

∫
S + ۱

m−۱T
′

V m−۱ .

نهایی گویای عبارت از بخشی گام، هر در و می شود تکرار (m = ۱) یک توان با مخرجی به رسیدن تا فرآیند این
مربع بدون چندجمله ای و G,H ∈ K[x] چندجمله ای دو به اولیه کسر ساختار نهایت، در شد. خواهد تولید

می یابد: کاهش U ∈ K[x]∫
A

D
=

G

U⋆
+

∫
H

U
.

ریشه بدون (U) آن مخرج که است آن لگاریتمی بخش ∫ H
U

و انتگرال گویای بخش نماینده G
U⋆ نمایش، این در

است. شده ارائه ادامه در الگوریتم، دقیق ساختار است. تکراری
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HermiteReduce(A,D) گویا) بخش (استخراج هرمیت کاهش ۲ .۲ یتم الگور
Require: A,D ∈ K[x] where gcd(A,D) = 1 and deg(A) < deg(D)

Ensure: Rational part and logarithmic part integrand

G← 0, H ← 0, U ← 1

(D1, . . . , Dk)← SquareFree(D)

Find Ai,j ∈ K[x] such that A
D
=
∑k

i=1

∑i
j=1

Ai,j

Dj
i

{Based on Theorem 2.3.4}

for i = 1 to k do

U ← U ·Di

H ← H + Ai,1 · U
Di

for j = i downto 2 do

B ← Ai,j

Find S, T ∈ K[x] such that SDi + TD′
i = B and deg(T ) < deg(Di)

G← G+ −T

(j−1)Dj−1
i

Ai,j−1 ← Ai,j−1 + S + T ′

j−1

end for

end for

return (G, H
U
)

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۲ .۲ الگوریتم .۱ .۵ .۲ قضیه

است شده تشکیل for متناهی حلقه دو از الگوریتم می کنیم. بررسی را الگوریتم پایان پذیری ابتدا اثبات.
تنها شده اند. تعیین (D) مخرج چندجمله ای مقسوم علیه های توان های و درجات اساس بر آن ها کران های که
که آنجا از است. T و S ضرایب محاسبه شود، الگوریتم اجرای نشدن توقف باعث است ممکن که مرحله ای
نتیجه، در .gcd(Di, D

′
i) = ۱ و بوده تکراری ریشه فاقد است، مربع بدون تجزیه الگوریتم خروجی Di هر

کل بنابراین می کند. حل را بزو ضرایب به مربوط معادله متناهی زمان در همواره تعمیم یافته اقلیدسی الگوریتم
است. پایان پذیر الگوریتم
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می شود: آغاز جزئی کسرهای به اولیه کسر تجزیه با روند که می گیریم نظر در محاسبات، درستی اثبات برای

∫
A

D
=

k∑
i=۱

i∑
j=۱

∫
Ai,j

Dj
i

.

از .B = Ai,j می دهیم قرار ،j ≥ ۲ توان هر ازای به و Di مربع بدون چندجمله ای هر برای داخلی، حلقه در
deg(T ) < و SDi + TD′

i = B که دارند وجود T و S چندجمله ای های ،gcd(Di, D
′
i) = ۱ که آنجا

به ،(∗) رابطه در شده تشریح روند همانند دقیقا جزء، به جزء انتگرال گیری و Dj
i بر طرفین تقسیم با .deg(Di)

می آوریم: ∫دست
B

Dj
i

=
−T

(j − ۱)Dj−۱
i

+

∫ S + ۱
j−۱T

′

Dj−۱
i

.

می کند. اضافه (G (متغیر پاسخ گویای بخش به را انتگرال از خارج کسر گام هر در الگوریتم رابطه، این اساس بر
(j − ۱) کمتر توان یک با مخرجی برای (Ai,j−۱) جدید صورت عنوان به را انتگرال درون کسر صورت هم زمان،
deg(T ) < و deg(B) < deg(Di) که آنجا از شود. محاسبه حلقه بعدی تکرار در تا می کند جایگذاری
صورت بنابراین .deg(S) < deg(Di) − ۱ که می شود نتیجه SDi = B − TD′

i رابطه از ،deg(Di)

داخلی حلقه پایان از پس داشت. خواهد Di از کمتر اکیدا درجه ای همچنان S + ۱
j−۱T

′ یعنی باقیمانده کسر
می مانند. باقی Ai,۱

Di
صورت به کسرهایی تنها و شده اند تجزیه یک از بزرگتر مخرج توان با عبارات تمامی ،(j = ۲)

تشکیل U مشترک مخرج با را باقیمانده کسرهای این مجموع H متغیر و شده محاسبه U =
∏k

i=۱ Di متغیر
می دهد:

H

U
=

k∑
i=۱

Ai,۱
Di

=
k∑

i=۱
Ai,۱

U

Di

.

خواهد (U) مخرج از کمتر اکیدا نیز (H) نهایی صورت درجه مراحل، تمام در درجات کران شدن حفظ به توجه با
بود.

تجزیه قبل، بخش پایانی مثال در می گیریم. نظر در Q(x) در را A
D

= ۳x۲+۳x+۳
x۳−۳x+۲ گویای تابع .۱ .۵ .۲ مثال

کردیم: محاسبه زیر صورت به را تابع این مربع بدون جزئی کسرهای

A

D
=

۱
x+ ۲ +

۲
x− ۱ +

۳
(x− ۱)۲ .
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روی هرمیت الگوریتم اعمال با می دهند. تشکیل را لگاریتمی بخش و دارند یک توان با مخرج هایی اول کسر دو
SDi+TD′

i = B معادله باید ،D′
i = ۱ مشتق محاسبه با .B = ۳ و j = ۲ ،Di = x− ۱ داریم سوم، کسر

کنیم: حل deg(T ) < deg(Di) شرط با را

S(x− ۱) + T (۱) = ۳.

(یعنی مخرج ریشه در معادله ارزیابی با است. ثابت مقدار یک T می گیریم نتیجه ،deg(T ) < ۱ که آنجا از
در مقادیر این جایگذاری با .S = ۰ می شود نتیجه آن جایگذاری با که ،T = ۳ می آوریم دست به ،(x = ۱

داریم: هرمیت کاهشی رابطه

∫ ۳
(x− ۱)۲ =

−T
(۲− ۱)(x− ۱)۲−۱ +

∫
S + T ′

۲−۱
(x− ۱)۲−۱ =

−۳
x− ۱ +

∫
۰.

می شود: تفکیک زیر شکل به اصلی تابع انتگرال نهایت، در

∫
A

D
=

∫ ۳x۲ + ۳x+ ۳
x۳ − ۳x+ ۲ =

−۳
x− ۱ +

∫ ( ۱
x+ ۲ +

۲
x− ۱

)
.

مربع بدون چندجمله ای انتگرال گیری، برای باقیمانده کسر مخرج و شده استخراج گویا بخش ترتیب، این به
بود. خواهد U = (x+ ۲)(x− ۱) = x۲ + x− ۲

روتشتاین-تراگر یتم الگور ۶ .۲

صورت به باقیمانده انتگرال یک و گویا بخش یک به اولیه گویای تابع انتگرال هرمیت، روش اعمال از پس
است مربع بدون چندجمله ای یک U مخرج و deg(H) < deg(U) که طوری به می یابد، کاهش ∫ H

U

به نیاز بدون انتگرال این لگاریتمی بخش دقیق محاسبه روتشتاین-تراگر۱، الگوریتم هدف .(gcd(U,U ′) = ۱)
است. شده بنا چندجمله ای دو منتج ویژگی های پایه بر الگوریتم این است. خطی عوامل به مخرج پرهزینه تجزیه
میلادی ۱۹۷۶ سال در که کامپیوتر علوم پژوهشگر دو ،(Barry Trager) تراگر بری و (Michael Rothstein) روتشتاین ۱مایکل

دادند. ارائه گویا توابع انتگرال لگاریتمی بخش محاسبه برای را جبری کاملا الگوریتم این یکدیگر، از مستقل صورت به
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می دهیم: تشکیل را زیر منتج معادله و گرفته نظر در را t جدید متغیر انتگرال، این حل برای

R = Resx(H − tU ′, U) = ۰.

متمایز ریشه های که کرد خواهیم ثابت دیفرانسیلی، و میدانی های توسیع بررسی و مطالعه از پس بعد، فصل در
چندجمله ای های استخراج برای هستند. لگاریتمی بخش ثابت ضرایب همان دقیقا ،(c۱, . . . , ck) معادله این

کنیم: محاسبه را زیر ب.م.م. است کافی ،(ci) ریشه هر با متناظر (vi) لگاریتم۱ درون

vi = gcd(H − ciU
′, U).

می آید. دست k∑به
i=۱ ci ln(vi) جبری جمع صورت به لگاریتمی بخش نهایت، در

است. شده ارائه زیر الگوریتم قالب در روش این محاسباتی ساختار

RothsteinTrager(H,U) لگاریتمی) بخش (استخراج روتشتاین-تراگر ۳ .۲ یتم الگور
Require: H,U ∈ K[x] where gcd(U,U ′) = 1 and deg(H) < deg(U)

Ensure: Logarithmic part of the integral

R← Resx(H − tU ′, U)

Find distinct roots c1, . . . , ck of R = 0 in an algebraic extension of K

L← 0

for i = 1 to k do

vi ← Euclidean(H − ciU
′, U) {Computed in K(ci)[x]}

L← L+ ci ln(vi)

end for

return L

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۳ .۲ الگوریتم .۱ .۶ .۲ قضیه
نقش vi چندجمله ای رابطه، این در می شود. گفته (Argument) ورودی تابع، یک ورودی عبارت به ریاضی، اصطلاحات ۱در

می کند. ایفا را لگاریتم تابع ورودی
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شود. مراجعه [۷] به اثبات.

از .U = x۲ − ۲ و H = ۱ اینجا در می گیریم. نظر در Q(x) در را ∫ ۱
x۲−۲ انتگرال محاسبه .۱ .۶ .۲ مثال

ابتدا می کنیم. اعمال را روتشتاین-تراگر الگوریتم مستقیما است، تکراری ریشه فاقد مخرج و U ′ = ۲x که آنجا
می دهیم: تشکیل x متغیر به نسبت را منتج معادله

R = Resx(H − tU ′, U) = Resx(۱− ۲tx, x۲ − ۲).

داریم چندجمله ای، دو این با متناظر سیلوستر ماتریس دترمینان محاسبه با

R = ۱− ۸t۲.

همان مقادیر، این .c۲ = −
√۲

۴ و c۱ =
√۲

۴ با برابرند ۱Q(
√۲) جبری توسیع در R = ۰ معادله ریشه های

را (ب.م.م.) لگاریتم درون چندجمله ای های ریشه، هر برای حال هستند. نهایی پاسخ در لگاریتم ها ضرایب
می کنیم: استخراج

v۱ = gcd

(
۱−
√۲

۴ (۲x), x۲ − ۲
)

= gcd

(
۱−
√۲

۲ x, x۲ − ۲
)

= x−
√۲,

v۲ = gcd

(
۱−

(
−
√۲

۴
)
(۲x), x۲ − ۲

)
= gcd

(
۱ +
√۲

۲ x, x۲ − ۲
)

= x+
√۲.

می آید: دست به نهایی خروجی قضیه، رابطه در جایگذاری با

∫ ۱
x۲ − ۲ =

√۲
۴ ln(x−

√۲)−
√۲

۴ ln(x+
√۲).

ساخته آن به (√۲ (یعنی معادله ریشه افزودن با که است (Q) گویا اعداد میدان از جبری توسیع یک نشان دهنده Q(
√۲) ۱نماد

بنیادین مفاهیم .a, b ∈ Q آن در که است a + b
√۲ صورت به اعدادی تمامی شامل توسیع یافته میدان این واقع، در می شود.

کرد. خواهیم بررسی تفصیل به آینده فصل در را انتگرال ها خروجی ساختار در آن ها نقش و میدانی توسیع های
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گویا توابع انتگرال گیری جامع یتم الگور ۷ .۲

نمادین محاسبه برای یکپارچه ای فرآیند می توانیم روتشتاین-تراگر، و هرمیت الگوریتم های با آشنایی از پس اکنون
دهیم. ارائه دلخواه گویای تابع هر انتگرال

IntegrateRational(A,D) گویا توابع انتگرال گیری ۴ .۲ یتم الگور
Require: A,D ∈ K[x] with D ̸= 0

Ensure:
∫

A
D

(Q,R)← PolyDivide(A,D)

P ←
∫
Q {Polynomial Integration}

if R = 0 then

return P

end if

(G, H
U
)← HermiteReduce(R,D)

L← RothsteinTrager(H,U)

return P +G+ L

برمی گرداند. درستی به را نتیجه و است پایان پذیر ۴ .۲ الگوریتم .۱ .۷ .۲ قضیه

و است شده تشکیل پایه ای عملیات چند از الگوریتم این می کنیم. بررسی را الگوریتم پایان پذیری ابتدا اثبات.
HermiteReduce ،PolyDivideالگوریتم های پایان پذیری که آنجا از ندارد. خود ساختار در تکرار حلقه
(P =

∫
Q) چندجمله ای یک انتگرال محاسبه و است شده ثابت پیشین مباحث در RothsteinTrager و

اثبات برای می یابد. پایان متناهی مراحلی طی از پس همواره الگوریتم کل می شود، انجام متناهی زمان در نیز
.deg(R) < deg(D) یا R = ۰ آن در که A = DQ + R داریم تقسیم الگوریتم قضیه اساس بر درستی،

داریم انتگرال، عملگر اعمال و D بر تساوی این طرفین تقسیم با

∫
A

D
=

∫
Q+

∫
R

D
.
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R = اگر می شود. Pذخیره متغیر در آن نتیجه که است چندجمله ای یک انتگرال نشان دهنده عبارت این اول بخش
بازمی گرداند؛ را آن گام همین در الگوریتم که بود خواهد P چندجمله ای بخش همان تنها اولیه تابع انتگرال ،۰
اساس بر هرمیت، کاهش الگوریتم به کسر این ارسال با است. سره گویای تابع یک R

D
کسر ،R ̸= ۰ اگر اما

با (H
U

) لگاریتمی بخش برای باقیمانده کسر و (G) انتگرال گویای بخش الگوریتم، این برای اثبات شده درستی
که طوری به می شوند، استخراج درجات کران حفظ

∫
R

D
= G+

∫
H

U
.

محاسبه روتشتاین-تراگر الگوریتم توسط است) تکراری ریشه فاقد آن مخرج (که H
U

سره کسر انتگرال نهایت، در
خواهیم نهایت در مقادیر، این کردن جمع با بود. خواهد (L) انتگرال لگاریتمی بخش آن، خروجی و می شود

∫داشت
A

D
= P +G+ L.

می گیریم: نظر در Q(x) میدان در را زیر گویای تابع .۱ .۷ .۲ مثال

f =
x۴ − x۳ + x۲ + ۲x− ۱

x۳ − x۲ .

تقسیم این باقیمانده و خارج قسمت می شود. تقسیم مخرج بر صورت ،PolyDivide الگوریتم اجرای با
P = با است برابر چندجمله ای بخش انتگرال بنابراین، .R = x۲ + ۲x − ۱ و Q = x از عبارت اند
این در می شود. داده ارجاع هرمیت کاهش الگوریتم به باقیمانده کسر ،R ̸= ۰ حالت برای .∫ x = ۱

۲x
۲

جزء انتگرال گیری و بزو رابطه اعمال با .D = x۲(x − ۱) از است عبارت مخرج مربع بدون تجزیه مرحله،
داریم که طوری به می شوند؛ استخراج لگاریتمی بخش برای باقیمانده سره کسر و انتگرال گویای بخش جزء، به
معادله تشکیل با می شود. اعمال کسر این روی روتشتاین-تراگر الگوریتم اکنون .H

U
= x+۱

x۲−x
و G = − ۱

x

داریم: را زیر تساوی منتج،

Resx
(
(x+ ۱)− t(۲x− ۱), x۲ − x

)
= −(t+ ۱)(t− ۲) = ۰.
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دارند، قرار Q میدان خود در مقادیر این که آنجا از .c۲ = −۱ و c۱ = ۲ از عبارت اند معادله این ریشه های
درون چندجمله ای های استخراج برای ریشه هر با متناظر ب.م.م. محاسبه با بود. نخواهد میدانی توسیع به نیازی
این کردن جمع با نهایت، در .L = ۲ ln(x − ۱) − ln(x) با است برابر لگاریتمی بخش خروجی لگاریتم،

می شود: بازگردانده زیر صورت به اولیه تابع برای جامع الگوریتم خروجی مقادیر،

∫
x۴ − x۳ + x۲ + ۲x− ۱

x۳ − x۲ =
۱
۲x

۲ − ۱
x
+ ۲ ln(x− ۱)− ln(x).
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۳ فصل

لیوویل قضیه و میدانی توسیع های

دقیق بررسی به پیشین، فصل های در ارائه شده انتگرال گیری الگوریتم های و جبری مفاهیم بر تکیه با فصل، این در
عناصر و میدانی توسیع مفهوم ابتدا می کنند. فراهم را الگوریتم ها این نظری زمینه که می پردازیم ساختارهایی
با می دهیم. گسترش دیفرانسیلی میدان های و حلقه ها به را مفاهیم این سپس و کرده معرفی را متعالی و جبری
در کرد. خواهیم فرمول بندی مجرد جبر دیدگاه از را مقدماتی توابع ساختار نمایی، و لگاریتمی توسیع های تعریف
روتشتاین-تراگر روش درستی و ساخته استوار را نمادین انتگرال گیری نظری پایه های لیوویل، قضیه بیان با نهایت،
نیز را قضیه این مفید کاربرد چند آن، بر علاوه می رسانیم. اثبات به میدانی توسیع های و منتج مفاهیم طریق از را

است. شده استخراج [۷ ،۵ ،۱] منابع از فصل این مطالب بیشتر می کنیم. بیان

میدانی توسیع های ۱ .۳

ندارد. قرار است، شده مطرح آن در مسئله که اعدادی میدان در مطلوب ریشه ریاضی، معادلات از بسیاری در
بزرگتری میدان به گذار نیازمند آن حل و ندارد ریشه ای هیچ گویا اعداد میدان در x۲−۲ = ۰ معادله نمونه، برای

می شود. بیان میدانی» «توسیع عنوان تحت جبر در مفهوم این است.

E صورت، این در باشد. E از زیرمیدانی F که می گیریم نظر در گونه ای به را F و E میدان دو .۱ .۱ .۳ یف تعر
می دهیم. نمایش E/F نماد با را آن و می گوییم F برای میدانی توسیع یک را
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جبری F روی را α عنصر می گیریم. نظر در را α ∈ E دلخواه عنصر و E/F میدانی توسیع .۲ .۱ .۳ یف تعر
این غیر در .P (α) = ۰ که طوری به باشد، داشته وجود P ∈ F [x] ناصفر چندجمله ای هرگاه می گوییم،

می نامیم. متعالی F روی را α صورت،

برای زیرا است، جبری Q روی √۲ ∈ R عنصر می گیریم. نظر در را R/Q میدانی توسیع .۱ .۱ .۳ مثال
ریشه e و π مانند اعدادی مقابل، در می کند. صدق P (

√۲) = ۰ رابطه P = x۲ − ۲ ∈ Q[x] چندجمله ای
می شوند. محسوب متعالی Q میدان روی و نیستند گویا ضرایب با چندجمله ای هیچ

که ممکن درجه کمترین با P ∈ F [x] تکین چندجمله ای ،F میدان روی α جبری عنصر برای .۳ .۱ .۳ یف تعر
می نامیم. F روی α کمینه چندجمله ای را است α ریشه دارای

Pدر = x۳−۲ تکین چندجمله ای می گیریم. نظر میدانیR/Qدر توسیع در αرا = ۳√۲ عنصر .۲ .۱ .۳ مثال
چندجمله ای هیچ است، میدانQتحویل ناپذیر روی چندجمله ای این که آنجا از αاست. ریشه Q[x]دارای حلقه
عنصر برای نتیجه، در باشد. ریشه ای چنین دارای که نمی شود یافت Q[x] در سه از کمتر درجه با دیگری ناصفر

است. P = x۳ − ۲ ،Q میدان روی کمینه چندجمله ای ،α

دیفرانسیلی توسیع های ۲ .۳

جدیدی ساختار شد، بررسی دوم فصل در که جبری مشتق و میدانی توسیع مفاهیم از بهره گیری با بخش، این در
است؛ پایه میدان های محدودیت رفع رویکرد، این از اصلی انگیزه می کنیم. ارائه انتگرال ها جواب تحلیل برای
گسترش را پایه میدان مشکل، این حل برای نیست. موجود تابع اولیه میدان در انتگرال ها از بسیاری جواب زیرا

می کنیم. معرفی را وسیع تری دیفرانسیلی میدان های و داده

توسیع یک را E میدان می گیریم. نظر در را (F, δF ) و (E, δE) دیفرانسیلی میدان های .۱ .۲ .۳ یف تعر
عناصر بر اعمال صورت در δE عملگر و بوده میدانی توسیع یک E/F هرگاه می گوییم، F برای دیفرانسیلی

باشیم داشته ،a ∈ F عنصر هر برای دیگر، بیان به باشد. داشته را δF مشتق مقدار همان دقیقا ،F

δE(a) = δF (a).
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این در می گیریم. نظر در را ،δF = d
dx

عملگر و F = Q(x) پایه میدان شامل (F, δF ) ساختار .۱ .۲ .۳ مثال
را t متعالی متغیر محدودیت، این رفع برای ندارد. پایه میدان در جوابی هیچ ، ۱

x
کسر برای جبری انتگرال  ساختار،

روی δE عملگر سپس می گیریم. نظر در جدید دامنه عنوان به را ۱E = Q(x, t) توسیع یافته میدان و افزوده آن به
برقرار t عنصر برای δE(t) = ۱

x
رابطه مشتق، اصلی قواعد حفظ ضمن که می شود تعریف گونه ای به میدان این

برقرار δE(a) = δF (a) رابطه آن عنصر هر برای و گرفته بر در را Q(x) پایه میدان کل δE دامنه که آنجا از باشد.
ناموجود جواب نقش t متغیر نتیجه، در . می شود محسوب F برای دیفرانسیلی توسیع یک E مجموعه است،

کرد. خواهد ایفا را ln(x) تابع یعنی انتگرال،

و پایه میدان در را مشتق عملگر نمادگذاری، پیچیدگی از جلوگیری منظور به نوشتار، این ادامه در .۱ .۲ .۳ تذکر
می دهیم. نمایش δ مانند مشترک نماد یک با آن توسیع

این در باشد. جبری F روی α ∈ E عنصر و باشد دیفرانسیلی توسیع یک E/F کنیم فرض .۱ .۲ .۳ قضیه
می یابد. تعمیم F (α) میدانی توسیع به یکتا صورت به ،F میدان از δ مشتق عملگر صورت،

زیرا می شود؛ تعیین یکتا صورت به δ(α) مقدار که دهیم نشان است کافی موضوع، این اثبات برای اثبات.
قاعده و بودن خطی دلیل به ،δ(α) یکتایی و است α متغیر و F عناصر از جبری ترکیبی F (α) در عنصر هر
کمینه چندجمله ای و α ∈ E جبری عنصر می کند. تضمین F (α) میدان کل برای را مشتق یکتایی لایب نیتس،
.P (α) =

∑n
i=۰ aiα

i = ۰ داریم تعریف طبق می گیریم. نظر در را F [x] در P =
∑n

i=۰ aix
i شکل به آن

می شود: نتیجه زیر رابطه لایب نیتس، قاعده از استفاده و آن بر مشتق عملگر اعمال با

n∑
i=۰

(
δ(ai)α

i + aiδ(α
i)
)
= ۰.

داریم ،δ(α) از فاکتورگیری و توان ها مشتق برای δ(αi) = iαi−۱δ(α) رابطه جایگذاری با

n∑
i=۰

δ(ai)α
i +

(
n∑
i=۱

iaiα
i−۱
)
δ(α) = ۰.

مقدار ،α عنصر ازای به که است x متغیر به نسبت صوری مشتق نشان دهنده پرانتز درون عبارت رابطه، این در
صورت به پایه دیفرانسیلی میدان که معنا این به می شود؛ گرفته نظر در Q(x)(t) ساختار با هم ارز Q(x, t) نماد نوشتار، این ۱در

می گیرد. صورت t متغیر افزودن طریق از آن توسیع و شده فرض Q(x)
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deg(P ′) < شرط می کند، ایفا α عنصر برای را کمینه چندجمله ای نقش P که آنجا از می کند. تولید را P ′(α)

می شود: تعیین زیر شکل به و یکتا صورت به δ(α) مقدار بنابراین .P ′(α) ̸= ۰ نتیجه در و بوده برقرار deg(P )

δ(α) = −
∑n

i=۰ δ(ai)α
i

P ′(α)
.

عنصر برای و δ = d
dx

عملگر با F = Q(x) دیفرانسیلی میدان در را E = F (α) میدانی توسیع .۲ .۲ .۳ مثال
مقادیر ،F [y] حلقه در P (y) = y۲ − x کمینه چندجمله ای تشکیل با می گیریم. نظر در α =

√
x جبری

محاسبه با دیگر، سوی از می آیند. دست به پایه میدان در ضرایب مشتق عنوان به δ(۱) = ۰ و δ(−x) = −۱
در اجزا این جایگذاری با نهایت، در .P ′(α) = ۲α داریم ،α ریشه ازای به آن مقدار محاسبه و صوری مشتق

می آید: دست به زیر صورت به ،E توسیع یافته میدان در جبری عنصر مشتق ، ۱ .۲ .۳ قضیه رابطه

δ(α) = −δ(−x) + δ(۱)α۲

P ′(α)
= −−۱

۲α =
۱

۲α.

لیوویل قضیه و مقدماتی توابع ۳ .۳

تابع نمونه، برای گرفته اند. شکل آنالیزی مفاهیم پایه بر نمایی تابع و لگاریتم مانند توابعی کلاسیک، حسابان در
می شود: تعریف معین انتگرال طریق از x مثبت متغیر برای طبیعی لگاریتم

ln(x) =

∫ x

۱

۱
t
dt.

محاسبه توانی نامتناهی سری های طریق از می تواند نیز طبیعی لگاریتم تابع وارون عنوان به نمایی، تابع همچنین
شود:

ex =
∞∑
n=۰

xn

n!
.

تعاریف و مفاهیم به وابستگی شدیم، آشنا آن با پیش فصل در که نمادین محاسبات رویکرد از پیروی به وجود، این با
بازتعریف دیفرانسیلی توسیع های در مشتق گیری قوانین از استفاده با را توابعی چنین و گذاشته کنار را آنالیزی

می کنیم.
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یتمی لگار F روی را θ عنصر می گیریم. نظر در را θ ∈ E عنصر و E/F دیفرانسیلی توسیع .۱ .۳ .۳ یف تعر
شود: محاسبه زیر صورت به θ مشتق که طوری به باشد، داشته وجود u ∈ F ⋆ مانند عنصری هرگاه می گوییم،

δ(θ) =
δ(u)

u
.

نمایی F روی را θ عنصر همچنین .θ = ln(u) می نویسیم کلاسیک نمادگذاری از استفاده با حالت، این در
کند: صدق θ مشتق برای زیر رابطه که طوری به باشد، موجود v ∈ F مانند عنصری هرگاه می گوییم،

δ(θ) = δ(v)θ.

می کنیم. استفاده θ = exp(v) نمادگذاری از نیز شرایط این در

u = x متغیر با متناظر θ۱ لگاریتمی عنصر ،δ = d
dx

عملگر با F = Q(x)دیفرانسیلی میدان در .۱ .۳ .۳ مثال
می شود: محاسبه زیر شکل به عنصر این مشتق تعریف، اساس بر می گیریم. نظر در را

δ(θ۱) =
δ(x)

x
=

۱
x
.

با متناظر θ۲ نمایی عنصر معرفی با مشابه، صورت به می کند. ایفا را ln(x) تابع نقش θ۱ متغیر ترتیب، این به
می شود: نتیجه زیر مشتق رابطه ،v = x۲ متغیر

δ(θ۲) = δ(x۲)θ۲ = ۲xθ۲.

می کند. رفتار توسیع یافته ساختار در را ex۲ نمایی تابع مشابه نیز θ۲ متغیر نتیجه، در

از متناهی (زنجیره) دنباله ای هرگاه می گوییم، مقدماتی توسیع یک را E/F دیفرانسیلی توسیع .۲ .۳ .۳ یف تعر
باشد: داشته وجود زیر صورت به میدان ها

F = E۰ ⊆ E۱ ⊆ · · · ⊆ En = E,
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محسوب خود پیشین میدان برای ساده۱ توسیع یک Ei = Ei−۱(θi) میدان ،۱ ≤ i ≤ n هر برای که طوری به
میدان از مقدماتی توسیع یک در گرفته قرار عناصر باشد. نمایی یا لگاریتمی جبری، Ei−۱ روی θi عنصر و شود

می شوند. نامیده مقدماتی توابع گویا، توابع

می گیریم. نظر در پایه میدان عنوان به را δ = d
dx

عملگر با F۰ = Q(x) دیفرانسیلی میدان .۲ .۳ .۳ مثال
گام در می دهیم. تشکیل را میدانی توسیع های از زنجیره یک ،f = e

√
x + ln(x) مقدماتی تابع نمایش برای

را F۱ = F۰(θ۱) میدان و افزوده پایه ساختار به را θ۲
۱ − x = ۰ کمینه معادله با θ۱ جبری عنصر نخست،

قرار مبنا را δ(θ۲) = δ(θ۱)θ۲ مشتق رابطه ،θ۱ متغیر با متناظر θ۲ نمایی عنصر برای بعد، گام در می سازیم.
با و x متغیر با متناظر θ۳ لگاریتمی عنصر پایانی، مرحله در می دهیم. تشکیل را F۲ = F۱(θ۲) توسیع و داده
میدانی زنجیره می آوریم. دست به F۳را = F۲(θ۳)نهایی میدان و افزوده ساختار به را δ(θ۳) = ۱

x
مشتق ضابطه

تابع نقش w = θ۲ + θ۳ متغیر ساختار، این در می دهد. نشان را مقدماتی توسیع یک F۰ ⊆ F۱ ⊆ F۲ ⊆ F۳

می کند. ایفا را f

تعیین اساس عنوان به دوم فصل در پیش تر که را لیوویل قضیه می توانیم جبری، تعاریف این با آشنایی از پس اکنون
کنیم. بیان رسمی صورت به کردیم، اشاره آن به گویا توابع انتگرال ساختار

تابع این می کنیم فرض می گیریم. نظر در را f ∈ F تابع و F دیفرانسیلی میدان لیوویل). (قضیه ۱ .۳ .۳ قضیه
ثابت های ،v ∈ F مانند عنصری صورت، این در دارد. قرار F از مقدماتی توسیع یک در که باشد انتگرالی دارای

داریم f تابع برای که طوری به دارند وجود u۱, . . . , uk ∈ F ⋆ ناصفر توابع و c۱, . . . , ck ∈ Const(F )

f = δ(v) +
k∑

i=۱
ci
δ(ui)

ui

.

شود. مراجعه [۱۳۹ صفحه ،۱ .۵ .۵ قضیه ،۱] به اثبات.

می شویم. آشنا قضیه این از مهم نتیجه و کاربرد چند با بعدی، بخش در
Ei−۱(θi) نماد تعریف، این در شود. ساخته پایه میدان به مشخص عنصر یک افزودن با تنها که می شود گفته میدانی به ساده ۱توسیع

است. آمده دست به ،Ei−۱ یعنی پیشین، میدان ساختار به θi عنصر الحاق از جدید میدان که است آن نشان دهنده
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لیوویل قضیه کاربردهای ۴ .۳

اکنون کردیم. اشاره روتشتاین-تراگر الگوریتم در منتج معادله درستی در لیوویل قضیه نقش به گذشته، فصل در
استفاده با و کرده معرفی انتگرال یک برای را مقدماتی» بسته «فرم مفهوم آن، از پس و می پردازیم آن دقیق اثبات به

می کنیم. ارائه مفهوم این با رابطه در محکی لیوویل، قضیه از

روتشتاین-تراگر روش درستی اثبات ۱ .۴ .۳

الگوریتم درستی می توان چندجمله ای، دو منتج ویژگی های و لیوویل قضیه در مشخص شده ساختار از بهره گیری با
همان منتج، معادله ریشه های چرا که می دهد نشان اثبات این کرد. ثابت دقیق صورت به را روتشتاین-تراگر

می کنند. استخراج را لگاریتمی بخش ثابت های

نظر در را gcd(H,U) = ۱ و U مخرج بودن مربع بدون شرط با H
U
∈ K(x) سره گویای کسر .۱ .۴ .۳ قضیه

باشد: شده تفکیک زیر صورت به تابع این انتگرال می کنیم فرض می گیریم.

∫
H

U
=

k∑
i=۱

ci ln(vi),

حلقه در تکین عناصری vi چندجمله ای های و پایه میدان جبری توسیع در متمایز ریشه های ci که طوری به
Resx(H − tU ′, U) = ۰ منتج معادله ریشه های ci ثابت های صورت، این در باشند. K(c۱, . . . , ck)[x]

می شوند. محسوب t متغیر به نسبت

داریم انتگرال، رابطه از مشتق گیری با اثبات.

H

U
=

k∑
i=۱

ci
v′i
vi
. (∗)

سمت کسرهای مجموع دارد، قرار خود حالت ساده ترین در کسر و است تکراری ریشه فاقد U مخرج که آنجا از
می توان جزئی، کسرهای تجزیه ویژگی اساس بر کند. تولید U چندجمله ای با برابر مخرجی باید نیز راست
دیگر، بیان به است، لگاریتم درون چندجمله ای های حاصل ضرب با برابر اصلی تابع مخرج که گرفت نتیجه
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می شود: حاصل مخرج مشتق برای زیر رابطه حاصل ضرب، این از مشتق گیری با .U =
∏k

i=۱ vi

U ′ =
k∑

i=۱
v′i
∏
j ̸=i

vj.

می کنیم: بازنویسی U متغیر در طرفین ضرب با را (∗) رابطه و کرده استفاده U/vi =
∏

j ̸=i vj اتحاد از اکنون

H =
k∑

i=۱
civ

′
i

∏
j ̸=i

vj.

تشکیل را H − cmU
′ عبارت و می گیریم نظر در را cm مانند مشخص ثابت یک منتج، ریشه های بررسی برای

می دهیم:

H − cmU
′ =

k∑
i=۱

(ci − cm)v
′
i

∏
j ̸=i

vj.

مجموع از v′m متغیر با متناظر عبارت می شود، صفر با برابر (cm − cm) تفاضل i = m جمله برای که آنجا از
این بود. خواهند vm مشترک عامل حاوی مجموع این در باقی مانده جملات تمام بنابراین شد. خواهد حذف
است. U و H − cmU

′ عبارات مشترک مقسوم علیه vm چندجمله ای که می کند تضمین جملات، از آرایش
هر برای بنابراین آنهاست. منتج مقدار شدن صفر با معادل چندجمله ای، دو میان غیربدیهی مشترک عامل وجود

داشت خواهیم ،t = ci متغیر

Resx(H − tU ′, U) = ۰.

انتگرال ها برای مقدماتی بسته فرم بررسی ۲ .۴ .۳

جواب آن که است این منظور است، بسته» «فرم دارای مسئله یک جواب می شود گفته که هنگامی ریاضیات، در
انتگرال گیری مبحث در است. نمایش قابل پایه، توابع ترکیب و حسابی عملگرهای از متناهی تعداد از استفاده با
نمایی، گویا، توابع از متناهی ترکیبی با تنها آن پاسخ هرگاه است، مقدماتی بسته فرم دارای انتگرال یک آنالیزی،
این به بسته فرم از برخورداری دیفرانسیلی، جبر دیدگاه از شود. بیان آن ها) وارون (و مثلثاتی و رادیکالی لگاریتمی،
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انتگرال بهتر، درک برای باشد. داشته وجود پایه میدان از مقدماتی توسیع یک در نظر مورد تابع انتگرال که معناست
بنابراین می آید؛ دست به (x − ۱)ex مقدماتی تابع صورت به انتگرال این پاسخ می گیریم. نظر در را xex تابع
در مساحت دار انتگرال داشتن و بودن پیوسته وجود با sinx

x
یا ex۲ مانند توابعی مقابل، در است. بسته فرم دارای

از یکی هستند. مقدماتی بسته فرم فاقد و نیست بیان قابل یادشده توابع از متناهی ترکیب هیچ با آن ها پاسخ آنالیز،
وسیعی دسته برای مقدماتی پاسخ وجود عدم اثبات برای جبری معیار یک ارائه لیوویل، قضیه کاربردهای مهم ترین
در انتگرال فاقد ex۲ مانند تابعی که این اثبات دیفرانسیلی، جبر توسعه از پیش است. معروف انتگرال های این از
دارای تابع یک اگر که می دهد نشان لیوویل قضیه می شد. محسوب ریاضیات در بزرگ چالشی است، بسته فرم
یک عنوان به کند. پیروی محدودی بسیار فرم از باید انتگرال آن ساختار باشد، مقدماتی توسیع یک در انتگرالی

کرد. اثبات و بیان نمایی توابع برای را زیر محک می توان قضیه، این از نتیجه

غیرثابت w تابع و ناصفر f تابع که باشند گونه ای به f, w ∈ K(x) گویای توابع می کنیم فرض .۲ .۴ .۳ قضیه
داشته وجود g ∈ K(x) مانند گویایی تابع اگر تنها و اگر است، مقدماتی بسته فرم دارای few تابع انتگرال باشد.

کند: صدق زیر جبری دیفرانسیل معادله در که باشد

g′ + w′g = f.

کند. صدق g′ +w′g = f معادله در که باشد داشته وجود g ∈ K(x) گویای تابع می کنیم فرض (⇐ اثبات.
حاصل زیر رابطه لایب نیتس، قاعده از استفاده و تابع این بر مشتق عملگر اعمال با می گیریم. نظر در را gew تابع

می شود:
(gew)′ = g′ew + g(ew)′ = g′ew + gw′ew = (g′ + gw′)ew.

دو بر انتگرال عملگر اعمال با می شود. نتیجه (gew)′ = few تساوی رابطه، این در اولیه فرض جایگذاری با
بود: خواهد زیر صورت به اصلی تابع انتگرال پاسخ تساوی، این طرف

∫
few = gew.

تابع یک آن ها حاصل ضرب است، نمایی عنصر یک ew تابع و پایه میدان در گویا کسر یک g تابع که آنجا از
است. مقدماتی بسته فرم دارای مفروض تابع انتگرال بنابراین، می رود. شمار به مقدماتی
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صورت به را پایه دیفرانسیلی میدان باشد. مقدماتی بسته فرم دارای few تابع انتگرال می کنیم فرض (⇒
E = F (θ) دیفرانسیلی توسیع تا می کنیم اضافه آن به را θ = ew نمایی متغیر و می گیریم نظر در F = K(x)

اساس بر می شود. تعریف θ′ = w′θ صورت به نمایی متغیر برای مشتق ضابطه ساختار، این در بگیرد. شکل
واقع در (که fθ فرم به عبارتی انتگرال اگر نمایی۱، متعالی توسیع های در مشتق عملگر رفتار تحلیل و لیوویل قضیه
محدود جبری ساختار یک باید آن پاسخ باشد، بسته فرم دارای است) θ متغیر حسب بر یک درجه از چندجمله ای
تساوی بنابراین، باشد. x مستقل متغیر حسب بر گویا تابع یک g ∈ F تابع که گونه ای به کند، تولید gθ شکل به

بود: خواهد برقرار تابع انتگرال برای زیر

∫
few = gew.

داریم رابطه، این طرف دو از مشتق گیری با اکنون

few = (g′ + gw′)ew.

گویای تابع که می شود نتیجه تساوی، طرف دو از آن حذف با است، ناصفر عنصر یک ew نمایی تابع که آنجا از
می کند: صدق زیر دیفرانسیل معادله در g

g′ + w′g = f.

جبری، چارچوب در است. مثلثاتی توابع انتگرال برای بسته فرم تحلیل لیوویل، قضیه مهم نتایج از دیگر یکی
به ورود و ۳،۲ اویلر اتحاد از بهره گیری با بلکه نمی شوند، بررسی مستقل ساختارهای صورت به مثلثاتی توابع
قضیه قالب در معروف، تابع یک برای آن نتیجه و رویکرد این می  شوند. تبدیل نمایی توابع به مختلط، اعداد میدان
بخش های از مشتق گیری و نمی دهد تغییر متعالی متغیر به نسبت را چندجمله ای ها درجه مشتق عملگر نمایی، توسیع های ۱در

می شود. مقید انتگرال ساختار و شده حذف پاسخ لگاریتمی بخش دلیل، همین به کند. تولید خطی عبارات نمی تواند نیز لگاریتمی
شود. مراجعه [۸ .۵ بخش ،۱] به جبری رفتار این دقیق اثبات مطالعه جهت

پرکارترین از یکی که سوئیسی برجسته فیزیک دان و ریاضی دان میلادی)، ۱۷۸۳ -۱۷۰۷) (Leonhard Euler) اویلر ۲لئونهارد

از بسیاری معرفی با همراه اعداد، نظریه و مختلط آنالیز حسابان، در او بنیادین کارهای می رود. شمار به ریاضیات تاریخ دانشمندان
است. داشته مدرن ریاضیات توسعه در بسزایی نقش ،i و e نظیر ریاضی استاندارد نمادهای

توابع ساختار اتحاد این است. برقرار eix = cosx + i sinx رابطه ،x مانند حقیقی متغیر هر برای که می کند بیان اویلر ۳اتحاد
می دهد. پیوند مختلط اعداد میدان در نمایی توابع به را مثلثاتی
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می شود. بیان زیر

است. مقدماتی بسته فرم صورت به پاسخ فاقد sinx
x

تابع انتگرال .۳ .۴ .۳ قضیه

به مختلط اعداد میدان در i =
√
−۱ موهومی یکه از استفاده با سینوس تابع اویلر، اتحاد اساس بر اثبات.

می شود: بیان زیر نمایی بسط صورت

sin x

x
=

eix − e−ix

۲ix =
۱

۲i
eix

x
− ۱

۲i
e−ix

x
.

دیفرانسیلی توسیع روی بر e−ix

x
و eix

x
عبارات شامل مجزا نمایی توابع بررسی به عبارت این انتگرال پذیری ارزیابی

به w′ = i عنصر با برابر دوم تابع مشتق ،w = ix و f = ۱
x

توابع گرفتن نظر در با می یابد. تقلیل C(x)
مانند گویایی تابع که است مقدماتی پاسخ دارای صورتی در تنها eix

x
عبارت ،۲ .۴ .۳ قضیه طبق می آید. دست

کند: صدق زیر دیفرانسیل معادله در که شود یافت g ∈ C(x)

g′ + ig =
۱
x
.

B و A چندجمله ای های آن در که باشد A
B

کسر صورت به تابع این می کنیم فرض ،g تابع وجود بررسی برای
چندجمله ای های درجات تحلیل و معادله در کسر این جایگذاری با هستند. اول هم به نسبت ،C[x] حلقه از
گویا تابع یک جمع حاصل عنوان به را ۱

x
فرم نمی تواند گویایی ترکیب هیچ که می شود مشخص مخرج، و صورت

کند. تولید آن مشتق و
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غیرگویا توابع انتگرال گیری با مختصر آشنایی

این با کردیم. بررسی را گویا توابع انتگرال محاسبه برای دقیق الگوریتم های و جبری مبانی گذشته، فصل های در
مثلثاتی و لگاریتمی نمایی، توابع مانند متعالی ساختارهای شامل ریاضیات در کاربردی توابع از بسیاری وجود،
عمیق بررسی نیازمند آن به ورود و دارد فراوانی گستردگی متعالی توابع انتگرال گیری نظریه که آنجا از هستند.
اثبات و جدی ورود قصد فصل این در میدان هاست، زنجیره در دیفرانسیل معادلات حل و هندسی ساختارهای
ریش- «الگوریتم از کلی نمایی ارائه و رویکردها توصیف تنها بخش، این در ما هدف نداریم. را حوزه این قضایای
برگرفته فصل، این مطالب است. نمادین محاسبات سیستم های در کارآمد و ابتکاری۱ روش یک عنوان به نورمن»

هستند. [۳ ،۱] منابع از
وجود بررسی برای قطعی تصمیم گیری روش یک است، شده بنا لیوویل قضیه پایه بر که ریش۲، کلاسیک الگوریتم
توسیع های از متوالی زنجیره یک صورت به متعالی توابع الگوریتم، این در می رود. شمار به انتگرال بسته فرم
میدان روی θi متغیر هر که گونه ای به می شوند، گرفته نظر در K(x, θ۱, . . . , θn) ساختار قالب در دیفرانسیلی
چالش یک آن بازگشتی ساختار روش، این بالای دقت وجود با باشد. لگاریتمی یا نمایی عنصر یک خود پیشین
نیازمند کلاسیک الگوریتم ،K(x, θ۱, . . . , θn) دامنه در انتگرال یک حل برای می کند. ایجاد بزرگ محاسباتی
تا بُعد کاهش روند این و است ،K(x, θ۱, . . . , θn−۱) ساختار یعنی پیشین، میدان در دیفرانسیل معادلات حل
است. شده طراحی کوتاه زمانی در قبول قابل پاسخی یافتن هدف با که می شود گفته روشی به کامپیوتر علوم در ابتکاری، ۱الگوریتم
اصلی کاربرد و نمی دهند ارائه حالت ها تمامی در پاسخ به رسیدن برای تضمینی قطعی، روش های خلاف بر الگوریتم ها، از دسته این

است. روزمره و رایج مسائل برای محاسبات فرآیند تسریع آن ها
وجود عدم یا وجود تعیین برای قطعی الگوریتمی میلادی ۱۹۶۹ سال در که آمریکایی ریاضی دان ،(Robert Risch) ریش ۲رابرت

داد. ارائه لیوویل قضیه پایه بر انتگرال ها بسته فرم

۶۹



نمادین انتگرال گیری بر غیرگویامقدمه ای توابع انتگرال گیری با مختصر آشنایی :۴ فصل

توابع تعداد که زمانی ویژه به متوالی، فرآیند این می کند. پیدا ادامه ،K(x) میدان یعنی پایه، ساختار به رسیدن
کندی مشکل رفع منظور به دارد. بالایی بسیار اجرای زمان و محاسباتی هزینه باشد، زیاد مسئله صورت در متعالی
جای به نورمن، روش در کرد. پیشنهاد را موازی و متفاوت رویکردی نورمن۱ آرتور ریش، بازگشتی الگوریتم در
انتگرال زیر عبارت در موجود متعالی توابع تمام معادلات، پله به پله حل و میدان ها از متوالی زنجیره یک ساختن
بر در اصلی تابع اگر دیگر، بیان به می شوند. گرفته نظر در جبری مستقل متغیرهای عنوان به هم زمان صورت به
حلقه یک در θ۲ و θ۱ مانند مستقلی متغیرهای به توابع این باشد، خود ساختار در ln(x) و ex مانند توابعی دارنده
معنا این به می شود؛ محسوب ابتکاری روش یک ریش-نورمن الگوریتم می شوند. تبدیل چندمتغیره چندجمله ای
خلاف بر اما می یابد، را کاربردی مسائل از بسیاری پاسخ و می کند عمل کارآمد و سریع بسیار معمول حالت در که
آن وجود عدم اثبات یا وجود) صورت (در بسته فرم یافتن برای قطعی تضمین هیچ گونه ریش، کلاسیک الگوریتم

نمی دهد. ارائه
دستگاه یک به دیفرانسیلی مسئله تقلیل و حدسی۲ جواب یک تشکیل پایه بر ریش-نورمن الگوریتم کار اساس

می دهد. نشان خوبی به را ابتکاری روش این کلی ساختار زیر، شبه کد است. استوار خطی معادلات
جواب حدس بر مبتنی و موازی روشی میلادی ۱۹۷۶ سال در که کامپیوتر علوم پژوهشگر ،(Arthur Norman) نورمن ۱آرتور

کند. غلبه ریش الگوریتم محدودیت های بر تا داد ارائه متعالی توابع انتگرال گیری برای
پیشنهادی ساختار یا سنجیده اولیه فرض یک به فیزیک، و ریاضی متون در و است آلمانی ریشه با Ansatz اصطلاح معادل ترکیب ۲این

می شود. گرفته نظر در آن، اجزای دقیق محاسبه از پیش که می شود گفته معادله یک پاسخ برای
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RischNorman(f) ریش-نورمن ابتکاری انتگرال گیری ۱ .۴ یتم الگور
Require: f ∈ K(x, θ1, . . . , θn)

Ensure:
∫
f or Fail

Determine the denominator B from the normal part of the denominator of f

Determine degree bounds di for the numerator A w.r.t each θi

Construct the ansatz V ← A
B
+
∑k

i=1 ci ln(vi) with unknown coefficients qj (for

A) and ci

Compute formal derivative V ′

Form a linear system of equations by equating coefficients in V ′ = f

if the linear system has a solution for qj, ci ∈ K then

Substitute the solutions into V

return V

else

return Fail

end if

درجات کران تعیین حدسی، جواب تشکیل از عبارتند ترتیب به که می شود اجرا مشخص گام چند در الگوریتم این
خطی: معادلات دستگاه به تقلیل و

بر دارد. تعلق K(x, θ۱, . . . , θn) دیفرانسیلی میدان به f تابع می کنیم فرض حدسی: جواب تشکیل •
شکل به حدسی فرم این می دهد. پیشنهاد انتگرال پاسخ برای کلی فرم یک الگوریتم لیوویل، قضیه اساس

می شود: گرفته نظر در زیر

V =
A

B
+

k∑
i=۱

ci ln(vi).

پیش بینی آن مقسوم علیه های و f تابع مخرج جبری ویژگی های از استفاده با B مخرج ساختار، این در
یک صورت به نیز (Aچندجمله ای (یعنی کسر صورت هستند. نامشخص ثابت هایی ci مقادیر و می شود

می شود. گرفته نظر در θi متغیرهای حسب بر مجهول ضرایب با چندجمله ای
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بالایی کران باید الگوریتم باشد، متناهی A چندجمله ای جستجوی که این برای درجات: کران تعیین •
و صورت درجات تحلیل با کران ها این کند. تعیین θi متغیر هر به نسبت چندجمله ای این درجه برای
محدود با می آیند. دست به لگاریتمی و نمایی متغیرهای روی مشتق عملگر رفتار بررسی و f تابع مخرج
مانند مجهولی ضرایب با تک جمله ای ها از خطی ترکیب یک صورت به A چندجمله ای درجات، شدن

می شود. بازنویسی qj پارامتر

مشتق عملگر مجهول، ضرایب با V حدسی جواب تشکیل از پس خطی: معادلات دستگاه به تقلیل •
زیر دیفرانسیلی رابطه باید هستند، یکدیگر وارون مشتق و انتگرال که آنجا از می شود. اعمال آن بر صوری

باشد: برقرار
V ′ = f.

دو کردن هم مخرج ادامه در و انتگرال، زیر تابع با آن دادن قرار برابر و حدسی جواب از مشتق گیری با
چندجمله ای ها، برابری این باشند. برابر یکدیگر با باید معادله سوی دو در کسرها صورت تساوی، طرف
ضرایب، این استخراج با است. معادله طرف دو در هم درجه تک جمله ای های ضرایب بودن برابر معنای به
بخش (ثابت های ci و صورت) چندجمله ای (ضرایب qj مجهولات حسب بر خطی معادلات دستگاه یک
مجهول ضرایب باشد، پایه میدان در سازگار پاسخ دارای دستگاه این اگر می شود. استخراج لگاریتمی)
الگوریتم باشد، پاسخ فاقد دستگاه که صورتی در می شود. بازگردانده انتگرال بسته فرم و شده مشخص
جوابی بسته فرم وجود عدم یا وجود درباره نمی تواند و می شود متوقف (Fail) شکست پیام با ریش-نورمن

دهد. ارائه

ریاضی محاسبات نرم افزارهای طراحی در بزرگی تحول ریش-نورمن، الگوریتم مانند ابتکاری روش های توسعه
در خطی، دستگاه مستقیم تشکیل و موازی روش بالای سرعت دلیل به سیستم ها، این معماری در کرد. ایجاد
الگوریتم این که می دهد نشان بررسی ها می شود. سپرده ریش-نورمن تابع به انتگرال گیری مسئله نخست گام
کند. محاسبه ثانیه از کسری در را فیزیک و مهندسی در مطرح شده انتگرال های از عظیمی بخش پاسخ می تواند
ناسازگار آمده دست به خطی معادلات دستگاه (یعنی شود روبرو شکست با الگوریتم این که مواردی در تنها
تا می رود ریش کلاسیک بازگشتی و سنگین الگوریتم سراغ به راهکار آخرین عنوان به محاسباتی سیستم باشد)،
و کارایی هوشمندانه، ترکیب این سازد. مشخص قطعی صورت به را مقدماتی پاسخ وجود عدم یا وجود وضعیت
محاسبات کتابخانه نمونه، برای است. رسانده ممکن سطح بالاترین به را نمادین محاسبات سیستم های سرعت
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در انتگرال پردازشگر نرم افزار، این در می برد. بهره دوگانه معماری این از ،۱SymPy یعنی پایتون، زبان نمادین
در می کند. استفاده بسته فرم یافتن برای ریش-نورمن رویکرد مانند سریع و ابتکاری روش های از نخست گام
تنها می کند. تولید ممکن زمان کمترین در را خروجی و کرده عمل موفقیت با روش این کاربردی، مسائل بیشتر
اجرای سراغ به مسئله نهایی تکلیف تعیین برای سیستم شکست، پیام دریافت و الگوریتم این توقف صورت در
به مدرن جبری سیستم های می شود باعث راهکار این می رود. تحلیلی روش های سایر یا ریش قطعی الگوریتم

یابند. دست ریاضی محاسبات جامعیت و پردازش سرعت میان کارآمد تعادلی

نمادین محاسبات انجام هدف با که است پایتون برنامه نویسی زبان در منبع باز جبری محاسبات سیستم یک SymPy ۱کتابخانه

می گیرد. قرار استفاده مورد علمی پژوهش های در گسترده صورت به و شده طراحی ریاضی
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