
ارشد کارشناسی پایان نامه ی از دفاع جلسه ی

که متناهی گروه های

زهرایی زهرا سخنران:

١٣ ساعت ٩۴/۵/٢٨ چهارشنبه زمان:

ریاضی علوم دانشکده ی خوارزمی سالن مکان:

داوران هیئت

اکبری علیرضا دکتر -١
اصغری حسین دکتر -٢

حسینی محمدرضا دکتر -٣
اصفهان) (دانشگاه کاظمی ایوب دکتر -۴

شهرکرد) (دانشگاه کرمی حمید دکتر -۵
سمنان) (دانشگاه احمدی احمد دکتر -۶

...
...
... است. آن از زیر مجموعه یک S و متناهی گروه یک G کنیم فرض چکیده:

... مرکزساز، حل پذیر، گروه کلیدی: کلمات





اصفهان صنعتی دانشگاه
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ਟی േঙتا آඅඔ඼່نده ฬم ଘ
و آ়ش ঃیان ر३م روز آن ଘ باز ห ಪࣤودم، ૼن و রودی را ما ৔و ଒ روز آن یاলم باز আجا اਙঀی،

ࣺੇࣨودم. ऒود ಪࣤود ଘ یاলم را ऒود রود ور १ودم ୏ یاলم روز آن ਠඇ౷ی دو ଘ ඟ໋ا دودم،
دار. باز آن از را ما آभࢌ ਠുইی را ما ৔و آ૏৅ه و ঃیار ୀ ଘ ංඎই࣓م ऒود ما آ૏৅ه اਙঀی،

মࡑുیدی. ૼن ୀ ਟی ط࢑ࢋ ଒ را ৔و ণپاس اਙঀی،
و ੪ॸف সناه భ ජ໑ا ज़ࢸّت ਟی ঙࢤواره ଒ ඼ෙय़بان و ୍ସ ماభی و ৮در උඁࢋ ଘ را و৯د ೯دا ঻یࢁඟان ...ণپاس دا૛তه ا৯د. ऒوীش ඼ෙय़با਩ی

۹۴/۵/۲۸ زଽاਪی زଽا



به متعلق رساله اين به مربوط معنوی و مادی مالکیت حقوق کلیه
توسط حقوق این است. پدیدآورندگان و اصفهان صنعتی دانشگاه
فکری مالکیت مشی خط اساس بر و اصفهان صنعتی دانشگاه

شد. خواهد بندی سهم و ارزش گذاری دانشگاه، این
تجاری سازی برای اقدام یا نتايج محتوا، از برداری بهره گونه هر
صنعتی دانشگاه کتبی مجوز با تنها رساله اين دستاوردهای

است. امکان پذیر اصفهان



ز৯دজ࣓م: ໆرما୓ ଢی ଘ ৎقد৤م
همسرم و مادرم پدرم،

মࡑുید৯د. وم ৬دا وओودم భ را اঃید و شඇൢباਪی اਬࣥواری، ଒ آฬن
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چکیده:

با که ،S به وابسته G روی جمعی کیلی گراف است. آن از زیر مجموعه ای S و متناهی آبلی گروه یک G کنیم فرض
اگر فقط و اگر مجاورند هم با y و x رأس دو و است G مجموعه ی رئوس با گرافی می دهیم، نشان Cay+(G,S)
x رأس با مجاور رئوس مجموعه ی  S − x = {s − x : s ∈ S} عضوی  |S| مجموعه ی تعریف، بر بنا .x + y ∈ S

مجاور نیز دیگر رأس |S| −۱ با که بوده نیم یال دار رأس یک g آن گاه ،g+ g ∈ S باشیم داشته g ∈ G ازای به اگر است.
است. |S|-منظم گراف یک Cay+(G,S) گراف نتیجه در بود. خواهد |S| آن درجه ی  بنابراین و است

هر ازای به (یعنی باشد G دلخواه گروه از نرمال زیرمجموعه  ی  یک S اگر داد. تعمیم را جمعی کیلی گراف می توان
مجموعه  ی و G رئوس مجموعه   ی با Cay+(G,S) جمعی کیلی گراف آن گاه ،( g−۱sg ∈ S باشیم داشته s ∈ S و g ∈ G

است. |S|-منظم غیرجهت دار گراف یک E = {(x, sx−۱) : s ∈ S, x ∈ G} یال های
مطالعه ی  با همچنین می کنیم. اثبات و بیان را جمعی کیلی گراف های از مقدماتی خواص برخی ابتدا رساله، این در
تسلط، مجموعه  ی تسلط، عدد کمر، قطر، مانند گراف از مهمی پارامترهای گراف، خواص و گروه جبری خواص میان ارتباط
بررسی جمعی کیلی گراف های از خاصی رده های برای را دیگر مهم خواص برخی و تام تسلط مجموعه  ی و تام تسلط عدد
گراف    یک اگر تنها و اگر است پاد-دوری گراف یک این که اثبات و پاد-دوری ماتریس های مطالعه ی با سپس می کنیم.
به  پاد-دوری گراف های بودن انتقالی رأس و همبندی یکریختی، درباره ی را نتایجی باشد، دوری گروه    یک روی جمعی کیلی
تعمیمی که رنگی جمعی کیلی گراف های کمک با را حقیقی پاد-دوری ماتریس های ویژه ی مقادیر همچنین می آوریم. دست
همیلتونی باب در نتایجی آوردن دست به با همبندی، فرض با ادامه، در می کنیم. محاسبه هستند جمعی کیلی گراف های از

است. همیلتونی پاد-دوری ساده ی گراف هر می دهیم نشان جمعی، کیلی گراف های بودن
به هرگاه گوییم صحیح جمعی کیلی را گروه یک باشند. صحیح آن ویژه ی مقادیر هرگاه گوییم صحیح را گراف یک
گروه که می دهیم نشان رساله این در باشد. صحیح Cay+(G,S) جمعی کیلی گراف  ،G از S زیرمجموعه ی هر ازای
که می دهیم نشان همچنین، هستند. صحیح جمعی کیلی آبلی گروه های تنها مقدماتی آبلی ٢-گروه های و سه مرتبه ی دوری
آبلی گروه هر و هستند ٢-صحیح جمعی کیلی آبلی گروه های تنها مقدماتی آبلی ٣-گروه های و مقدماتی آبلی ٢-گروه های
نتیجه ی یک عنوان به .m ∈ {۰,۱} و n ≥ ۰ آن در که است Zn

۲ ⊕Zm
۴ یا Zn

۲ ⊕Zm
۳ صورت به ٣-صحیح جمعی کیلی

متناهی گروه برای ویژه، به دارد. وجود صحیح ٣-منظم همبند ساده ی جمعی کیلی گراف  شش تنها که می کنیم اثبات مهم
از یکی با G اگر تنها و اگر است صحیح ٣-منظم همبند  ساده ی گراف یک Cay+(G,S) جمعی کیلی گراف ،G دلخواه

گروه های

Z۲
۲, Z۶, D۶, Z۸, Z۲ ⊕ Z۴, Z۳

۲, Z۱۲, Z۲ ⊕ Z۶, Z۲ ⊕ Z۱۲, Z۴ ⊕ Z۶, Z۲ ⊕ Z۲ ⊕ Z۶

است. مربع از فارغ عضوی  سه زیرمجموعه  ی یک S آن در که باشد یکریخت

.٠۵C۴۵ ،١۵A١٨ ،٠۵C۵٠ ،٠۵C٢۵ ،٢٠K٠١ موضوعی: رده بندی

(تام)، تسلط مجموعه ی (تام)، تسلط عدد پاد-دوری، گراف رنگی، جمعی کیلی گراف جمعی، کیلی گراف کلیدی: واژگان
صحیح. جمعی کیلی گروه صحیح، گراف



پ  ی  ش  گ  ف  ت  ار

S و م  ت  ن  اھ ی گ  روه ی  ک G ف  رض ک  ن  ی  م ک  رد. م  ع  رف  ی را ان  ت  ق  ال  ی رأس گ  راف ھ ای از ب  زرگ  ی خ  ان  واده ی ١٨٧٨ س  ال در ک  ی  ل  ی١
رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ب  ا ط  وق  ه دارای و ج  ه  ت دار گ  راف  ی Cay(G,S) ک  ی  ل  ی گ  راف ای  ن ص  ورت، در اس  ت. آن از زی  رم  ج  م  وع  ه   ی  ک
م  ج  م  وع  ه ی ی  ک را S اگ  ر .y−۱x ∈ S اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر م  ت  ص  ل  ن  د y ب  ه x از ج  ه  ت دار ی  ال ی  ک ب  ا y و x رأس دو و اس  ت G
اس  ت. ج  ه  ت دار غ  ی  ر س  اده ی گ  راف ی  ک Cay(G,S) ک  ی  ل  ی گ  راف آن گ  اه ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ۱ /∈ S ش  رط ب  ا ب  س  ت  ه م  ع  ک  وس

ع  ن  وان ب  ه اس  ت، آم  ده ب  ه دس  ت گ  راف ھ ا ای  ن از زی  ادی خ  واص و ش  ده ان  ج  ام ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای روی ب  ر زی  ادی م  ط  ال  ع  ات ت  اک  ن  ون
ب  اش  د. G گ  روه ب  رای م  ول  د م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک S اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ھ م  ب  ن  د Cay(G,S) ک  ی  ل  ی گ  راف  م  ی ش  ود ث  اب  ت م  ث  ال

گ  راف ھ ای ع  ن  وان ب  ا اب  ت  دا ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای واق  ع، در م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ک  ی  ل  ی گ  راف م  ش  اب  ه ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف
م  ت  ن  اھ ی زی  رم  ج  م  وع  ه  ی روی G+(S) = (V,E) ج  م  ع  ی گ  راف .[٢٣] ش  د ١٩٩٠م  ط  رح س  ال در ه  راری٢ ت  وس  ط ج  م  ع  ی
ھ ر ازای ب  ه ک  ه ک  رد ث  اب  ت او .u+ v ∈ S اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر uv ∈ E و V = S رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ب  ا اس  ت گ  راف  ی S ⊂ N

م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای اس  ت. ج  م  ع  ی گ  راف ی  ک ،G ∪mK۱ ت  ن  ه  ا، رأس m ب  ا G اج  ت  م  اع ی  ال، m و رأس س  ه ح  داق  ل ب  ا G گ  راف
ای  ن ب  ه .vivj ∈ E آن در ک  ه ک  ن  ی  م ب  رچ  س  ب گ  ذاری ۱۰i + ۱۰j ب  ا را ت  ن  ه  ا رأس m و ۱۰i ب  ا را vi رأس ھ ر اس  ت ک  اف  ی
گ  راف ی  ک G ∪ σK۱ ط  وری ک  ه ب  ه دارد وج  ود σ = σ(G) ع  دد ک  وچ  ک ت  ری  ن ،G دل  خ  واه م  ت  ن  اھ ی گ  راف ھ ر ب  رای ت  رت  ی  ب
ع  دد م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه آورد. دس  ت  ب  ه آن م  ورد در ن  ت  ای  ج  ی و ن  ام  ی  د G گ  راف ج  م  ع  ی ع  دد را ع  دد ای  ن ه  راری ب  اش  د. ج  م  ع  ی

ص  ورت ب  ه Cn ج  م  ع  ی

σ(Cn) =

 ۳ : n = ۴,

۲ : n ̸= ۴.

اث  ب  ات ال  ی  ن  گ  ه  ام٣ ت  وس  ط ح  دس ای  ن اس  ت. ی  ک ب  ا ب  راب  ر درخ  ت ھ ر ج  م  ع  ی ع  دد ک  ه زد ح  دس [٢٣] در ھ م  چ  ن  ی  ن او اس  ت.
ب  ه ک  ه دادن  د ن  ش  ان و ک  ردن  د م  ط  رح را ک  ام  ل گ  راف ھ ای ج  م  ع  ی ع  دد م  س  أل  ه ی [١٢] در ھ م  ک  اران  ش و بِ  رگ  س  ت  رن  د۴ .[١٩] گ  ردی  د

.σ(Kn) = ۲n− ۳ ،n ≥ ۴ ھ ر ازای
ک  ه داد ن  ش  ان و ن  ام  ی  د ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی گ  راف ھ ای را ص  ح  ی  ح اع  داد از زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک روی ج  م  ع  ی گ  راف ھ ای ه  راری
دو ب  ا ھ م  راه [٢۴] در و [٢٢] ھ س  ت  ن  د ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی گ  راف ھ ای ،m ∈ N ،mK۲ ت  ط  اب  ق ھ م  چ  ن  ی  ن و Pn م  س  ی  ر گ  راف ھ ای
گ  راف ھ ای خ  ان  واده ی و م  ث  ب  ت ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ج  م  وع  ه ی روی ج  م  ع  ی گ  راف ھ ای خ  ان  واده ی ک  ه داد ن  ش  ان ھ م  ک  اران  ش از ت  ن

اس  ت. ی  ک  ی ط  ب  ی  ع  ی اع  داد م  ج  م  وع  ه ی روی ج  م  ع  ی

١Cayley
٢Harary

٣Ellingham ۴Bergstrand



گ  راف ھ ای ب  رخ  لاف ت  اک  ن  ون، ک  ه ش  د م  ط  رح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای م  ف  ه  وم ج  م  ع  ی، گ  راف ھ ای از ت  ع  م  ی  م  ی ع  ن  وان ب  ه
در اس  ت. آن از زی  ر م  ج  م  وع  ه ی  ک S و م  ت  ن  اھ ی آب  ل  ی گ  روه ی  ک G ف  رض ک  ن  ی  م اس  ت. ش  ده پ  رداخ  ت  ه آن ھ ا ب  ه ان  دک ب  س  ی  ار ک  ی  ل  ی،
گ  راف را x+ y ∈ S اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر م  ج  اورن  د ھ م ب  ا y و x رأس دو و اس  ت G آن رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ک  ه گ  راف  ی ای  ن  ص  ورت،
گ  راف ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک را S ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش Cay+(G,S) ن  م  اد ب  ا و ن  ام  ی  ده S روی G ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی

م  ی ن  ام  ی  م. Cay+(G,S)

ازای ب  ه اگ  ر اس  ت. x رأس ب  ا م  ج  اور رئ  وس م  ج  م  وع  ه  ی S − x = {s− x : s ∈ S} ک  ه اس  ت واض  ح ت  ع  ری  ف، ب  ن  اب  ر
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، م  ج  اور ن  ی  ز دی  گ  ر رأس |S| − 1 ب  ا ک  ه ب  وده ن  ی  م ی  ال دار رأس ی  ک g آن گ  اه ،g + g ∈ S ب  اش  ی  م داش  ت  ه g ∈ G

ف  ق  ط رأس آن درج  ه ی ش  م  ارش در و ک  رده م  ت  ص  ل رأس ھ م  ان ب  ه را رأس ی  ک ک  ه اس  ت ی  ال  ی ن  ی  م ی  ال ی  ک اس  ت. |S| آن درج  ه ی 
گ  راف ھ ای ب  رخ  لاف ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای اس  ت. |S|-م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک Cay+(G,S) گ  راف ب  ن  اب  رای  ن دارد، س  ه  م ی  ک

ن  ی  س  ت  ن  د. ان  ت  ق  ال  ی رأس ل  زوم  اً ک  ی  ل  ی
ی  ک G و S = G \ {۰} ی  ا S = G اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ک  ام  ل Cay+(G,S) ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ب  ه س  ادگ  ی
ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ی  ک را S ب  اش  د، ن  داش  ت  ه g + g ب  ه ص  ورت ع  ض  وھ ای  ی S م  ج  م  وع  ه  ی اگ  ر ب  اش  د. م  ق  دم  ات  ی آب  ل  ی ٢-گ  روه

اس  ت. ن  ی  م ی  ال ف  اق  د ات  ص  ال  ی م  ج  م  وع  ه  ی چ  ن  ی  ن ب  ا ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ب  ه  وض  وح، م  ی ن  ام  ی  م. م  رب  ع از
ت  ع  م  ی  م دل  خ  واه گ  روه ھ ر ب  رای آن را م  ی ت  وان ش  دن  د، ت  ع  ری  ف آب  ل  ی گ  روه ھ ای روی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای اب  ت  دا در چ  ه اگ  ر
ب  اش  د G دل  خ  واه گ  روه از ن  رم  ال زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ی  ک S اگ  ر اس  ت. ج  ه  ت دار آن ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ای  ن ص  ورت، در ک  ه داد
و G رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی  ب  ا ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف آن گ  اه ،(g−1sg ∈ S ب  اش  ی  م داش  ت  ه s ∈ S و g ∈ G ھ ر ازای ب  ه (ی  ع  ن  ی
م  ی ک  ن  د ای  ج  اب xy ∈ S زی  را اس  ت؛ ج  ه  ت دار غ  ی  ر گ  راف ی  ک E = {(x, sx−1) : s ∈ S, x ∈ G} ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه  ی

اس  ت. |S|-م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک Cay+(G,S) ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در .yx = y(xy)y−1 ∈ S

ای  ن در م  ق  ال  ه ک  م  ی ت  ع  داد گ  رف  ت  ه ان  د. ق  رار ک  م  ی ت  وج  ه ی  م  ورد م  ط  ال  ع  ه، ب  ودن م  ش  ک  ل ب  ه س  ب  ب ج  م  ع  ی، ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای
گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ٢٠٠٣ س  ال در ھ م  ک  اران  ش و ش  ی  ن۵ م  ی  ش  ود. اش  اره آن ھ ا ب  ه ادام  ه در ک  ه اس  ت رس  ی  ده ب  ه چ  اپ زم  ی  ن  ه
ب  خ  ش پ  ذی  ر ٨ ب  ر آن ھ ا م  رت  ب  ه ی  ک  ه ٣-م  ن  ظ  م ھ م  ب  ن  د ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای ک  ه دادن  د ن  ش  ان م  رب  ع از ف  ارغ ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ھ ای
ھ م  ی  ل  ت  ون  ی دور دارای اس  ت ب  خ  ش پ  ذی  ر ۴ ب  ر آن ھ ا م  رت  ب  ه ی  ک  ه ٣-م  ن  ظ  م دوب  خ  ش  ی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای ھ م  چ  ن  ی  ن و اس  ت
آن گ  اه ب  اش  د، م  رب  ع از ف  ارغ ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی  ی  ک S و آب  ل  ی گ  روه ی  ک G اگ  ر ک  ه ش  د ث  اب  ت م  ق  ال  ه ھ م  ان در .[١۵] ھ س  ت  ن  د
گ  راف در ی  ال ھ ر ب  رع  ک  س، و اس  ت Cay(G,S − S) گ  راف در ی  ال ی  ک ب  ا م  ت  ن  اظ  ر Cay+(G,S) در ٢ ب  ه ط  ول م  س  ی  ر ھ ر
ھ ر ک  ه دادن  د ن  ش  ان ھ م  چ  ن  ی  ن آن ھ ا اس  ت. Cay+(G,S) گ  راف در ٢ ب  ه ط  ول م  س  ی  ر ی  ک ب  ا م  ت  ن  اظ  ر Cay(G,S − S)

اس  ت. ک  ی  ل  ی گ  راف  ی  ک م  رب  ع از ف  ارغ ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه  ی ب  ا دوب  خ  ش  ی ھ م  ب  ن  د ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی  گ  راف
و گ  ری  ن  ک  وی  چ٧ ،٢٠٠٩ س  ال در .[٢٠] ک  رد م  ط  ال  ع  ه را ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای خ  وش  ه ای ع  دد گ  ری  ن۶ ،٢٠٠۵ س  ال در
م  ج  م  وع  ه  ی و G م  ت  ن  اھ ی گ  روه ب  رای ک  ه دادن  د ن  ش  ان آن ھ ا .[٢١] ک  ردن  د ب  ررس  ی را گ  راف ھ ا ای  ن رأس  ی ھ م  ب  ن  دی ھ م  ک  اران  ش

از اس  ت ع  ب  ارت م  ی دھ ی  م، ن  م  ای  ش κ(Cay+(G, S)) ب  ا را آن ک  ه ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ی  ک رأس  ی ھ م  ب  ن  دی S س  ره  ات  ص  ال

κ(Cay+(G, S)) = min{ηG(S), λG(S), |S|},
۵Cheyne
۶Green

٧ Grynkiewicz



آن در ک  ه

ηG(S) = min{|S +H| − |H| : H ≤ G , (S + ۲G) ∩H ̸= ∅ , S +H ̸= G}

و

λG(S) = min{|S + L| − |L| : L ∈ LG(S)}

زوج ع  دد |G0/L| ،L ش  ام  ل G از G0 زی  رگ  روه ی  ک ازای ب  ه ک  ه اس  ت G از L م  ان  ن  د زی  رگ  روه ھ ای  ی خ  ان  واده  ی LG(S) و
و دِواس٨ س  ال ھ م  ان در .S + L = (G \G0) ∪ (g0 + L) ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود g0 ∈ G0 ع  ض  و و ب  اش  د ٢ از ب  زرگ ت  ر
ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی ی  ک روی گ  روه ی  ک ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ب  ا ی  ک ری  خ  ت ,0)−ف  ول  رن 3, ھ ر(6 ک  ه دادن  د ن  ش  ان ھ م  ک  اران  ش
ب  ه ط  ول دور ی  ک آن وج  ه ھ ر ک  ه اس  ت ٣-م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک ,0)−ف  ول  رن 3, 6) ی  ک ک  ه اس  ت ذک  ر ش  ای  ان .[١٨] اس  ت م  ن  اس  ب

ب  ا ب  راب  ر Cay+(G,S) ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف وی  ژه  ی م  ق  ادی  ر ک  ه دادن  د ن  ش  ان ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ۶ ی  ا ٣

{χ(S) : χ ∈ R} ∪ {±|χ(S)| : χ ∈ C}

ازای ب  ه ک  ه اس  ت G گ  روه از س  رش  ت ھ ای  ی م  ج  م  وع  ه  ی C و G گ  روه ح  ق  ی  ق  ی س  رش  ت ھ ای م  ج  م  وع  ه  ی R آن در ک  ه اس  ت
و G آب  ل  ی گ  روه ب  رای ک  ه داد ن  ش  ان ل  و٩ ب  ع  د، س  ال ی  ک .|{χg, χ−g} ∩ C| = 1 آن گ  اه ،g + g ̸= 0 اگ  ر ،g ∈ G ھ ر
ب  اش  د: ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط از ی  ک  ی اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ھ م  ب  ن  د Γ = Cay+(G,S) ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف آن، از S زی  رم  ج  م  وع  ه ی

ن  ب  اش  د، G س  ره ی  زی  رگ  روه ھ ی  چ ھ م  دس  ت  ه  ی در م  ش  م  ول S ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه  ی (١)

ھ ی  چ در م  ش  م  ول ول  ی ب  اش  د ٢ ان  دی  س از زی  رگ  روھ ی ن  اص  ف  ر ھ م  دس  ت  ه  ی ی  ک در م  ش  م  ول S ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه  ی (٢)
.[٢٩] ن  ب  اش  د دی  گ  ری ھ م  دس  ت  ه  ی

را ک  م  ر و ق  ط  ر رئ  وس، درج  ه ی  م  ان  ن  د پ  ارام  ت  رھ ای  ی ٢٠١١ س  ال در ی  ک  ان  ی ج  م  ع  ی گ  راف ھ ای ک  ی  ل  ی م  ع  رف  ی ب  ا س  ی  ن  ه  ا١٠
ھ م  ی  ل  ت  ون  ی، م  س  ط  ح، دوب  خ  ش  ی، ی  ک  ان  ی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای آن ھ ا  ت  ح  ت ک  ه ش  رای  ط  ی ھ م  چ  ن  ی  ن آورد. ب  ه دس  ت آن ھ ا ب  رای

.[٣۴] ک  رد ارائ  ه را ھ س  ت  ن  د خ  ودم  ک  م  ل و اوی  ل  ری
ی  ک را G آب  ل  ی گ  روه ب  اش  د. ص  ح  ی  ح آن ب  ه ن  ظ  ی  ر م  ج  اورت م  ات  ری  س وی  ژه  ی  م  ق  ادی  ر ت  م  ام اگ  ر گ  وی  ی  م ص  ح  ی  ح را گ  راف ی  ک
ب  اش  د. ص  ح  ی  ح Cay+(G,S) گ  راف ،G از S ع  ض  وی k زی  رم  ج  م  وع  ه  ی ھ ر ازای ب  ه اگ  ر گ  وی  ی  م k−ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  روه
ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  روه ی  ک G گ  روه ،۱ ≤ k ≤ |G| ھ ر ازای ب  ه اگ  ر گ  وی  ی  م ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  روه را G آب  ل  ی گ  روه ھ م  چ  ن  ی  ن،
گ  روه ی  ک G آب  ل  ی گ  روه ک  ه م  ی دھ ی  م ن  ش  ان و ک  رده رده ب  ن  دی را ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  روه ھ ای رس  ال  ه، ای  ن در ب  اش  د. k−ص  ح  ی  ح

گ  روه ی  ک G ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. Zn
۳ ی  ا Zn

۲ ب  ا ی  ک  ری  خ  ت ،n ≥ ۰ ی  ک ازای ب  ه اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ٢-ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی
Zn

۲ ⊕ Zm
۴ ی  ا Zn

۲ ⊕ Zm
۳ ب  ا ی  ک  ری  خ  ت ،m ∈ {۰,۱} و n ≥ ۰ ی  ک ازای ب  ه اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ٣-ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی

وج  ود ص  ح  ی  ح ٣-م  ن  ظ  م ھ م  ب  ن  د س  اده ی  ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ش  ش دق  ی  ق  اً ک  ه اس  ت ش  ده اث  ب  ات م  ه  م ن  ت  ی  ج  ه  ی ی  ک ع  ن  وان ب  ه ب  اش  د.

٨Devos
٩Lev

١٠Sinha



G اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ص  ح  ی  ح ٣-م  ن  ظ  م ھ م  ب  ن  د  س  اده ی Cay+(G,S) گ  راف ،G دل  خ  واه م  ت  ن  اھ ی گ  روه ب  رای وی  ژه، ب  ه دارد.
گ  روه ھ ای از ی  ک  ی ب  ا

Z۲
۲, Z۶, D۶, Z۸, Z۲ ⊕ Z۴, Z۳

۲, Z۱۲, Z۲ ⊕ Z۶, Z۲ ⊕ Z۱۲, Z۴ ⊕ Z۶, Z۲ ⊕ Z۲ ⊕ Z۶

اس  ت. ش  ده آورده ٣ ف  ص  ل در ن  ت  ای  ج ای  ن اس  ت. مرب  ع از فارغ ع  ض  وی  س  ه زی  رم  ج  م  وع  ه  ی ی  ک S آن در ک  ه ب  اش  د ی  ک  ری  خ  ت
v ∈ V رأس ھ ر اگ  ر گ  وی  ی  م ١١ ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک را D ⊆ V م  ج  م  وع  ه  ی م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را Γ = (V,E) گ  راف
م  ج  م  وع  ه  ی            ھ ی  چ ش  ام  ل اگ  ر گ  وی  ی  م م  ی  ن  ی  م  ال را ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک ب  اش  د. م  ج  اور D از ع  ض  وی ب  ا ی  ا و ب  اش  د D ع  ض  و ی  ا
م  ج  م  وع  ه  ی گ  وی  ی  م. Γ گ  راف ١٢ ت  س  ل  ط ع  دد را م  ی  ن  ی  م  ال ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه ھ ای ان  دازه ی  م  ی  ن  ی  م  م ن  ب  اش  د. Γ از دی  گ  ری ت  س  ل  ط
ان  دازه ی  م  ی  ن  ی  م  م ب  اش  د. م  ج  اور T از ع  ض  وی ب  ا v ∈ V رأس ھ ر اگ  ر گ  وی  ی  م ١٣ ت  ام ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک را T ⊆ V

ب  ه  م  س  أل  ه  ی دی  گ  ر، گ  راف ھ ای از ب  س  ی  اری م  ان  ن  د ب  ه گ  وی  ی  م. Γ گ  راف ١۴ ت  ام ت  س  ل  ط ع  دد را م  ی  ن  ی  م  ال ت  ام ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه ھ ای
ک  ل  ی ح  ال  ت در ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای ت  ام ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه  ی و ت  ام ت  س  ل  ط ع  دد ت  س  ل  ط، م  ج  م  وع  ه  ی ت  س  ل  ط، ع  دد آوردن دس  ت
از ب  رخ  ی ک  ه آم  ده دس  ت ب  ه دوری گ  روه ھ ای روی م  ذک  ور پ  ارام  ت  رھ ای ب  اب در ن  ت  ای  ج  ی خ  اص، ح  ال  ت در اس  ت. دش  وار م  س  أل  ه ای

اس  ت: زی  ر ش  رح ب  ه آن ھ ا

ای  ن در .۱ ≤ k ≤ n−۱
۲ و S = {۱,۲, . . . , k} آن در ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در را Γ = Cay+(Zn, S) گ  راف (I)

اس  ت. ⌈n/k⌉ ب  ا ب  راب  ر Γ ت  س  ل  ط ع  دد ب  رای ب  الا ک  ران ی  ک   ص  ورت،

ت  س  ل  ط ع  دد آن گ  اه ،Ai = {i, i + ۱, . . . , i + k − ۱} و i, k ∈ Zn م  ث  ب  ت، ص  ح  ی  ح ع  دد دو r و n اگ  ر (II)
اس  ت. ب  راب  ر Cay+(Zn, Ai+۲r) و Cay+(Zn, Ai) گ  راف ھ ای

،Zn از A زی  رم  ج  م  وع  ه  ی ھ ر ازای ب  ه آن گ  اه ،(n, r) = ۱ ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  ن  د م  ث  ب  ت ص  ح  ی  ح ع  دد دو r و n اگ  ر (III)
اس  ت. ب  راب  ر Cay+(Zn, rA) و Cay+(Zn, A) گ  راف ھ ای ت  س  ل  ط ع  دد

ای  ن در .۱ ≤ k ≤ n−۱
۲ و S = {۱,۲, . . . , k} آن در ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در را Γ = Cay+(Zn, S) گ  راف (IV )

Ti = T + i م  ج  م  وع  ه  ی ،i ∈ {۰,۱, . . . , k − ۱} ھ ر ازای ب  ه وی  ژه، ب  ه اس  ت. ⌈n/k⌉ ب  ا ب  راب  ر Γ ت  ام ت  س  ل  ط ع  دد   ص  ورت،
.T = {۰, k,۲k, . . . , (⌈n/k⌉ − ۱)k} آن در ک  ه اس  ت، Γ ت  ام ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک

م  ع  رف  ی ب  ا ٢ ف  ص  ل در ش  د، گ  ف  ت  ه ت  اک  ن  ون آن چ  ه ب  ر ع  لاوه ک  رد. م  ش  اھ ده ٢ ف  ص  ل در م  ی ت  وان را ن  ت  ای  ج ای  ن م  ب  س  وط گ  زارش
م  ق  ادی  ر گ  روه ھ ا، ن  م  ای  ش ن  ظ  ری  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا و ھ س  ت  ن  د، ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای از ت  ع  م  ی  م  ی ک  ه رن  گ  ی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای
ق  ال  ب در رس  ال  ه، ای  ن ٣ و ٢ ف  ص  ل ھ ای در ش  ده ارائ  ه ن  ت  ای  ج م  ی آوری  م. دس  ت  ب  ه را ح  ق  ی  ق  ی ١۵ پ  اد-دوری م  ات  ری  س ھ ای وی  ژه  ی 

اس  ت. [٩] ارس  ال  ی م  ق  ال  ه ی و ب  ی  ن ال  م  ل  ل  ی م  ج  لات در ش  ده پ  ذی  رف  ت  ه ،[١٠ ،۵ ،۴] م  ق  ال  ه ی ٣

١١Dominating set
١٢Domination number

١٣Total dominating set
١۴Total domination number

١۵Anti-circulant matrix



١ ف  ص  ل

م  ق  دم  ات  ی م  ف  اھ ی  م و ت  ع  اری  ف

دی  دن ب  رای دق  ی  ق ط  ور ب  ه را ۵ ص  ف  ح  ه ت  ا ل  ط  ف  ا
ارج  اع ن  ح  وه ش  ک  ل، درج چ  گ  ون  گ  ی ف  رم  ول ن  وی  س  ی،
م  راج  ع، ب  ه دھ ی ارج  اع ن  ح  وه ف  رم  ول ھ ا، ب  ه دھ ی
ن  ح  وه واژ ن  ام  ه، ای  ج  اد ن  ح  وه م  راج  ع، ای  ج  اد ن  ح  وه

ک  ن  ی  د. م  ط  ال  ع  ه ،... ن  م  اد ھ ا ف  ه  رس  ت ای  ج  اد
ش  ود. گ  رف  ت  ه رو دو ص  ورت ب  ه را (رس  ال  ه) پ  ای  ان ن  ام  ه از پ  ری  ن  ت

چ  ن  د و ف  ون  ت ھ ا ت  ع  ری  ف و زی  پ  رش  ی  ن ف  راخ  وان  ی پ  ک  ی  ج ھ ا، ف  راخ  وان  ی م  ت  ن، ان  دازه ت  ع  ری  ف ق  ب  ی  ل از دس  ت  ورات از ب  رخ  ی
لات  ک دس  ت  ورات ب  ا ک  ه ص  ورت  ی در ، ن  ی  از ص  ورت در دارد. ق  رار head.tex ف  ای  ل styles پ  وش  ه ی در دی  گ  ر دس  ت  ور
ش  ده ن  ص  ب ش  م  ا ک  ام  پ  ی  وت  ر ب  رروی زی  ر ف  ون  ت ھ ای م  ه  م ف  ون  ت ھ ای ب  ای  د ح  ت  م  ا . دھ ی  د ت  غ  ی  ی  ر آن  را م  ی ت  وان  ی  د ھ س  ت  ی  د آش  ن  ا

Parsi Digits ، Yas ،IranNastaliq ب  اش  د:
از (رس  ال  ه) پ  ای  ان ن  ام  ه ن  وی  س  ن  ده ی ب  ه م  رب  وط اط  لاع  ات ف  ای  ل ای  ن در و ک  ن  ی  د ب  ررس  ی دق  ت ب  ه را main.tex ف  ای  ل
ش  ده م  ش  خ  ص ف  ی  ل  دھ ای در ش  ده) ارائ  ه  راھ ن  م  ای  ی ھ ای ب  ه ت  وج  ه (ب  ا را ... راھ ن  م  ا، اس  ت  اد خ  ان  وادگ  ی، ن  ام و ن  ام ق  ب  ی  ل

ک  ن  ی  د. وارد
٩٠ ال  ی ٧٠ ب  ی  ن ک  ل  م  ات) ان  دازه ی ی  ا ف  ون  ت ھ ا ت  غ  ی  ی  ر (ب  دون ارش  د ک  ارش  ن  اس  ی پ  ای  ان ن  ام  ه  ی ص  ف  ح  ات م  ه  م: ت  ذک  ر



٢ خ  ط  ی ج  ب  ر ب  ر گ  ذری .١ . ١

ب  اش  د. ص  ف  ح  ه
را ف  رم  ول  ھ ا ت  ای  پ اول  ی  ه اص  ول و ک  ن  ی  د م  رور دق  ت ب  ه را آن ھ ا خ  روج  ی ھ ای و ن  م  ون  ه ف  ای  ل ھ ای ل  ط  ف  ا م  ه  م: ت  وص  ی  ه

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه Latex ک  ت  اب ھ ای ب  ه ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ب دی  دن ب  رای ک  ن  ی  د. م  لاح  ظ  ه
ف  ص  ل ھ ای در ک  ه گ  روه ھ ا، ن  ظ  ری  ه ی و گ  راف ن  ظ  ری  ه ی خ  ط  ی، ج  ب  ر در م  وج  ود ت  ع  اری  ف و م  ف  اھ ی  م از ب  رخ  ی ف  ص  ل، ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م. م  رور را ک  رد، خ  واھ ی  م اس  ت  ف  اده آن ھ ا از ب  ع  د

خ  ط  ی ج  ب  ر ب  ر گ  ذری ١ . ١

ای  ن ب  ر ع  لاوه .a = c آن گ  اه ،b = c و a = b اگ  ر م  ث  لا ب  ی  اوری  م. م  ت  ن داخ  ل در ص  ورت ای  ن ب  ه را ف  رم  ول ی  ک م  ی ت  وان  ی  م
ب  ی  اوری  م زی  ر ص  ورت ب  ه ت  ن  ه  ا خ  ط ی  ک در را ف  رم  ول ی  ک م  ی ت  وان  ی  م

f(x) =

∫ x

۰
g(t) dt.

ب  اش  ی  م داش  ت  ه اگ  ر م  ث  لا ک  ن  ی  م. ارج  اع آن ب  ه س  پ  س و ب  دھ ی  م ب  رچ  س  ب ف  رم  ول ی  ک ب  ه م  ی ت  وان  ی  م

f(x) =
x+ ۱
x− ۲

(١)

اگ  ر ھ م چ  ن  ی  ن

R = A⊕B (*)

م  ی ش  ود. ث  اب  ت ق  ض  ی  ه ح  ک  م (*) راب  ط  ه ی ط  ب  ق ھ م چ  ن  ی  ن اس  ت. درس  ت ادع  ا ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در (١) ف  رم  ول از
ب  ن  وی  س  م زی  ر ص  ورت ب  ه س  ط  ر چ  ن  د در م  ن  اس  ب ص  ورت ب  ه را ف  رم  ول چ  ن  د م  ی ت  وان  ی  م

∑
g∈G

α(g)ϱ(k)(g) =
۱
dk

Tr

∑
g∈G

α(g)ϱ(k)(g)

 Idk

=
۱
dk

∑
g∈G

α(g)Tr(ϱ(k)(g))

 Idk

=
۱
dk

∑
g∈G

α(g)χk(g)

 Idk ,

م  ث  لا ک  ن  ی  م. ارج  اع آن ھ ا ب  ه ب  ع  د و داده ب  رچ  س  ب س  ط  ری چ  ن  د  ف  رم  ول ھ ای س  ط  رھ ای از ب  رخ  ی ب  ه م  ی ت  وان  ی  م

a = b =⇒ c = d

=⇒ c = d (٢)

=⇒ f(c) = f(d)

=⇒ (g ◦ f)(c) = (g ◦ f)(d) (٣)
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jpeg ف  رم  ت ب  ا ع  ک  س ی  ک :١-١ ش  ک  ل

داش  ت. خ  واھ ی  م (٣) و (٢) راب  ط  ه ی ط  ب  ق م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل ق  ب  ل م  ش  اب  ه ارج  اع ب  رای
ن  ن  وش  ت) آن را م  ی ت  وان ی  ع  ن  ی اس  ت، ف  رض پ  ی  ش (ک  ه [t] از اس  ت  ف  اده اس  ت. زی  ر ص  ورت ب  ه م  ت  ن در ت  ص  وی  ر ی  ک ک  ردن وارد

گ  ی  رد. ق  رار ص  ف  ح  ه ب  الای در ت  ص  وی  ر ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث دس  ت  ور ای  ن در
ھ م  ان در ت  ص  وی  ر ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث دس  ت  ور ای  ن در [h] از اس  ت  ف  اده اس  ت. زی  ر ص  ورت ب  ه م  ت  ن در ت  ص  وی  ر ی  ک ک  ردن وارد

گ  ی  رد. ق  رار آم  ده ک  ه م  ت  ن ق  س  م  ت
.... ک  ه ک  ن  ی  د م  لاح  ظ  ه ت  ص  وی  ر در ١ . ١ ک  ه م  ی ب  ی  ن  ی  م ٣ . ١ ع  ک  س در ت  ص  وی  ر: ب  ه ارج  اع

ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا را ش  ک  ل ھ ا م  ی ت  وان  ی  م اس  ت، ش  ده ف  ع  ال پ  ای  ان ن  ام  ه ن  م  ون  ه ای  ن در ک  ه ب  اش  د، ش  ده ف  ع  ال tikz ب  س  ت  ه اگ  ر
ب  ا ک  ه ش  ک  ل ت  ع  دادی ادام  ه در ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه م  رب  وط ک  ت  اب ھ ای ب  ه ب  س  ت  ه ای  ن دس  ت  ورات ب  ا آش  ن  ای  ی ب  رای ک  ن  ی  م. رس  م ب  س  ت  ه

م  ی آوری  م. را ش  ده ان  د رس  م ب  س  ت  ه ای  ن از اس  ت  ف  اده
دارد. وج  ود راه دو آن ھ ا ب  ه ارج  اع و م  راج  ع آوردن ب  رای

م  راج  ع م  ط  اب  ق و ال  ف  ب  ا ح  روف ب  راس  اس references.tex ف  ای  ل در را اس  ت  ف  اده م  ورد م  راج  ع ک  ه اس  ت ای  ن اول راه (١)
آن  ھ ا ب  ه ک  ه م  راج  ع  ی چ  ه و ش  ده ارج  اع آن ھ ا ب  ه ک  ه م  راج  ع  ی (چ  ه م  راج  ع ھ م  ه ی روش ای  ن در ش  ود. آورده ف  ای  ل آن در واق  ع
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pdf ف  رم  ت ب  ا ع  ک  س ی  ک :١-٢ ش  ک  ل

۱ ۲

۳۴

۵ ۶

۷۸

a

b

c

d

g

h

i

j

G۲ و G۱ ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای :١-٣ ش  ک  ل

ب  ا زی  ر ص  ورت ب  ه ن  ی  از م  وق  ع در و داده ب  رچ  س  ب ی  ک م  رج  ع ھ ر ب  ه م  ی ش  ون  د. ظ  اھ ر پ  ای  ان ن  ام  ه م  راج  ع ق  س  م  ت در ن  ش  ده) ارج  اع
م  ث  ال: ع  ن  وان ب  ه داد. ارج  اع آن ھ ا

[٢] ن  م  ادھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده آن ھ ا از رس  ال  ه ای  ن در ک  ه خ  ط  ی ج  ب  ر م  ب  اح  ث از ب  رخ  ی ب  خ  ش ای  ن در
،n م  رت  ب  ه از ھ م  ان  ی م  ات  ری  س را In م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده [١] ف  ارس  ی م  رج  ع از ھ م چ  ن  ی  ن م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان اخ  ت  ص  ار ب  ه [٢۶] ک  ت  اب
م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ی  ک ب  ا ب  راب  ر درای  ه ھ ای ب  ا n× ۱ ب  ردار را jn و ی  ک ب  ا ب  راب  ر درای  ه ھ ای ب  ا n× n م  رب  ع  ی م  ات  ری  س را Jn
ف  ای  ل در م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ب  الا م  ط  اب  ق ب  رچ  س  ب ی  ک ب  ی  اوری  م، ن  م  ادھ ا ف  ه  رس  ت در را ھ م  ان  ی م  ات  ری  س ب  خ  واھ ی  م اگ  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل ش  ده داده ن  م  ون  ه م  ط  اب  ق list-of-symblos.tex
را ن  ش  ده) اس  ت  ف  اده چ  ه و ش  ده اس  ت  ف  اده م  راج  ع (چ  ه م  راج  ع bibliography.bib ف  ای  ل در ک  ه اس  ت ای  ن دوم راه (٢)
م  راج  ع ق  س  م  ت در ش  ده ارج  اع م  ت  ن در آن ھ ا ب  ه ک  ه م  راج  ع  ی ت  ن  ه  ا روش ای  ن در ش  ود. آورده ف  ای  ل آن در واق  ع م  راج  ع م  ط  اب  ق
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m

l

ش  ده. آوی  زان ف  ن  ری ب  ه m ج  رم :۴-١ ش  ک  ل

روش ای  ن در داد. ارج  اع آن ھ ا ب  ا زی  ر ص  ورت ب  ه ن  ی  از م  وق  ع در و داده ب  رچ  س  ب ی  ک م  رج  ع ھ ر ب  ه م  ی ش  ون  د. ظ  اھ ر پ  ای  ان ن  ام  ه
ی  ا م  ق  الات در م  ث  لا دی  گ  ر ک  ارھ ای ب  رای و داد ق  رار ف  ای  ل آن در را م  ی ش  ون  د آورده ف  راھ م م  رور ب  ه ک  ه را م  راج  ع  ی م  ی ت  وان
م  ن  وی ب  ه ب  ای  د پ  ای  ان ن  ام  ه م  ت  ن در م  راج  ع آوردن ب  رای روش ای  ن در ک  رد. اس  ت  ف  اده م  ت  ن  وع ت  ر ف  رم  ت ھ ای ب  ا دی  گ  ر پ  ای  ان ن  ام  ه ھ ای

م  ث  ال: ع  ن  وان ب  ه ک  رد. اج  را را Tex Bib دس  ت  ور و رف  ت  ه Tools
[٢] ن  م  ادھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده آن ھ ا از رس  ال  ه ای  ن در ک  ه خ  ط  ی ج  ب  ر م  ب  اح  ث از ب  رخ  ی ب  خ  ش ای  ن در
،n م  رت  ب  ه از ھ م  ان  ی م  ات  ری  س را In م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده [١] ف  ارس  ی م  رج  ع از ھ م چ  ن  ی  ن م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان اخ  ت  ص  ار ب  ه [٢۶] ک  ت  اب
م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ی  ک ب  ا ب  راب  ر درای  ه ھ ای ب  ا n× ۱ ب  ردار را jn و ی  ک ب  ا ب  راب  ر درای  ه ھ ای ب  ا n× n م  رب  ع  ی م  ات  ری  س را Jn
ف  ای  ل در م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ب  الا م  ط  اب  ق ب  رچ  س  ب ی  ک ب  ی  اوری  م، ن  م  ادھ ا ف  ه  رس  ت در را ھ م  ان  ی م  ات  ری  س ب  خ  واھ ی  م اگ  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل ش  ده داده ن  م  ون  ه م  ط  اب  ق list-of-symblos.tex

m

a

α

θ

s

س  اده آون  گ ی  ک :۵-١ ش  ک  ل

و واژه ن  ام  ه در آم  ده م  ت  ن در ک  ه ک  ل  م  ه ای ع  ی  ن ب  خ  واھ ی  م اگ  ر م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل زی  ر ص  ورت ب  ه ن  م  ای  ه و واژه ن  ام  ه س  اخ  ت  ن ب  رای
و واژه ن  ام  ه ن  ی  ام  ده م  ت  ن در ک  ه ک  ل  م  ه ای ب  خ  واھ ی  م اگ  ر م  ی دھ ی  م. ق  را زی  ر ن  م  ون  ه ی م  ط  اب  ق gls دس  ت  ور داخ  ل در را ک  ل  م  ه ب  ی  اب  د ن  م  ای  ه
ب  ه ب  ای  د اخ  ی  ر دس  ت  ور در ش  ده اس  ت  ف  اده ک  ل  م  ات م  ی دھ ی  م. ق  را زی  ر ن  م  ون  ه ی م  ط  اب  ق glsuseri دس  ت  ور داخ  ل در را ک  ل  م  ه ب  ی  اب  د ن  م  ای  ه

ش  ون  د. وارد آم  ده gloss.tex ف  ای  ل در ک  ه ص  ورت  ی
Glossaries Make Xindy دس  ت  ور و رف  ت  ه Tools م  ن  وی ب  ه ب  ای  د م  ت  ن در ن  م  ای  ه و واژه ن  ام  ه آوردن ب  رای روش ای  ن در
A = [aij ] اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن، اس  ت. آم  ده main ف  ای  ل در ک  ه ک  رد ف  ع  ال م  ی ت  وان را ن  م  ای  ه و واژه ن  ام  ه ن  م  ون  ه چ  ن  دی  ن ک  رد. اج  را را
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دادن ن  م  ای  ش ب  رای ب  ه ت  رت  ی  ب det(A) و Tr(A) ،A⊤ ن  م  ادھ ای از آن گ  اه ب  اش  د، C م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ی  دان روی م  ات  ری  س ی  ک
م  ی گ  ذاری  م. ن  م  ادھ ا ای  ن وی  ژگ  ی ھ ای ت  م  ام دان  س  ت  ن ب  ر را ف  رض و م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده A م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان و اث  ر ت  ران  ه  اده،

آن در ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف A∗ = (A)⊤ ص  ورت ب  ه و داده ن  م  ای  ش A∗ ب  ا را A م  ات  ری  س ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س
ھ رم  ی  ت  ی ی  ا خ  ودال  ح  اق را A آن گ  اه ب  اش  د، م  خ  ت  ل  ط م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ی  ک A اگ  ر ح  ال اس  ت. A م  ات  ری  س م  زدوج A = [aij ]

ن  رم  ال را A ھ م  چ  ن  ی  ن، .A = A∗ = (A)⊤ ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ب  اش  د، ب  راب  ر خ  ود ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س ب  ا اگ  ر م  ی ن  ام  ن  د
م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده (ح  ق  ی  ق  ی) م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک ح  ق  ی  ق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س ی  ک .AA∗ = A∗A اگ  ر گ  وی  ی  م

ھ ر ھ م  چ  ن  ی  ن، .A⊤A = AA⊤ اگ  ر اس  ت ن  رم  ال A ل  ذا و A∗ = A⊤ آن گ  اه ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی A م  ات  ری  س اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. ن  رم  ال ح  ق  ی  ق  ی م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ھ ر ب  ن  اب  رای  ن و ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س

وی  ژه ی م  ق  دار ی  ک λ اس  ک  ال  ر ای  ن ص  ورت، در اس  ت. C م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ی  دان روی n× n م  ات  ری  س ی  ک A ک  ن  ی  م ف  رض
م  ت  ن  اظ  ر وی  ژه  ب  ردار ی  ک را V ب  ردار .AV = λV ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود V م  ان  ن  د n× ۱ ن  اص  ف  ر ب  ردار ی  ک ھ رگ  اه اس  ت A
چ  ن  دج  م  ل  ه ای ری  ش  ه ھ ای آن گ  اه ب  اش  د، م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ی  ک A اگ  ر ک  ل  ی، ب  ه ط  ور م  ی ن  ام  ن  د. A ب  رای λ وی  ژه ی م  ق  دار ب  ا
م  ات  ری  س م  ش  خ  ص  ه ی چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  ک  راری ری  ش  ه ی م  ی ن  ام  ی  م. A وی  ژه ی م  ق  ادی  ر را ،det(λI −A) چ  ن  دج  م  ل  ه ای ،A م  ش  خ  ص  ه ی
م  ق  ادی  ر م  ج  از ت  ک  رار ب  ا م  ج  م  وع  ه ی م  ی گ  وی  ی  م. A س  اده ی وی  ژه ی م  ق  دار آن را ت  ک  راری غ  ی  ر ری  ش  ه ی و چ  ن  دگ  ان  ه وی  ژه ی م  ق  دار را A
ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ف  ض  ای م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده Spec(A) ن  م  اد از آن دادن ن  م  ای  ش ب  رای و ن  ام  ی  ده A ط  ی  ف را A وی  ژه ی
ھ ن  دس  ی ت  ک  رر را ف  ض  ا ای  ن ب  ع  د و λ ب  ه م  ت  ن  اظ  ر وی  ژه ی ف  ض  ای را λ وی  ژه ی م  ق  دار ب  ه ن  ظ  ی  ر A وی  ژه ی ب  ردار ھ ای ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی
م  ات  ری  س ھ ای ب  رای ک  ه اس  ت ذک  ر ق  اب  ل اس  ت. Spec(A) در λ ت  ک  رار ت  ع  داد ھ م  ان λ ج  ب  ری ت  ک  رر ھ م  چ  ن  ی  ن، م  ی ن  ام  ی  م. λ

ھ س  ت  ن  د. م  س  اوی ھ ن  دس  ی و ج  ب  ری ت  ک  رر دو ھ رم  ی  ت  ی،
ن  اص  ف  ر وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ج  ذر آن گ  اه ،m ≤ n اگ  ر ص  ورت ای  ن در اس  ت. m × n م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ی  ک A ک  ن  ی  م ف  رض
ی  ک A اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن، م  ی خ  وان  ی  م. A م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر را A∗A ن  اص  ف  ر وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ج  ذر آن گ  اه ،n ≤ m اگ  ر و AA∗

م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر ع  ن  وان ب  ه را A⊤A ی  ا AA⊤ م  ات  ری  س ھ ای ن  اص  ف  ر وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ج  ذر ب  اش  د m× n ح  ق  ی  ق  ی م  ات  ری  س
م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در A

ش  ود. م  راج  ع  ه [٢۶] م  رج  ع ب  ه ب  ی  ش  ت  ر اط  لاع  ات ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را خ  ط  ی ج  ب  ر از اس  اس  ی ن  ت  ی  ج  ه ی چ  ن  د زی  ر در

E
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S

C
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−

س  اده ال  ک  ت  ری  ک  ی م  دار ی  ک :۶-١ ش  ک  ل



٧ گ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ه ی ب  ر گ  ذری .١ . ٢

م  ی ک  ن  ی  م: ع  م  ل زی  ر ص  ورت ب  ه ق  ض  ی  ه آوردن ب  رای

ای  ن ص  ورت در اس  ت. n× n ح  ق  ی  ق  ی م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک A ک  ن  ی  م ف  رض .١-١ ق  ض  ی  ه

ع  م  ودن  د. ھ م ب  ر A م  ت  م  ای  ز وی  ژه ی م  ق  دار دو ب  ا م  ت  ن  اظ  ر وی  ژه ی ب  ردار دو •

ھ س  ت  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی A وی  ژه ی م  ق  ادی  ر •

اس  ت. A وی  ژه ی ب  ردارھ ای ش  ام  ل م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای دارای Rn •

دھ ی  م. ارج  اع آن ب  ه ref دس  ت  ور از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ی  از م  ورد ج  ای در و داده ب  رچ  س  ب ق  ض  ی  ه ی  ک ب  ه م  ی ت  وان  ی  م

λ۱ ≥ λ۲ ≥ . . . ≥ λn وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ب  ا n×n م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک A ک  ن  ی  م ف  رض ب  اف  ی١) ھ م در (ق  ض  ی  ه ی .١-٢ ق  ض  ی  ه
ای  ن ص  ورت در اس  ت. µ۱ ≥ µ۲ ≥ . . . ≥ µn−k وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ب  ا A از (n − k) × (n − k) م  ت  ق  ارن ک  ه  اد ی  ک B و
،i = ۱,۲, . . . , n− k ھ ر ازای ب  ه ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن  ب  ه م  ی ب  اف  د، ھ م در را A وی  ژه ی م  ق  ادی  ر دن  ب  ال  ه ی B وی  ژه ی م  ق  ادی  ر دن  ب  ال  ه ی

λi ≥ µi ≥ λi+k.

م  ی آوری  م را ... ل  م، ت  ع  ری  ف، آوردن ن  ح  وه ادام  ه در

گ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ه ی ب  ر گ  ذری ١ . ٢

م  ی پ  ردازی  م. م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده آن ھ ا از رس  ال  ه ط  ول در ک  ه گ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ه ن  م  ادھ ای و اص  ط  لاح  ات ب  رخ  ی م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
و ب  دی  ه  ی ع  ض  و ع  ن  وان ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه Inv(G) و id(G) ن  م  اد از م  ی دان  د، را گ  روه اول  ی  ه ی م  ف  ه  وم خ  وان  ن  ده ای  ن ک  ه ف  رض ب  ا
م  ی ش  ون  د اس  ت  ف  اده رس  ال  ه ط  ول در ک  ه گ  روه ھ ای  ی م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده G گ  روه ( ٢ م  رت  ب  ه ی ع  ن  اص  ر ) پ  ی  چ  ش ھ ای م  ج  م  وع  ه ی
ب  ه  H ⊴G و اس  ت G زی  رگ  روه H ک  ه اس  ت آن م  ع  ن  ای ب  ه H ≤ G آن گ  اه ب  اش  د، گ  روه ی  ک G اگ  ر ھ س  ت  ن  د. م  ت  ن  اھ ی ھ م  گ  ی
را G در S ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د زی  رگ  روه آن گ  اه ب  اش  د، G از زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S اگ  ر اس  ت. G در H زی  رگ  روه ب  ودن ن  رم  ال م  ع  ن  ای
م  ج  م  وع  ه ی ی  ک را S آن گ  اه G = ⟨S⟩ اگ  ر اس  ت. S ش  ام  ل G زی  رگ  روه ک  وچ  ک ت  ری  ن م  ع  ن  ای ب  ه ک  ه م  ی دھ ی  م ن  م  ای  ش ⟨S⟩ ب  ا
⟨{s}⟩ ن  م  اد ج  ای ب  ه ⟨s⟩ ن  م  اد از آن گ  اه اس  ت {s} ع  ض  وی ت  ک  م  ج  م  وع  ه ی S ک  ه زم  ان  ی ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی خ  وان  ی  م. G ب  رای م  ول  د

م  ی ن  ام  ی  م. دوری گ  روه ی  ک را G = ⟨s⟩ ای  ن ص  ورت در و م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده
ب  ه G اع  ض  ای ت  وس  ط ک  ه پ  ای  ه ای ب  ا C م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ی  دان روی |G| ب  ع  د از ب  رداری ف  ض  ای ی  ک ،G م  ت  ن  اھ ی گ  روه ب  رای
ب  ه م  ی  ت  وان را ϕ ∈ C[G] دل  خ  واه ع  ض  و ب  ن  اب  رای  ن م  ی  دھ ی  م. ن  ش  ان C[G] ب  ا را اس  ت ش  ده گ  ذاری ب  رچ  س  ب {eg}g∈G  ص  ورت

ص  ورت
ϕ =

∑
g∈G

µgeg

١Interlacing Theorem
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پ  ای  ه ی ب  ا G روی م  ق  دار م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع ت  م  ام ب  رداری ف  ض  ای ھ م  ان را C[G] ب  رداری ف  ض  ای .µg ∈ C آن  در ک  ه داد ن  ش  ان
ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در {eg}g∈G اس  ت  ان  دارد

eg(h) =

 ۱ : g = h,

۰ : g ̸= h.

ب  رع  ک  س. و اس  ت ϕ =
∑

g∈G ϕ(g)eg ب  ردار ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ϕ : G→ C ت  اب  ع ب  ن  اب  رای  ن
م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ϕ, ψ ∈ C[G] ب  ردار دو داخ  ل  ی ض  رب

⟨ϕ, ψ⟩ = ۱
|G|

∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g),

اس  ت. ψ(g) م  زدوج ψ(g) آن در ک  ه
ن  گ  اش  ت ھ ای (ت  م  ام C روی d× d م  ع  ک  وس پ  ذی  ر م  ات  ری  س ھ ای ت  م  ام گ  روه GLd(C) و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک d ک  ن  ی  م ف  رض
ρ : G → GLd(C) ص  ورت ب  ه ھ م  ری  خ  ت  ی ی  ک d درج  ه ی از G گ  روه ن  م  ای  ش ی  ک اس  ت. (Cd روی م  ع  ک  وس پ  ذی  ر خ  ط  ی
ρgv ب  ا را ρg ع  م  ل ت  ح  ت v ت  ص  وی  ر ،v ∈ Cd ھ ر ب  رای و ρg ب  ا را GLd(C) در g ت  ص  وی  ر ،g ∈ G ھ ر ازای ب  ه اس  ت.

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر خ  واص x, y ∈ C و v, w ∈ Cd ،g, h ∈ G ھ ر ازای ب  ه م  ی  دھ ی  م. ن  م  ای  ش

ρgρh = ρgh, ρ−۱
g = ρg−۱ , ρg(xv + yw) = xρgv + yρgw.

وارون پ  ذی  ر م  ات  ری  س و d۱ = d۲ = d اگ  ر ھ س  ت  ن  د ھ م ارز τ : G → GLd۲(C) و ρ : G → GLd۱(C) ن  م  ای  ش دو
،g ∈ G ھ ر ازای ب  ه ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود T م  ان  ن  د ×dای d

τg = TρgT
−۱,

ھ س  ت  ن  د. م  ت  ش  اب  ه τg و ρg م  ات  ری  س ھ ای ی  ع  ن  ی
ن  م  ای  ش اس  ت. Cd ب  رای پ  ای  ه ی  ک B = {b۱, . . . , bd} و G گ  روه ن  م  ای  ش ی  ک ρ : G→ GLd(C) م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
ن  س  ب  ت ρg از d م  رت  ب  ه ی ب  ا ϱ(g) م  ات  ری  س ،g ∈ G ھ ر ازای ب  ه ک  ه اس  ت ϱ م  ان  ن  د ن  گ  اش  ت  ی B پ  ای  ه ی ب  ه واب  س  ت  ه ρ م  ات  ری  س  ی
ن  م  ای  ش ϱij(g) ب  ا را ϱ(g) م  ات  ری  س از jام س  ت  ون iام س  ط  ر درای  ه ی ،۱ ≤ i, j ≤ d ب  رای م  ی ک  ن  د. ن  ظ  ی  ر را B پ  ای  ه ی ب  ه

راب  ط  ه ی در ،۱ ≤ i, j ≤ d ھ ر ازای ب  ه ک  ه اس  ت م  خ  ت  ل  ط  ی ع  دد ی  ک  ت  ا ϱij(g) دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه م  ی دھ ی  م.

ρ(g)bj =

d∑
i=۱

ϱij(g)bi

،۱ ≤ i, j ≤ d ھ ر ازای ب  ه ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د، ت  ع  ری  ف را C[G] در ب  ردار d۲ از م  ج  م  وع  ه ای ϱ م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش م  ی ک  ن  د. ص  دق

ϱij =
∑
g∈G

ϱij(g)eg
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Cd از ب  رداری زی  رف  ض  ای ی  ک W و G گ  روه ن  م  ای  ش ی  ک ρ : G → GLd(C) ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. C[G] در ب  ردار ی  ک
ی  ک W اگ  ر ب  اش  د. ب  رق  رار ρgw ∈ W راب  ط  ه ی w ∈ W و g ∈ G ھ ر ازای ب  ه اگ  ر گ  وی  ی  م ρ-پ  ای  ا را W زی  رف  ض  ای اس  ت.
ی  ک را ن  م  ای  ش  ی چ  ن  ی  ن اس  ت. W روی G از ن  م  ای  ش ی  ک W ب  ه ρ از ρ|W ت  ح  دی  د آن گ  اه ب  اش  د Cd ρ-پ  ای  ای زی  رف  ض  ای
غ  ی  ر ρ-پ  ای  ای زی  رف  ض  ای ھ ی  چ Cd اگ  ر گ  وی  ی  م ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر را ρ : G → GLd(C) ن  م  ای  ش م  ی خ  وان  ی  م. ρ از زی  رن  م  ای  ش

م  ی ن  ام  ی  م. ت  ح  وی  ل پ  ذی  ر را ن  م  ای  ش ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و ب  اش  د ن  داش  ت  ه ب  دی  ه  ی

ن  گ  اش  ت ی  ک T و ھ س  ت  ن  د d۲ و d۱ درج  ات از ت  رت  ی  ب ب  ه ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش دو τ و ρ ک  ن  ی  م ف  رض (٢ ش  ور (ل  م .١-٣ ل  م
ص  ورت، ای  ن در .τgT = Tρg ،g ∈ G ھ ر ازای ب  ه ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت Cd۲ ب  ه Cd۱ از خ  ط  ی

.T = ۰ آن گ  اه ب  اش  ن  د، ھ م ارز غ  ی  ر τ و ρ اگ  ر (١)
.λ ∈ C آن در ک  ه ،T = λI آن گ  اه ،ρ = τ و d۱ = d۲ اگ  ر (٢)

م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف χρ(g) = Trρg ص  ورت ب  ه ρ از χρ : G→ C س  رش  ت اس  ت. م  ف  روض ρ : G→ GLd(C) ن  م  ای  ش
اس  ت: ب  رق  رار زی  ر خ  واص g, h ∈ G ھ ر ازای ب  ه ب  اش  د، d درج  ه ی از ρ ن  م  ای  ش ب  ه م  رب  وط س  رش  ت χρ اگ  ر .g ∈ G آن در ک  ه

χρ(id(G)) = d, χρ(g
−۱) = χρ(g), χρ(ghg

−۱) = χρ(h).

و ⟨χ, χ⟩ = ۱ آن گ  اه ب  اش  ن  د، G روی ھ م ارز غ  ی  ر ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش دو ب  ه م  رب  وط س  رش  ت ھ ای χ′ و χ اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن
م  ت  ع  ام  د م  ج  م  وع  ه ی ی  ک ت  ش  ک  ی  ل G از ھ م ارز غ  ی  ر ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش ھ ای ب  ه م  رب  وط س  رش  ت ھ ای ن  ت  ی  ج  ه در .⟨χ, χ′⟩ = ۰

ش  ود. م  راج  ع  ه [٣٠] م  رج  ع ب  ه ب  ی  ش  ت  ر اط  لاع  ات ب  رای م  ی دھ ن  د، را

ب  اش  ی  م داش  ت  ه g, h ∈ G ھ ر ازای ب  ه ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ی  م G گ  روه روی رده ای ت  اب  ع ی  ک را ϕ : G → C ت  اب  ع .۴-١ ت  ع  ری  ف
.ϕ(ghg−۱) = ϕ(h)

ب  ع  د ب  ا C[G] از زی  ر ف  ض  ا ی  ک ک  ه م  ی دھ ی  م ن  م  ای  ش cf(G) ب  ا را G روی م  ق  دار م  خ  ت  ل  ط رده ای ت  واب  ع ت  م  ام ب  رداری ف  ض  ای
ت  اب  ع ی  ک G از ن  م  ای  ش ی  ک ب  ه م  رب  وط س  رش  ت ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال اس  ت. G م  زدوج  ی رده ھ ای ت  ع  داد ب  ا ب  راب  ر و م  ت  ن  اھ ی
را cf(G) در م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی ی  ک ت  ش  ک  ی  ل G از ھ م ارز غ  ی  ر ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش ھ ای ب  ه م  رب  وط س  رش  ت ھ ای و اس  ت رده ای

گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه م  ی ت  وان را زی  ر ق  ض  ی  ه ی م  ی دھ ن  د،

G م  زدوج  ی رده ھ ای ت  ع  داد ب  ا ب  راب  ر و م  ت  ن  اھ ی G گ  روه از ھ م ارز غ  ی  ر ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش ھ ای ت  ع  داد .([٣٠]) ۵-١ ق  ض  ی  ه
اس  ت.

م  ات  ری  س M∗ آن  در ک  ه MM∗ =M∗M = I اگ  ر م  ی ن  ام  ی  م ی  ک  ان  ی را M م  خ  ت  ط م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ک  ه م  ی  ک  ن  ی  م ی  ادآوری
z آن  در ک  ه اس  ت [tji] ب  ا ب  راب  ر [tij ] م  ع  ک  وس آن  گ  اه ب  اش  د ی  ک  ان  ی T = [tij ] اگ  ر ب  ه وی  ژه، اس  ت. M م  زدوج ت  ران  ه  اده ی
ھ ر ب  رای ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان م  ی ش  ود، اس  ت  ف  اده آن از ب  ارھ ا رس  ال  ه ط  ول در ک  ه زی  ر، ق  ض  ی  ه ی اس  ت. z م  خ  ت  ل  ط ع  دد م  زدوج ھ م  ان

دارد. وج  ود ρ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ی  ک  ان  ی م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش ی  ک G از ρ ن  م  ای  ش

٢Schur’s Lemma
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در ک  ه اس  ت ρ : G→ GLd(C) ب  ه ص  ورت ن  م  ای  ش ی  ک ب  ا ھ م ارز G از G→ GLd(C) ن  م  ای  ش ھ ر ([٢٧]) .۶-١ ق  ض  ی  ه
اس  ت. ی  ک  ان  ی ρ(g) م  ات  ری  س ،g ∈ G ھ ر ازای ب  ه آن 

G از ρn و . . . ،ρ۲ ،ρ۱ ھ م ارز غ  ی  ر ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش ھ ای ب  ا م  ت  ن  اظ  ر س  رش  ت ھ ای χn و . . . ،χ۲ ،χ۱ ک  ن  ی  م ف  رض
ن  م  ای  ش ϱ(k) ،k = ۱,۲, . . . , n ھ ر ازای ب  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن ھ س  ت  ن  د. dn و . . . ،d۲ ،d۱ ت  رت  ی  ب ب  ه درج  ات ب  ا
،۱ ≤ i, j ≤ dk و ۱ ≤ k ≤ n آن در ک  ه ϱ(k)ij ∈ C[G] ب  ردارھ ای ای  ن ص  ورت، در اس  ت. ρk ن  م  ای  ش ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ات  ری  س  ی

م  ی دھ ن  د. را C[G] ب  رای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی ی  ک ت  ش  ک  ی  ل

گ  راف ھ ا اول  ی  ه ی م  ف  اھ ی  م ١ . ٣

زوج ھ ای از م  ج  م  وع  ه ای E و اس  ت رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی   V آن در ک  ه (V,E) م  رت  ب دوت  ای  ی از اس  ت ع  ب  ارت G ج  ه  ت دار گ  راف
و اگ  ر (x, y) ∈ E ھ رگ  اه اس  ت ج  ه  ت دار غ  ی  ر G گ  راف م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده ج  ه  ت دار ی  ال ی  ا ک  م  ان ک  ه اس  ت رأس ھ ا از م  رت  ب  ی
از را G آن گ  اه |V (G)| = n اگ  ر ب  اش  د. م  ت  ن  اھ ی آن رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی اگ  ر اس  ت م  ت  ن  اھ ی گ  راف ی  ک .(y, x) ∈ E اگ  ر ت  ن  ه  ا

م  ی ش  ون  د. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ت  ن  اھ ی گ  راف ھ ای ت  ن  ه  ا رس  ال  ه، ای  ن در م  ی  گ  وی  ی  م. n م  رت  ب  ه ی
م  ج  اور v و u رأس گ  وی  ی  م و داده ن  م  ای  ش uv ن  م  اد ب  ا را v و u ب  ی  ن ی  ال ھ س  ت  ن  د. G گ  راف از رأس  دو v و u ک  ن  ی  م ف  رض
م  ج  اور را f و e ی  ال دو ھ م  چ  ن  ی  ن، م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده u ∼ v ن  م  اد از ھ م  س  ای  گ  ی ای  ن دادن ن  ش  ان ب  رای ھ س  ت  ن  د. ھ م  س  ای  ه ی  ا
م  ی ن  ام  ی  م. ط  وق  ه ی  ک را آن  ک  ن  د، وص  ل رأس آن خ  ود ب  ه را رأس  ی ی  ال  ی اگ  ر ب  اش  ن  د. م  ش  ت  رک رأس ی  ک در اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر گ  وی  ی  م
چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک را گ  راف  ی چ  ن  ی  ن و ن  ام  ی  ده چ  ن  دگ  ان  ه ی  ال ھ ای را آن ھ ا ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ی  ال ی  ک از ب  ی  ش رأس دو ب  ی  ن اگ  ر
ھ م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی م  ی ن  ام  ی  م. س  اده گ  راف ی  ک را ب  اش  د چ  ن  دگ  ان  ه ی  ال ھ ای و ط  وق  ه ف  اق  د ک  ه ج  ه  ت داری غ  ی  ر گ  راف  ی م  ی خ  وان  ی  م.
N [v] ن  م  اد ب  ا را v ب  س  ت  ه ی ھ م  س  ای  گ  ی ھ م  چ  ن  ی  ن، م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش N(v) ب  ا و ن  ام  ی  ده v ب  از ھ م  س  ای  گ  ی را v ھ م  س  ای  ه ھ ای
ب  اش  د لازم اگ  ر .N(v) = N [v] آن گ  اه ب  اش  د ط  وق  ه دار رأس ی  ک v اگ  ر .N(v) ∪ {v} ب  ا اس  ت ب  راب  ر ک  ه م  ی دھ ی  م ن  ش  ان
در م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش NG [v] و NG(v) ب  ا ب  ه ت  رت  ی  ب را v رأس ب  س  ت  ه ی و ب  از ھ م  س  ای  گ  ی ھ ای ک  ن  ی  م، ت  ص  ری  ح را G گ  راف
گ  راف  ی اگ  ر م  ی دھ ی  م. ن  ش  ان deg(u) ن  م  اد ب  ا آن را ک  ه اس  ت آن ھ م  س  ای  ه ھ ای ت  ع  داد ب  ا ب  راب  ر u رأس درج  ه ی س  اده، گ  راف ھ ای
در م  ت  ون، ب  رخ  ی در اس  ت. ی  ال ھ ا س  ای  ر ب  راب  ر دو آن ب  ه م  رب  وط رأس درج  ه ی در ط  وق  ه ی  ک س  ه  م آن گ  اه ب  اش  د ط  وق  ه دارای
ن  ام  ی ب  ا را ط  وق  ه آن و م  ی گ  ی  رن  د ن  ظ  ر در ط  وق  ه ی  ک و س  اده ی  ال ی  ک ب  رای ب  راب  ر س  ه  م  ی ط  وق  ه دار، رأس ی  ک درج  ه ی م  ح  اس  ب  ه ی
م  ف  ه  وم دو ع  ن  وان ب  ه را آن ھ ا و ش  ده ق  ائ  ل ت  ف  اوت ن  ی  م  ی  ال و ط  وق  ه م  ف  ه  وم ب  ی  ن رس  ال  ه، ای  ن در م  ی خ  وان  ن  د. ن  ی  م ی  ال، م  ت  ف  اوت،
گ  راف ی  ک را اس  ت k ع  دد ب  ا ب  راب  ر و ی  ک  س  ان رئ  وس ت  م  ام  ی درج  ه ی آن در ک  ه گ  راف  ی ک  رد. خ  واھ ی  م اس  ت  ف  اده م  ج  زا ک  ام  لا
n− ۱ آن رأس ھ ر درج  ه ی اگ  ر گ  وی  ی  م ک  ام  ل را G رأس  ی n س  اده ی گ  راف م  ی ن  ام  ی  م. م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک اخ  ت  ص  ار ب  ه ی  ا k-م  ن  ظ  م
اس  ت ک  ام  ل چ  ن  دگ  ان  ه، ی  ال ف  اق  د رأس  ی n ن  ی  م ی  ال دار گ  راف ھ م  چ  ن  ی  ن، ب  اش  د. −n)-م  ن  ظ  م ۱) گ  راف دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ی  ا ب  اش  د

م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش Kn ب  ا را رأس  ی n ک  ام  ل گ  راف ی  ک ب  اش  د. n آن رأس ھ ر درج  ه ی اگ  ر
ب  ه W و U م  ج  م  وع  ه ی دو ب  ه ب  ت  وان آن را رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ی  م دوب  خ  ش  ی را G = (V,E) س  اده ی گ  راف
دوب  خ  ش  ی اف  راز ی  ک را V = U ∪W اف  راز ب  اش  د. داش  ت  ه W در رأس  ی و U در رأس  ی گ  راف، ی  ال ھ ر ک  ه ک  رد اف  راز  گ  ون  ه ای
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ب  اش  د، |U | ب  ا ب  راب  ر W از رأس ھ ر درج  ه ی م  ع  ادل ط  ور ب  ه ی  ا ب  اش  د |W | ب  ا ب  راب  ر U از رأس  ھ ر درج  ه ی اگ  ر م  ی ن  ام  ن  د. رئ  وس
م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش K|U |,|W | ن  م  اد ب  ا و ن  ام  ی  ده دوب  خ  ش  ی ک  ام  ل گ  راف ی  ک را G گ  راف آن گ  اه

داش  ت  ه وج  ود آن ھ ا رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ب  ی  ن م  ج  اورت ح  اف  ظ دوس  وی  ی ن  گ  اش  ت ی  ک ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د ی  ک  ری  خ  ت را گ  راف دو
ی  ک م  ی دان  ی  م. ی  ک  ی را دو آن ح  ت  ی و ن  م  ی ش  وی  م ق  ائ  ل آن ھ ا ب  ی  ن ت  ف  اوت  ی ک  ل  ی ح  ال  ت در ب  اش  ن  د ی  ک  ری  خ  ت گ  راف دو اگ  ر ب  اش  د.
م  ج  م  وع  ه ی اس  ت. م  ج  م  وع  ه ھ م  ان ب  ه گ  راف رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی از م  ج  اورت ح  اف  ظ دوس  وی  ی ن  گ  اش  ت ی  ک گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی
ب  ا و ن  ام  ی  ده گ  راف آن خ  ودری  خ  ت  ی ھ ای گ  روه آن را ک  ه م  ی دھ د گ  روه ی  ک ت  ش  ک  ی  ل ت  رک  ی  ب ع  م  ل ب  ا G گ  راف خ  ودری  خ  ت  ی ھ ای ت  م  ام
Aut(G) ھ رگ  اه ن  ام  ي  م ان  ت  ق  ال  ی (ی  ال) رأس را G گ  راف .Aut(G) ≤ Sym(V (G)) ب  ه وض  وح م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش Aut(G)

y و x (ی  ال) رأس دو ھ ر ازای ب  ه   ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ن  د، ع  م  ل ان  ت  ق  ال  ی ص  ورت ب  ه ي  ال ھ ا) (م  ج  م  وع  ه ی رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی روی
.φ(x) = y ط  وری ک  ه ب  ه   ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود φ م  ان  ن  د گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی ی  ک

زی  رم  ج  م  وع  ه ی ب  ه ت  رت  ی  ب آن ی  ال ھ ای و رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د G گ  راف از زی  رگ  راف ی  ک را H گ  راف
ی  ک را T رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ب  ا H زی  رگ  راف ،V از T زی  رم  ج  م  وع  ه ی ب  رای ھ م  چ  ن  ی  ن، ب  اش  د. G ی  ال ھ ای و رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی
G در v و u اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر م  ج  اورن  د H در v و u ،T در u و v رأس دو ھ ر ازای ب  ه ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د G از ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف

م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش G[T ] ب  ا را G گ  راف از T رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ب  ا H ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف ب  اش  ن  د. م  ج  اور
ی  ال ھ ای ط  ری  ق از دی  گ  ر رأس ب  ه رأس  ی از ح  رک  ت گ  راف، روی ح  رک  ت م  وض  وع گ  راف ن  ظ  ری  ه ی ک  ارب  ردھ ای از ب  س  ی  اری در
،e۱ ،v۰ ب  ه ص  ورت م  ت  م  ای  ز ی  ال ھ ای و رئ  وس از دن  ب  ال  ه ای G گ  راف در l ط  ول ب  ه vl ب  ه v۰ از م  س  ی  ر ی  ک دارد. دخ  ال  ت گ  راف،
در اوق  ات ب  ع  ض  ی م  ی ک  ن  د. م  ت  ص  ل ھ م ب  ه را vi و vi−۱ رأس ک  ه اس  ت ی  ال  ی ei ھ ر آن در ک  ه اس  ت vl و el ،. . . ،v۲ ،e۲ ،v۱
اگ  ر م  س  ی  ر ی  ک در م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش v۰ ∼ v۱ ∼ · · · ∼ vl ب  ه ص  ورت ف  ش  رده ت  ری ش  ک  ل ب  ه م  س  ی  ر ای  ن س  اده، گ  راف ی  ک
و Pn ن  م  ادھ ای ب  ا ب  ه ت  رت  ی  ب را n ط  ول ب  ه دور ی  ک و رأس  ی n م  س  ی  ر ی  ک م  ی ن  ام  ن  د. دور ی  ک را م  س  ی  ر آن آن گ  اه ،v۰ = vl

ای  ن ب  ه ب  اش  د، س  اده غ  ی  ر م  ی ت  وان  د م  س  ی  ر گ  راف ی  ک م  ی ن  ام  ی  م. دور و م  س  ی  ر گ  راف ھ ای ب  ه ت  رت  ی  ب را آن ھ ا و م  ی دھ ی  م ن  ش  ان Cn

ھ م  چ  ن  ی  ن، م  ی ن  ام  ی  م. ٢-م  ن  ظ  م م  س  ی  ر گ  راف ی  ک را گ  راف  ی چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. ن  ی  م ی  ال دارای آن ان  ت  ه  ای و اب  ت  دا رأس دو ک  ه م  ع  ن  ی
دور گ  راف ی  ک را گ  راف  ی چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. ن  ی  م ی  ال دارای آن رئ  وس ت  م  ام ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ب  اش  د، س  اده غ  ی  ر م  ی ت  وان  د دور گ  راف ی  ک

م  ی ن  ام  ی  م. ٣-م  ن  ظ  م
راب  ط  ه ی ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود گ  راف در آن ھ ا ب  ی  ن م  س  ی  ری اگ  ر گ  وی  ی  م م  ت  ص  ل را G از رأس دو م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را G گ  راف
ھ م ارزی رده ھ ای Vr و . . . ،V۲ ،V۱ ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. گ  راف رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی روی ھ م ارزی راب  ط  ه ی ی  ک ب  ودن م  ت  ص  ل
م  ؤل  ف  ه ی ) م  ؤل  ف  ه ی  ک را G[Vr] و . . . ،G[V۲] ،G[V۱] زی  رگ  راف ھ ای از ک  دام ھ ر ای  ن ص  ورت در دھ ن  د. ت  ش  ک  ی  ل را راب  ط  ه ای  ن

م  ی ن  ام  ی  م. ن  اھ م  ب  ن  د آن را ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در و ھ م  ب  ن  د را G گ  راف آن گ  اه ،r = ۱ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م. G گ  راف ب  رای ( ھ م  ب  ن  دی
م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش dist(u, v) ب  ا را آن ک  ه اس  ت رأس دو آن ب  ی  ن م  س  ی  ر ک  وت  اه ت  ری  ن ط  ول v و u رأس دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ی
G گ  راف ک  م  ر ھ م  چ  ن  ی  ن، م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش diam(G) ب  ا و ن  ام  ی  ده آن ق  ط  ر را G گ  راف رأس دو ھ ر ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ی ب  ی  ش  ت  ری  ن
ک  م  ر آن گ  اه ن  ب  اش  د، دور دارای گ  راف  ی اگ  ر م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش girth(G) ن  م  اد ب  ا آن را ک  ه اس  ت گ  راف در دور ک  وت  اه ت  ری  ن ط  ول

م  ی  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ،∞ ب  ی  ن  ه  ای  ت، آن را
م  ات  ری  س ،n و . . . ،٢ ،١ ب  ه ص  ورت گ  راف رئ  وس م  ج  دد ب  رچ  س  ب  گ  ذاری ی  ک ب  ا اس  ت. م  ف  روض n م  رت  ب  ه ی از G گ  راف
ش  ده ب  رچ  س  ب گ  ذاری n و . . . ،٢ ،١ ب  ا آن س  ت  ون ھ ای و س  ط  ر ھ ا ک  ه اس  ت n× n م  ات  ری  س  ی ،A = [aij ] ،G گ  راف م  ج  اورت



١٢ گ  راف ھ ا اول  ی  ه ی م  ف  اھ ی  م .١ . ٣

و اس  ت

A = [aij ], aij =

 ۱ : i ∼ j

۰ : i ≁ j.



٢ ف  ص  ل

ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای

گ  راف ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ھ ای س  پ  س و ک  رده ث  اب  ت ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای درب  اره ی را م  ق  دم  ات  ی خ  اص  ی  ت چ  ن  د اب  ت  دا ف  ص  ل ای  ن در
گ  راف ھ ای م  ف  اھ ی  م از اس  ت  ف  اده ب  ا و ک  رده ب  ررس  ی را پ  اد-دوری گ  راف ھ ای خ  واص ب  رخ  ی م  ی ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص را Cay+(G,S)
ن  ه  ای  ت در و آورده دس  ت ب  ه را ح  ق  ی  ق  ی پ  اد-دوری گ  راف ھ ای وی  ژه ی م  ق  ادی  ر گ  روه ھ ا، ن  م  ای  ش ن  ظ  ری  ه ی و رن  گ  ی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی
ع  دد درب  اره ی ک  ل  ی ن  ت  ی  ج  ه ی چ  ن  د آوردن دس  ت ب  ه ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن، ھ س  ت  ن  د. ھ م  ی  ل  ت  ون  ی پ  اد-دوری گ  راف ھ ای ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ث  اب  ت
گ  راف ھ ای در م  ف  اھ ی  م ای  ن ب  رای ب  ه  ی  ن  ه ای ک  ران ھ ای ج  م  ع  ی، ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای (ت  ام) ت  س  ل  ط م  ج  م  وع  ه ی و (ت  ام) ت  س  ل  ط

م  ی ک  ن  ی  م. ارائ  ه پ  اد-دوری

ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای خ  واص ب  رخ  ی ٢ . ١

ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ای  ن ص  ورت، در اس  ت. آن از زی  ر م  ج  م  وع  ه ی  ک S و م  ت  ن  اھ ی آب  ل  ی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  م ف  رض .٢-١ ت  ع  ری  ف
اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر م  ج  اورن  د ھ م ب  ا y و x رأس دو و ب  وده G آن م  ج  م  وع  ه ی رئ  وس ک  ه اس  ت گ  راف  ی S ب  ه واب  س  ت  ه G روی
Cay+(G,S) گ  راف ب  رای ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی  ی  ک را S و داده ن  م  ای  ش Cay+(G,S) ن  م  اد ب  ا را گ  راف  ی چ  ن  ی  ن .x+ y ∈ S

م  ی ن  ام  ی  م.

م  ج  م  وع  ه ی ی  ک ک  ه ب  وده x رأس ب  ا م  ج  اور رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی  S − x = {s− x : s ∈ S} م  ج  م  وع  ه ی  ت  ع  ری  ف، ب  ر ب  ن  ا
رأس |S| − ۱ ب  ا ک  ه ب  وده ن  ی  م ی  ال دار رأس ی  ک g آن گ  اه ،g + g ∈ S ب  اش  ی  م داش  ت  ه g ∈ G ازای ب  ه اگ  ر اس  ت. ع  ض  وی |S|

در اس  ت |S|-م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک Cay+(G,S) گ  راف ن  ت  ی  ج  ه در ب  ود. خ  واھ د |S| آن درج  ه ی  ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، م  ج  اور ن  ی  ز دی  گ  ر
ی  ا S = G اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ک  ام  ل Cay+(G,S) ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ب  ه س  ادگ  ی ن  ی  س  ت. ان  ت  ق  ال  ی رأس ل  زوم  اً ح  ال  ی ک  ه



١۴ ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای خ  واص ب  رخ  ی .٢ . ١

ب  اش  د، ن  داش  ت  ه g + g ب  ه ص  ورت ع  ض  وھ ای  ی S م  ج  م  وع  ه ی  اگ  ر ب  اش  د. م  ق  دم  ات  ی آب  ل  ی ٢-گ  روه ی  ک G و S = G \ {id(G)}

ف  اق  د ات  ص  ال  ی م  ج  م  وع  ه ی  چ  ن  ی  ن ب  ا ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ی  ک ب  ه  وض  وح م  ی ن  ام  ی  م. م  رب  ع از ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ی  ک را S آن گ  اه
ت  ع  م  ی  م دل  خ  واه گ  روه ھ ر ب  رای آن را م  ی ت  وان ش  ده ان  د، ت  ع  ری  ف آب  ل  ی گ  روه ھ ای ب  رای ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای چ  ه اگ  ر اس  ت. ن  ی  م ی  ال
G دل  خ  واه گ  روه از ن  رم  ال زی  رم  ج  م  وع  ه  ی  ی  ک S اگ  ر اس  ت. ج  ه  ت دار گ  راف ی  ک آن ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ای  ن ص  ورت، در ک  ه داد
ب  ا Cay+(G,S) ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف آن گ  اه ،( g−۱sg ∈ S ب  اش  ی  م داش  ت  ه s ∈ S و g ∈ G ھ ر ازای ب  ه (ی  ع  ن  ی ب  اش  د
زی  را اس  ت، غ  ی  رج  ه  ت دار گ  راف ی  ک E = {(x, sx−۱) : s ∈ S, x ∈ G} ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه  ی و G رئ  وس م  ج  م  وع  ه   ی
ح  ال  ی ک  ه در اس  ت |S|-م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک Cay+(G,S) ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در .yx = yxyy−۱ ∈ S م  ی ک  ن  د ای  ج  اب xy ∈ S

ن  ی  س  ت. ان  ت  ق  ال  ی رأس ل  زوم  اً
ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ھ ای س  پ  س و ک  رده ث  اب  ت ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای درب  اره ی را م  ق  دم  ات  ی خ  اص  ی  ت چ  ن  د اب  ت  دا ب  خ  ش، ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص را Cay+(G,S) گ  راف
ک  رده ب  ررس  ی را آب  ل  ی گ  روه ھ ای روی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای ھ م  ب  ن  دی ک  اف  ی، و لازم ش  رط ی  ک ارائ  ه ی ب  ا [٢٩] در ل  و

م  ی ک  ن  ی  م. اث  ب  ات و داده ت  ع  م  ی  م دل  خ  واه گ  روه ھ ر ب  رای آن را ؟؟ ق  ض  ی  ه ی در س  پ  س و ک  رده ب  ی  ان را ش  رط آن زی  ر ل  م در اس  ت.

گ  راف ھ م  ب  ن  دی ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رط اس  ت. G آب  ل  ی م  ت  ن  اھ ی گ  روه از زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S ک  ن  ی  م ف  رض [٢٩] .٢-٢ ل  م
ن  اص  ف  ر ھ م  دس  ت  ه ی در م  ش  م  ول م  گ  ر ن  ب  اش  د G از زی  رگ  روھ ی ھ ی  چ ھ م  دس  ت  ه ی در م  ش  م  ول S ک  ه اس  ت آن Cay+(G,S)

.٢ ان  دی  س از زی  رگ  روھ ی



٣ ف  ص  ل

ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ھ ای

گ  راف ھ ا ای  ن ک  ه دارد وج  ود ص  ح  ی  ح ٣-م  ن  ظ  م ھ م  ب  ن  د س  اده ی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف  ش  ش ت  ن  ه  ا ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اث  ب  ات ف  ص  ل ای  ن در
گ  روه ھ ای ت  وس  ط

Z۲
۲, Z۶, D۶, Z۸, Z۲ ⊕ Z۴, Z۳

۲, Z۱۲, Z۲ ⊕ Z۶, Z۲ ⊕ Z۱۲, Z۴ ⊕ Z۶, Z۲ ⊕ Z۲ ⊕ Z۶

م  ی ش  ون  د. ت  ول  ی  د

ص  ح  ی  ح ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  روه ھ ای ٣ . ١

و رأس  ی n ی  ال ب  دون گ  راف ب  اش  ن  د. ص  ح  ی  ح آن وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ھ م  ه ی ھ رگ  اه گ  وی  ی  م ص  ح  ی  ح را G گ  راف ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ی  ادآوری
(n− ۱,−۱, . . . ,−۱) و (۰, . . . , ۰) ت  رت  ی  ب، ب  ه ط  ی  ف ھ ای ب  ا ص  ح  ی  ح گ  راف ھ ای از م  ث  ال دو س  اده رأس  ی n ک  ام  ل گ  راف
ک  ه ک  ردن  د م  ط  رح را س  ؤال ای  ن اب  ت  دا آن ھ ا ش  د. م  ط  رح ش  وئ  ن  ک١ و ه  راری ت  وس  ط اب  ت  دا ص  ح  ی  ح گ  راف ھ ای م  ف  ه  وم ھ س  ت  ن  د.
ان  ت  خ  اب ب  ا چ  ه اگ  ر اس  ت. س  خ  ت ظ  اھ ر ب  ه س  ؤال ای  ن ج  واب واق  ع  ی  ت، در .[٢۵] دارن  د ص  ح  ی  ح ط  ی  ف گ  راف ھ ا ک  دام
اگ  ر ھ س  ت  ن  د ص  ح  ی  ح رأس n ب  ا م  س  ی  رھ ای م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه ب  ود. خ  واھ د س  اده ت  ر س  ؤال ای  ن ح  ل گ  راف ھ ا، از خ  اص ک  لاس ھ ای
ب  ه ب  ی  ش  ت  ر اط  لاع  ات ب  رای .n = ۳,۴,۶ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ھ س  ت  ن  د ص  ح  ی  ح رأس n ب  ا دورھ ای ھ م  چ  ن  ی  ن، .n = ۲ اگ  ر ت  ن  ه  ا و
ش  ب  ک  ه ھ ای ط  راح  ی در آن ھ ا اس  ت  ف  اده ی ص  ح  ی  ح، گ  راف ھ ای ج  اذب  ه ھ ای از ک  ه دری  اف  ت  ه ان  د ت  ازگ  ی ب  ه ش  ود. م  راج  ع  ه [١١] م  رج  ع

ش  ود. م  راج  ع  ه [٣١ ،٣] م  راج  ع ب  ه ب  ی  ش  ت  ر اط  لاع  ات ب  رای اس  ت، ان  ت  ق  ال ش  ب  ک  ه ھ ای پ  ای  دار ح  ال  ت ت  وپ  ول  وژی

١Schwenk



١ پ  ی  وس  ت 

اس  ت. ش  ده ارائ  ه ش  ده ان  د ن  وش  ت  ه [٣۵] GAP اف  زار ن  رم  وس  ی  ل  ه ی ب  ه ک  ه رس  ال  ه ٣ ف  ص  ل در ن  ی  از م  ورد ال  گ  وری  ت  م ھ ای ب  خ  ش ای  ن در
ص  ح  ی  ح و ھ م  ب  ن  د ح  اص  ل ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف ک  ه Zn از ع  ض  وای س  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ای آن ب  ر ع  لاوه Prog-I ال  گ  وری  ت  م خ  روج  ی

اس  ت. ن  ی  ز م  ذک  ور گ  راف وی  ژه ی م  ق  ادی  ر ق  درم  ط  ل  ق اس  ت،

Prog-I:
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Main:=function(n)

local i,j,k,r,t,a,c,w,A,B,G,T,D;

G:=CyclicGroup(IsPermGroup,n);

a:=MinimalGeneratingSet(CyclicGroup(IsPermGroup,n))[1];

T:=Elements(List(G,x->x^2)); B:=Set([]);

for i in [1..n-1] do

for j in [i+1..n-1] do

for k in [j+1..n-1] do

w:=0; A:=[]; D:=[];

for r in [0..n-1] do

c:=E(n)^(i*r)+E(n)^(j*r)+E(n)^(k*r);

t:=ImaginaryPart(c)^2+RealPart(c)^2;

if IsInt(t) and IsInt(Sqrt(t)) then w:=w+1;

fi;

od;

if w=n and Intersection([a^i,a^j,a^k],T)=[]

and Group(a^i,a^j,a^k)=G

and Size(Group(a^(i-j),a^(i-k),a^(j-k)))>=Size(G)/2

then



١٧ ١ پی  وس  ت

Add(D,i); Add(D,j); Add(D,k); Add(A,D);

for r in [0..n-1] do

c:=E(n)^(i*r)+E(n)^(j*r)+E(n)^(k*r);

t:=ImaginaryPart(c)^2+RealPart(c)^2;

if IsInt(t) then t:=Sqrt(t);

fi;

Add(A,t);

od;

Add(B,A);

fi;

od;

od;

od;

return B;

end;



٢ پ  ی  وس  ت 

آن ھ ا در ک  ه اس  ت ش  ده ارائ  ه Table-II و Table-I ج  دول ھ ای در ت  رت  ی  ب ب  ه S۴ و A۴ گ  روه دو ن  اپ  ذی  ر ت  ح  وی  ل س  رش  ت ھ ای
اس  ت. G گ  روه در g ع  ض  و م  رک  زس  از CG(g)

Table-I:
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

gi 1 (1 2)(3 4) (1 2 3) (1 3 2)

|CG(gi)| 12 4 3 3

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 w w2

χ3 1 1 w2 w

χ4 3 −1 0 0

Table-II:
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

gi 1 (1 2) (1 2 3) (1 2)(3 4) (1 2 3 4)

|CG(gi)| 24 4 3 8 4

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 −1 1 1 −1

χ3 2 0 −1 2 0

χ4 3 1 0 −1 −1

χ5 3 −1 0 −1 1
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ن  ام  ه واژه

trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اث  ر
eigenvector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وی  ژه ب  ردار
class function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رده ای ت  اب  ع
transopse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ران  ه  اده
transopse of matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س ت  ران  ه  اده
algebraic multiplicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ب  ری ت  ک  رر
geometric multiplicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ ن  دس  ی ت  ک  رر
characteristic polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای
self adjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ودال  ح  اق
automorphism of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی
determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان
degree of group representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  روه ن  م  ای  ش درج  ه ی
degree of a vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس ی  ک درج  ه ی
vertex (edge) transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  ق  ال  ی (ی  ال) رأس
ρ-invariant subspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  ا زی  رف  ض  ای
subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی  رگ  راف
induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف
square free subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رب  ع از ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی 
normal subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  رم  ال. زی  رم  ج  م  وع  ه  ی 
subrepresentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی  رن  م  ای  ش
group character . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  روه س  رش  ت
order of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخ  ل  ی ض  رب
loop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ط  وق  ه
matrix specturm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س ط  ی  ف
eigenspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وی  ژه ف  ض  ای



Interlacing theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  اف  ی ھ م در ق  ض  ی  ه ی
diameter of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ق  ط  ر
girth of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ک  م  ر
directed graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ه  ت دار گ  راف
bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوب  خ  ش  ی گ  راف
complete bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ام  ل دوب  خ  ش  ی گ  راف
cycle graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور گ  راف
simple graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  اده گ  راف
complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ام  ل گ  راف
Cayley sum graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف
finite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ن  اھ ی گ  راف
path graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ی  ر گ  راف
regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ن  ظ  م گ  راف
connected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ م  ب  ن  د گ  راف
isomorphic graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای
Schur’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ور ل  م
self adjoint matrix (Hermaitian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ھ رم  ی  ت  ی) خ  ودال  ح  اق م  ات  ری  س
normal matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  رم  ال م  ات  ری  س
Hermitian adjoint matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س
unitary matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  ک  ان  ی م  ات  ری  س
adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ج  اور
connection set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی 
order of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف م  رت  ب  ه ی
singular value of matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر
eigenvalue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وی  ژه م  ق  دار
connected component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ م  ب  ن  دی. م  ؤل  ف  ه ی
irreducible representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش
group representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  روه ن  م  ای  ش
matrix representation of group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  روه م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش
equivalent representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ م ارز ن  م  ای  ش ھ ای
semiedge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ی  م ی  ال
open nieghburhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  از ھ م  س  ای  گ  ی



closed niebourhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  س  ت  ه ھ م  س  ای  گ  ی
neighbour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ م  س  ای  ه



ن  ام  ه واژه

۵ .trace اث  ر

۶ .eigenvector وی  ژه ب  ردار

٩ .class function رده ای ت  اب  ع

۵ .transopse ت  ران  ه  اده

۵ .transopse of matrix م  ات  ری  س ت  ران  ه  اده

۶ .algebraic multiplicity ج  ب  ری ت  ک  رر

۶ .geometric multiplicity ھ ن  دس  ی ت  ک  رر

۶ .characteristic polynomial م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای

۶ .self adjoint خ  ودال  ح  اق

١٠ .automorphism of graph گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی

۵ .determinant دت  رم  ی  ن  ان

٨ .degree of group representation گ  روه ن  م  ای  ش درج  ه ی

١٠ .degree of a vertex رأس ی  ک درج  ه ی

١١ .vertex (edge) transitive ان  ت  ق  ال  ی (ی  ال) رأس

٨ .ρ-invariant subspace پ  ای  ا زی  رف  ض  ای

١١ .subgraph زی  رگ  راف



١١ .induced subgraph ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف

١٣ .square free subset م  رب  ع از ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی 

١٣ .normal subset ن  رم  ال زی  رم  ج  م  وع  ه  ی 

٨ .subrepresentation زی  رن  م  ای  ش

٩ .group character گ  روه س  رش  ت

٨ .order of graph داخ  ل  ی ض  رب

١٠ .loop ط  وق  ه

۶ .matrix specturm م  ات  ری  س ط  ی  ف

۶ .eigenspace وی  ژه ف  ض  ای

٧ .Interlacing theorem ب  اف  ی ھ م در ق  ض  ی  ه ی

١١ .diameter of graph گ  راف ق  ط  ر

١١ .girth of graph گ  راف ک  م  ر

١٠ .directed graph ج  ه  ت دار گ  راف

١٠ .bipartite graph دوب  خ  ش  ی گ  راف

١٠ .complete bipartite graph ک  ام  ل دوب  خ  ش  ی گ  راف

١١ .cycle graph دور گ  راف

١٠ .simple graph س  اده گ  راف

١٠ .complete graph ک  ام  ل گ  راف

١٢ .Cayley sum graph ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف

١٠ .finite graph م  ت  ن  اھ ی گ  راف

١١ .path graph م  س  ی  ر گ  راف



١٠ .regular graph م  ن  ظ  م گ  راف

١١ .connected graph ھ م  ب  ن  د گ  راف

١٠ .isomorphic graphs ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای

٩ .Schur’s lemma ش  ور ل  م

۶ .self adjoint matrix (Hermaitian) (ھ رم  ی  ت  ی) خ  ودال  ح  اق م  ات  ری  س

۶ .normal matrix ن  رم  ال م  ات  ری  س

۶ .Hermitian adjoint matrix ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س

٩ .unitary matrix ی  ک  ان  ی م  ات  ری  س

١٠ .adjacent م  ج  اور

١٢ .connection set ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی 

١٠ .order of graph گ  راف م  رت  ب  ه ی

۶ .singular value of matrix م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر

۶ .eigenvalue وی  ژه م  ق  دار

١١ .connected component ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی

٨ .irreducible representation ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش

٨ .group representation گ  روه ن  م  ای  ش

٨ .matrix representation of group گ  روه م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش

٨ .equivalent representations ھ م ارز ن  م  ای  ش ھ ای

١٠ .semiedge ن  ی  م ی  ال

١٠ .open nieghburhood ب  از ھ م  س  ای  گ  ی

١٠ . closed niebourhood ب  س  ت  ه ھ م  س  ای  گ  ی

١٠ .neighbour ھ م  س  ای  ه



ن  ام  ه واژه

اث  ر

۵ .trace

وی  ژه ب  ردار

۶ .eigenvector

رده ای ت  اب  ع

٩ .class function

ت  ران  ه  اده

۵ .transopse

م  ات  ری  س ت  ران  ه  اده

۵ .transopse of matrix

ج  ب  ری ت  ک  رر

۶ .algebraic multiplicity

ھ ن  دس  ی ت  ک  رر

۶ .geometric multiplicity

م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای

۶ .characteristic polynomial

خ  ودال  ح  اق

۶ .self adjoint



گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی

١٠ .automorphism of graph

دت  رم  ی  ن  ان

۵ .determinant

گ  روه ن  م  ای  ش درج  ه ی

٨ .degree of group representation

رأس ی  ک درج  ه ی

١٠ .degree of a vertex

ان  ت  ق  ال  ی (ی  ال) رأس

١١ .vertex (edge) transitive

پ  ای  ا زی  رف  ض  ای

٨ .ρ-invariant subspace

زی  رگ  راف

١١ .subgraph

ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف

١١ .induced subgraph

م  رب  ع از ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی 

١٣ .square free subset

ن  رم  ال زی  رم  ج  م  وع  ه  ی 

١٣ .normal subset

زی  رن  م  ای  ش

٨ .subrepresentation

گ  روه س  رش  ت

٩ .group character



داخ  ل  ی ض  رب

٨ .order of graph

ط  وق  ه

١٠ .loop

م  ات  ری  س ط  ی  ف

۶ .matrix specturm

وی  ژه ف  ض  ای

۶ .eigenspace

ب  اف  ی ھ م در ق  ض  ی  ه ی

٧ .Interlacing theorem

گ  راف ق  ط  ر

١١ .diameter of graph

گ  راف ک  م  ر

١١ .girth of graph

ج  ه  ت دار گ  راف

١٠ .directed graph

دوب  خ  ش  ی گ  راف

١٠ .bipartite graph

ک  ام  ل دوب  خ  ش  ی گ  راف

١٠ .complete bipartite graph

دور گ  راف

١١ .cycle graph



س  اده گ  راف

١٠ .simple graph

ک  ام  ل گ  راف

١٠ .complete graph

ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف

١٢ .Cayley sum graph

م  ت  ن  اھ ی گ  راف

١٠ .finite graph

م  س  ی  ر گ  راف

١١ .path graph

م  ن  ظ  م گ  راف

١٠ .regular graph

ھ م  ب  ن  د گ  راف

١١ .connected graph

ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای

١٠ .isomorphic graphs

ش  ور ل  م

٩ .Schur’s lemma

(ھ رم  ی  ت  ی) خ  ودال  ح  اق م  ات  ری  س

۶ .self adjoint matrix (Hermaitian)

ن  رم  ال م  ات  ری  س

۶ .normal matrix

ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س

۶ .Hermitian adjoint matrix



ی  ک  ان  ی م  ات  ری  س

٩ .unitary matrix

م  ج  اور

١٠ .adjacent

ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی 

١٢ .connection set

گ  راف م  رت  ب  ه ی

١٠ .order of graph

م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر

۶ .singular value of matrix

وی  ژه م  ق  دار

۶ .eigenvalue

ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی

١١ .connected component

ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش

٨ .irreducible representation

گ  روه ن  م  ای  ش

٨ .group representation

گ  روه م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش

٨ .matrix representation of group

ھ م ارز ن  م  ای  ش ھ ای

٨ .equivalent representations

ن  ی  م ی  ال

١٠ .semiedge



ب  از ھ م  س  ای  گ  ی

١٠ .open nieghburhood

ب  س  ت  ه ھ م  س  ای  گ  ی

١٠ . closed niebourhood

ھ م  س  ای  ه

١٠ .neighbour



ن  ام  ه واژه

۵ .trace اث  ر

۶ .eigenvector وی  ژه ب  ردار

٩ .class function رده ای ت  اب  ع
۵ .transopse ت  ران  ه  اده

۵ .transopse of matrix م  ات  ری  س ت  ران  ه  اده
۶ .algebraic multiplicity ج  ب  ری ت  ک  رر

۶ .geometric multiplicity ھ ن  دس  ی ت  ک  رر

۶ .characteristic polynomial م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای

۶ .self adjoint خ  ودال  ح  اق
١٠ .automorphism of graph گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی

۵ .determinant دت  رم  ی  ن  ان
٨ .degree of group representation گ  روه ن  م  ای  ش درج  ه ی

١٠ .degree of a vertex رأس ی  ک درج  ه ی

١١ .vertex (edge) transitive ان  ت  ق  ال  ی (ی  ال) رأس

٨ .ρ-invariant subspace پ  ای  ا زی  رف  ض  ای
١١ .subgraph زی  رگ  راف

١١ .induced subgraph ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف
١٣ .square free subset م  رب  ع از ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی 

١٣ .normal subset ن  رم  ال زی  رم  ج  م  وع  ه  ی 
٨ .subrepresentation زی  رن  م  ای  ش

٩ .group character گ  روه س  رش  ت



٨ .order of graph داخ  ل  ی ض  رب

١٠ .loop ط  وق  ه
۶ .matrix specturm م  ات  ری  س ط  ی  ف

۶ .eigenspace وی  ژه ف  ض  ای

٧ .Interlacing theorem ب  اف  ی ھ م در ق  ض  ی  ه ی
١١ .diameter of graph گ  راف ق  ط  ر

١١ .girth of graph گ  راف ک  م  ر

١٠ .directed graph ج  ه  ت دار گ  راف
١٠ .bipartite graph دوب  خ  ش  ی گ  راف

١٠ .complete bipartite graph ک  ام  ل دوب  خ  ش  ی گ  راف
١١ .cycle graph دور گ  راف

١٠ .simple graph س  اده گ  راف
١٠ .complete graph ک  ام  ل گ  راف

١٢ .Cayley sum graph ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف
١٠ .finite graph م  ت  ن  اھ ی گ  راف

١١ .path graph م  س  ی  ر گ  راف
١٠ .regular graph م  ن  ظ  م گ  راف

١١ .connected graph ھ م  ب  ن  د گ  راف
١٠ .isomorphic graphs ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای

٩ .Schur’s lemma ش  ور ل  م

۶ .self adjoint matrix (Hermaitian) (ھ رم  ی  ت  ی) خ  ودال  ح  اق م  ات  ری  س
۶ .normal matrix ن  رم  ال م  ات  ری  س

۶ .Hermitian adjoint matrix ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س
٩ .unitary matrix ی  ک  ان  ی م  ات  ری  س

١٠ .adjacent م  ج  اور
١٢ .connection set ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی 

١٠ .order of graph گ  راف م  رت  ب  ه ی
۶ .singular value of matrix م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر



۶ .eigenvalue وی  ژه م  ق  دار
١١ .connected component ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی

٨ .irreducible representation ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش
٨ .group representation گ  روه ن  م  ای  ش

٨ .matrix representation of group گ  روه م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش
٨ .equivalent representations ھ م ارز ن  م  ای  ش ھ ای

١٠ .semiedge ن  ی  م ی  ال

١٠ .open nieghburhood ب  از ھ م  س  ای  گ  ی
١٠ . closed niebourhood ب  س  ت  ه ھ م  س  ای  گ  ی

١٠ .neighbour ھ م  س  ای  ه



ن  ام  ه واژه

۵ .trace اث  ر

۶ .eigenvector وی  ژه ب  ردار

٩ .class function رده ای ت  اب  ع
۵ .transopse ت  ران  ه  اده

۵ .transopse of matrix م  ات  ری  س ت  ران  ه  اده
۶ .algebraic multiplicity ج  ب  ری ت  ک  رر

۶ .geometric multiplicity ھ ن  دس  ی ت  ک  رر

۶ .characteristic polynomial م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای

۶ .self adjoint خ  ودال  ح  اق
١٠ .automorphism of graph گ  راف  ی خ  ودری  خ  ت  ی

۵ .determinant دت  رم  ی  ن  ان
٨ .degree of group representation گ  روه ن  م  ای  ش درج  ه ی

١٠ .degree of a vertex رأس ی  ک درج  ه ی

١١ .vertex (edge) transitive ان  ت  ق  ال  ی (ی  ال) رأس

٨ .ρ-invariant subspace پ  ای  ا زی  رف  ض  ای
١١ .subgraph زی  رگ  راف

١١ .induced subgraph ال  ق  ای  ی زی  رگ  راف
١٣ .square free subset م  رب  ع از ف  ارغ زی  رم  ج  م  وع  ه ی 

١٣ .normal subset ن  رم  ال زی  رم  ج  م  وع  ه  ی 
٨ .subrepresentation زی  رن  م  ای  ش

٩ .group character گ  روه س  رش  ت



٨ .order of graph داخ  ل  ی ض  رب

١٠ .loop ط  وق  ه
۶ .matrix specturm م  ات  ری  س ط  ی  ف

۶ .eigenspace وی  ژه ف  ض  ای

٧ .Interlacing theorem ب  اف  ی ھ م در ق  ض  ی  ه ی
١١ .diameter of graph گ  راف ق  ط  ر

١١ .girth of graph گ  راف ک  م  ر

١٠ .directed graph ج  ه  ت دار گ  راف
١٠ .bipartite graph دوب  خ  ش  ی گ  راف

١٠ .complete bipartite graph ک  ام  ل دوب  خ  ش  ی گ  راف
١١ .cycle graph دور گ  راف

١٠ .simple graph س  اده گ  راف
١٠ .complete graph ک  ام  ل گ  راف

١٢ .Cayley sum graph ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف
١٠ .finite graph م  ت  ن  اھ ی گ  راف

١١ .path graph م  س  ی  ر گ  راف
١٠ .regular graph م  ن  ظ  م گ  راف

١١ .connected graph ھ م  ب  ن  د گ  راف
١٠ .isomorphic graphs ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای

٩ .Schur’s lemma ش  ور ل  م

۶ .self adjoint matrix (Hermaitian) (ھ رم  ی  ت  ی) خ  ودال  ح  اق م  ات  ری  س
۶ .normal matrix ن  رم  ال م  ات  ری  س

۶ .Hermitian adjoint matrix ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س
٩ .unitary matrix ی  ک  ان  ی م  ات  ری  س

١٠ .adjacent م  ج  اور
١٢ .connection set ات  ص  ال م  ج  م  وع  ه ی 

١٠ .order of graph گ  راف م  رت  ب  ه ی
۶ .singular value of matrix م  ات  ری  س م  ن  ف  رد م  ق  ادی  ر



۶ .eigenvalue وی  ژه م  ق  دار
١١ .connected component ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی

٨ .irreducible representation ت  ح  وی  ل ن  اپ  ذی  ر ن  م  ای  ش
٨ .group representation گ  روه ن  م  ای  ش

٨ .matrix representation of group گ  روه م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش
٨ .equivalent representations ھ م ارز ن  م  ای  ش ھ ای

١٠ .semiedge ن  ی  م ی  ال

١٠ .open nieghburhood ب  از ھ م  س  ای  گ  ی
١٠ . closed niebourhood ب  س  ت  ه ھ م  س  ای  گ  ی

١٠ .neighbour ھ م  س  ای  ه



ن  م  ادھ ا ف  ه  رس  ت

م  راج  ع  ه ص  ف  ح  ه ی اول  ی  ن م  ف  ه  وم ن  م  اد

ن  ه S ب  ه واب  س  ت  ه G روی ک  ی  ل  ی گ  راف Cay(G,S)

ن  ه S م  ج  م  وع  ه ی روی ج  م  ع  ی گ  راف G+(S)

ن  ه ج  م  ع  ی ع  دد σ(G)

۴ ھ م  ان  ی م  ات  ری  س In

۵ n م  رت  ب  ه از ی  ک ت  م  ام م  رب  ع  ی م  ات  ری  س Jn

۴ ی  ک ت  م  ام n× ۱ ب  ردار jn

۴ A م  ات  ری  س ت  ران  ه  اده A⊤

۴ A م  ات  ری  س اث  ر Tr(A)

۴ A م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان det(A)

۴ م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ی  دان C

۴ A م  ات  ری  س ال  ح  اق  ی ھ رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س A∗

۴ A م  ات  ری  س م  زدوج A

۶ A م  ات  ری  س ط  ی  ف Spec(A)

٧ G گ  روه ھ م  ان  ی ع  ض  و id(G)

٧ X ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د گ  روه ⟨X⟩

٧ اس  ت ن  رم  ال G در H زی  رگ  روه H ◁G

٧ C م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ی  دان روی |G| ب  ع  د از ب  رداری ف  ض  ای ی  ک C[G]

٨ ψ و ϕ ب  ردار دو داخ  ل  ی ض  رب ⟨ϕ, ψ⟩

٨ F روی n درج  ه ی از ع  ام خ  ط  ی گ  روه GLn(F )

٨ F روی n درج  ه ی از خ  اص خ  ط  ی گ  روه SLn(F )

٩ ρ ن  م  ای  ش ب  ه م  ت  ن  اظ  ر س  رش  ت χρ

٩ G گ  روه روی م  ق  دار م  خ  ت  ل  ط رده ای ت  واب  ع ت  م  ام ب  رداری ف  ض  ای cf(G)

١٠ ب  خ  ش  ی دو ک  ام  ل گ  راف Kn,m



١٠ ک  ام  ل گ  راف Kn

١٠ اس  ت م  ج  اور v رأس ب  ا u رأس u ∼ v

١٠ u رأس درج  ه deg(u)

١٠ u رأس ب  از ھ م  س  ای  گ  ی N(u)

١٠ u رأس ب  س  ت  ه ھ م  س  ای  گ  ی N [u]

١١ X م  ج  م  وع  ه ی روی ج  ای  گ  ش  ت ھ ا گ  روه Sym(X)

١١ G گ  راف از U رئ  وس م  ج  م  وع  ه ب  ا ال  ق  ائ  ی زی  رگ  راف G[U ]

١١ G گ  راف خ  ودری  خ  ت  ی ھ ای گ  روه Aut(G)

١١ n ط  ول ب  ه م  س  ی  ر گ  راف Pn

١١ n ط  ول ب  ه دور گ  راف Cn

١١ G گ  راف ق  ط  ر diam(G)

١١ v و u رأس دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ی dist(u, v)

١١ G گ  راف ک  م  ر girth(G)

١٣ S ب  ه واب  س  ت  ه G روی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف Cay+(G,S)

؟؟ x رأس ش  ام  ل ھ م  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی C(x)

؟؟ G گ  روه پ  ی  چ  ش ھ ای ت  م  ام م  ج  م  وع  ه  ی Inv(G)

؟؟ n پ  ی  م  ان  ه ی ب  ه م  ان  ده ای رده  ای گ  روه Zn

؟؟ v ب  ردار ب  ه واب  س  ت  ه دوری م  ات  ری  س circ(v)

؟؟ v ب  ردار ب  ه واب  س  ت  ه پ  اد-دوری م  ات  ری  س anti− circ(v)

؟؟ G گ  روه روی n ط  ول ب  ه دن  ب  ال  ه  ای [g۱, g۲, . . . , gn]

؟؟ ت  ه  ی دن  ب  ال  ه   ی []

؟؟ r۱r
−۱
۲ r۳r

−۱
۴ · · · r(−۱)i

i−۱ r
(−۱)i+۱

i Ωi([r۱, r۲, . . . , rn])

؟؟ G روی ھ م  ی  ل  ت  ون  ی S-دن  ب  ال  ه ھ ای ت  م  ام م  ج  م  وع  ه  ی Ham(G,S)

؟؟ رن  گ  ی ج  م  ع  ی ک  ی  ل  ی گ  راف Cay+(G,α)

؟؟ ک  رون  ک  ر دل  ت  ای ت  اب  ع δij

؟؟ {۱,۲, . . . , n} م  ج  م  وع  ه ی روی زوج ج  ای  گ  ش  ت ھ ای گ  روه An

؟؟ {۱,۲, . . . , n} م  ج  م  وع  ه ی روی ج  ای  گ  ش  ت ھ ای گ  روه Sn

؟؟ X ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ف  ض  ای span(X)

؟؟ G گ  راف ت  س  ل  ط ع  دد γ(G)

؟؟ G گ  راف ت  ام ت  س  ل  ط ع  دد γt(G)

؟؟ م  خ  ت  ل  ط اع  داد ض  رب  ی گ  روه C∗

؟؟ G گ  روه زی  رگ  روه ھ ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ب  ول ج  ب  ر B(G)



؟؟ H و G گ  روه ھ ای م  س  ت  ق  ی  م ح  اص  ل ج  م  ع G⊕H

؟؟ ۲n م  رت  ب  ه ی از دووج  ه  ی گ  روه D۲n

؟؟ ⟨a, b : a۲n = ۱, an = b۲, b−۱ab = a−۱⟩ T۴n

؟؟ ⟨a, b : a۲n = b۳ = ۱, a−۱ba = b−۱⟩ U۶n

؟؟ ⟨a, b | a۵ = b۴ = ۱, b−۱ab = a۲⟩ F۵,۴

؟؟ G گ  روه م  زدوج  ی رده ھ ای ھ م  ه ی ان  دازه ی م  ج  م  وع  ه ی cs(G)

؟؟ ⟨a, b : a۶ = b۴ = ۱, ba = a−۱b−۱, b−۱a = a−۱b⟩ V۲۴

١٨ G در g م  رک  زس  از CG(g)
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• Weijun Liu,Wei Jin, DraganMarusic, StefkoMiklavic., A classification of nonabelian simple3−BCI−groups,
European Journal of Combinatorics 31 (2010) 1257-1264

• Xing Gao, Yanfeng Luo., On the extendability of Bi-Cayley graphs of finite abelian groups, Discrete Math-
ematics 309 (2009) 5943-5949

Let R,S, T be subsets of a groupG such that R = R−1, S = S−1 and 1 /∈ R ∪ S. Define the undirected graph
BCay(G;R,S, T ) to have vertex setG×{0, 1}, and with vertices (h, i), (g, j) adjacent if and only if one of the
following three possibilities occurs:

(1) i = j = 0 and gh−1 ∈ R; (2) i = j = 1 and gh−1 ∈ S; (3) i = 0, j = 1 and gh−1 ∈ T .
The graph BCay(G;R,S, T ) is called a bi-Cayley graph. Equivalently, a bi-Cayley graph may be defined as a
graph Γ = (V,E) which admits an automorphism group acting semiregular on the vertex set V with two orbits
(of equal size). Let G be a finite group G and a subset S ⊆ G (possibly, S contains the identity element), the
bi-Cayley graph BCay(G,S) of G with respect to S is the graph with vertex set G × {0, 1} and with edge set
{(x, sx) | x ∈ G, s ∈ S}. Then BCay(G,S) is a well-defined bipartite graph with bipartition subsets, say
U = G × {0},W = G × {1}. There are two important isomorphisms for bi-Cayley graphs. Let G be a finite
group, S be a subset of G. SupposeX = BCay(G,S), g, h are two elements of G, α is a group automorphism.
Then we have:

(1) BCay(G,S) ∼= BCay(G,Sα)

(2) BCay(G,S) ∼= BCay(G, gSh).

The above two isomorphisms and their compounds are called Cayley isomorphisms of bi-Cayley graphs. Furthermore,
if there exist Cayley isomorphisms between two bi-Cayley graphs BCay(G,S) and BCay(G,T ) then there exist
g ∈ G, α ∈ Aut(G) such that T = gSα. A bi-Cayley graph BCay(G,S) is called a BCI−graph if, for any
bi-Cayley graph BCay(G,T ), whenever BCay(G,S) ∼= BCay(G,T ) we have T = gSα, for some g ∈ G;
α ∈ Aut(G). A group G is called anm − BCI−group, if all bi-Cayley graphs of G of valency at mostm are
BCI−graphs. In one paper, we prove that a finite nonabelian simple group is a 3 − BCI−group if and only if it
isA5.
A set M of edges of a graph Γ is called a matching of Γ if no two members of M share a common vertex. A
matchingM is perfect if every vertex of Γ is covered by an edge ofM . A graph Γ admitting a perfect matching is
called n-extendable if |V (Γ)| ≥ 2n + 2 and every matching of size n in Γ can be extended to a perfect matching
of Γ . In seconed paper, the extendability of Bi-Cayley graphs of finite abelian groups is explored. In particular,
2−extendable and 3− extendable Bi-Cayley graphs of finite abelian groups are characterized.
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