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این  چکیده:   اندازه پروژهدر  گرفتن  نظر  در  با  تعمیم ،  تعمیمهای اطلاع کای‑دو  یافته  یافته و کای‑دو 

های  هایی از این کمیتشود. سپس تعمیمای از این معیارهای اطلاع معرفی میهای گسستهنسخه  نسبی،

های جدید و روابط  های مهم این اندازهشود. برخی از ویژگیها ارائه میاطلاع براساس خاصیت تحدب آن

های  گیرد. به علاوه، کارکرد این معیارهای جدید اطلاع برای برخی از مدلها مورد مطالعه قرار میبین آن

شاخه  در  پرکاربرد  و  شده  و  شناخته  اسکورت  های  توزیع  قبیل  از  ترمودیناک  و  کدگذاری  نظریه  های 

پایان هم دو کاربرد برای اندازه اطلاع معرفی شده کای‑دو   اسکورت تعمیم یافته مطالعه می شود. در 

دست آمده از  شود. علاوه بر این، نتایج به تعمیم یافته گسسته در زمینه ارزیابی کیفیت تصاویر بررسی می 

پیک که یک کمیت شناخته شده در   کارکرد این معیارها با عملکرد معیار مهم نسبت سیگنال به نویز 

یافته  شود که اندازه واگرایی کای‑دو تعمیمشوند. نشان داده می ارزیابی کیفیت تصاویر است، مقایسه می

تواند به عنوان یک معیار جایگزین به  عملکردی مشابه با معیار نسبت سیگنال به نویز پیک دارد و می 
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 نظریه اطلاع مقدماتی از فصل اول:   ١

 

 

 

 مقدمه ١-١

از بخش مقدمه،   کنیم. پسمیارائه  را    فصل دومای مورد نیاز برای  ر این فصل، تعاریف پایهد

های گیرد. در بخش های علوم به طور مختصر مورد بحث قرار می ارتباط نظریه اطلاع با سایر شاخه 

و    به  بعدی آنتروپی  زنجیره  اطلاعتعریف  قواعد  بودن  متقابل،  نامنفی  و   اطلاعای،  متقابل، 

فانو، این تعاریف را    نامساویهای بسنده و  و با بررسی آماره   شده  پرداختهپردازش داده    نامساوی

 نماییم. تشریح می

طور کامل در یک تعریف واحد گنجاند. توان آن را به »، چنان گسترده است که نمیاطلاعمفهوم «

های کنیم که دارای ویژگیبا این حال، برای هر توزیع احتمال، کمیتی به نام «آنتروپی» تعریف می 

باید باشد، مطابقت دارد. این مفهوم   اطلاعبا مفهوم شهودی آنچه که یک معیار    وبسیاری است  

» تعریف  مقدار    ،یابدمی   تعمیممتقابل»    اطلاعبه  سنجش  برای  متغیر اطلاعمعیاری  یک  که  ی 

» ١اطلاع-در خود دارد. در این چارچوب، آنتروپی به «خود  ردیگ  تصادفی  متغیریک  تصادفی درباره  

 شود.یک متغیر تصادفی تبدیل می

به نام «آنتروپی نسبی» است که معیاری برای متقابل، حالت خاصی از کمیتی عمومی  اطلاع تر 

ها پیوند نزدیکی با یکدیگر دارند باشد. تمام این کمیتگیری فاصله بین دو توزیع احتمال میاندازه
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ویژگی تعدادی  از  آن و  از  برخی  که  برخوردارند  استخراج های ساده مشترک  این فصل  در  را  ها 

عنوان ها بهنشان خواهیم داد که چگونه این کمیت  بخش بعدی به صورت مختصرخواهیم کرد. در  

به پرسشپاسخ زمینه های طبیعی  در  پیچیدگی و شرطهای متعددی  آمار،  ارتباطات،  بندی  های 

 . شوندپدیدار می

 نظریه اطلاع و ارتباط با سایر علوم ١-٢

می پاسخ  ارتباطات  نظریه  در  بنیادی  پرسش  دو  به  اطلاع  فشردهنظریه  غایت  داده  دهد:  سازی 

آنتروپی ارتباط چیست (پاسخ: ظرفیت کانال)، و غایت نرخ مخابره١چیست (پاسخ:  به  ٢ی   .(

کنیم استدلال می  ، امادانندای از نظریه ارتباطات میهمین دلیل، برخی نظریه اطلاع را زیرمجموعه

 . )١٩٩١(کاور و توماس،    تاس نظریه ارتباطات  مطالب مربوط به  بسیار فراتر از    نظریه اطلاعکه  

در   بنیادی  نظریه سهم  این  واقع،  (پیچیدگی مکانیک  در  کامپیوتر  (ترمودینامیک)، علوم  آماری 

ترین تبیین، بهترین است»)، و احتمالات («ساده  فلسفه علمکولموگوروف یا پیچیدگی الگوریتمی)،  

با   اطلاعنظریه    رابطه  ١-١شکل    های خطا برای آزمون فرض بهینه و برآورد) دارد.و آمار (توان

میسایر حوزه ترسیم  را  همانها  که  کند.  میاین  طور  نشان  نظریه  شکل  فیزیک اطلاع  دهد،  با 

(مکانیک آماری)، ریاضیات (نظریه احتمالات)، مهندسی برق (نظریه ارتباطات) و علوم کامپیوتر 

را با جزئیات بیشتری توصیف   اشتراکهای  حوزه در ادامه  دارد.    اشتراک(پیچیدگی الگوریتمی)  

 کنیم. می

با نرخ    اطلاعشد که ارسال  ، تصور می١٩۴٠در اوایل دهه    ).٣مهندسی برق (نظریه ارتباطات

توان برای  مثبت و احتمال خطای ناچیز، ناممکن است. شانون با اثبات اینکه احتمال خطا را می 

زده  شگفت  را  جامعه نظریه ارتباطاتهای ارتباطی زیر ظرفیت کانال، تقریبا صفر کرد،  تمامی نرخ

های نویز کانال محاسبه کرد. شانون در  توان به سادگی از روی ویژگیرا می  کانال  کرد. ظرفیت

ناپذیری  دارای پیچیدگی تقلیل  ،ادامه استدلال کرد که فرآیندهای تصادفی نظیر موسیقی و گفتار

تواند فراتر از آن فشرده شود. او با احترام به کاربرد موازی این واژه در هستند که سیگنال نمی

آنتروپی منبع، کمتر از ظرفیت کانال  اگر  آنتروپی نامید و استدلال کرد که  ترمودینامیک، آن را 
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 بدون خطا دست یافت.  یارتباط مجانب یک توان بهباشد، می

 

 علوم. با سایر  اطلاعارتباط نظریه :  ١-١شکل 

 

 .به مثابه نقاط حدی در نظریه ارتباطات اطلاعنظریه   :٢-١شکل 

امروزه نمایانگر نقاط حدی مجموعه   اطلاعنظریه    ،داده شده است  نشان  ٢-١شکل  در  طور که  همان

 نقطه   کی  𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑋𝑋�)  سازی داده یعنیحداقل فشرده.  های ممکن برای ارتباطات استتمامی طرح

های توصیفی نیاز  سازی داده به نرخهای فشرده. تمامی طرحاستهای ارتباطی  مجموعه ایده  یحد

با این مقدار کمینه باشد.    دیگر، حداکثر انتقال داده یعنی   یحد  نقطه  یکدارند که حداقل برابر 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)  های مدولاسیون شود. بنابراین، تمامی طرحکه به عنوان ظرفیت کانال شناخته می   است

 گیرند. ها قرار می سازی داده در میان این محدوده و فشرده 
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ارتباطات پیشنهاد  نظریه    در  نهایی  هایهایی برای دستیابی به این حدهمچنین روش  اطلاعنظریه  

های ارتباطی که از نظر تئوری بهینه هستند، هرچقدر هم زیبا باشند، کند. با این حال، این طرحمی

پذیری محاسباتی غیرعملی باشد. تنها به دلیل امکان  دستیابی به آنها  ممکن است از نظر محاسباتی

های ساده مدولاسیون و دمودولاسیون است که به جای کدگذاری تصادفی و قاعده رمزگشایی طرح

آننزدیک از  شده،  پیشنهاد  کانال  ظرفیت  قضیه  برای  شانون  اثبات  توسط  که  همسایه  ها  ترین 

می  تا  استفاده  ساخته  قادر  را  ما  کد،  طراحی  و  مجتمع  مدارهای  در  پیشرفت  برخی از  کنیم. 

برداری کنیم. عملی بودن محاسباتی سرانجام با ظهور  دستاوردهای پیشنهادی نظریه شانون بهره

ایده کاربرد  از  خوب  نمونه  یک  شد.  حاصل  کدها  نظریه  توربو  کدهای  اطلاعهای  از  استفاده   ،

 ها است. DVD) و CDهای فشرده (کننده خطا در لوحتصحیح

یعنی اند:  شبکه متمرکز شده  اطلاع نظریه    روی   ،اطلاعهای ارتباطی نظریه  کارهای اخیر در جنبه 

یرنده در حضور تداخل و گ  تعداد زیادی  فرستند بهتعداد زیادی  زمان ارتباط از  های همنرخ  نظریه

ها غیرمنتظره هستند و همگی دارای ها و گیرندهستدهای نرخ بین فرستنده  و  نویز. برخی از داد

 باشند. با این حال، هنوز یک نظریه واحد برای آن یافت نشده است. نوعی سادگی ریاضی می

کامپ چاکولموگوروف  ).کولموگوروف  یدگیچ ی(پ  ١وتریعلوم  ا  نی تی،  سالومونوف  را    ده یا  نیو 

  یبرا  ییدودو  یاانهیبرنامه را  نی تربا طول کوتاه  توانیرشته داده را م  کی  یدگیچیمطرح کردند که پ

 ف ی رتع  نیاست. ا  ف یبرابر با حداقل طول توص  یدگیچیپ  ن،یکرد. بنابرا  فی محاسبه آن رشته تعر

نها  یدگیچیپ درم  ی جهان  تیدر  آب  را  یعنی  د،یآی از  از  اهم  انهیمستقل  از  و   یادیبن  یتیاست، 

ا از  است.  نظر  ی دگیچیپ  رو،نیبرخوردار  شالوده  .  است  یفیتوص  یدگ یچیپ  هی کولموگوروف 

دنباله اگر  تصادف به  یاخوشبختانه،  توز  یطور  آنتروپ  یعیاز  باشد،   H  شانون  یبا  شده  انتخاب 

اطلاع   هی نظر  انیم  وندیپ  ن،یاست. بنابرا  Hشانون    یبرابر با آنتروپ  بای تقر  Kکولموگوروف    یدگیچیپ

شانون   یاز آنتروپ  تری ادیکولموگوروف را بن  یدگیچیکولموگوروف کامل است. در واقع، پ  یدگیچیو پ 

امیدانیم به روش  یینها  یسازهمان فشرده   ن ی.  و  است  نظر    انجامدیم  استنباطاز    یداده  از  که 

 سازگار است. یمنطق
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پ   ی تمیالگور  یدگیچیپ  انیم دلپذ  یارابطه  یمحاسبات  یدگیچیو  و  م  ر یمکمل  دارد.   توان یوجود 

) یف یتوص  یدگیچی پ  ایکولموگوروف (طول برنامه    یدگیچی) و پ یزمان  یدگیچی(پ  یمحاسبات  یدگیچیپ

به بهرا  که  نظر گرفت  در  دو محور  اجرا  بیترتمثابه  زمان  با  برنامه  یمتناظر  . د انبرنامه و طول 

بر کم  یدگیچیپ پ   یسازنهیکولموگوروف  امتداد محور دوم تمرکز دارد و  بر   یمحاسبات  یدگیچیدر 

 دو انجام شده است.  نی زمان اهم یسازنهیبر کم یدر امتداد محور اول. کار اندک  یسازنهیکم

آنتروپ  یآمار  کیمکان  ).کینامی(ترمود  ١کیزیف ترمود  یزادگاه  دوم  قانون  است.    کینامیو 

مربوط به    یادعاها  دهدی به ما اجازه م  کینام یترمود  . قانون دومابدییم   شیافزا  شهیهم  یآنتروپ

 . میرا کنار بگذار در حال حرکتدائما  یهانیماش

 ، ی نسب   یآنتروپ  ، ی آنتروپ(  اطلاع  هی نظر  یادیبن  یهاتیکم  احتمالات و آمار).  هی(نظر  ٢اتیاضیر

 ن ی. به نوبه خود، اشوندی م  فی تعر  یاحتمال  یهاع یاز توز  ییهایصورت تابعبه)  متقابل  اطلاعو  

دهند یو به ما اجازه م  کنندیرا مشخص م  یتصادف  یرهایمتغ  یهادنباله  مدتبلند  رفتار  هاتیکم

خطا را در  آزمون و  توان    نی و بهتر  میانحرافات بزرگ) را برآورد کن  هی نادر (نظر  یدادهایاحتمال رو

 . میابیفرض ب یهاآزمون

به    ایشوند»،    ریفراتر از ضرورت تکث  دیها نبااوکام گفت: «علت  امیلی و   اوکام).  غی(ت  ٣علم  فلسفه

چا  نییتب   نی بهتر  نییتب  نی تر«ساده  گر،ید  انیب و  سالومونوف  قانع به   نیتیاست».   ی اکنندهطور 

 می ریبگدر نظر    دهندیم  حیرا توض  هارا که داده   ییهاهمه برنامه  یوزن  بیاستدلال کردند که اگر ترک

 ن، ی. افزون بر ا دیآیخوب به دست م ینیبشیروش پ کی  م،یها را مشاهده کنآن یبعد یو خروج

مثال،    یکار خواهد کرد. برا  زین  دیآیها برنمکه آمار از عهده آن  یاز مسائل  یاریدر بس  استنباط  نیا

که   ییهاروش بر پرتاب سکه  نیا یوقتخواهد کرد.  ینیبش یرا پ π یروش سرانجام ارقام بعد نیا

بر بازار سهام اعمال   یخواهد شد. وقت  استنباط  زین  نیاعمال شود، هم  ندیآیم  ریش  ٠٫٧با احتمال  

دهد. از    م یتعم  نه یطور بهها را به و آن  ابدیبازار سهام را ب  ن»ی اساسا همه «قوان  دیروش با  نیشود، ا

ب  ک ی زیدر ف  وتنین  نیقوان  توانستیم  ی روش  نیچن  ،ینظر اصول البته، چنابدیرا   استنباطی   ن ی. 
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ز  یرعمل یغ  اریبس برنامه  رای است،  همه  کردن  تول  ی اانهیرا  یهاغربال  در  موجود   یهاداده  د یکه 

 ی ن یبش یپ   گریصد سال د  دهد،ی آنچه را فردا رخ مو  زمان خواهد برد  بینهایت    خورند،یشکست م

 . میکردیم

در    یگذارهیسرما  ).یگذاره ی(سرما  ١اقتصاد ا  کی مکرر  سهام  نما  ستایبازار  رشد  ثروت   ییبه 

 هی نظر  انیم  یهابازار سهام است. شباهت  ی از نرخ آنتروپ   یا. نرخ رشد ثروت، دوگانهانجامدیم

 . ندهست ریچشمگ اطلاع هی در بازار سهام و نظر نهیبه  یگذارهیسرما

هم با   م،یسازیتر مکوچک  یتر را از اجزابزرگ  یهاانهیکه را  یهنگام  .٢در برابر ارتباط  محاسبه

ارتباط  کیو هم با    یحد محاسبات  کی ارتباط است و   دی. محاسبه مقمی شویرو مروبه  یحد  به 

مق ا   دیارتباط  محاسبه.  تن  نیبه  هم  در  ا  شوند،ی م  دهیدو  از  پ  رون یو  نظر  هاشرفتیهمه   هی در 

 محاسبه داشته باشند. هی بر نظر میمستق یاثر دیبا ،اطلاع هی نظر قی ارتباطات از طر

سازی و انتقال داده  های فشردهپردازد، در حوزه ها میبه آن   اطلاعای که نظریه  های اولیهپرسش

پاسخ دارند.  کمیتقرار  و  ها  آنتروپی  نظیر  توزیع  اطلاعهایی  از  توابعی  که  هستند  های متقابل 

 اند. چند تعریف به بحث اولیه کمک خواهند کرد. احتمالی زیربنای فرایند ارتباط

به صورت زیر تعریف    𝑝𝑝(𝑥𝑥)با تابع جرم احتمال    Xیک متغیر تصادفی    (یا آنتروپی شانون)  آنتروپی

 شود:می

𝐻𝐻(𝑋𝑋) = −� 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

log 𝑝𝑝(𝑥𝑥), 

کنیم. در این صورت، آنتروپی با واحد بیت استفاده می  ٢از لگاریتم در مبنای    در کل این پروژه

قطعیت در متغیر تصادفی است. این گیری خواهد شد. آنتروپی معیاری برای میانگین عدماندازه

 است.   نظر لازم  مورد  طور میانگین برای توصیف متغیر تصادفیهایی است که بهمقدار، تعداد بیت

بگیرید که دارای توزیع یکنواخت روی  یک    به عنوان مثال،  مدبرآ  ٣٢متغیر تصادفی را در نظر 

مقدار مختلف بگیرد. بنابراین،   ٣٢، به برچسبی نیاز داریم که  مدبرآاست. برای شناسایی یک    ممکن
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 عنوان برچسب کافی هستند. آنتروپی این متغیر تصادفی برابر است با بیتی به ۵های رشته 

𝐻𝐻(𝑋𝑋) = −� 𝑝𝑝(𝑖𝑖) log 𝑝𝑝(𝑖𝑖)
32

𝑖𝑖=1
= −�

1
32

32

𝑖𝑖=1

log
1

32
= log 32 = 5 bits. 

هایی ها نمایشمدبرآ . در این حالت، تمام  یکسان است  Xهای لازم برای توصیف  که با تعداد بیت

 با طول یکسان دارند.

دوانی با شرکت هشت اسب داریم. فرض کنید مسابقه اسب  یک  فرض کنید  به عنوان مثالی دیگر،

𝑷𝑷  ه صورتاحتمالات برنده شدن این هشت اسب ب  = �1
2

, 1
4

, 1
8

, 1
16

, 1
64

, 1
64

, 1
64

, 1
64
توان باشد. می  �

 :رددوانی را به صورت زیر محاسبه کآنتروپی این مسابقه اسب

𝐻𝐻(𝑋𝑋) = −
1
2

log
1
2
−

1
4

log
1
4
−

1
8

log
1
8
−

1
16

log
1

16
− 4

1
64

log
1

64
= 2 bits. 

فرض کنید بخواهیم پیامی بفرستیم که مشخص کند کدام اسب برنده مسابقه شده است. یک راه  

بیت   ٣ها به  این است که اندیس اسب برنده را ارسال کنیم. این توصیف برای هر یک از اسب

با احتمال های های برد یکسان نیستند. بنابراین منطقی است که برای اسبنیاز دارد. اما احتمال

های توصیفبا احتمال برنده شدن کمتر،  ها  تر و برای اسبهای کوتاهتوصیفبرنده شدن بالاتر،  

توان مجموعه که طول متوسط توصیف کاهش یابد. برای مثال، میطوری، بهرده شودکار ب بلندتر به

، ١١١١٠٠،  ١١١٠،  ١١٠،  ١٠،  ٠:  دکار برهای بیتی را برای نمایش هشت اسب بهزیر از رشته 

  ٣بیت است، در مقابل    ٢. طول متوسط توصیف در این حالت  ١١١١١١،  ١١١١١٠،  ١١١١٠١

بیت برای کد یکنواخت. توجه کنید که طول متوسط توصیف در این حالت برابر با آنتروپی است.  

دادمی توماس،    توان نشان  و  تعداد که    )١٩٩١(کاور  پایین  کران  متغیر تصادفی،  آنتروپی یک 

 . های لازم برای نمایش آن متغیر تصادفی استمتوسط بیت

ای از با مفهوم آنتروپی در مکانیک آماری مرتبط است. اگر دنباله  اطلاعمفهوم آنتروپی در نظریه  

𝑛𝑛  توزیع (متغیر تصادفی مستقل و همi.i.d  بگیریم، نشان خواهیم داد که احتمال رخ ) را در نظر 

دنبالهدادن   تقریبا  معمولی«  یک   «2−𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋)    2است و حدود𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋)  این نوع   معمولیی  دنباله از 

مبنای ،  شود) شناخته می AEPی متقارن مجانبی (وجود دارد. این خاصیت که با نام خاصیت تجزیه
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است. بعدا مسائل دیگری را نیز مطرح خواهیم کرد که در    اطلاعها در نظریه  اثباتبسیاری از  

های منصفانه  شود (برای مثال، تعداد پرتابعنوان پاسخ ظاهر میطور طبیعی بهها آنتروپی بهآن

 سکه که برای تولید یک متغیر تصادفی لازم است). 

را می  متغیر تصادفی  توصیفی یک  پیچیدگی  توصیفی یک مفهوم  پیچیدگی  تا  داد  توان گسترش 

ترین برنامه  ی دودویی، طول کوتاهی منفرد را تعریف کند. پیچیدگی کولموگوروف یک رشته رشته 

کند. اگر رشته واقعا تصادفی باشد، پیچیدگی کولموگوروف ای است که آن رشته را چاپ میرایانه

و    استنباطبه آنتروپی نزدیک است. پیچیدگی کولموگوروف چارچوبی طبیعی برای بررسی مسائل  

ترین توضیح بهترین انجامد: «سادهتری از تیغ اوکام میسازی آماری است و به درک روشن مدل

 کنیم. میادامه این فصل بررسی  های ساده پیچیدگی کولموگوروف را در  است.» برخی ویژگیتوضیح  

عدم میآنتروپی،  است.  منفرد  تصادفی  متغیر  یک  شرطی  قطعیت  آنتروپی  𝐻𝐻(𝑋𝑋توانیم  ∣ 𝑌𝑌)    را

آنتروپی یک متغیر تصادفی   که  کنیم  از  بهتعریف  گاهی  آ دیگر   متغیر تصادفی  مقدار یک  شرط 

نامند. برای دو  متقابل می  اطلاعقطعیت ناشی از یک متغیر تصادفی دیگر را  عدم  است. کاهش

 متقابل است.  اطلاعقطعیت همان ، این کاهش عدم𝑌𝑌و   𝑋𝑋متغیر تصادفی 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌) = � 𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)log
𝑥𝑥,𝑦𝑦

𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦)

 

معیاری برای وابستگی میان دو متغیر تصادفی است. این کمیت نسبت به   𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)متقابل    اطلاع

𝑋𝑋   و𝑌𝑌  در صورتی برابر با صفر است که  فقط و   فقط متقارن است، همواره نامنفی است و𝑋𝑋  و𝑌𝑌  

 مستقل باشند.

صورت احتمالاتی به ورودی وابسته است. این  ای است که در آن خروجی به کانال ارتباطی سامانه 

𝑝𝑝(𝑦𝑦کانال با یک ماتریس گذار احتمالاتی   ∣ 𝑥𝑥)  شود که توزیع شرطی خروجی را در  مشخص می

تعیین می  ورودی  بودن  معلوم  ورودی  حالت  با  ارتباطی  کانال  برای یک  ، 𝑌𝑌و خروجی    𝑋𝑋کند. 

 را به صورت زیر تعریف کرد: 𝐶𝐶توان ظرفیت می

𝐶𝐶 = max
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌). 

را در    اطلاعو    ردهرا از طریق کانال ارسال ک  اطلاعتوان  ظرفیت بیشترین نرخی است که با آن می
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. این موضوع را با چند ردشود بازیابی کطور نامتناهی کوچک میخروجی با احتمال خطایی که به

 دهیم. مثال نشان می

شود. این  در این کانال، ورودی دودویی دقیقا در خروجی بازتولید می:  کانال دودویی بدون نویز 

ارسال  نشان  ٣-١شکل  در  کانال   بیت  هر  اینجا،  در  است.  شده  دریافت داده  بدون خطا  شده 

بنابراین، در هر ارسال، میمی به  ١توان  شود.  را  ببیت  ، و فرستادگیرنده    رایطور قابل اعتماد 

 :ردی را محاسبه کاطلاعتوان ظرفیت بیت است. همچنین می ١برابر با  کانال  ظرفیت

𝐶𝐶 = max 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 1 bit. 

بگیرید که  :  کانال چهارنمادی نویزی شده است. در   نشان داده  ۴-١شکل  در  کانالی را در نظر 

1این کانال، هر حرف ورودی یا با احتمال  
2
1شود، یا با احتمال  همان حرف دریافت می  اب  

2
به حرف   

، بررسی خروجی با قطعیت نشان نخواهد داد که  شودبعدی. اگر از هر چهار نماد ورودی استفاده  

 توان )، می٣و    ١(مثلا    شودکدام نماد ورودی ارسال شده است. اما اگر فقط از دو ورودی استفاده  

که کدام نماد ورودی ارسال شده است. در این صورت، این   ادبلافاصله از روی خروجی تشخیص د

بیت را بدون خطا از طریق    ١در هر ارسال    توانکند و می کانال مانند کانال بدون نویز عمل می

𝐶𝐶توان ظرفیت کانال را در این حالت به صورت  . میرداین کانال منتقل ک = max 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)    محاسبه

 بیت در هر ارسال است که با تحلیل بالا سازگار است. ١، و این مقدار برابر ردک

 

𝐶𝐶  نویزکانال دودویی بی   :٣-١شکل  = 1 bit. 
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 کانال نویزی  :۴-١شکل 

توان ساختار ساده این مثال را ندارند، بنابراین همیشه نمی   معمولا  های ارتباطیطور کلی، کانالبه

از ورودیزیرمجموعه ارسال  ای  برای  را  دنبالهردبدون خطا شناسایی ک  اطلاعها  اگر  اما  از  .  ای 

توان رسند و در این صورت میها شبیه این مثال به نظر میها را در نظر بگیریم، تمام کانالارسال

ها برای ارسال توان از آنکه می  ردها) را شناسایی کهای ورودی (کدواژه ای از دنبالهزیرمجموعه

های خروجی ممکن مرتبط با  های دنبالهطوری که مجموعهاز طریق کانال استفاده کرد، به  اطلاع

توان به دنباله خروجی نگاه کرده و دنباله ورودی تقریبا مجزا باشند. سپس می   ،هاهر یک از کدواژه 

 . ردکننده به صفر) شناسایی کرا با احتمال خطای ناچیز (میل

 

 . کانال دودویی متقارن  :۵-١شکل 

پایه از یک سیستم ارتباطی نویزی است. این کانال   یک مثال  این مثال:  کانال متقارن دودویی

با    نشان  ۵-١شکل  ر  د آن  و خروجی  دودویی است  ورودی  دارای یک  کانال  است.  داده شده 

1احتمال   − 𝑝𝑝    با ورودی است. از سوی دیگر، با احتمال دریافت   1به صورت    0، یک  𝑝𝑝برابر 
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توان ظرفیت کانال را به  . در این مورد، میشوددریافت می  0به صورت  1یک  شود و بالعکسمی

𝐶𝐶صورت   = 1 + 𝑝𝑝log𝑝𝑝 + (1 − 𝑝𝑝)log(1 − 𝑝𝑝)    ،این حال با  کرد.  ارسال محاسبه  در هر  بیت 

توان به این ظرفیت دست یافت. اما اگر از کانال دفعات زیادی دیگر بدیهی نیست که چگونه می

را    ات اطلاعتوان  کند و میشدن به کانال چهارنمادی نویزی می، کانال شروع به شبیه شوداستفاده  

 . رد، منتقل کوچکدلخواه کبه بیت در هر ارسال و با احتمال خطای  𝐶𝐶با نرخ  

 ی کدگذار   هی. قضشودیم  نییکانال تع  تیکانال، توسط ظرف  کی در    اطلاعنرخ انتقال    ییحد نها

 اد ی با طول بلوک ز  ییحد با استفاده از کدها  نیکه ا  دهدینشان م    )١٩٩١(کاور و توماس،    کانال

 توان یکه م  ییکدها  یدگیچیبر پ   یی هاتیمحدود  ،یعمل  یارتباط  یهاستمیاست. در س  ی ابیقابل دست

 . مینباش تیبه ظرف یاب یممکن است قادر به دست ل،یدل نیوجود دارد و به هم رداستفاده ک

𝐷𝐷(𝑝𝑝  ای  »ی نسب  یبه نام «آنتروپ  تریعموم   یتیاز کم  یمتقابل، در واقع حالت خاص  اطلاع ∣∣ 𝑞𝑞) 

به    تیکم  نی. ارود یبه شمار م  𝑞𝑞و    𝑝𝑝دو تابع جرم احتمال    انی«فاصله» م  یبرا  یاریاست که مع

 :شودیم فی تعر ری صورت ز

𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑞𝑞) = �𝑝𝑝(𝑥𝑥)log
𝑥𝑥

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑞𝑞(𝑥𝑥)

 

ویژه، اگرچه آنتروپی نسبی یک متریک حقیقی نیست، اما برخی از خواص یک متریک را دارد. به 

𝑝𝑝شود که  زمانی صفر می  فقط و    فقطهمواره نامنفی است و   = 𝑞𝑞عنوان نمای . آنتروپی نسبی به

توان از آنتروپی شود. همچنین می ظاهر می  𝑞𝑞و    𝑝𝑝های  احتمال خطا در یک آزمون فرض میان توزیع

دهد بسیاری های احتمال استفاده کرد، که به ما اجازه مینسبی برای تعریف یک هندسه برای توزیع

 از نتایج نظریه انحرافات بزرگ را تفسیر کنیم.

بازار سهام، شباهتو نظریه سرمایه   اطلاعمیان نظریه   های متعددی وجود دارد. بازار  گذاری در 

نامنفی هستند که برابر با    یهای آن اعدادلفه وشود که متعریف می   𝑋𝑋سهام با یک بردار تصادفی  

به قیمت آن در آغاز روزند. برای یک بازار سهام با توزیع  پایان روز  نسبت قیمت یک سهم در 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)توان نرخ دوبرابرشدن  ، می𝑊𝑊  ردرا به صورت زیر تعریف ک: 

𝑊𝑊 = max
𝒃𝒃:𝑏𝑏𝑖𝑖≥0,∑𝑏𝑏𝑖𝑖=1

� log𝒃𝒃⊤𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑(𝒙𝒙). 
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های متعددی نرخ دوبرابرشدن، بیشینه نمای مجانبی در رشد ثروت است. این نرخ، دارای ویژگی

 .ارز (مشابه) هستندهای آنتروپی هماست که با ویژگی

نسبی)،    𝐷𝐷(ظرفیت)،    𝐶𝐶متقابل)،    اطلاع(  𝐼𝐼(آنتروپی)،    𝐻𝐻های  کمیت (پیچیدگی   𝐾𝐾(آنتروپی 

 شوند:های زیر پدیدار میطور طبیعی در حوزه(نرخ دوبرابرشدن) به 𝑊𝑊) و  کولموگوروف

ترین یک متغیر تصادفی، کران پایینی بر طول متوسط کوتاه برای    𝐻𝐻آنتروپی    :١هاسازی داده فشرده 

توان توصیفاتی با طول متوسط در حد یک بیت آنتروپی است. می  تصادفی  متغیراین  توصیف  

می ساخت کنیم،  سست  را  منبع  کامل  بازیابی  قید  اگر  با  .  منبع  توصیف  برای  که  پرسید  توان 

های کانالی برای انتقال این منبع از  های ارتباطی نیاز است؟ و چه ظرفیتبه چه نرخ  𝐷𝐷  ٢اعوجاج

حوزه نظریه  کافی هستند؟ این موضوع،    𝐷𝐷طریق کانال و بازسازی آن با اعوجاج کمتر یا مساوی  

می است  ٣اعوجاج-نرخ  وقتی  کوتاه.  مفهوم  غیرتصادفی  کوشیم  اشیاء  برای  را  توصیف  ترین 

 .رسیم) می𝐾𝐾(کولموگوروف  پیچیدگی بندی کنیم، به تعریف صورت

به نحوی که گیرنده بتواند پیام را با احتمال خطای اندک    اتاطلاعمسئله انتقال    :٤هاانتقال داده 

هایی از نمادهای ورودی کانال) ها» (دنبالهرمزگشایی کند، مطرح است. در اصل، به دنبال «کدواژه

بودن نسخه  متمایز  به لحاظ  که  آنهستیم  نویزی  یکدیگر «دور» های  از  کانال)،  ها (در خروجی 

با ابعاد بالا معادل است. شانون با استفاده    افضیک  در    ٥بندی کرهی بستهمسئلهباشند؛ این امر با  

را با هر نرخی کمتر   اطلاعتوان  نشان داد که می   بودند  شده  تولید  صورت تصادفیبه  ی کهاز کدهای

های کلیدی در  دلخواه کوچک ارسال کرد. یکی از ایدهبه  ، با احتمال خطای  )𝐶𝐶(   از ظرفیت کانال

تمایز  های ورودی قابل، لگاریتم تعداد سیگنال𝐶𝐶است. ظرفیت    ٦های نمونهاین اثبات، مفهوم دنباله

 است. 

تومسائلی چون فشرده  :٧شبکه  اطلاعنظریه   اسلپیناسازی  منابع (قضیه  کانال-م  های ولف)، 

 
1 Data Compression 
2 Distortion 
3 Rate Distortion Theory 
4 Data Transmission 
5 Sphere Packing 
6 Typical Sequences 
7 Network Information Theory 



 
١۵ 

 

کانال آلسود)،  و  لیائو  (تحقیقات  چندگانه  به دسترسی  و  پخش  محیطهای  کلی  دارای طور  های 

گیرند. اگرچه ممکن است امید چندکاربره قرار می  اطلاعتداخل و نویز، همگی در حوزه کلی نظریه  

های پژوهشی فعلی باشد، اما همچنان این امید ها فراتر از تکنیکبه یک نظریه جامع برای شبکه

 متقابل و آنتروپی نسبی باشند.  اطلاعای از ها تنها شامل اشکال پیچیدهوجود دارد که تمام پاسخ

های نمونه از  دنباله-𝑛𝑛کند که اکثر  ) بیان می AEPقضیه حد مرکزی مجانبی (  :١نظریه ارگودیک

 وجود دارد. یچنیندنباله این 2𝑛𝑛𝑛𝑛حدود  در دارند و 𝑛𝑛𝑛𝑛−2یک فرآیند ارگودیک، احتمالی در حدود 

آزمون فرض میان دو توزیع   ا درنما در احتمال خطیک    مثابهبه   𝐷𝐷آنتروپی نسبی    :٢آزمون فرض

 هاست. شود و معیاری طبیعی برای «فاصله» میان توزیعظاهر می

نظمی در قطعیت یا بیمثابه معیاری از عدمدر مکانیک آماری به   𝐻𝐻آنتروپی    :٣مکانیک آماری

دارد که آنتروپی یک سیستم یک سیستم فیزیکی مطرح است. قانون دوم ترمودینامیک بیان می

 تواند کاهش یابد. بسته نمی

کوانتومی  نویمان در    :٤مکانیک  فون  آنتروپی  𝑆𝑆(  اینجا،  = tr(𝜌𝜌ln𝜌𝜌) آنتروپی کلاسیک نقش   (

 کند. بولتزمن را ایفا می -شانون

ها و استفاده از ترین توصیف دادهبرای یافتن کوتاهکولموگوروف  توان از پیچیدگی  می  :٥استنباط

قطعیت یا آنتروپی را بینی رخدادهای بعدی استفاده کرد. مدلی که عدمعنوان مدلی برای پیشآن به

 .شودمی استنباطرویکرد بیشینه آنتروپی در کند، منجر به بیشینه می

داده    𝑊𝑊نمای بهینه در نرخ رشد ثروت توسط نرخ دوبرابرشدن    :٦گذاریبندی و سرمایه شرط

و آنتروپی   𝑊𝑊یکنواخت، مجموع نرخ دوبرابرشدن    احتمالاتدوانی با  شود. در یک مسابقه اسبمی

𝐻𝐻 گذاری در بازار سهام برقرار است. ثابت است. نتایج مشابهی برای سرمایه 

 
1 Ergodic Theory 
2 Hypothesis Testing 
3 Statistical Mechanics 
4 Quantum Mechanics 
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است که در آن    𝑛𝑛𝑛𝑛−2در نظریه انحرافات بزرگ، احتمال یک مجموعه تقریبا    :١نظریه احتمالات

𝐷𝐷 ترین عنصر در مجموعه و توزیع واقعی است.فاصله آنتروپی نسبی بین نزدیک 

معیاری از پیچیدگی توصیفی یک شیء است که با   )𝐾𝐾(  کولموگوروف پیچیدگی    :٢نظریه پیچیدگی

 پیچیدگی محاسباتی (زمان یا فضای مورد نیاز برای محاسبه) مرتبط اما متفاوت است. 

 آنتروپی ١-٣

تصادفی است.    قطعیت یک متغیر کنیم، که معیاری برای عدمابتدا مفهوم آنتروپی را معرفی می

𝑝𝑝(𝑥𝑥)و تابع جرم احتمال  𝒳𝒳  گاهتکیهیک متغیر تصادفی گسسته با  𝑋𝑋  فرض کنید = Pr{𝑋𝑋 = 𝑥𝑥} ،

𝑥𝑥برای   ∈ 𝒳𝒳صورت  ، باشد. برای سهولت، تابع جرم احتمال را به𝑝𝑝(𝑥𝑥)  نویسیم و نه  می𝑝𝑝𝑋𝑋(𝑥𝑥) .

های جرم احتمال به دو متغیر تصادفی متفاوت اشاره دارند و در واقع تابع  𝑝𝑝(𝑦𝑦)و    𝑝𝑝(𝑥𝑥)بنابراین،  

 ، هستند.𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)و  𝑝𝑝𝑋𝑋(𝑥𝑥)ترتیب  متفاوتی، یعنی به

به صورت زیر تعریف   𝑋𝑋یک متغیر تصادفی گسسته  برای    𝐻𝐻(𝑋𝑋)  شانون  آنتروپی  : ١-١  فیتعر

 شود:می

𝐻𝐻(𝑋𝑋) = −� 𝑝𝑝(𝑥𝑥)log𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝒳𝒳

∎ 

است و بنابراین آنتروپی   ٢پایه    درنویسیم. لگاریتم  نیز می  𝐻𝐻(𝑝𝑝)صورت  همچنین این کمیت را به

است.    بیت  ١برابر با    سالمشود. برای مثال، آنتروپی پرتاب یک سکه  گیری میبرحسب بیت اندازه

0log  کنیم کهمی   قرارداددر این پروژه   0 = پیوستگی توجیه  استفاده از مفهوم  سادگی با  که به   ،0

𝑥𝑥وقتی    شود، زیرامی → 𝑥𝑥logداریم    0 𝑥𝑥 → هایی با احتمال صفر، آنتروپی را تغییر  افزودن جمله .  0

 دهد. نمی

باشد، آنتروپی   𝑒𝑒دهیم. اگر پایه لگاریتم  نمایش می  𝐻𝐻𝑏𝑏(𝑋𝑋)باشد، آنتروپی را با    𝑏𝑏اگر پایه لگاریتم  

مگر گیریم،  میدر نظر    ٢  پایه  درها را  لگاریتم  همه در این پروژه  .  شودگیری میبرحسب نات اندازه

 ها برحسب بیت خواهند بود. آنتروپی در نتیجه همه .که خلاف آن تصریح شودآن

 
1 Probability Theory 
2 Complexity Theory 
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  𝑋𝑋است. این کمیت به مقادیر واقعی که متغیر تصادفی    𝑋𝑋از توزیع    یآنتروپی تابعتوجه کنید که  

به احتمالمی بلکه فقط  با    است.  ها وابستهتواند اختیار کند وابسته نیست،  را   𝐸𝐸امید ریاضی 

𝑋𝑋 دهیم. بنابراین، اگرنمایش می ∼ 𝑝𝑝(𝑥𝑥),  مقدار مورد انتظار امید ریاضی یا به طور معادل،  آنگاه

 شود:می تعریفصورت زیر به  𝑔𝑔(𝑋𝑋)متغیر تصادفی 

𝐸𝐸𝑝𝑝[𝑔𝑔(𝑋𝑋)] = �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝒳𝒳

 

صورت تر، زمانی که تابع جرم احتمال از سیاق متن قابل درک باشد، آن را به یا به شکل ساده

𝐸𝐸[𝑔𝑔(𝑋𝑋)]  اینجانویسیم.  می ویژه   در  امید  توجه  به  توزیع    𝑔𝑔(𝑋𝑋)ای  داشت،    𝑝𝑝(𝑥𝑥)تحت  خواهیم 

𝑔𝑔(𝑋𝑋)هنگامی که   = log 1
𝑝𝑝(𝑋𝑋)

 . 

log  عنوان امید ریاضی متغیر تصادفیتوان به می را همچنین    𝑋𝑋آنتروپی  توجه کنید که   1
𝑝𝑝(𝑋𝑋)

تفسیر   

 توزیع شده است. بنابراین:  𝑝𝑝(𝑥𝑥)طبق تابع جرم احتمال  𝑋𝑋کرد، جایی که 

𝐻𝐻(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸𝑝𝑝 �log
1

𝑝𝑝(𝑋𝑋)
� 

توان تعریف آنتروپی را  می.  ترمودینامیک مرتبط استاین تعریف آنتروپی با تعریف آنتروپی در  

ای از خواصی که آنتروپی یک دست آورد، یعنی با تعریف مجموعهبه  موضوعی نیزصورت اصلبه

کند. با این حال،  متغیر تصادفی باید آن برای توجیه تعریف آنتروپی از    در این پروژه ها را ارضا 

اصل نمی روش  استفاده  می  ،کنیمموضوعی  نشان  بهبلکه  آنتروپی  که  طبیعی دهیم  پاسخ  عنوان 

ترین توصیف یک متغیر تصادفی  شود، مانند: «میانگین طول کوتاههای متعددی پدیدار میپرسش

 چقدر است؟» 

 کنیم.ابتدا چند پیامد فوری این تعریف را استخراج می

𝐻𝐻(𝑋𝑋)  :١-١لم  ≥ 0 . 

0  چون اثبات: ≤ 𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≤ log داریم 1 1
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

≥ 0.∎ 

𝐻𝐻𝑏𝑏(𝑋𝑋)  :٢-١لم  = (log𝑏𝑏 𝑎𝑎) 𝐻𝐻𝑎𝑎(𝑋𝑋). 

log𝑏𝑏  اثبات: 𝑝𝑝 = (log𝑏𝑏 𝑎𝑎) log𝑎𝑎 𝑝𝑝.∎ 



 
١٨ 

 

امکان   ما  به  آنتروپی  دوم  درمی خاصیت  را  لگاریتم  پایه  که  بنابراین،   دهد  دهیم.  تغییر  تعریف 

 توان از یک پایه به پایه دیگر با ضرب در ضریب مناسب تبدیل کرد.آنتروپی را می

 فرض کنید  :١-١مثال  

𝑋𝑋 = �
1 𝑝𝑝 لاحتما با

0 1 − 𝑝𝑝 با احتمال
 

 در این صورت

𝐻𝐻(𝑝𝑝) = −𝑝𝑝 log 𝑝𝑝 − (1 − 𝑝𝑝) log(1 − 𝑝𝑝) = 𝐻𝐻(𝑝𝑝) 

𝑝𝑝  وقتی  خصوصبه = 1
2

𝐻𝐻(𝑋𝑋)  ، داریم = 1 bit  .  نمودار تابع𝐻𝐻(𝑝𝑝)    داده شده است.    ۶-١شکل  در

 دهد:های بنیادی آنتروپی را نمایش میاین شکل برخی از ویژگی

 . آنتروپی، تابعی مقعر نسبت به توزیع است •

𝑝𝑝وقتی  • = 𝑝𝑝یا   0 =  است.  صفر آنتروپی، مقدار 1

𝑝𝑝این نتیجه کاملا معقول است، زیرا وقتی   = 𝑝𝑝یا    0 = ر واقع تصادفی نیست ، متغیر تصادفی د1

𝑝𝑝  قطعیت هنگامی بیشینه است کهطور مشابه، عدمقطعیتی وجود ندارد. به و هیچ عدم = 1
2

، و این  

 ∎ همان نقطه سازگار است. ز با بیشینه بودن آنتروپی درنی
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 .𝑝𝑝در برابر  𝐻𝐻(𝑝𝑝):  ۶-١شکل 

 به صورت زیر باشد: 𝑋𝑋تابع احتمال متغیر تصادفی  فرض کنید :٢-١مثال  

𝑑𝑑 𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑥𝑥 

1/8 1/8 1/4 1/2 𝑝𝑝(𝑥𝑥) 

 ا برابر است ب 𝑋𝑋آنتروپی  در این صورت 

𝐻𝐻(𝑋𝑋) = − �12 log 1
2 + 1

4 log 1
4 + 1

8 log 1
8 + 1

8 log 1
8� =

7
4

 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 

های دوتایی (بله/خیر) تعیین کنیم. پرسش را با حداقل تعداد پرسش  𝑋𝑋خواهیم مقدار  فرض کنید می

𝑋𝑋کارآمد این است: «آیا  و اول  = 𝑎𝑎  کند. تقسیم می قسمتاست؟» این پرسش، احتمال را به دو

𝑋𝑋تواند این باشد: «آیا  اگر پاسخ به پرسش اول «نه» باشد، پرسش دوم می = 𝑏𝑏   است؟» پرسش

𝑋𝑋تواند «آیا  سوم می = 𝑐𝑐  .های دوتایی لازم در این روش،  تعداد مورد انتظار پرسش  است؟» باشد

 𝑋𝑋های دوتایی مورد انتظار برای تعیین مقدار  است. این مقدار در واقع حداقل تعداد پرسش  ١٫٧۵

 𝐻𝐻(𝑋𝑋)، عددی بین  𝑋𝑋های دوتایی برای تعیین  حداقل تعداد مورد انتظار پرسشثابت شده که    است.

𝐻𝐻(𝑋𝑋)و  +  ∎ است. 1



 
٢٠ 

 

 آنتروپی توام و شرطی ١-۴

بخش   آنتروپی یک متغیر تصادفی منفرد را تعریف کردیم. اکنون این تعریف را به یک   قبلدر 

  (𝑋𝑋,𝑌𝑌)  ای وجود ندارد، زیرادهیم. در این تعریف، در واقع چیز تازه جفت متغیر تصادفی تعمیم می 

 در نظر گرفت.  صورت یک متغیر تصادفی برداریتوان بهرا می 

 توامبا توزیع   (𝑋𝑋,𝑌𝑌)برای یک جفت متغیر تصادفی گسسته   𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌) توامآنتروپی  : ٢-١  فیتعر

𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) شود:صورت زیر تعریف می به 

𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = −��𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) log 𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),
𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

 

 :صورت زیر نیز بیان کردتوان آن را به که می

𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = −𝐸𝐸[log𝑝𝑝(𝑋𝑋,𝑌𝑌)] 
عنوان دیگر را به  یک متغیر تصادفی  متغیر تصادفی، به شرط متغیر  آنتروپی شرطی یکهمچنین  

گیری  کننده میانگین های شرطی، که نسبت به متغیر تصادفی شرط های توزیعامید ریاضی آنتروپی

 ∎ کنیم.اند، تعریف میشده

(𝑋𝑋,𝑌𝑌)اگر  : ٣-١  فیتعر ∼ 𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  آنتروپی شرطی ،𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋)  شود:صورت زیر تعریف میبه 

𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 ) = �𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 )
𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= −� 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝒳𝒳

� 𝑝𝑝( 𝑦𝑦 ∣∣ 𝑥𝑥 ) log 𝑝𝑝( 𝑦𝑦 ∣∣ 𝑥𝑥 )
𝑦𝑦∈𝒴𝒴

= −��𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) log 𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= −𝐸𝐸[log𝑝𝑝(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 )]. 

شود که آنتروپی یک و آنتروپی شرطی، با این واقعیت آشکار می توامبودن تعریف آنتروپی طبیعی

آن از  یکی  آنتروپی  با  است  برابر  تصادفی،  متغیر  به جفت  این ها  دیگری.  آنتروپی شرطی  علاوه 

 ∎ موضوع در قضیه زیر اثبات شده است.

𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌)  ای):(قاعده زنجیره  ١-١ هیقض  = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) + 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋). 

 :اثبات
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𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = −��𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) log𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= −��𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) log[𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦|𝑥𝑥)]
𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= −� 𝑝𝑝(𝑥𝑥) log𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝒳𝒳

− ��𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) log 𝑝𝑝(𝑦𝑦|𝑥𝑥)
𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

 

= 𝐻𝐻(𝑋𝑋) + 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋) 
log  توان به صورتارز آن، میمه 𝑝𝑝(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = log𝑝𝑝(𝑋𝑋) + log𝑝𝑝(𝑌𝑌 ∣ X گرفتن   حال  .نوشت  ( با 

 ∎ شود.میاثبات امید ریاضی طرفین معادله، قضیه 

𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌|𝑍𝑍) :١-١ جهینت = 𝐻𝐻(𝑋𝑋|𝑍𝑍) + 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋,𝑍𝑍 ). 

 ∎ .است ١-١قضیه  اثبات اثبات این نتیجه نیز مشابه  اثبات:

 م زیر باشد:ادارای توزیع تو (𝑋𝑋,𝑌𝑌) فرض کنید :٣-١مثال  

 

1�برابر با    𝑋𝑋ای بر  ایتوزیع حاشیه
2

, 1
4

, 1
8

, 1
8
1�برابر با   𝑌𝑌ای برای و توزیع حاشیه  �

4
, 1
4

, 1
4

, 1
4
  ، است  �

𝐻𝐻(𝑋𝑋)در نتیجه   = 7
4

𝐻𝐻(𝑌𝑌)بیت و   =  بیت. همچنین، 2

𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌 ) = �𝑝𝑝(𝑌𝑌 = 𝑖𝑖) 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌 = 𝑖𝑖 )
4

𝑖𝑖=1

=
1
4
𝐻𝐻 �1

2
, 1
4

, 1
8

, 1
8� +

1
4
𝐻𝐻 �1

4
, 1
2

, 1
8

, 1
8� +

1
4
𝐻𝐻 �1

4
, 1
4

, 1
4

, 1
4� +

1
4
𝐻𝐻(1,0,0,0)

=
1
4

×
7
4

+
1
4

×
7
4

+
1
4

× 2 +
1
4

× 0 =
11
8

bits. 

𝐻𝐻(𝑌𝑌طور مشابه، به ∣ 𝑋𝑋) = 13
8

𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌)بیت و   = 27
8

 ∎ بیت. 

𝐻𝐻(𝑌𝑌که    کنیدتوجه   ∣ 𝑋𝑋) ≠ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌)  ،با این حال .𝐻𝐻(𝑋𝑋) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑌𝑌) − 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋) ،
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 ویژگی که در ادامه از آن بهره خواهیم برد. یک 

 متقابل  اطلاعآنتروپی نسبی و  ١-۵

به بیان دیگر، معیاری   ،استتصادفی  قطعیت آن متغیر  آنتروپی یک متغیر تصادفی، معیاری از عدم

طور میانگین برای توصیف یک متغیر تصادفی مورد نیاز است. در  ی است که بهاطلاعاز میزان  

 متقابل.  اطلاعکنیم: آنتروپی نسبی و این بخش، دو مفهوم مرتبط را معرفی می

 صورتآنتروپی نسبی معیاری برای سنجش فاصله میان دو توزیع است. در آمار، این مفهوم به  

مورد درست  لگاریتم  نسبت  میانتظار  ظاهر  نسبی  نمایی  آنتروپی  𝐷𝐷(𝑝𝑝شود.  ∣∣ 𝑞𝑞)    از معیاری 

است. برای  𝑝𝑝، در حالی که توزیع واقعی است 𝑞𝑞توزیع  فرض کنیم است که یهفرضاین  سازگارینا

توانستیم کدی با میانگین دانستیم، مییک متغیر تصادفی را می  برای  𝑝𝑝مثال، اگر توزیع واقعی  

به جای آن از کدی برای توزیع    𝐻𝐻(𝑝𝑝)طول توصیف   طور  کردیم، بهاستفاده می  𝑞𝑞بسازیم. اما اگر 

𝐻𝐻(𝑝𝑝)میانگین برای توصیف آن متغیر تصادفی به   + 𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑞𝑞) .بیت نیاز داشتیم 

به    𝑞𝑞(𝑥𝑥)و    𝑝𝑝(𝑥𝑥)لایبلر میان دو تابع جرم احتمال  -آنتروپی نسبی یا فاصله کولبک   : ۴-١  فیتعر

 شود:صورت زیر تعریف می

𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑞𝑞) = �𝑝𝑝(𝑥𝑥)log
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑞𝑞(𝑥𝑥)

= 𝐸𝐸𝑝𝑝log
𝑝𝑝(𝑋𝑋)
𝑞𝑞(𝑋𝑋)

∎ 

 

قرارداد   از  بالا،  تعریف  0logدر  0
0

= است.استفاده    0 استدلال  شده  (براساس  های  همچنین 

قرارداد می  که  پیوستگی)  0logکنیم  0
𝑞𝑞

= 𝑝𝑝logو    0 𝑝𝑝
0

= اگر  ∞ بنابراین،  مانندنقطه.  𝑥𝑥  ای  ∈ 𝒳𝒳  

𝑝𝑝(𝑥𝑥)وجود داشته باشد که در آن  > 𝑞𝑞(𝑥𝑥)و   0 = 𝐷𝐷(𝑝𝑝باشد، آنگاه   0 ∣∣ 𝑞𝑞) = ∞ . 

اگر و تنها    زودی نشان خواهیم داد که آنتروپی نسبی همیشه نامنفی است و برابر با صفر استبه

𝑝𝑝اگر   = 𝑞𝑞  باشد ها نیست، زیرا متقارن نمیواقعی بین توزیع  »فاصله «. با این حال، این مفهوم یک

کند. با این وجود، اغلب مفید است که آنتروپی نسبی را به عنوان و در نامساوی مثلث صدق نمی

 ها در نظر بگیریم. میان توزیع  » فاصله«یک 
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ی است که یک متغیر تصادفی  اطلاع کنیم که معیاری از میزان  متقابل را معرفی می  اطلاعاکنون  

بر دارد. این مفهوم، نشان قطعیت در یک متغیر دهنده کاهش عدمدرباره متغیر تصادفی دیگر در 

 دیگر است.  تصادفی تصادفی، به دلیل داشتن دانش درباره متغیر

,𝑝𝑝(𝑥𝑥م  ارا با تابع جرم احتمال تو 𝑌𝑌و  𝑋𝑋دو متغیر تصادفی  : ۵-١ فیتعر 𝑦𝑦)  و توابع جرم احتمال

م و  ا، آنتروپی نسبی بین توزیع تو𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)متقابل    اطلاعدر نظر بگیرید.    𝑝𝑝(𝑦𝑦)و    𝑝𝑝(𝑥𝑥)ای  حاشیه

 است: (یعنی توزیع توام در حالت استقلال دو متغیر تصادفی)  𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦)ضرب  حاصل

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = ��𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) log
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦)

𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= 𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∥ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦))

= 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)log
𝑝𝑝(𝑋𝑋,𝑌𝑌)
𝑝𝑝(𝑋𝑋)𝑝𝑝(𝑌𝑌)

∎ 

𝒳𝒳فرض کنید    :۴-١مثال   = بگیرید. فرض کنید   𝒳𝒳را روی    𝑞𝑞و    𝑝𝑝و دو توزیع    {0,1} در نظر 

𝑝𝑝(0) = 1 − 𝑟𝑟 ،𝑝𝑝(1) = 𝑟𝑟.   همچنین𝑞𝑞(0) = 1 − 𝑠𝑠 ،𝑞𝑞(1) = 𝑠𝑠:در این صورت . 

𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∥ 𝑞𝑞) = (1 − 𝑟𝑟)log
1 − 𝑟𝑟
1 − 𝑠𝑠

+ 𝑟𝑟log
𝑟𝑟
𝑠𝑠
 

𝐷𝐷(𝑞𝑞 ∥ 𝑝𝑝) = (1 − 𝑠𝑠)log
1 − 𝑠𝑠
1 − 𝑟𝑟

+ 𝑠𝑠log
𝑠𝑠
𝑟𝑟

 

𝑟𝑟اگر  = 𝑠𝑠   ،در این صورت𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∥ 𝑞𝑞) = 𝐷𝐷(𝑞𝑞 ∥ 𝑝𝑝) . اگر همچنین𝑟𝑟 = 1
2

𝑠𝑠و    = 1
4

 داریم:، 

𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∥ 𝑞𝑞) =
1
2

log
1/2
3/4

+
1
2

log
1/2
1/4

= 1 −
1
2

log 3 ≈ 0.2075 bit 

 در حالی که

𝐷𝐷(𝑞𝑞 ∥ 𝑝𝑝) =
3
4

log
3/4
1/2

+
1
4

log
1/4
1/2

=
3
4

log 3 − 1 ≈ 0.1887 bit 

𝐷𝐷(𝑝𝑝طور کلی توجه داشته باشید که به ∣∣ 𝑞𝑞) ≠ 𝐷𝐷(𝑞𝑞 ∣∣ 𝑝𝑝). ∎ 

 متقابل اطلاعرابطه بین آنتروپی و  ١-۶

 رد:بازنویسی کبه صورت زیر را  𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)متقابل  اطلاعتوان تعریف می
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𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = ��𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) log
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦)

𝑦𝑦∈𝒴𝒴𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= �𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) log
𝑝𝑝( 𝑥𝑥 ∣∣ 𝑦𝑦 )
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

𝑥𝑥,𝑦𝑦

= −�𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) log𝑝𝑝(𝑥𝑥) +
𝑥𝑥,𝑦𝑦

�𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) log 𝑝𝑝( 𝑥𝑥 ∣∣ 𝑦𝑦 )
𝑥𝑥,𝑦𝑦

= −� 𝑝𝑝(𝑥𝑥) log 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

− �−�𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) log𝑝𝑝( 𝑥𝑥 ∣∣ 𝑦𝑦 )
𝑥𝑥,𝑦𝑦

� 

= 𝐻𝐻(𝑋𝑋) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌) 
 (𝑌𝑌)است که ناشی از دانستن    (𝑋𝑋)قطعیت در  ، کاهش عدم𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)یعنی  متقابل    اطلاعبنابراین،  

 برقرار است:نیز  زیر دلیل تقارن، نتیجهبه باشد.می

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑌𝑌) − 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋) 

درباره  همان  𝑋𝑋نابراین،  ب که  می  𝑌𝑌قدر  می  گوید.می  𝑋𝑋درباره    𝑌𝑌گوید  کهاما  𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌)  دانیم  =

𝐻𝐻(𝑋𝑋) + 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋) ،بنابراین : 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) + 𝐻𝐻(𝑌𝑌) − 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋) 

 کنیم کهدر نهایت، خاطرنشان می

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑋𝑋) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋 ) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) 

  متقابل یک متغیر تصادفی با خودش برابر با آنتروپی همان متغیر تصادفی است.   اطلاعبنابراین،  

گردآوری این نتایج،   شود.» نیز نامیده میاطلاعخود  به همین دلیل است که آنتروپی گاهی « با 

 قضیۀ زیر را داریم.

 : متقابل و آنتروپی) اطلاع(  ٢-١ هیقض 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ Y ), 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑌𝑌) −𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 ), 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) + 𝐻𝐻(𝑌𝑌) − 𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 ), 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐼𝐼(𝑌𝑌;𝑋𝑋), 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑋𝑋) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋).∎ 
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 .متقابل اطلاعارتباط بین آنتروپی و  :  ٧-١شکل 

𝐻𝐻(𝑋𝑋)  ،𝐻𝐻(𝑌𝑌)  ،𝐻𝐻(𝑋𝑋,𝑌𝑌)  ،𝐻𝐻(𝑋𝑋رابطه بین   ∣ 𝑌𝑌)  ،𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋)   و𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)    نمایش داده    ٧-١شکل  در

با    𝑋𝑋موجود در    اطلاع، معادل با اشتراک 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)متقابل   اطلاعشده است. توجه داشته باشید که  

 .است 𝑌𝑌موجود در   اطلاع

 متقابل اطلاعای برای آنتروپی، آنتروپی نسبی و قواعد زنجیره ١-٧

,𝑋𝑋1,𝑋𝑋2فرض کنید    :ای برای آنتروپی)(قاعده زنجیره   ٣-١  هیقض  … ,𝑋𝑋𝑛𝑛   متغیرهای تصادفی با

,𝑝𝑝(𝑥𝑥1 تابع احتمال توام 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) باشند. در این صورت داریم: 

𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = � 𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑋𝑋𝑖𝑖 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1) 

 :کارگیری مکرر قاعده بسط آنتروپی برای دو متغیر، داریما به ب اثبات:

𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋1) + 𝐻𝐻(𝑋𝑋2 ∣ 𝑋𝑋1) 
𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,𝑋𝑋3) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋1) + 𝐻𝐻(𝑋𝑋2,𝑋𝑋3 ∣ 𝑋𝑋1) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋1) + 𝐻𝐻(𝑋𝑋2 ∣ 𝑋𝑋1) + 𝐻𝐻(𝑋𝑋3 ∣ 𝑋𝑋2,𝑋𝑋1) 

⋮ 
𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋1) + 𝐻𝐻(𝑋𝑋2 ∣ 𝑋𝑋1) + ⋯+ 𝐻𝐻(𝑋𝑋𝑛𝑛 ∣ 𝑋𝑋𝑛𝑛−1, … ,𝑋𝑋1) 



 
٢۶ 

 

𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = �𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1) 

,𝑝𝑝(𝑥𝑥1  داریم:  :اثبات جایگزین  … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝑝𝑝(𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∣ 𝑥𝑥𝑖𝑖−1, … , 𝑥𝑥1)  :بنابراین 

𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = − � 𝑝𝑝(
𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,…,𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)log 𝑝𝑝(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

= − � 𝑝𝑝(
𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,…,𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)log�𝑝𝑝(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑥𝑥𝑖𝑖 ∣ 𝑥𝑥𝑖𝑖−1, … , 𝑥𝑥1)

= − � �𝑝𝑝(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) log 𝑝𝑝( 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∣∣ 𝑥𝑥𝑖𝑖−1, … , 𝑥𝑥1 )
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1𝑥𝑥1,…,𝑥𝑥𝑛𝑛

= −� � 𝑝𝑝(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) log 𝑝𝑝( 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∣∣ 𝑥𝑥𝑖𝑖−1, … , 𝑥𝑥1 )
𝑥𝑥1,…,𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= −� � 𝑝𝑝(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑖𝑖) log𝑝𝑝( 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∣∣ 𝑥𝑥𝑖𝑖−1, … , 𝑥𝑥1 )
𝑥𝑥1,…,𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

= �𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1)∎ 

گاهی از    𝑋𝑋متقابل شرطی را به صورت کاهش عدم قطعیت    اطلاعکنون  ا ، با فرض  𝑌𝑌به دلیل آ

 کنیم. ، تعریف می 𝑍𝑍معلوم بودن 

به صورت   𝑍𝑍با فرض معلوم بودن   𝑌𝑌و   𝑋𝑋متقابل شرطی متغیرهای تصادفی    اطلاع  : ۶-١ فیتعر

 شود:زیر تعریف می

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌 ∣ 𝑍𝑍 ) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑍𝑍 ) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌,𝑍𝑍 ) = 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧)log
𝑝𝑝(𝑋𝑋,𝑌𝑌 ∣ 𝑍𝑍)

𝑝𝑝(𝑋𝑋 ∣ 𝑍𝑍)𝑝𝑝(𝑌𝑌 ∣ 𝑍𝑍)
∎ 

 :کندای پیروی میمتقابل نیز از یک قاعده زنجیره اطلاع

 :  )اطلاعای برای (قاعده زنجیره  ۴-١ هیقض 

𝐼𝐼(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛;𝑌𝑌) = �𝐼𝐼(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖;𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1) 

 :اثبات
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𝐼𝐼(𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 ∣∣ 𝑌𝑌 ) 

= �[𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋𝑖𝑖 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1,𝑌𝑌)] 

= �𝐼𝐼(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖;𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1)∎ 

 کنیم.نسخه شرطی آنتروپی نسبی را تعریف می در ادامه

,𝑝𝑝(𝑥𝑥  توامبرای توابع جرم احتمال    : ٧-١ فیتعر 𝑦𝑦)   و𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)که آن را با  ، آنتروپی نسبی شرطی  

𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥))  می آنتروپیدهیم،  نشان  میانگین  با  جرم برابر  توابع  بین  نسبی  های 

𝑝𝑝(𝑦𝑦احتمال شرطی   ∣ 𝑥𝑥)    و𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)    است که بر روی تابع جرم احتمال𝑝𝑝(𝑥𝑥)  گیری شده میانگین

 :تردقیق  بیاناست. به 

𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)) = �𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

�𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)log
𝑦𝑦

𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)
𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)

= 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)log
𝑝𝑝(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋)
𝑞𝑞(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋)

∎ 

ساز متغیر تصادفی شرط  𝑝𝑝(𝑥𝑥)نمادگذاری برای آنتروپی نسبی شرطی صریح نیست زیرا ذکر توزیع  

  شود.کند. با این حال، معمولا از متن درک می را حذف می

توان به صورت مجموع جفت متغیر تصادفی را می یک  بر روی    توامآنتروپی نسبی بین دو توزیع  

 یک آنتروپی نسبی و یک آنتروپی نسبی شرطی بسط داد.

 :ای برای آنتروپی نسبی)(قاعده زنجیره  ۵-١ هیقض 

𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑥𝑥,𝑦𝑦)) = 𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑥𝑥) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑥𝑥)) + 𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)) 
 :اثبات

𝐷𝐷�𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)||𝑞𝑞(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� = ��𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)log
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑦𝑦𝑥𝑥

= ��𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)log
𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣∣ 𝑥𝑥 )
𝑞𝑞(𝑥𝑥)𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣∣ 𝑥𝑥 )

𝑦𝑦𝑥𝑥

= ��𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)log
𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑞𝑞(𝑥𝑥)

𝑦𝑦𝑥𝑥

+ ��𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)log
𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣∣ 𝑥𝑥 )
𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣∣ 𝑥𝑥 )

𝑦𝑦𝑥𝑥

 

= 𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑥𝑥) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑥𝑥)) + 𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥) ∣∣ 𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)).∎ 
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 آن  نتایججنسن و  نامساوی ١-٨

. با خواص شودقبل اثبات میهای بخش های تعریف شده این بخش برخی خواص ساده کمیتدر 

 کنیم. توابع محدب شروع می

,𝑎𝑎)روی بازه    𝑓𝑓(𝑥𝑥)تابع    :٨-١  فیتعر 𝑏𝑏)   برای هر  محدب گفته می ,𝑥𝑥1شود اگر  𝑥𝑥2 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏)    و

0 ≤ 𝜆𝜆 ≤  ، داشته باشیم:1

)١-١ ( 𝑓𝑓(𝜆𝜆𝑥𝑥1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑥𝑥2) ≤ 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑥𝑥1) + (1 − 𝜆𝜆)𝑓𝑓(𝑥𝑥2), 

𝜆𝜆را اکیدا محدب گوییم هرگاه تساوی تنها زمانی برقرار باشد که   𝑓𝑓تابع  = 𝜆𝜆یا   0 = 1. ∎ 

محدب باشد. تابع محدب تابعی است که همواره زیر هر    𝑓𝑓−مقعر است اگر    𝑓𝑓تابع    : ٩-١  فیتعر

 ∎ گیرد. تابع مقعر تابعی است که همواره بالای هر وتر خود قرار می  اما گیردوتر خود قرار می

 

 .) توابع مقعرb) توابع محدب و ( aهایی از (نمونه  :٨-١شکل 

 

𝑥𝑥2  ،∣ 𝑥𝑥 ∣  ،𝑒𝑒𝑥𝑥  ،𝑥𝑥log 𝑥𝑥    برای)𝑥𝑥 ≥ log  همچنین  هایی از توابع محدب هستند.مثال  ) و غیره0 𝑥𝑥 

𝑥𝑥برای    𝑥𝑥√و   ≥ توابع محدب و مقعر را    تعدادی از  ٨-١شکل  هستند.    هایی از توابع مقعرمثال   0

می تابع خطی  نشان  که  باشید  داشته  توجه  𝑎𝑎𝑎𝑎دهد.  + 𝑏𝑏    مقعر هم  و  محدب  تحدب استهم   .
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متقابل است.    اطلاعمانند آنتروپی و    اطلاعهای نظریه  زیربنای بسیاری از خواص اساسی کمیت

 . شودای برای توابع محدب استخراج میپیش از اثبات برخی از این خواص، نتایج ساده

دارای مشتق دوم باشد که در یک بازه نامنفی (مثبت) است، آنگاه تابع   𝑓𝑓: اگر تابع  ۶-١  هیقض 

 در آن بازه محدب (اکیدا محدب) است. 

 :کنیماستفاده می  𝑥𝑥0از بسط سری تیلور تابع حول  اثبات:

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) +
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥∗)

2
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥∗)قرار دارد. طبق فرض،    𝑥𝑥و    𝑥𝑥0بین    ∗𝑥𝑥که در آن   ≥ ها  𝑥𝑥و در نتیجه جمله آخر برای تمام    0

𝑥𝑥0 فرض کنیددر رابطه بالا  نامنفی است.  = 𝜆𝜆𝑥𝑥1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑥𝑥2  و𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 :در این صورت 

)٢-١ ( 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)[(1 − 𝜆𝜆)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)], 

𝑥𝑥به طور مشابه، با در نظر گرفتن   = 𝑥𝑥2 ،:داریم 

)٣-١ ( 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)[𝜆𝜆(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)], 

1در    )٣-١(و    𝜆𝜆در    )٢-١(طرفین رابطه  ضرب  با   − 𝜆𝜆  ه دست ب   )١-١(رابطه  ها،  و جمع کردن آن

 ∎ رود.به همین روال پیش می نیز حدب متوابع اکیدا . اثبات برای شودو اثبات کامل می دیآمی

𝑥𝑥log، و  𝑥𝑥2  ،𝑒𝑒𝑥𝑥دهد تا تحدب اکید  می   را  امکاناین  بلافاصله به    بالا  قضیه 𝑥𝑥    برای𝑥𝑥 ≥ ، و تقعر 0

logاکید  𝑥𝑥   و√𝑥𝑥  برای𝑥𝑥 ≥  را تأیید کنیم. 0

𝐸𝐸(𝑋𝑋)امید ریاضی باشد. در حالت گسسته    عملگر  دهندهنشان  𝐸𝐸فرض کنید   = � 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)𝑥𝑥∈𝒳𝒳    و

𝐸𝐸(𝑋𝑋)در حالت پیوسته   = ∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
ها در  نامساویبعدی یکی از پرکاربردترین    نامساوی  .∞−

 دهد. را تشکیل می اطلاعریاضیات است و اساس بسیاری از نتایج در نظریه 

 متغیری تصادفی باشد، آنگاه:  𝑋𝑋تابعی محدب و  𝑓𝑓اگر   :جنسن) نامساوی(  ٧-١ هیقض 

𝐸𝐸�𝑓𝑓(𝑋𝑋)� ≥ 𝑓𝑓�𝐸𝐸(𝑋𝑋)�. 

، ١مستلزم آن است که با احتمال    رابطه بالادر  تساوی  اکیدا محدب باشد،    𝑓𝑓علاوه بر این، اگر  



 
٣٠ 

 

𝑋𝑋 = 𝐸𝐸(𝑋𝑋)  یعنی)𝑋𝑋  باشدثابت مقدار یک .( 

تعداد نقاط جرم اثبات   روی  ی ریاضیبا استقراو  های گسسته  را برای توزیع  قضیه  این  اثبات:

. برای توزیعی باشدنیز مشابه می  اکیدا محدب است  𝑓𝑓کنیم. اثبات شرایط برابری در حالتی که  می

 :شودتبدیل میبه صورت زیر  نامساوی با دو نقطه جرم، 

𝑝𝑝1𝑓𝑓(𝑥𝑥1) + 𝑝𝑝2𝑓𝑓(𝑥𝑥2) ≥ 𝑓𝑓(𝑝𝑝1𝑥𝑥1 + 𝑝𝑝2𝑥𝑥2), 

𝑘𝑘هایی با  آید. فرض کنید قضیه برای توزیعکه مستقیما از تعریف توابع محدب به دست می − 1  

𝑝𝑝𝑖𝑖نقطه جرم درست باشد. آنگاه با نوشتن   = 𝑝𝑝𝑖𝑖
′

1−𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑖𝑖برای   = 1,2, . . . ,𝑘𝑘 −  :، داریم1

�𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘) + (1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘)�𝑝𝑝𝑖𝑖′
𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) 

≥ 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘) + (1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘)𝑓𝑓 ��𝑝𝑝𝑖𝑖′
𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=1

𝑥𝑥𝑖𝑖� 

≥ 𝑓𝑓 �𝑝𝑝𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 + (1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘)�𝑝𝑝𝑖𝑖′
𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=1

𝑥𝑥𝑖𝑖� 

= 𝑓𝑓 ��𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

𝑥𝑥𝑖𝑖� 

 ∎ آید.دوم از تعریف تحدب به دست می نامساویاول از فرض استقرا و  نامساویکه 

اکنون   تعمیم داد.نیز  های پیوسته  های پیوستگی به توزیعتوان با استفاده از استدلالاین اثبات را می

کنیم. قضیه زیر از  از این نتایج برای اثبات برخی از خواص آنتروپی و آنتروپی نسبی استفاده می

 اهمیت اساسی برخوردار است. 

کنید    : )اطلاع(نامساوی    ٨-١  هیقض  تابع جرم احتمال روی    𝑞𝑞(𝑥𝑥)و    𝑝𝑝(𝑥𝑥)فرض  𝑥𝑥دو  ∈ 𝒳𝒳 

 :در این صورت داریمباشند. 

𝐷𝐷(𝑝𝑝||𝑞𝑞) ≥ 0 

𝑥𝑥، 𝑝𝑝(𝑥𝑥)برای هر  اگر و تنها اگردهد رخ می تساویو حالت  = 𝑞𝑞(𝑥𝑥) . 



 
٣١ 

 

𝐴𝐴 فرض کنید اثبات: = {𝑥𝑥:𝑝𝑝(𝑥𝑥) >  باشد. آنگاه:  𝑝𝑝(𝑥𝑥) گاهتکیه  {0

−𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑞𝑞) = −�𝑝𝑝(𝑥𝑥)log
𝑥𝑥∈𝐴𝐴

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑞𝑞(𝑥𝑥)

 

= �𝑝𝑝(𝑥𝑥)log
𝑥𝑥∈𝐴𝐴

𝑞𝑞(𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

≤ log�𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝐴𝐴

𝑞𝑞(𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

 

= log�𝑞𝑞(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝐴𝐴

≤ log �𝑞𝑞(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝒳𝒳

= log 1 = 0 

logشود. از آنجا که  از نامساوی جنسن حاصل می  نامساوی در خط دومکه   𝑡𝑡    یک تابع اکیدا مقعر

جا  در همه  𝑞𝑞(𝑥𝑥)/𝑝𝑝(𝑥𝑥)اگر و تنها اگر    شودتبدیل میتساوی  این نامساوی به  است،    𝑡𝑡  اساسبر  

𝑞𝑞(𝑥𝑥)ثابت باشد (یعنی   = 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥)    هربرای  𝑥𝑥  بنابراین .(� 𝑞𝑞(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥∈𝐴𝐴 � 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥∈𝐴𝐴.    اما

نیز سوم  خط  در  شده  استفاده  زمانی    نامساوی  میتنها  تبدیل  تساوی  که  شود  به 

� 𝑞𝑞(𝑥𝑥) =𝑥𝑥∈𝐴𝐴 � 𝑞𝑞(𝑥𝑥) = 1𝑥𝑥∈𝒳𝒳  که مستلزم آن است که ،𝑐𝑐 = 𝐷𝐷(𝑝𝑝. از این رو،  1 ∣∣ 𝑞𝑞) = اگر   0

𝑥𝑥، 𝑝𝑝(𝑥𝑥) ربرای ه و تنها اگر = 𝑞𝑞(𝑥𝑥). ∎ 

 ،𝑋𝑋,𝑌𝑌برای هر دو متغیر تصادفی  متقابل): اطلاع(نامنفی بودن   ٢-١ جهینت

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) ≥ 0, 

 مستقل باشند.  𝑌𝑌و   𝑋𝑋اگر و تنها اگر  دهدرخ میتساوی و 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)  اثبات: = 𝐷𝐷(𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∣∣ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦)) ≥ است  تساوی  و،  0 اگر   برقرار  تنها  و  اگر 

𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦)  یعنی)𝑋𝑋   و𝑌𝑌  باشندمستقل.( ∎ 

�𝐷𝐷�𝑝𝑝(𝑦𝑦|𝑥𝑥)||𝑞𝑞(𝑦𝑦|𝑥𝑥)  داریم:  :٣-١  جهینت ≥ برای    اگر و تنها اگر  دهدرخ میتساوی    و حالت  0

𝑝𝑝(𝑥𝑥)هایی که 𝑥𝑥  همه  و 𝑦𝑦 ره > 𝑝𝑝(𝑦𝑦 ، داشته باشیم0 ∣ 𝑥𝑥) = 𝑞𝑞(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥). ∎ 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑍𝑍)  : ۴-١  جهینت ≥ اگر    دهدرخ میتساوی    و  ,0 مستقل   𝑍𝑍به شرط    𝑌𝑌و    𝑋𝑋اگر و تنها 

  ∎ باشند.

توزیع حداکثر آنتروپی بر روی این دامنه   𝑋𝑋  دامنه دهیم که توزیع یکنواخت روی  اکنون نشان می

logبیشتر از  اآنتروپی ن دارای است. در نتیجه هر متغیر تصادفی با این دامنه، ∣ 𝑋𝑋  . است ∣
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𝐻𝐻(𝑋𝑋)  :٩-١  هیقض  ≤ log ∣ 𝒳𝒳 ∣، که در آن  ∣ 𝒳𝒳  و دهد،  را نشان می  𝒳𝒳  مجموعهتعداد عناصر    ∣

 باشد.  𝒳𝒳دارای توزیع یکنواخت روی  𝑋𝑋اگر و تنها اگر   دهدرخ می تساوی

𝑢𝑢(𝑥𝑥)  فرض کنید  اثبات: = 1
∣𝒳𝒳∣

 𝑋𝑋تابع جرم احتمال    𝑝𝑝(𝑥𝑥)و    𝒳𝒳تابع جرم احتمال یکنواخت روی    

 : در این صورتباشد. 

𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑢𝑢) = �𝑝𝑝(𝑥𝑥)log
𝑥𝑥

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑢𝑢(𝑥𝑥)

= log ∣ 𝒳𝒳 ∣ −𝐻𝐻(𝑋𝑋) 

 داریم: لایبلر)-نامنفی بودن آنتروپی نسبی (واگرایی کولبک  هب توجهبا  حال

0 ≤ 𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑢𝑢) = log ∣ 𝒳𝒳 ∣ −𝐻𝐻(𝑋𝑋)∎ 
می(شرطی    ١٠-١  هیقض  کاهش  را  آنتروپی  معادل  دهدسازی  طور  ضرری    اطلاع  به 

  :رساند)نمی

𝐻𝐻(𝑋𝑋|𝑌𝑌) ≤ 𝐻𝐻(𝑋𝑋) 

  مستقل باشند.  𝑌𝑌و   𝑋𝑋اگر و تنها اگر  دهدرخ می تساوی و

0 اثبات: ≤ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌). ∎ 

تواند عدم تنها می   𝑌𝑌  مانندیک متغیر تصادفی    مقدار  کند که دانستنبه طور شهودی، قضیه بیان می 

فقط به طور متوسط گزاره  را کاهش دهد. توجه داشته باشید که این    𝑋𝑋  متغیر تصادفی  قطعیت در

𝐻𝐻(𝑋𝑋،  خصوصدرست است. به ∣ 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦)    یا مساوی باشد،   𝐻𝐻(𝑋𝑋)ممکن است بزرگتر، کوچکتر 

𝐻𝐻(𝑋𝑋اما به طور متوسط   ∣ 𝑌𝑌) = � 𝑝𝑝(𝑦𝑦)𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦) ≤ 𝐻𝐻(𝑋𝑋)𝑦𝑦  برای مثال، در یک پرونده .

رود که شواهد جدید  انتظار مید، اما  نقضایی، شواهد جدید ممکن است عدم قطعیت را افزایش ده

 . دشونعدم قطعیت باعث کاهش به طور متوسط 

 :دنم زیر باشادارای توزیع تو (𝑋𝑋,𝑌𝑌)فرض کنید  :۵-١مثال  
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𝐻𝐻(𝑋𝑋)  پس = 𝐻𝐻(1/8,7/8) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋بیت،    0.544 ∣ 𝑌𝑌 = 1) = و    0 𝐻𝐻(𝑋𝑋بیت،  ∣ 𝑌𝑌 = 2) = 1 

 بنابراین  بیت.

𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌) =
3
4
𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌 = 1) +

1
4
𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌 = 2) = 0.25 bit. 

نتیجه  𝑌𝑌اگر    در  = عدم  2 شود،  در  مشاهده  𝑌𝑌اگر    وافزایش    𝑋𝑋قطعیت  = شود،  1  مشاهده 

 ∎ .هستیم 𝑋𝑋در قطعیت عدمشاهد کاهش طور متوسط، اما به ،یابدکاهش می 𝑋𝑋قطعیت در  عدم

آنتروپی)  ١١-١  هیقض  بر  استقلال  کنید  :  (کران  ,𝑋𝑋1,𝑋𝑋2فرض  … ,𝑋𝑋𝑛𝑛   توام توزیع   دارای 

𝑝𝑝(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  .در این صورت:باشند 

𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) ≤�𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖) 

 ها مستقل باشند. 𝑋𝑋𝑖𝑖اگر و تنها اگر دهد و تساوی رخ می

 داریم: ای برای آنتروپیبا استفاده از قاعده زنجیره اثبات:

𝐻𝐻(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = �𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖 ∣ 𝑋𝑋𝑖𝑖−1, … ,𝑋𝑋1) ≤�𝐻𝐻(
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑋𝑋𝑖𝑖) 

,𝑋𝑋𝑖𝑖−1از    𝑋𝑋𝑖𝑖اگر و تنها اگر    دهدو تساوی رخ می … ,𝑋𝑋1  )هر  برای  𝑖𝑖  (  مستقل باشد) یعنی، اگر و

 ∎ ).ها مستقل باشند𝑋𝑋𝑖𝑖تنها اگر 

 نامساوی مجموع لگاریتمی و کاربردهای آن ١-٩

برای اکنون یک نتیجه ساده از تقعر لگاریتم را اثبات می کنیم که برای اثبات برخی نتایج تقعر 

 آنتروپی استفاده خواهد شد.

,𝑎𝑎1برای اعداد نامنفی    :لگاریتمی)   مجموع(نامساوی    ١٢-١  هیقض  𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛    و𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑛𝑛 ،

 داریم:

�𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

log
𝑎𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑏𝑖𝑖
≥ ��𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

� log
∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

∑ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 

 ثابت باشد. مقداری  𝑖𝑖، 𝑎𝑎𝑖𝑖/𝑏𝑏𝑖𝑖برای هر  اگر و تنها اگر دهدو تساوی رخ می



 
٣۴ 

 

0logدوباره از قرارداد   0 = 0  ،𝑎𝑎log 𝑎𝑎/0 = 𝑎𝑎اگر    ∞ > 0logو    0 0/0 = کنیم. این استفاده می   0

 آیند. موارد به راحتی از پیوستگی به دست می

𝑎𝑎𝑖𝑖  مفرض کنی  بدون از دست دادن کلیت،  اثبات: > 𝑏𝑏𝑖𝑖و    0 > 𝑓𝑓(𝑡𝑡). تابع  0 = 𝑡𝑡log 𝑡𝑡   اکیدا محدب

زیرا 𝑓𝑓′′(𝑡𝑡)  ،های مثبت𝑡𝑡  همهبرای    است،  = 1/𝑡𝑡log 𝑒𝑒 > نامساوی 0 از  استفاده  با  بنابراین،   .

𝛼𝛼𝑖𝑖برای  ، جنسن ≥ ∑ به طوری که 0 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 =  داریم: 1

�𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖) ≥ 𝑓𝑓 ��𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑡𝑡𝑖𝑖� 

𝛼𝛼𝑖𝑖با قرار دادن   = 𝑏𝑏𝑖𝑖/� 𝑏𝑏𝑗𝑗
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
𝑡𝑡𝑖𝑖و    = 𝑎𝑎𝑖𝑖/𝑏𝑏𝑖𝑖آوریم، به دست می: 

�
𝑎𝑎𝑖𝑖
∑𝑏𝑏𝑗𝑗

log
𝑎𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑏𝑖𝑖
≥�

𝑎𝑎𝑖𝑖
∑𝑏𝑏𝑗𝑗

log�
𝑎𝑎𝑖𝑖
∑𝑏𝑏𝑗𝑗

 

 ع لگاریتمی است. وجممکه همان نامساوی 

کنیم. ابتدا قضیه  لگاریتمی برای اثبات نتایج مختلف تقعر استفاده میع  وجمماکنون از نامساوی  

𝐷𝐷(𝑝𝑝  :کندکنیم که بیان می را مجددا اثبات می  ٨-١قضیه   ∣∣ 𝑞𝑞) ≥ اگر و   دهدو تساوی رخ می  0

𝑝𝑝(𝑥𝑥)تنها اگر  = 𝑞𝑞(𝑥𝑥) داریم لگاریتمیع وجمم. با استفاده از نامساوی ، 

𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑞𝑞) = �𝑝𝑝(𝑥𝑥)log
𝑥𝑥

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑞𝑞(𝑥𝑥)

≥ ��𝑝𝑝
𝑥𝑥

(𝑥𝑥)� log
� 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑥𝑥
� 𝑞𝑞(𝑥𝑥)𝑥𝑥

≥ 1 ⋅ log �
1
1�

= 1 ⋅ 0 = 0 

𝑝𝑝(𝑥𝑥)/𝑞𝑞(𝑥𝑥)اگر و تنها اگر    دهدو تساوی رخ می = 𝑐𝑐  از آنجا که .𝑝𝑝    و𝑞𝑞  توابع جرم احتمال هستند، 

𝑐𝑐 گیریم کهنتیجه می = 𝐷𝐷(𝑝𝑝پس  ، 1 ∣∣ 𝑞𝑞) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)اگر و تنها اگر   0 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥)  هربرای 𝑥𝑥. ∎ 

𝐷𝐷(𝑝𝑝  :(محدب بودن آنتروپی نسبی)  ١٣-١  هیقض  ∣∣ 𝑞𝑞)    در زوج(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)  یعنی،   .محدب است

,𝑝𝑝1)اگر  𝑞𝑞1)   و(𝑝𝑝2, 𝑞𝑞2) 0 ربرای ه دو زوج تابع جرم احتمال باشند، آنگاه ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1: 

𝐷𝐷(𝜆𝜆𝑝𝑝1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2 ∣∣ 𝜆𝜆𝑞𝑞1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑞𝑞2) ≤ 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑝𝑝1 ∣∣ 𝑞𝑞1) + (1 − 𝜆𝜆)𝐷𝐷(𝑝𝑝2 ∣∣ 𝑞𝑞2) 
 کنیم:اعمال میفوق  ملات سمت چپ رابطهلگاریتمی را بر یکی از ج عوجممنامساوی  اثبات:
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(𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑥𝑥) + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑥𝑥))log
𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑥𝑥) + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑥𝑥)
𝜆𝜆𝑞𝑞1(𝑥𝑥) + (1 − 𝜆𝜆)𝑞𝑞2(𝑥𝑥)

≤ 𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑥𝑥)log
𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑥𝑥)
𝜆𝜆𝑞𝑞1(𝑥𝑥)

+ (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑥𝑥)log
(1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑥𝑥)
(1 − 𝜆𝜆)𝑞𝑞2(𝑥𝑥) 

 ∎ .دآیمورد نظر به دست می رابطه، ها𝑥𝑥این عبارت روی تمام   کردنبا جمع 

 است.  𝑝𝑝 نسبت بهیک تابع مقعر  𝐻𝐻(𝑝𝑝) (مقعر بودن آنتروپی): ١۴-١ هیقض 

𝐻𝐻(𝑝𝑝)  اثبات: = log ∣ 𝒳𝒳 ∣ −𝐷𝐷(𝑝𝑝 ∣∣ 𝑢𝑢)    که در آن𝑢𝑢    مجموعه  توزیع یکنواخت رویدارای  ∣ 𝒳𝒳 ∣ 

 شود.نتیجه می  𝐷𝐷مستقیما از محدب بودن  𝐻𝐻مقعر بودن بنابراین است. 

باشد که مقادیرش را در مجموعه    𝑝𝑝1تصادفی با توزیع  متغیر  یک    𝑋𝑋1  فرض کنید  اثبات جایگزین:

𝐴𝐴  فرض کنیدگیرد.  می  𝑋𝑋2    با توزیع  بالاخره   باشد.  𝐴𝐴  روی مجموعه  𝑝𝑝2نیز متغیر تصادفی دیگر 

کنید 𝑃𝑃(𝜃𝜃  فرض  = 1) = 𝜆𝜆,𝑃𝑃(𝜃𝜃 = 2) = 1 − 𝜆𝜆,  و  𝑍𝑍 = 𝑋𝑋𝜃𝜃  .این صورت با    𝑍𝑍توزیع    در  برابر 

𝜆𝜆𝑝𝑝1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2    د شوآنتروپی می  باعث کاهش  سازیشرطی  با توجه به اینکه خواهد بود. اکنون

 :داریم

𝐻𝐻(𝑍𝑍) ≥ 𝐻𝐻(𝑍𝑍|𝜃𝜃), 

 یا به طور معادل:

𝐻𝐻(𝜆𝜆𝑝𝑝1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2) ≥ 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑝𝑝1) + (1 − 𝜆𝜆)𝐻𝐻(𝑝𝑝2), 
 ∎ کند.که مقعر بودن آنتروپی را به عنوان تابعی از توزیع اثبات می

یکی از پیامدهای مقعر بودن آنتروپی این است که مخلوط کردن دو گاز با آنتروپی برابر، گازی با 

 کند.آنتروپی بالاتر ایجاد می

کنید  :  ١۵-١  هیقض  (𝑋𝑋,𝑌𝑌)فرض  ∼ 𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)  .  برای𝑝𝑝(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)  اطلاع   ،ثابت  

از    𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)  یعنی   متقابل مقعر  همچنین    𝑝𝑝(𝑥𝑥)تابعی  تابعی   𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)،  ثابت  𝑝𝑝(𝑥𝑥)برای  است. 

𝑝𝑝(𝑦𝑦 ازمحدب  ∣ 𝑥𝑥)  .است 

 دهیم:متقابل را بسط می اطلاعبرای اثبات بخش اول،  اثبات:
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𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐻𝐻(𝑌𝑌) −𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 ) = 𝐻𝐻(𝑌𝑌) −�𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝐻𝐻(𝑌𝑌 ∣ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 )
𝑥𝑥

. 

𝑝𝑝(𝑦𝑦اگر  حال   ∣ 𝑥𝑥)    ثابت باشد، آنگاه𝑝𝑝(𝑦𝑦)    تابعی خطی از𝑝𝑝(𝑥𝑥)    است. بنابراین𝐻𝐻(𝑌𝑌)   که تابعی

 𝑝𝑝(𝑥𝑥)تابعی خطی از  رابطه بالا    خواهد بود. جمله دوم نیز    𝑝𝑝(𝑥𝑥)است، تابعی مقعر از    𝑝𝑝(𝑦𝑦)مقعر از  

را ثابت نگه   𝑝𝑝(𝑥𝑥)است. برای اثبات بخش دوم،    𝑝𝑝(𝑥𝑥)تابعی مقعر از    نیز  تفاضل  در نتیجهاست.  

متفاوت   توزیع شرطی  𝑝𝑝1(𝑦𝑦داشته و دو  ∣ 𝑥𝑥)    و𝑝𝑝2(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)  در نظر می توزیعرا    توام های  گیریم. 

از   عبارتند  ,𝑝𝑝1(𝑥𝑥متناظر  𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝1(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)    و𝑝𝑝2(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝2(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)  توزیع های  و 

را  به صورت زیر هستند. یک توزیع شرطی  𝑝𝑝(𝑥𝑥) ،𝑝𝑝2(𝑦𝑦)و  𝑝𝑝(𝑥𝑥) ،𝑝𝑝1(𝑦𝑦)ها ای متناظر آنحاشیه

 :در نظر بگیرید

𝑝𝑝𝜆𝜆(𝑦𝑦|𝑥𝑥) ≥ 𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑦𝑦|𝑥𝑥) + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑦𝑦|𝑥𝑥), 

𝑝𝑝1(𝑦𝑦از    خطی  ترکیب  یک  که ∣ 𝑥𝑥)    و𝑝𝑝2(𝑦𝑦 ∣ 𝑥𝑥)    0  واست ≤ 𝜆𝜆 ≤   یک   متناظر نیز  توامتوزیع     .1

 :متناظر خواهد بود توامهای ی از توزیعخط ترکیب

𝑝𝑝𝜆𝜆(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≥ 𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 

 :خواهد بود به صورت زیر یخط ترکیبیک نیز  𝑌𝑌و توزیع 

𝑝𝑝𝜆𝜆(𝑦𝑦) ≥ 𝜆𝜆𝑝𝑝1(𝑦𝑦) + (1 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝2(𝑦𝑦). 

,𝑞𝑞𝜆𝜆(𝑥𝑥بنابراین اگر  𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝𝜆𝜆(𝑦𝑦) ای در نظر بگیریم، داریمهای حاشیهرا حاصلضرب توزیع: 

𝑞𝑞𝜆𝜆(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 𝜆𝜆𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + (1 − 𝜆𝜆)𝑞𝑞2(𝑥𝑥, 𝑦𝑦). 

ای های حاشیهو حاصلضرب توزیع  توامآنتروپی نسبی بین توزیع    در واقع  متقابل،  اطلاعاز آنجا که  

 ، خواهیم داشت:است

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) = 𝐷𝐷�𝑝𝑝𝜆𝜆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)||𝑞𝑞𝜆𝜆(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�, 

با توجه به این 𝐷𝐷(𝑝𝑝که آنتروپی نسبی  و  ∣∣ 𝑞𝑞)    تابعی محدب از(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)   گیریم کهمی  است، نتیجه 

 ∎ است.متقابل تابعی محدب از توزیع شرطی  اطلاع
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 هاپردازش داده مساوینا ١-١٠

ها  ای در دادهتوان برای نشان دادن اینکه هیچ دستکاری هوشمندانهها را می نامساوی پردازش داده 

 ها را بهبود بخشد، به کار برد.تواند استنادات قابل انجام از داده نمی

 زنجیریک  اند) تشکیل  (با ترتیبی که ذکر شده  𝑍𝑍و    𝑋𝑋  ،𝑌𝑌متغیرهای تصادفی  گوییم    :١٠-١  فیتعر

𝑋𝑋با    ودهند (مارکوف می  → 𝑌𝑌 → 𝑍𝑍   شود) اگر توزیع شرطی  نشان داده می𝑍𝑍    تنها به𝑌𝑌   وابسته

مارکوف تشکیل   زنجیریک    𝑍𝑍و    𝑋𝑋  ،𝑌𝑌باشد. به طور خاص،    𝑋𝑋باشد و از نظر شرطی مستقل از  

 را بتوان به صورت زیر نوشت:  توامدهند اگر تابع جرم احتمال می

𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑦𝑦|𝑥𝑥)𝑝𝑝(𝑧𝑧|𝑦𝑦).∎ 

 :هستندساده به شرح زیر   نتایجبرخی 

١  .  𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 → 𝑍𝑍    اگر و تنها اگر𝑋𝑋    و𝑍𝑍    معلوم بودن مقداربا  𝑌𝑌    مستقل شرطی باشند. مارکوفی

 دهد زیرابودن استقلال شرطی را نتیجه می 

𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧|𝑦𝑦) =
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
𝑝𝑝(𝑦𝑦) =

𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑝𝑝(𝑧𝑧|𝑦𝑦)
𝑝𝑝(𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥|𝑧𝑧)𝑝𝑝(𝑧𝑧|𝑦𝑦). 

های مارکوف گسترش توان آن را برای تعریف میدانای مارکوف است که میهزنجیراین مشخصه 

ها قسمت داخلی و خارجی بعدی هستند که در آن -nهای مارکوف، فرآیندهای تصادفی  داد. میدان

 روی مرز، مستقل هستند.  با داشتن مقادیرِ

٢  .𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 → 𝑍𝑍    دلالت بر این دارد که𝑍𝑍 → 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋 بنابراین، این شرط گاهی اوقات به صورت .

𝑋𝑋 ↔ 𝑌𝑌 ↔ 𝑍𝑍  شود. نوشته مینیز 

𝑍𝑍اگر . ٣ = 𝑓𝑓(𝑌𝑌) آنگاه ،𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 → 𝑍𝑍. 

، چه قطعی 𝑌𝑌دهد هیچ پردازشی از  که نشان می  ردتوان یک قضیه مهم و مفید را اثبات کاکنون می

 دارد، افزایش دهد. 𝑋𝑋درباره   𝑌𝑌ی را که  اطلاعتواند و چه تصادفی، نمی

𝑋𝑋اگر  :ها)پردازش داده  نامساوی( ١۶-١ هیقض  → 𝑌𝑌 → 𝑍𝑍  آنگاه ،𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) ≥ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍) . 
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 : ادمتقابل را به دو روش مختلف بسط د  اطلاعتوان ای، میبا استفاده از قاعده زنجیره اثبات:

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌,𝑍𝑍) = 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍) + 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑍𝑍) = 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) + 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍|𝑌𝑌). 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍مستقل شرطی هستند، داریم    𝑌𝑌با داشتن    𝑍𝑍و    𝑋𝑋از آنجایی که   ∣ 𝑌𝑌) = . از آنجایی که 0

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌 ∣ 𝑍𝑍) ≥ داریم  0  ،𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) ≥ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍)  نظر است نتیجه مورد  نامساوی   .که همان  این  در 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌اگر و تنها اگر    دهدرخ می تساوی    حالت ∣ 𝑍𝑍) = 𝑋𝑋(یعنی،    0 → 𝑍𝑍 → 𝑌𝑌    مارکوف   زنجیریک

𝐼𝐼(𝑌𝑌;𝑍𝑍)توان ثابت کرد که تشکیل دهد). به طور مشابه، می ≥ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍). ∎ 

𝑍𝑍به طور خاص، اگر  :۵-١ جهینت = 𝑔𝑔(𝑌𝑌) داریم ،𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) ≥ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑔𝑔(𝑌𝑌)). 

𝑋𝑋  اثبات: → 𝑌𝑌 → 𝑔𝑔(𝑌𝑌)    بنابراین، توابع داده    دهد.مارکوف تشکیل می  زنجیریک𝑌𝑌  توانند نمی

 ∎ را افزایش دهند. 𝑋𝑋مربوط به   اطلاع

𝑋𝑋اگر  :۶-١ جهینت → 𝑌𝑌 → 𝑍𝑍  آنگاه ،𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌 ∣ 𝑍𝑍) ≤ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) . 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍)  اینکه به دلیل خاصیت مارکوفی بودن، و اثبات: ≥ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑍𝑍  :داریم  0 ∣ 𝑌𝑌) =  . بنابراین، 0

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑍𝑍) ≤ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌).∎ 

یابد (یا کاهش می  (𝑍𝑍) »دستیبا مشاهده یک متغیر تصادفی «پایین  𝑌𝑌و    𝑋𝑋وابستگی    در نتیجه 

مارکوف تشکیل   زنجیریک    𝑍𝑍و    𝑋𝑋  ،𝑌𝑌زمانی که    ماند). توجه داشته باشید کهبدون تغییر باقی می

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌این امکان وجود دارد که    نیز  ندهند ∣ 𝑍𝑍) > 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)  به عنوان مثال، فرض کنید .𝑋𝑋    و𝑌𝑌  

توزیع یکنواختمتغیرهای تصادفی دودویی   𝑍𝑍مستقل باشند و  و    با  = 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 این صورت   . در 

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌) =  ، اما 0

𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌 ∣ 𝑍𝑍 ) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑍𝑍 ) − 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌,𝑍𝑍 ) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑍𝑍 ) = 𝑃𝑃(𝑍𝑍 = 1)𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑍𝑍 = 1 )

=
1
2

bit. 

 آماره بسنده  ١-١١

ها را در روشن کردن یک ایده پردازش داده  نامساویاین بخش یک توضیح جانبی است که قدرت  

داشته باشیم که با   {𝑓𝑓𝜃𝜃(𝑥𝑥)}ای از توابع جرم احتمال دهد. فرض کنید خانوادهمهم در آمار نشان می 
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𝜃𝜃  فرض کنید    .اندگذاری شده اندیس𝑋𝑋  ای از توزیعی در این خانواده باشد. فرض کنید  نمونه𝑇𝑇(𝑋𝑋) 

𝜃𝜃آماره (تابعی از نمونه) مانند میانگین نمونه یا واریانس نمونه باشد. آنگاه    یک → 𝑋𝑋 → 𝑇𝑇(𝑋𝑋) ،

 :داریم 𝜃𝜃برای هر توزیعی روی  ها،پردازش داده  نامساویطبق بنابراین و 

𝐼𝐼�𝜃𝜃;𝑇𝑇(𝑋𝑋)� ≤ 𝐼𝐼(𝜃𝜃;𝑋𝑋). 

 رود.ی از دست نمیاطلاعبا این حال، اگر تساوی برقرار باشد، هیچ 

 است   موجود)  𝑋𝑋که در نمونه (  𝜃𝜃درباره  ات  اطلاعشود اگر تمام  نامیده می  بسنده  𝜃𝜃برای    𝑇𝑇(𝑋𝑋)آماره  

 را در خود داشته باشد.

 𝑋𝑋  توزیع  است اگر  {𝑓𝑓𝜃𝜃(𝑥𝑥)}نسبت به خانواده    بسندهیک آماره    𝑇𝑇(𝑋𝑋)تابع    وییمگ  :١١-١  فیتعر

𝜃𝜃یعنی،  ( باشد 𝜃𝜃مستقل از   𝑇𝑇(𝑋𝑋)  به شرط → 𝑇𝑇(𝑋𝑋) → 𝑋𝑋   مارکوف تشکیل دهد زنجیریک(. ∎ 

 ها است. پردازش داده  نامساویاین همان شرط تساوی در 

𝐼𝐼�𝜃𝜃;𝑇𝑇(𝑋𝑋)� = 𝐼𝐼(𝜃𝜃;𝑋𝑋) 

 کنند و برعکس.متقابل را حفظ می  اطلاع، بسندههای بنابراین، آماره

 آمده است: بسندههای از آماره  مثالچند   ادامهدر 

,𝑋𝑋1,𝑋𝑋2فرض کنید  .  ١ … ,𝑋𝑋𝑛𝑛  ،𝑋𝑋𝑖𝑖 ∈ های ) از پرتابi.i.dتوزیع (، یک دنبالۀ مستقل و هم{0,1}

𝜃𝜃  امعلومیک سکه با پارامتر ن = Pr(𝑋𝑋𝑖𝑖 = ها یک آماره  ١، تعداد  𝑛𝑛  مقدار  باشند. با دانستن  (1

,𝑇𝑇(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2  است. در اینجا  𝜃𝜃برای    بسنده … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = ∑ 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1.  توان نشان داد که با  در واقع، می

اند و از پارامتر را دارند، به یک اندازه محتمل  ١هایی که همان تعداد  ، همه دنباله𝑇𝑇  مقدار  دانستن

𝜃𝜃 طور مشخص، مستقل هستند. به 

Pr �(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∣ �𝑋𝑋𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝑘𝑘� = �
1
�𝑛𝑛𝑘𝑘�

 ∑𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,

0 o.w
 

 

𝜃𝜃بنابراین،   → ∑ 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 → (𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛)    دهد و  مارکوف تشکیل می  زنجیریک𝑇𝑇    آماره یک 
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 است.  𝜃𝜃برای   بسنده

های احتمال هستند، اما نظریه همچنان  دو مثال بعدی به جای توابع جرم احتمال، شامل چگالی

 صادق است. 

 یعنی ، باشد ١و واریانس  𝜃𝜃دارای توزیع نرمال با میانگین  𝑋𝑋 فرض کنید متغیر تصادفی. ٢

𝑓𝑓𝜃𝜃(𝑥𝑥) =
1

√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜃𝜃)2/2 = 𝒩𝒩(𝜃𝜃, 1), 

,𝑋𝑋1,𝑋𝑋2و   … ,𝑋𝑋𝑛𝑛  برای    بسندهطور مستقل از این توزیع انتخاب شده باشند، یک آماره  به𝜃𝜃   میانگین

𝑋̄𝑋𝑛𝑛نمونه   = 1
𝑛𝑛
∑ 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  توان تایید کرد که توزیع شرطی  است. می𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛    به شرط𝑋̄𝑋𝑛𝑛    و𝑛𝑛 

 بستگی ندارد. 𝜃𝜃به 

توزیع  .  ٣ کنید  باشد یعنی  𝑋𝑋فرض  𝑓𝑓𝜃𝜃  یکنواخت  = Unif(𝜃𝜃,𝜃𝜃 + آماره    .(1  𝜃𝜃برای    بسنده یک 

از   است  ,𝑇𝑇(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2عبارت  … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) = (max{𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛}, min{𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛})اثبات  . 

توان نشان داد که  تر است، اما باز هم می کمی پیچیده  ،بسنده بودن این آماره با استفاده از تعریف

 ، مستقل از پارامتر است. 𝑇𝑇آماره   ه شرطها ب توزیع داده

 دیگر باشد.  بسندههای ای است که تابعی از تمام آماره بسندهمینیمال، آماره   بسندهآماره 

است اگر تابعی از هر    {𝑓𝑓𝜃𝜃(𝑥𝑥)}مینیمال نسبت به    بسندهیک آماره    𝑇𝑇(𝑋𝑋)آماره    :١٢-١  فیتعر

 ∎باشد.  𝑈𝑈دیگر مانند  بسندهآماره 

 با تفسیر این موضوع براساس نامساوی پردازش داده، این بدان معناست که

𝜃𝜃 → 𝑇𝑇(𝑋𝑋) → 𝑈𝑈(𝑋𝑋) → 𝑋𝑋. 

آماره   به    اطلاعمینیمال،    بسندهبنابراین، یک  به   𝜃𝜃مربوط  نمونه  در  صورت حداکثری فشرده  را 

نامرتبط اضافی باشند. برای مثال، برای    اطلاعممکن است شامل    بسندههای  کند. سایر آماره می

با میانگین   های فرد و میانگین همه  هایی که میانگین همه نمونه، زوج تابع𝜃𝜃یک توزیع نرمال 

مینمونه را  زوج  آماره  های  یک  آماره    بسندهدهند،  یک  اما  در    بسندهاست،  نیست.  مینیمال 

 .، مینیمال نیز هستند بسندههای های پیشین، آماره مثال
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 فانو نامساوی ١-١٢

  خواهیم مقدار یک متغیر تصادفی همبسته دانیم و میرا می  𝑌𝑌متغیر تصادفی  مقدار  فرض کنید  

را به آنتروپی   𝑋𝑋را حدس بزنیم. نامساوی فانو، احتمال خطا در حدس زدن متغیر تصادفی    𝑋𝑋  مانند

𝐻𝐻(𝑋𝑋شرطی آن   ∣ 𝑌𝑌)  مانند  آنتروپی شرطی یک متغیر تصادفیدانیم که  می کند.  مرتبط می  𝑋𝑋    به

باشد. بنابراین،    𝑌𝑌تابعی از    𝑋𝑋صفر است اگر و تنها اگر    𝑌𝑌  مانند  شرط یک متغیر تصادفی دیگر

𝐻𝐻(𝑋𝑋اگر و تنها اگر  برآورد کردبا احتمال خطای صفر  𝑌𝑌را از روی  𝑋𝑋توان می ∣ 𝑌𝑌) = 0. 

به   با احتمال خطای پایین   𝑋𝑋  برآورد مقداربا گسترش این استدلال، انتظار داریم تنها زمانی قادر 

𝐻𝐻(𝑋𝑋باشیم که آنتروپی شرطی   ∣ 𝑌𝑌)  کند.  سازی میکوچک باشد. نامساوی فانو این ایده را کمی

را مشاهده   𝑌𝑌متغیر تصادفی    برآورد کنیم.را    𝑝𝑝(𝑥𝑥)با توزیع    𝑋𝑋خواهیم متغیر تصادفی  فرض کنید می

𝑝𝑝(𝑦𝑦کنیم که از طریق توزیع شرطی  می ∣ 𝑥𝑥)    با𝑋𝑋    مرتبط است. از روی𝑌𝑌  تابعی به صورت ،𝑔𝑔(𝑌𝑌) =

𝑋𝑋�  کنیم، که در آن  محاسبه می𝑋𝑋�    از    برآوردیک𝑋𝑋  مجموعه  است و مقادیری را در  𝒳𝒳�   در پذیرد.  می

  𝑔𝑔(𝑌𝑌)دهیم که تابع  کنیم و همچنین اجازه می محدود نمی   𝒳𝒳را به برابر بودن با    �𝒳𝒳اینجا مجموعه  

�𝑋𝑋خواهیم احتمالی که در آن  تصادفی باشد. می ≠ 𝑋𝑋  کنیم که دار کنیم. مشاهده میاست را کران

𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋�  مکنیمی تعریف  به صورت زیر دهد. احتمال خطا رامارکوف تشکیل می زنجیریک: 

𝑃𝑃𝑒𝑒 = Pr�𝑋𝑋� ≠ 𝑋𝑋�. 

𝑋𝑋 رابطه  که �𝑋𝑋گر برآوردبرای هر  :(نامساوی فانو) ١٧-١ هیقض  → 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋� برقرار باشد، داریم: 

𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒) + 𝑃𝑃𝑒𝑒 log|𝒳𝒳| ≥ 𝐻𝐻�𝑋𝑋|𝑋𝑋�� ≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋|𝑌𝑌). 

𝑃𝑃𝑒𝑒که در آن   = Pr(𝑋𝑋 ≠ 𝑋𝑋�) . ای تضعیف کرد کهتوان به گونهرا می نامساویاین 

1 + 𝑃𝑃𝑒𝑒 log|𝒳𝒳| ≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋|𝑌𝑌) 

 یا

𝑃𝑃𝑒𝑒 ≥
𝐻𝐻(𝑋𝑋|𝑌𝑌) − 1

log|𝒳𝒳| . 

𝑃𝑃𝑒𝑒که    یابیمنامساوی فانو در می از   = 𝐻𝐻(𝑋𝑋دهد  نتیجه می  0 ∣ 𝑌𝑌) =  رود. ، همانطور که انتظار می 0
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نادیده می  𝑌𝑌ابتدا نقش    اثبات: اثبات می  نامساویگیریم و  را  را  از  اول   نامساوی کنیم. سپس 

 )دوم داده شده است  نامساویکه توسط  (تر نامساوی فانو  پردازش داده برای اثبات شکل سنتی

 کنیم:تعریف میرا به صورت زیر استفاده خواهیم کرد. یک متغیر تصادفی خطا 

𝐸𝐸 = �1     𝑋𝑋 ≠ 𝑋𝑋�
0     𝑋𝑋 = 𝑋𝑋�

 

بسط    حال منظور  𝐻𝐻(𝐸𝐸,𝑋𝑋به  ∣ 𝑋𝑋�)  مختلف روش  دو  زنجیره  ،به  قاعده  از  استفاده  برای با  ای 

 :ها داریمآنتروپی

𝐻𝐻(𝐸𝐸,𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�) + 𝐻𝐻(𝐸𝐸 ∣ 𝑋𝑋,𝑋𝑋�) = 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�) + 0 
𝐻𝐻(𝐸𝐸,𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�) = 𝐻𝐻(𝐸𝐸 ∣ 𝑋𝑋�) + 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝐸𝐸,𝑋𝑋�) ≤ 𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒) + 𝑃𝑃𝑒𝑒log ∣ 𝒳𝒳 ∣ 

𝐻𝐻(𝐸𝐸  پس  دهد،سازی آنتروپی را کاهش می شرطی  چون ∣ 𝑋𝑋�) ≤ 𝐻𝐻(𝐸𝐸) = 𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒)  .  اکنون از آنجایی

𝐻𝐻(𝐸𝐸است، آنتروپی شرطی    �𝑋𝑋و    𝑋𝑋تابعی از    𝐸𝐸که   ∣ 𝑋𝑋,𝑋𝑋�)    با است. همچنین، از آنجایی   ٠برابر 

𝐻𝐻(𝐸𝐸)یک متغیر تصادفی با مقادیر دودویی است،    𝐸𝐸که   = 𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒).    یعنی   مانده،عبارت باقیبرای 

𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝐸𝐸,𝑋𝑋�) توان یک کران بالا پیدا کرد:می به صورت زیر 

𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝐸𝐸,𝑋𝑋�) = Pr(𝐸𝐸 = 0)𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�,𝐸𝐸 = 0) + Pr(𝐸𝐸 = 1)𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�,𝐸𝐸 = 1)
≤ (1 − 𝑃𝑃𝑒𝑒) ⋅ 0 + 𝑃𝑃𝑒𝑒log ∣ 𝒳𝒳 ∣, 

𝐸𝐸اگر  زیرا   = 𝑋𝑋  توان نتیجه گرفت کهمی  ،0 = 𝑋𝑋�  اگر، و  𝐸𝐸 = توان آنتروپی شرطی را با  ، می1

 :آوریم. با ترکیب این نتایج، به دست میردهای ممکن محدود کلگاریتم تعداد حالت

𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒) + 𝑃𝑃𝑒𝑒log ∣ 𝒳𝒳 ∣≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�). 
𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑋𝑋�)  کمک نامساوی پردازش داده داریمبه ≤ 𝐼𝐼(𝑋𝑋;𝑌𝑌)    زیرا𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋�    مارکوف   زنجیریک

𝐻𝐻(𝑋𝑋  در نتیجه .است ∣ 𝑋𝑋�) ≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌). :بنابراین، داریم 

𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒) + 𝑃𝑃𝑒𝑒log ∣ 𝒳𝒳 ∣≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�) ≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌)∎ 
𝑝𝑝، فرض کنید 𝑌𝑌و   𝑋𝑋برای دو متغیر تصادفی  :٧-١ جهینت = Pr(𝑋𝑋 = 𝑌𝑌). :در این صورت 

𝐻𝐻(𝑝𝑝) + 𝑝𝑝log ∣ 𝒳𝒳 ∣≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌). 
�𝑋𝑋فرض کنید  در نامساوی فانو  اثبات: = 𝑌𝑌 برای دو متغیر تصادفی .𝑋𝑋  و𝑌𝑌 گر  برآورد، اگر𝑔𝑔(𝑌𝑌)  

logتوان با جایگزینی  بگیرد، می  𝒳𝒳مقادیری در مجموعه   ∣ 𝒳𝒳 ∣)logبا    ∣ 𝒳𝒳 ∣ نامساوی را    (1−

 ∎ رد.اندکی تقویت ک
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𝑃𝑃𝑒𝑒فرض کنید  :٨-١ جهینت = Pr(𝑋𝑋 ≠ 𝑋𝑋�)  و𝑋𝑋�:𝒴𝒴 → 𝒳𝒳. آنگاه: 

𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒) + 𝑃𝑃𝑒𝑒 log(∣ 𝒳𝒳 ∣ −1) ≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑌𝑌 ). 
 یابد، جز اینکهقضیه بدون تغییر ادامه می  :اثبات

𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝐸𝐸,𝑋𝑋�) = Pr(𝐸𝐸 = 0)𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�,𝐸𝐸 = 0) + Pr(𝐸𝐸 = 1)𝐻𝐻(𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋�,𝐸𝐸 = 1)
≤ (1 − 𝑃𝑃𝑒𝑒) ⋅ 0 + 𝑃𝑃𝑒𝑒𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(∣ 𝒳𝒳 ∣ −1) 

𝐸𝐸از آنجایی که با فرض   = 𝑋𝑋، داریم  0 = 𝑋𝑋�  و با فرض ،𝐸𝐸 = برابر   𝑋𝑋ممکن برای    مقادیر  تعداد،  1

∣ 𝒳𝒳 ∣ با  است، می  1− را  آنتروپی شرطی  ∣)logتوان  𝒳𝒳 ∣ تعداد حالات ممکن   (1− لگاریتم  که 

 ∎ دهد.مینتیجه تری را . جایگزینی این مقدار، نامساوی قویرددار کاست، کران

ی حدس زده اطلاع باید بدون هیچ    𝑋𝑋وجود نداشته باشد. بنابراین،    𝑌𝑌فرض کنید هیچ اطلاعی از  

𝑋𝑋شود. فرض کنید   ∈ {1,2, … ,𝑚𝑚}    و𝑝𝑝1 ≥ 𝑝𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑝𝑚𝑚  در این حالت، بهترین حدس .𝑋𝑋� = 1  

𝑃𝑃𝑒𝑒و احتمال خطای حاصل   = 1 − 𝑝𝑝1 شودمی تبدیلنامساوی فانو به صورت زیر  و است: 

𝐻𝐻(𝑃𝑃𝑒𝑒) + 𝑃𝑃𝑒𝑒 log(𝑚𝑚− 1) ≥ 𝐻𝐻(𝑋𝑋). 

 را به صورت زیر در نظر بگیریم: تابع جرم احتمالدهد اگر در نامساوی بالا تساوی رخ می

(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2, … ,𝑝𝑝𝑚𝑚) = �1 − 𝑃𝑃𝑒𝑒 ,
𝑃𝑃𝑒𝑒

𝑚𝑚 − 1
, … ,

𝑃𝑃𝑒𝑒
𝑚𝑚 − 1�

 

 بنابراین، نامساوی فانو دقیق است.

کنیم. میکند، معرفی  نامساوی جدیدی را که احتمال خطا و آنتروپی را به هم مرتبط می  اکنون

باشند. احتمال   𝐻𝐻(𝑋𝑋)با آنتروپی    و  دو متغیر تصادفی مستقل با توزیع یکسان  ′𝑋𝑋و    𝑋𝑋فرض کنید  

𝑋𝑋 = 𝑋𝑋′  شود:به صورت زیر داده می 

Pr(𝑋𝑋 = 𝑋𝑋′) = �𝑝𝑝2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

. 

 نامساوی زیر را داریم:بنابراین 

.𝑖𝑖)توزیع مستقل و هم ′𝑋𝑋و   𝑋𝑋اگر   :٣-١لم  𝑖𝑖.𝑑𝑑)  با آنتروپی𝐻𝐻(𝑋𝑋)  داریم: باشند 

Pr(𝑋𝑋 ≠ 𝑋𝑋′) ≥ 2−𝐻𝐻(𝑋𝑋), 



 
۴۴ 

 

 دارای توزیع یکنواخت باشد.  𝑋𝑋اگر و تنها اگر   رخ می دهد تساوی و

𝑋𝑋فرض کنید  اثبات: ∼ 𝑝𝑝(𝑥𝑥):با استفاده از نامساوی جنسن، داریم . 

2𝐸𝐸(log𝑝𝑝(𝑋𝑋)) ≤ 𝐸𝐸�2log𝑝𝑝(𝑋𝑋)�, 

 که دلالت بر این دارد که 

2−𝐻𝐻(𝑋𝑋) = 2∑𝑝𝑝(𝑥𝑥) log𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≤�𝑝𝑝(𝑥𝑥)2log𝑝𝑝(𝑥𝑥) = �𝑝𝑝2(𝑥𝑥) .∎ 

𝑥𝑥برای    کهبه طوری  مستقل باشند،  دو متغیر تصادفی    ′𝑋𝑋و    𝑋𝑋فرض کنید    : ٩-١  جهینت ∈ 𝒳𝒳 ،

𝑋𝑋 داشته باشیم ∼ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)   و𝑋𝑋′ ∼ 𝑟𝑟(𝑥𝑥). آنگاه: 

Pr(𝑋𝑋 = 𝑋𝑋′) ≥ 2−𝐻𝐻(𝑝𝑝)−𝐷𝐷(𝑝𝑝||𝑟𝑟), 

Pr(𝑋𝑋 = 𝑋𝑋′) ≥ 2−𝐻𝐻(𝑟𝑟)−𝐷𝐷(𝑟𝑟||𝑝𝑝). 

 : داریم: اثبات

2−𝐻𝐻(𝑝𝑝)−𝐷𝐷(𝑝𝑝∥𝑟𝑟) = 2∑𝑝𝑝(𝑥𝑥)log𝑝𝑝(𝑥𝑥)+∑𝑝𝑝(𝑥𝑥)log𝑟𝑟(𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 2∑𝑝𝑝(𝑥𝑥)log 𝑟𝑟(𝑥𝑥) ≤ ∑𝑝𝑝(𝑥𝑥)2log 𝑟𝑟(𝑥𝑥)

= ∑𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑟𝑟(𝑥𝑥) = Pr(𝑋𝑋 = 𝑋𝑋′) 

𝑓𝑓(𝑦𝑦)از نامساوی جنسن و تحدب تابع    موجود در خط اول که نامساوی = 2𝑦𝑦شودحاصل می. ∎ 
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 تصویر  پردازش در  کاربرد و گسسته کای‑دو اطلاع اندازه تعمیمفصل دوم:   ٢

 

 

 

 مقدمه ٢-١

بسیاری از کاربردهای دنیای واقعی، منابع   به عنوان   .ی دارای طبیعت گسسته هستنداطلاعدر 

شود. در  متنی که هر کلمه یک مقدار گسسته از یک واژگان محدود را شامل می  هایمثال، داده

اطلاع پیوسته    شوند که منبع  طور معمول در مواردی استفاده می  های اطلاع پیوسته به مقابل، اندازه

پردازش سیگنال اشاره کرد (برونی و همکاران،   ی دراطلاعتوان به منبع  به عنوان مثال، می  .است

توانند، بدون نیاز به که می  یکی از مزایای مرتبط با معیارهای اطلاع گسسته این است.  ) ٢٠١٣

های داده   مشاهده شده نمادها یا  هایفراوانیدانستن توزیع احتمالی زیربنایی، به سادگی از طریق  

یک منبع   ها، امکان به  ی، محاسبه شوند. در حقیقت با استفاده از این ویژگیاطلاعمختلف در 

این فشرده  کارگیری  مانند  متنوعی  کاربردهای  در  یادگیری معیارها  و  خطا  تصحیح  داده،  سازی 

 ). ٢٠٢۵آنجالی و گوپتا، ؛ ٢٠١١شود (گری، ماشین فراهم می

های خاصی وجود دارد که انتخاب در هر دو نوع اندازه اطلاع پیوسته و گسسته، مزایا و محدودیت

سازد. در حالت پیوسته، های منبع اطلاع موردنظر میها را وابسته به کاربرد خاص و ویژگیآن  بین

ها به صورت یک داده  زیرامدل احتمال برای متغیرهای تصادفی هستیم،    به دنبال برآورد  معمولا

؛ احراری و همکاران، ٢٠١٧(صانعی طبس و محتشمی برزادران،    شوندتوزیع پیوسته بیان می
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های یا استفاده از روش   ١یک تابع چگالی احتمال  ممکن است از طریق برازش  برآورداین  ).  ٢٠١٩

ای است به عنوان یک گام واسطه  ها نیز ممکنسازی داده انجام شود. در این فرآیند، گسسته  ٢هسته

با این حال،    .های پیوسته اعمال شوندهای اطلاع بتوانند روی مجموعه داده به کار رود تا اندازه

 توزیع احتمال اولیه  برآوردشوند، زیرا هرگونه خطا در   برآوردتوانند منجر به خطای این مراحل می

  ، همکاران  و  (وانگ  گذاشت  خواهد  تأثیر  محاسبات  بر  در  ).  ٢٠٢۵مستقیما  دیگر،  سوی  از 

داده با  که  به    هایکاربردهایی  نیاز  داریم،  کار  و  احساس   برآوردگسسته سر  کمتر  احتمال  توزیع 

میمی زیرا  از  شود،  مستقیما  دادههای  اوانیفرتوان  در  شده  محاسبه  مشاهده  برای  گسسته  های 

در مسائل مرتبط با پردازش    به عنوان مثال،).  ٢٠٢۴های اطلاع استفاده کرد (وانگ و فان،  اندازه

دارند و    گسسته  ها به طور ذاتی ماهیت  های ژنتیکی، دادهبندی متون و داده زبان طبیعی، دسته 

توانند بدون نیاز به برآورد توزیع احتمالاتی پیوسته، مستقیما از توزیع معیارهای اطلاع گسسته می

های پیوسته به ویژه زمانی که معیارهای استفاده شوند. از لحاظ نظری، کار کردن با مدل  تجربی

انتگرالی  به صورت  میتعریف شده   اطلاع  را  انتگرال  درون  تابع  و  توابع اند  از  استفاده  با  توان 

تر است. برای مثال،  ها توصیف کرد گاهی ساده آن  هایی مرتبط با مشتقاتریاضی پیوسته یا کمیت 

شود، پارامترهای آن استفاده می  در اطلاع فیشر پیوسته، از مشتق تابع چگالی احتمال نسبت به

گسسته بهره    درحالی که در حالت گسسته، به جای مشتق معمولی، از مشتق تفاضلی در فضای

ها و اهداف تواند پیچیدگی بیشتری به همراه داشته باشد. بنابراین، بسته به نوع دادهگیریم که میمی

نظر، انتخاب میان معیارهای اطلاع پیوسته و گسسته تأثیر قابل توجهی بر کارایی و دقت   مورد

 ). ١٩۴٨داشت (شانون،  ی خواهداطلاعهای تحلیل

، ٤، اکستروپی٣های اطلاع گسسته در نظریه اطلاع می توان به آنتروپی شانونترین اندازهاز مهم 

اشاره کرد. فرض   ٧گسسته  اطلاعو تابع مولد    ،٦، اطلاع فیشر گسسته٥سیمپسون‑شاخص جینی

𝑷𝑷یک متغیر تصادفی گسسته با تابع جرم احتمال    𝑋𝑋  کنید = (𝑝𝑝1, … ,𝑝𝑝𝑛𝑛)    .های تعریف اندازهباشد

 
1 Probability Density Function 
2 Kernel 
3 Shannon entropy 
4 Extropy 
5 Gini–Simpson index 
6 Discrete Fisher information 
7 Discrete information generating function 
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 :اطلاع بالا به ترتیب عباتند از

 آنتروپی شانون:

𝐻𝐻(𝑷𝑷) =  −�𝑝𝑝𝑖𝑖 log 𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑛𝑛

i=1

.  

 معیار اکستروپی:

𝐻𝐻�(𝑷𝑷) =  −�(1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖) log(1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖)
𝑛𝑛

i=1

. 

 :شاخص جینی‑سیمپسون

𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑷𝑷) =  �𝑝𝑝𝑖𝑖(1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖)
𝑛𝑛

i=1

= 1 −�𝑝𝑝𝑖𝑖2
𝑛𝑛

i=1

. 

 ه:اطلاع فیشر گسست

𝒥𝒥(𝑷𝑷) =  �
(𝑝𝑝𝑖𝑖+1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖)2

𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑛𝑛

i=1

, 𝑝𝑝𝑛𝑛+1 = 0. 

 :تابع مولد اطلاع گسسته

𝐺𝐺𝛼𝛼(𝑷𝑷) =  �𝑝𝑝𝑖𝑖𝛼𝛼
𝑛𝑛

i=1

, 𝛼𝛼 > 0. 

خوارزمی   )،a٢٠٢٣و    ٢٠٢١( خوارزمی و بالاکریشنان    )، ١٩۴٨(برای جزئیات بیشتر به شانون  

مراجعه  )  ٢٠٢۴(خوارزمی و بالاکریشنان    ) وc٢٠٢٣(خوارزمی و همکاران    )،a٢٠٢٣(و همکاران  

بلکه در بسیاری از کاربردهای عملی، از جمله یادگیری    د. این معیارها نه تنها در حوزه نظری،کنی

ها برای انتخاب ماشین، این اندازه   کنند. در یادگیریماشین و پردازش تصویر، نقش مهمی ایفا می 

گیرند. به می  ها مورد استفاده قرارشباهت داده  بندی و سنجشهای دستهسازی مدلویژگی، بهینه

درخت در  شانون  آنتروپی  مثال،  اندازهعنوان  برای  تصمیم  یکهای  قطعیت  عدم    متغیر   گیری 

 هایی مانند جنگل تصادفی برای تعیین خلوصرود و شاخص جینی در الگوریتمبه کار می   تصادفی
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علاوه بر این، در پردازش ).  ٢٠٢٣شود (ناوارو و همکاران،  استفاده می   بندیها در فرایند دستهگره

های تصویری  سازی دادهالگو و فشرده   تصویر، تشخیص  تصویر، از این معیارها برای بهبود کیفیت

میزان تغییرات ساختاری تصاویر   شود. به طور خاص، اطلاع فیشر گسسته در ارزیابیاستفاده می

بهینه  الگوریتمو  قرار می سازی  استفاده  مورد  لبه  تابعهای تشخیص  اطلاع   گیرد. همچنین،  مولد 

ارزیابی شباهت و  تواند در تحلیل و توصیف ویژگیگسسته می های پیچیده تصاویر، به ویژه در 

ب  کیفیت اندازههتصویر،  ابزارهای قدرتمندی برای کار برده شود. در مجموع،  های اطلاع گسسته 

داده گسستهتحلیل  می  های  گرفته محسوب  قرار  توجه  مورد  مختلف  کاربردهای  در  و  اند شوند 

 ). ٢٠١٩(سوراتی و همکاران، 

 مشترک روی تکیه گاه    𝑔𝑔و    𝑓𝑓  با توابع چگالی پیوسته به ترتیب  دو متغیر تصادفی  𝑌𝑌و    𝑋𝑋فرض کنید  

𝒳𝒳    .یافته  و کای‑دو تعمیم)  ٢٠١٣های واگرایی کای‑دو (نلسن و ناک،  اندازه  در این صورتباشند

 :تعریف می شوندزیر  به صورت به ترتیب)  ١٩٩٨(باسو و همکاران، 

)١-٢ ( 𝜒𝜒2(𝑓𝑓:𝑔𝑔) = �
[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)]2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝒳𝒳

, 

)٢-٢ ( 𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑓𝑓:𝑔𝑔) =
1 + 𝛼𝛼

2
�

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)]2

𝑓𝑓1−𝛼𝛼(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝒳𝒳

. 

) علیزاده  و  واگرایی )  ١٣٩٢خوارزمی  اندازه  با  آن  ارتباط  و  کای‑دو  معیار  براساس    نتایجی 

) بالاکریشنان  و  خوارزمی  اخیرا  دادند.  ارائه  اندازه)  ٢٠٢۴جنسن‑فیشر  گرفتن  نظر  در  های با 

یک اندازه اطلاع جدید    )٢-٢( و کای دو تعمیم یافته در رابطه    )١-٢(  اطلاع کای‑دو در رابطه

 زیر معرفی کردند: به صورت

)٣-٢ ( 𝐷𝐷𝛼𝛼
𝜓𝜓(𝑓𝑓:𝑔𝑔) =

1 + 𝛼𝛼
2

�
[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)]2

𝜓𝜓1−𝛼𝛼(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝒳𝒳

, 

نامیده شد. نسبی  -𝜒𝜒𝛼𝛼2ع  این کمیت اندازه اطلا  توابع چگالی احتمال هستند.  𝜓𝜓و    𝑓𝑓  ،𝑔𝑔  که در آن

دو -کای  و  )𝜒𝜒2( های اطلاع از قبیل کای‑دو  نشان دادند که این معیار جدید اطلاع، کمیت  هاآن

شود. علاوه بر این، بالاکریشنان‑سانگهاوی را به عنوان حالات خاص شامل می  )𝜒𝜒𝛼𝛼2یافته ( تعمیم

 به صورت )١-٢( را بر اساس معیار  𝜒𝜒𝛼𝛼2- جنسن شامل جنسن نویسندگان اندازه واگرایی از نوع
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)٢-۴ ( 𝒥𝒥𝛼𝛼
𝜓𝜓(𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2;𝒑𝒑) = 𝑝𝑝𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝜓𝜓: 𝑓𝑓1) + (1 − 𝑝𝑝)𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝜓𝜓: 𝑓𝑓2) − 𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝜓𝜓:𝑝𝑝𝑓𝑓1 + (1 − 𝑝𝑝)𝑓𝑓2), 

واگرایی جنسن اندازه  در حقیقت،    𝜒𝜒𝛼𝛼2 -(𝑝𝑝,𝑤𝑤)- و  کردند.  معرفی  آن  از  تعیمم  یک  عنوان  به  را 

𝐷𝐷𝛼𝛼هایی از  پیشنهاد شده تعمیم  𝜒𝜒𝛼𝛼2 -(𝑝𝑝,𝑤𝑤)-و جنسن  𝜒𝜒𝛼𝛼2- ی جنسنمعیارهای واگرای
𝜓𝜓(𝑓𝑓:𝑔𝑔)   هستند

نشان )  ٢٠٢۴خوارزمی و بالاکریشنان (    که براساس خاصیت تحدب این معیارها ارائه شده است.

به   𝜒𝜒𝛼𝛼2- یای از معیارهای واگرایی نسبه صورت آمیختهتوان برا می  𝜒𝜒𝛼𝛼2- جنسن  دادند که واگرایی

 صورت زیر نشان داد: 

𝒥𝒥𝛼𝛼
𝜓𝜓(𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2;𝒑𝒑) = 𝑝𝑝𝐷𝐷𝛼𝛼

𝜓𝜓(𝑓𝑓1: 𝑓𝑓𝑇𝑇) + (1 − 𝑝𝑝)𝐷𝐷𝛼𝛼
𝜓𝜓(𝑓𝑓2: 𝑓𝑓𝑇𝑇), 

0که در آن   < 𝑝𝑝 < قابل توجه این است که تمام این مطالعات در حالت پیوسته و    و   کته مهم ن  .1

در حالی که مطالعه این معیار در حالت گسسته    ،اندبوده   ) ١-٢(با معیار کای‑دو در رابطه  مرتبط  

حاضر، پرداختن به این موضوع    پروژهیکی از اهداف اصلی    .نشده است  به طور مستقل بررسی

این   در  اصلی  هدف  معرفیپروژهاست.  رابطهنسخه   ،  در  اطلاع  معیارهای  از  گسسته   های های 

و مطالعه روابط بین همچنین تعمیم آن ها بر اساس خاصیت تحدب    ،) ۴-٢(و    )٣-٢(  ،)٢-٢(

اینکه علاقهآن به ویژه  این کمیتها است.  تا  از مدلمند هستیم  برای برخی  را   های های اطلاع 

شاخه در  پرکاربرد  و  کدگمعروف  نظریه  توزیعذهای  قبیل  از  ترمودیناک  و  و اری  اسکورت  های 

نیز مورد مطالعه و بررسی قرار دهیم. در پایان هم    )٢٠١٣و    ٢٠٠٩(برچر،    اسکورت تعمیم یافته 

 .شودیکی از این معیارهای اطلاع معرفی شده ارائه میدو کاربرد در زمینه پردازش تصویر برای  

با در نظر گرفتن   دومبه صورت زیر خواهد بود: ابتدا در بخش    این فصلساختار    ،بر این اساس 

افته گسسته و اندازه  واگرایی کای‑دو تعمیم    هایاندازه،  ) ٢-٢(در رابطه    اندازه واگرایی کای‑دو

های جدید معرفی سپس این اندازه  .دنشومعرفی میبین دو تابع جرم احتمال    𝜒𝜒𝛼𝛼2- واگرایی نسبی 

یافته بدست و اسکورت تعمیم  های شناخته شده و پرکاربرد اسکورتشده را برای برخی از توزیع

بررسی   آوریم. علاوه بر این یک مثال مرتبط با توزیع برنولی ارائه و نمودارهای سه بعدیمی نیز 

را    𝜒𝜒𝛼𝛼2- گسسته، اندازه واگرایی جنسن  𝜒𝜒𝛼𝛼2  ، با در نظر گرفتن اندازه اطلاعسومدر بخش    د.نمی شو

توان به صورت یک ترکیب دهیم که این اندازه اطلاع جدید را مینشان می   کنیم. سپسمی معرفی  

شود که مشتق گسسته نسبی بیان کرد. علاوه بر این نشان داده می  𝜒𝜒𝛼𝛼2  های واگراییمحدب از اندازه 
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گسسته نسبی است. در   𝜒𝜒𝛼𝛼2  دارای رابطه مستقیم با  𝜒𝜒𝛼𝛼2- مرتبه دوم کمیت اندازه واگرایی جنسن

𝑛𝑛برای حالت    𝜒𝜒𝛼𝛼2- پایان این بخش، یک تعمیم از تعریف اندازه واگرایی جنسن + متغیر تصادفی    1

,𝜒𝜒𝛼𝛼2-(𝑤𝑤- معرفی معیار واگرایی جنسنشود.  ارائه می  𝜆𝜆)  در  های مهم آن  و مطالعه برخی از ویژگی

، از آن برای گسسته  𝜒𝜒𝛼𝛼2  ، به منظور بررسی عملکرد معیارپنجمشود. در بخش  ارائه می چهارم  بخش  

 کنیم. علاوه بر این، کارایی این اندازه اطلاع را با کمیت نسبتارزیابی کیفیت تصویر استفاده می 

که یک معیار استاندارد برای ارزیابی کیفیت تصویر است، مقایسه و   )PSNR(  ١سیگنال به نویز

بهبخش    .کنیمتحلیل می لازم به ذکر است که منبع   .شودمی   اص داده صاخت  گیرینتیجه  ششم نیز 

 ) است. ٢٠٢۶اصلی این فصل خوارزمی و شیرازی (

 گسسته و تعمیم آن  𝝌𝝌𝜶𝜶𝟐𝟐اندازه اطلاع  ٢-٢

𝑷𝑷فرض کنید    : ١-٢  فیتعر = (𝑝𝑝1, … ,𝑝𝑝𝑛𝑛)  و  𝑸𝑸 = (𝑞𝑞1, … , 𝑞𝑞𝑛𝑛)  .در    دو تابع جرم احتمال باشند

 شود: به صورت زیر تعریف می   𝑸𝑸  و   𝑷𝑷گسسته بین توابع جرم احتمال    𝜒𝜒𝛼𝛼2این صورت اندازه اطلاع  

)٢-۵ ( 
𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸) =

1 + 𝛼𝛼
2

�
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

.∎ 

کنید    :٢-٢  فیتعر 𝑷𝑷فرض  = (𝑝𝑝1, … ,𝑝𝑝𝑛𝑛)  ،𝑸𝑸 = (𝑞𝑞1, … , 𝑞𝑞𝑛𝑛)    و𝑹𝑹 = (𝑟𝑟1, … , 𝑟𝑟𝑛𝑛)   جرم تابع 

نسبت    𝑸𝑸  و  𝑷𝑷نسبی گسسته بین توابع جرم احتمال    𝜒𝜒𝛼𝛼2. در این صورت اندازه اطلاع  احتمال باشند 

 شود:به صورت زیر تعریف می 𝑹𝑹به تابع جرم احتمال 

)٢-۶ ( 
𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸) =

1 + 𝛼𝛼
2

�
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

.∎ 

 شود که با قراردادن، دیده می )۶-٢(و    )۵-٢(های  های اطلاع در رابطهبا توجه به تعریف اندازه 

𝑹𝑹 = 𝑷𝑷 داشت خواهیم :𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸) = 𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸). 

باشند.   𝑞𝑞و    𝑝𝑝  متغیر تصادفی برنولی به ترتیب با پارامترهایدو    𝑌𝑌و    𝑋𝑋  کنید  فرض  :١-٢مثال  

با این دو متغیر تصادفی به ترتیب به صورت   𝑷𝑷بردارهای احتمال متناظر  = (𝑝𝑝, 1 − 𝑝𝑝)   و  𝑸𝑸 =

(𝑞𝑞, 1 − 𝑞𝑞)    .واگرایی    اکنون با توجه به تعریف اندازه هستند𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸)    ۵-٢(گسسته در رابطه (  

 
1 Peak Signal-to-Noise Ratio 
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 : خواهیم داشت

𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸) =
1 + 𝛼𝛼

2
�

[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
1 + 𝛼𝛼

2
(𝑝𝑝 − 𝑞𝑞)2 �

1
𝑝𝑝1−𝛼𝛼

+
1

(1 − 𝑝𝑝)1−𝛼𝛼�. 

 

𝛼𝛼: نمودار سه بعدی برای الف.  ١-٢شکل   = 𝛼𝛼.  ، ب0.1 = 𝛼𝛼ج.  ،  0.5 = 𝛼𝛼د.  و    0.8 = برحسب    𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸)اندازه واگرایی    1.25

 .𝑞𝑞و   𝑝𝑝های احتمال 

از بعدی  نمودار سه  انتخاب شده    𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸)  یک  مقادیر  یعنی  𝛼𝛼برای  در    (0.1,0.5,0.8,1.25)، 

که ملاحظه می  ١-٢شکل   افزایشرسم شده است. همانطور  با  مقدار 1.25به    0.1از    𝛼𝛼  شود   ،

𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸)    به   حساسیت معیار نسبت  شوند، که بیانگر کاهشتر میصافکاهش یافته و نمودارها
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𝑝𝑝است. این واگرایی در حالت    𝑞𝑞و    𝑝𝑝  اختلاف بین = 𝑞𝑞  رسد و با افزایش فاصله بین به حداقل می

برای مقادیر کوچک   دهد. همچنین،یابد، که خاصیت جداسازی آن را نشان می ها افزایش می آن

𝛼𝛼،   های نمودار تیزتر و مقادیر واگرایی در نواحی دور از خط قطری بیشتر هستند. این رفتارقله  

نقش مهمی در میزان تمایز قائل شدن بین دو توزیع دارد و بسته به    𝛼𝛼نشان می دهد که انتخاب  

به   𝑍𝑍  تغیر تصادفیم  را برای کنترل حساسیت تنظیم کرد. فرض کنید که    𝛼𝛼  توانکاربرد، می نیز 

اکنون با در نظر گرفتن بردارهای احتمال متناظر با باشد.    𝑟𝑟  صورت دارای توزیع برنولی با پارامتر 

𝑷𝑷به صورت    𝑍𝑍و    𝑋𝑋  ،𝑌𝑌    متغیرهای = (𝑝𝑝, 1 − 𝑝𝑝)،  𝑸𝑸 = (𝑞𝑞, 1 − 𝑞𝑞)    و𝑹𝑹 = (𝑟𝑟, 1 − 𝑟𝑟)    و با توجه

 ، خواهیم داشت: )۶-٢(گسسته نسبی در رابطه  𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷,𝑸𝑸)به تعریف اندازه واگرایی 

𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸) =
1 + 𝛼𝛼

2
(𝑝𝑝 − 𝑞𝑞)2 �

1
𝑟𝑟1−𝛼𝛼

+
1

(1 − 𝑟𝑟)1−𝛼𝛼� .∎ 

𝑷𝑷فرض کنید   = (𝑝𝑝1, … ,𝑝𝑝𝑛𝑛)  و  𝑸𝑸 = (𝑞𝑞1, … , 𝑞𝑞𝑛𝑛)  .در این صورت تابع   دو تابع جرم احتمال باشند

𝜂𝜂برای    𝑸𝑸و    𝑷𝑷یافته  و تابع جرم احتمال اسکورت تعمیم  𝑷𝑷جرم احتمال اسکورت مربوط به   > 0  

؛ خوارزمی و بالاکریشنان، ٢٠١٣؛ برچر،  ٢٠٠٩برچر،  (  شوندبه ترتیب به صورت زیر تعریف می

aخوارزمی و همکاران، ؛ ٢٠٢٣b٢٠٢٣:( 

)٧-٢ ( 𝑷𝑷𝜂𝜂 = �
𝑝𝑝1
𝜂𝜂

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
, … ,

𝑝𝑝𝑛𝑛
𝜂𝜂

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�, 

)٨-٢ ( 
𝑺𝑺𝜂𝜂 = �

𝑝𝑝1
𝜂𝜂𝑞𝑞1

1−𝜂𝜂

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

, … ,
𝑝𝑝𝑛𝑛
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑛𝑛

1−𝜂𝜂

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

�. 

𝑷𝑷فرض کنید    :١-٢  هیقض  = (𝑝𝑝, 1 − 𝑝𝑝)  و  𝑸𝑸 = (𝑞𝑞, 1 − 𝑞𝑞)  ل ودو تابع جرم احتما  𝑷𝑷𝜂𝜂   تابع جرم

0باشد. در این صورت برای  𝑷𝑷متناظر با  احتمال اسکورت < 𝛼𝛼, 𝜂𝜂 < 𝑹𝑹و  1 = 𝑷𝑷𝜂𝜂  :داریم 

𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑸𝑸) =
1 + 𝛼𝛼
1 + 𝛽𝛽

𝐺𝐺𝜂𝜂1−𝛼𝛼(𝑷𝑷)𝜒𝜒𝛽𝛽2(𝑷𝑷:𝑸𝑸), 

𝛽𝛽که در آن   = 1 − 𝜂𝜂(1 − 𝛼𝛼)   و𝐺𝐺𝜂𝜂(𝑷𝑷) = ∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 تابع مولد اطلاع گسسته 𝑷𝑷   با مرتبه𝜂𝜂  .است 

𝑹𝑹با فرض اینکه   :اثبات = 𝑷𝑷𝜂𝜂 :داریم 



 
۵٣ 

 

𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑸𝑸) =
1 + 𝛼𝛼

2 ��𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�
1−𝛼𝛼

�
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂−𝜂𝜂𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
1 + 𝛼𝛼

2
𝐺𝐺𝜂𝜂1−𝛼𝛼(𝑷𝑷)�

[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂−𝜂𝜂𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
1 + 𝛼𝛼
1 + 𝛽𝛽

𝐺𝐺𝜂𝜂1−𝛼𝛼(𝑷𝑷)𝜒𝜒𝛽𝛽2(𝑷𝑷:𝑸𝑸), 

𝛽𝛽که در آن   = 1 − 𝜂𝜂(1 − 𝛼𝛼) همچنین برای .𝑹𝑹 = 𝑺𝑺𝜂𝜂 :داریم 

2𝐷𝐷𝛼𝛼=0𝑹𝑹 (𝑷𝑷:𝑸𝑸) = �
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑺𝑺𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= ��𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

��
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

)٩-٢ ( 
= Γ𝜂𝜂(𝑷𝑷:𝑸𝑸)�

[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

, 

Γ𝜂𝜂(𝑷𝑷:𝑸𝑸)که در آن   = ∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  تابع مولد اطلاع نسبی بین توابع جرم احتمال  𝑷𝑷    و𝑸𝑸  .است 

∎ 

𝐷𝐷𝛼𝛼=0𝑹𝑹 یک کران پایین برای کمیت   :٢-٢ هیقض  (𝑷𝑷:𝑸𝑸)  به صورت زیر است: )٩-٢(در رابطه 

𝐷𝐷𝛼𝛼=0𝑹𝑹 (𝑷𝑷:𝑸𝑸) ≥
Γ𝜂𝜂(𝑷𝑷:𝑸𝑸)

2(1 − 𝜂𝜂)2 𝜒𝜒
2(𝑷𝑷𝑇𝑇:𝑷𝑷), 

𝑷𝑷𝑇𝑇که در آن   = 𝜂𝜂𝑷𝑷 + (1 − 𝜂𝜂)𝑸𝑸 جرم احتمال آمیخته و  𝜒𝜒2(. : .  .اندازه واگرایی کای‑دو است (

 و فرض اینکه 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑸𝑸)  از تعریف :اثبات

𝑹𝑹 = 𝑺𝑺𝜂𝜂 = �
𝑝𝑝1
𝜂𝜂𝑞𝑞1

1−𝜂𝜂

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

, … ,
𝑝𝑝𝑛𝑛
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑛𝑛

1−𝜂𝜂

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

� , 0 ≤ 𝜂𝜂 ≤ 1, 

که به   𝑸𝑸و    𝑷𝑷  میانگین هندسی‑میانگین حسابی بین توابع جرم احتمال  نامساویو با استفاده از  

𝑷𝑷𝜂𝜂𝑸𝑸1−𝜂𝜂صورت   ≤ 𝜂𝜂𝑷𝑷 + (1 − 𝜂𝜂)𝑸𝑸    و توجه به اینکه  ) ٢٠٠۴(استیل،  است ،𝑸𝑸 − 𝑷𝑷 = 𝑷𝑷𝑇𝑇−𝑷𝑷
1−𝜂𝜂

 

 خواهیم داشت: 

2𝐷𝐷𝛼𝛼=0𝑹𝑹 (𝑷𝑷:𝑸𝑸) = ��𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

��
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= Γ𝜂𝜂(𝑷𝑷:𝑸𝑸)�
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑞𝑞𝑖𝑖

1−𝜂𝜂

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≥ Γ𝜂𝜂(𝑷𝑷:𝑸𝑸)�
[𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖]2

𝜂𝜂𝑝𝑝𝑖𝑖 + (1 − 𝜂𝜂)𝑞𝑞𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
Γ𝜂𝜂(𝑷𝑷:𝑸𝑸)
(1 − 𝜂𝜂)2 𝜒𝜒

2(𝑷𝑷𝑇𝑇:𝑷𝑷). 



 
۵۴ 

 

شود که تساوی در کران پایین ارائه شده زمانی برقرار مشاهده می  ٢-٢  هیقضبا توجه به اثبات  

𝜂𝜂 است که = 𝜂𝜂یا  0 = 1. ∎ 

 گسسته 𝝌𝝌𝜶𝜶𝟐𝟐-اندازه اطلاع جنسن ٢-٣

کنید    :٣-٢  فیتعر 𝑷𝑷فرض  = (𝑝𝑝1, … ,𝑝𝑝𝑛𝑛)  ،𝑸𝑸 = (𝑞𝑞1, … , 𝑞𝑞𝑛𝑛)    و𝑹𝑹 = (𝑟𝑟1, … , 𝑟𝑟𝑛𝑛)   جرم تابع 

نسبت    𝑸𝑸  و  𝑷𝑷نسبی گسسته بین توابع جرم احتمال    𝜒𝜒𝛼𝛼2. در این صورت اندازه اطلاع  احتمال باشند 

 شود:به صورت زیر تعریف می 𝑹𝑹به تابع جرم احتمال 

)١٠-٢ ( 𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤) = 𝑤𝑤𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹:𝑷𝑷) + (1 −𝑤𝑤)𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹:𝑸𝑸) − 𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸)∎ 

 نامنفی است.  𝜒𝜒𝛼𝛼2-اندازه جنسن :١-٢لم 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)که تابع  با توجه به این   :اثبات = 𝑥𝑥2   محدب است، با استفاده از نامساوی جنسن خواهیم

 :داشت

2
1 + 𝛼𝛼

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤)

= 𝑤𝑤�
(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝑤𝑤)�
(𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 + (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝑤𝑤�
𝑝𝑝𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝑤𝑤)�
𝑞𝑞𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 + (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≥ 0.∎ 

  𝑷𝑷به ترتیب    جرم احتمالدارای تابع    𝑋𝑋2و    𝑋𝑋1کنید متغیرهای تصادفی گسسته  فرض    :٣-٢  هیقض 

ای از اندازه توان به صورت آمیختهرا می  𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤)باشند. در این صورت اندازه اطلاع    𝑸𝑸  و

 به صورت زیر بیان کرد: 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹گسسته نسبی، یعنی  𝜒𝜒𝛼𝛼2اطلاع 

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤) = 𝑤𝑤𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑷𝑷𝑇𝑇) + (1 −𝑤𝑤)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑸𝑸:𝑷𝑷𝑇𝑇), 

تابع جرم احتمال آمیخته    𝑷𝑷𝑇𝑇و    )۶-٢(اندازه اطلاع داده شده در رابطه    𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑷𝑷𝑇𝑇)که در آن  

 . است



 
۵۵ 

 

𝑷𝑷𝑇𝑇  با توجه به تعریف: اثبات = 𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸 :داریم 

2
1 + 𝛼𝛼

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤) = 𝑤𝑤�
𝑝𝑝𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝑤𝑤)�
𝑞𝑞𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 + (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 

𝑘𝑘 از طرف دیگر، با قرار دادن  = 𝑤𝑤𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑷𝑷𝑇𝑇) + (1 −𝑤𝑤)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑸𝑸:𝑷𝑷𝑇𝑇)  :خواهیم داشت 

2
1 + 𝛼𝛼

𝑘𝑘 = 𝑤𝑤�
(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝑤𝑤)�
(𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝑤𝑤�
𝑝𝑝𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 2𝑝𝑝�
𝑝𝑝𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ 𝑤𝑤�
(𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 −𝑤𝑤)�
𝑞𝑞𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 2(1 − 𝑤𝑤)�
𝑞𝑞𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝑤𝑤)�
(𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝑤𝑤�
𝑝𝑝𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 −𝑤𝑤)�
𝑞𝑞𝑖𝑖2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 2�
(𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ �
(𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

.∎ 

  𝑷𝑷به ترتیب    جرم احتمالدارای تابع    𝑋𝑋2و    𝑋𝑋1کنید متغیرهای تصادفی گسسته  فرض    :۴-٢  هیقض 

 داریم:باشند. در این صورت  𝑸𝑸 و

−
1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑤𝑤2 𝒥𝒥𝛼𝛼
𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤) = 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑸𝑸). 

 داریم: )١٠-٢(در رابطه   𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤)  با استفاده از تعریف :اثبات

−
1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑤𝑤2 𝒥𝒥𝛼𝛼
𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤)

= −
1 + 𝛼𝛼

4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ��

(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�
(𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�

+
1 + 𝛼𝛼

2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ��(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖)

𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 + (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖
𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�

=
1 + 𝛼𝛼

2
�

(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

.∎ 

𝑛𝑛به حالت   )١٠-٢(گسسته در رابطه    𝜒𝜒𝛼𝛼2- اکنون تعریف اندازه اطلاع جنسن + متغیر تصادفی   1

 .شودتعمیم داده می 



 
۵۶ 

 

,𝑌𝑌,𝑋𝑋1فرض کنید    : ۴-٢  فیتعر … ,𝑋𝑋𝑛𝑛    با توابع جرم احتمال به ترتیب متغیرهای تصادفی گسسته 

𝑹𝑹,𝑷𝑷1, … ,𝑷𝑷𝑛𝑛    که 𝑷𝑷𝑖𝑖باشند  = (𝑝𝑝𝑖𝑖1, … ,𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖)  و  𝑹𝑹 = (𝑟𝑟1, … , 𝑟𝑟𝑛𝑛)    و𝑤𝑤1, … ,𝑤𝑤𝑛𝑛    حقیقی اعداد 

∑  غیرمنفی باشند به طوری که 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = عبارت است    𝜒𝜒𝛼𝛼2-اندازه اطلاع جنسن. در این صورت  1

 از:

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷1, … ,𝑷𝑷𝑛𝑛;𝑤𝑤) = �𝑤𝑤𝑖𝑖𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹:𝑷𝑷𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 𝜒𝜒𝛼𝛼2 �𝑹𝑹:�𝑤𝑤𝑖𝑖𝑷𝑷𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

� .∎ 

,𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷1اندازه اطلاع    :۵-٢  هیقض  … ,𝑷𝑷𝑛𝑛;𝑤𝑤)  آمیختهرا می اندازه اطلاع توان به صورت  از  ای 

 به صورت زیر بیان کرد: 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹 نسبی

)١١-٢ ( 
𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷1, … ,𝑷𝑷𝑛𝑛;𝑤𝑤) = �𝑤𝑤𝑖𝑖𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹 �𝑷𝑷𝑖𝑖:�𝑤𝑤𝑖𝑖𝑷𝑷𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

, 

 ∎ .شودانجام می ٣-٢  هیقض با  اثبات مشابه: اثبات

 𝝌𝝌𝜶𝜶𝟐𝟐-(𝒘𝒘,𝝀𝝀)-جنسناندازه اطلاع   ٢-۴

,𝑤𝑤)-دو تابع چگالی باشند. اندازه واگرایی جنسن‑شانون  𝑓𝑓2و    𝑓𝑓1فرض کنید   𝜆𝜆)  زیر    به صورت

 شود:تعریف می

𝐽𝐽𝑆𝑆(𝑤𝑤,𝜆𝜆)(𝑓𝑓1,𝑓𝑓2) = 𝐻𝐻�(1 − 𝑠̅𝑠)𝑓𝑓1 + 𝑠̅𝑠𝑓𝑓2� − 𝑤𝑤𝑤𝑤�(1 − 𝜆𝜆)𝑓𝑓1 + 𝜆𝜆𝑓𝑓2�
− (1 − 𝑤𝑤)𝐻𝐻(𝜆𝜆𝑓𝑓1 + (1 − 𝜆𝜆)𝑓𝑓2), 

𝑠̅𝑠که در آن   = 𝑤𝑤𝑤𝑤 + (1 − 𝑤𝑤)(1 − 𝜆𝜆)    و𝐻𝐻   آنتروپی شانون تابع چگالی𝑓𝑓   است که به صورت زیر

 ): ٢٠٢٢؛ مبلورن و همکاران،  ٢٠١٣باشد(نبسن و ناک، می

𝐻𝐻(𝑓𝑓) = −� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
∞

−∞
log 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑. 

 با توابع جرم احتمال به ترتیبمتغیرهای تصادفی گسسته    𝑌𝑌,𝑋𝑋1,𝑋𝑋2فرض کنید    :۵-٢  فیتعر

𝑹𝑹,𝑸𝑸,𝑷𝑷  اندازه اطلاع جنسنباشند. در این صورت -𝜒𝜒𝛼𝛼2-(𝑤𝑤, 𝜆𝜆) شود:به صورت زیر تعریف می 

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹: (1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸) + (1 − 𝜆𝜆)𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸)
− 𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹: (1 − 𝑤𝑤�)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤�𝑸𝑸), 



 
۵٧ 

 

�𝑤𝑤که در آن   = 𝑤𝑤𝑤𝑤 + (1 − 𝑤𝑤)(1 − 𝜆𝜆). ∎ 

  𝑷𝑷به ترتیب    جرم احتمالدارای تابع    𝑋𝑋2و    𝑋𝑋1کنید متغیرهای تصادفی گسسته  فرض    :۶-٢  هیقض 

,𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤اندازه اطلاع  باشند. در این صورت    𝑸𝑸  و 𝜆𝜆)  ای از اندازه توان به صورت آمیختهرا می

 به صورت  )۶-٢(گسسته نسبی در رابطه  𝜒𝜒𝛼𝛼2 اطلاع

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹 �𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑤𝑤و𝜆𝜆� = 𝜆𝜆𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 −𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇 � + (1 − 𝜆𝜆)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 −𝑤𝑤)𝑸𝑸:𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇 ), 

𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇نوشت که در آن   = (1 − 𝑤𝑤�)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤�𝑸𝑸  تابع جرم احتمال آمیخته است. 

 با توجه به تعریف : اثبات

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹: (1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸) + (1 − 𝜆𝜆)𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸)
− 𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑹𝑹: (1 − 𝑤𝑤�)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤�𝑸𝑸), 

𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇با در نظر گرفتن  = (1 − 𝑤𝑤�)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤�𝑸𝑸  :خواهیم داشت 

2
1 + 𝛼𝛼

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆)

= 𝜆𝜆�
�(1 − 𝑤𝑤)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑖𝑖�

2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝜆𝜆)�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 − (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�
�(1 − 𝑤𝑤�)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤�𝑞𝑞𝑖𝑖�

2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 

 در این رابطه 𝑘𝑘از طرف دیگر با قرار دادن مقدار 

1 + 𝛼𝛼
2

𝑘𝑘 = 𝜆𝜆𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 −𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇 � + (1 − 𝜆𝜆)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸:𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇 ), 

𝑷𝑷𝑤𝑤�𝑇𝑇 و در نظر گرفتن مولفه های بردار احتمال به صورت = (𝑝𝑝1𝑇𝑇, … , 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑇𝑇)  :خواهیم داشت 

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇 = (1 − 𝑤𝑤�)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤�𝑞𝑞𝑖𝑖 = 𝜆𝜆�(1 −𝑤𝑤)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑖𝑖� + (1 − 𝜆𝜆)(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 + (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖), 

 که طوریبه 



 
۵٨ 

 

𝑘𝑘 = 𝜆𝜆�
�(1 − 𝑤𝑤)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇�

2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝜆𝜆)�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 − (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝜆𝜆�
�(1 − 𝑤𝑤)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑖𝑖�

2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 2𝜆𝜆�
�(1 − 𝑤𝑤)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ �
(𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝜆𝜆)�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 − (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 2(1 − 𝜆𝜆)�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 − (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖)2𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝜆𝜆�
�(1 − 𝑤𝑤)𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑖𝑖�

2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ (1 − 𝜆𝜆)�
(𝑤𝑤𝑝𝑝𝑖𝑖 − (1 − 𝑤𝑤)𝑞𝑞𝑖𝑖)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ �
(𝑝𝑝𝑖𝑖𝑇𝑇)2

𝑟𝑟𝑖𝑖1−𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

, 

 ∎ .شودو اثبات قضیه کامل می

,𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤از ارتباط بین  :١-٢ جهینت 𝜆𝜆)   و𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸; 𝜆𝜆) رسیمبه رابطه زیر می: 

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = 𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸; 𝜆𝜆�. 

  𝑷𝑷به ترتیب    جرم احتمالدارای تابع    𝑋𝑋2و    𝑋𝑋1کنید متغیرهای تصادفی گسسته  فرض    :٧-٢  هیقض 

 : باشند. در این صورت 𝑸𝑸 و

 الف. 

𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = 𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸; 𝜆𝜆�. 

 ب. 

−
1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜆𝜆2
𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸; 𝜆𝜆�. 

 ج. 

−
1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑤𝑤2 𝒥𝒥𝛼𝛼
𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝜆𝜆)𝑷𝑷 + 𝜆𝜆𝑸𝑸: 𝜆𝜆𝑷𝑷 + (1 − 𝜆𝜆)𝑸𝑸� − 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑸𝑸). 



 
۵٩ 

 

,𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤  هایاثبات رابطه (الف) باتوجه به تعاریف کمیت:  اثبات 𝜆𝜆)    و𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸; 𝜆𝜆)   به راحتی 

 :، داریم١-٢  جهینتو  ۴-٢  هیقضبه نتیجه می شود. برای اثبات قسمت (ب) با توجه 

−
1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜆𝜆2
𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = −

1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜆𝜆2
𝒥𝒥𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸; 𝜆𝜆�

= 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸�, 

 :داریم ١-٢  جهینتهمچنین با توجه به کند. که اثبات قسمت ب را کامل می

−
1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑤𝑤2 𝒥𝒥𝛼𝛼
𝑹𝑹(𝑷𝑷,𝑸𝑸;𝑤𝑤, 𝜆𝜆) = −

1
2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑤𝑤2 𝒥𝒥𝛼𝛼
𝑹𝑹�(1 −𝑤𝑤)𝑷𝑷 + 𝑤𝑤𝑸𝑸:𝑤𝑤𝑷𝑷 + (1 − 𝑤𝑤)𝑸𝑸; 𝜆𝜆�

= 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹�(1 − 𝜆𝜆)𝑷𝑷 + 𝜆𝜆𝑸𝑸: 𝜆𝜆𝑷𝑷 + (1 − 𝜆𝜆)𝑸𝑸� − 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑹𝑹(𝑷𝑷:𝑸𝑸), 

 ∎ کند.که اثبات قسمت ج را کامل می

 کاربرد در پردازش تصویر ٢-۵

واگرایی اندازه  برای  کاربرد  دو  بخش،  این  ارائه    𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷:𝑸𝑸)  در  تصویر  کیفیت  ارزیابی  زمینه  در 

معیار    که یک   )PSNR(  ١این، نتایج را با عملکرد نسبت سیگنال به نویز پیک  شود. علاوه برمی

 ) ٢٠٠٩ شود (گنزالز،است، مقایسه می شناخته شده در ارزیابی کیفیت تصاویر

 تصویر دریاچه ٢-۵-١

512  دهد که شامل یک شبکه تصویر اصلی یک دریاچه را نشان می  ٢-٢شکل   × پیکسل   512

طوری که مقدار  است، به  [0,1]تصویر دارای سطح خاکستری در محدوده    است. هر پیکسل در این

رنگ سفید است. این تصاویر به طور معمول برای    نمایانگر  یکنمایانگر رنگ سیاه و مقدار    صفر

تکنیکتحلیل ارزیابی  و  تصویر  پردازش  اصلاحهای  مختلف  قرار   های  استفاده  مورد  تصویر 

هر یک . همراه با سه نسخه تعدیل شده آن نمایش داده شده است 𝑋𝑋تصویر اصلی با نام  گیرند.می

فرآیندهای   د تا تأثیرات مختلف  نکنهای تصویر اصلی اعمال میها تغییراتی در ویژگیاز این نسخه 

 شوند:زیر تعریف می تصویر را نشان دهد و به صورت پردازش

𝑌𝑌. نسخه ١ = 0.4𝑋𝑋 + 0.3 

 
1 Peak Signal-to-Noise Ratio 
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𝑍𝑍. نسخه ٢ = 0.5𝑋𝑋 

𝑊𝑊. نسخه ١ = 5√𝑋𝑋 

جامعی   پایتون استفاده شده است که ابزارهایدر    OpenCV  برای پیاده سازی این تغییرات، از بسته

ارائه می  پردازش تصویر  برای  برادسکی،  (  دهدبرای  و  گونزالنس،  ٢٠١۶کیلر  و   . ) ٢٠٠١؛ وود 

برای تصاویر  هایهیستوگرام شکل از    اند.ترسیم شده  ٣-٢شکل  در    𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑍𝑍,𝑊𝑊  استخراج شده 

به  که  مشاهده کردتوان  می  ٣-٢شکل  و    ٢-٢ ابتدا مربوط  و سپس   𝑌𝑌  بالاترین درجه شباهت 

به   از تصویر  𝑍𝑍است. در حالی که    𝑊𝑊مربوط  را  در  دارد.    𝑋𝑋اصلی یعنی    بالاترین درجه واگرایی 

واگرایی اندازه  محاسبه  با  پیکو    𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷:𝑸𝑸)  نهایت،  نویز  به  سیگنال  بین PSNR(  نسبت   (

نرمالهیستوگرام مقادیر های  برای  شده،  تعدیل  تصاویر  از  یک  هر  و  دریاچه  اصلی  تصویر  شده 

𝛼𝛼  انتخابی =  یک معیار رایج برای ارزیابی کیفیت  PSNRمقدار    مقایسه می کنیم.  0.5,0.8,1,2,3

 تصویر بازسازی شده یا فشرده شده در مقایسه با تصویر اصلی است. این معیار به واحد دسی بل 

)dB  (می به صورت    شودبیان  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃و  = 20 log10 �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
√𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

می   � آن    شودمحاسبه  در   MSEکه 

 های تصویر اصلی تفاوت میانگین مربعات بین مقادیر پیکسلکه    خطای میانگین مربعات است

𝐼𝐼 شده و تصویر تعدیل𝐼𝐼∗  شود:کند و به صورت زیر تعریف میگیری میرا اندازه 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =
1
𝑚𝑚𝑚𝑚

��[𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) − 𝐼𝐼∗(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)]2
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

 برای تصاویر   ٢۵۵حداکثر مقدار پیکسل ممکن تصویر است (به عنوان مثال،    MAX  علاوه بر این

دهنده شباهت بیشتر بین تصویر تعدیل نشانبالاتر    PSNR  .ابعاد تصاویر هستند  𝑛𝑛و   𝑚𝑚) و  بیتی

بالای    . اصلی است  شده و تصویر سازی را کیفیت خوبی برای فشرده  دسی بل معمولا  ٣٠مقادیر 

های قابل توجه بین تصویر اصلی و دهنده تفاوتتر نشانپایین  PSNRدهند. برعکس،  نشان می

دهند.  دسی بل اغلب کیفیت پایین را نشان می   ٢٠تصویر تعدیل شده است، به طوری که مقادیر زیر  

توانند قابل قبول خاص می   دسی بل بسته به زمینه و کاربرد  ٣٠دسی بل و    ٢٠بین    PSNRمقادیر  

دو -، اندازه واگرایی کای ١-٢جدول  در  ).  ٢٠٠٩؛ گنزالز،  ١٩٩۵(اسکیسیگولا و فیشر،    باشند

اندازه .  اندارائه شده  𝑌𝑌,𝑍𝑍,𝑊𝑊  بین تصویر اصلی و تصاویر نویزی  PSNRیافته گسسته و کمیت  تعمیم
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𝛼𝛼های مختلف (𝛼𝛼یافته برای  دو تعمیم- واگرایی کای  = به نتایج   ) محاسبه شده است.0.5,0.8,1,2,3

این   ویابد،  گیری کاهش میمقدار واگرایی به طور چشم،  𝛼𝛼با افزایش    شود کهاین جدول دیده می 

این امر نشان دهنده همگرایی   ).۴-٢شکل  (  برای تمامی تصاویر نویزی قابل مشاهده است  کاهش

با ها  پیکسل  توزیع  کمیت  است.  𝛼𝛼افزایش    بیشتر  دیگر،  سوی  برای   PSNR  از  معیاری  که 

استاندازه تصویر  بازسازی  کیفیت  نشان میگیری  نویزی  ،  توصیر  که  با   PSNRبا    𝑌𝑌دهد  برابر 

28.0274𝑑𝑑𝑑𝑑  بالاترین کیفیت را در مقایسه با تصاویر  𝑍𝑍,𝑊𝑊    .تصاویردارد  𝑍𝑍    و𝑊𝑊    به ترتیب نیز 

PSNR    27.1208برابر با𝑑𝑑𝑑𝑑    27.8731و𝑑𝑑𝑑𝑑    .تصویر    این نتایج نشان می دهند کهدارند𝑌𝑌   کمترین

به تصاویر  بالاتری نسبت  بازسازی  کیفیت  و  دارد  را  نویز  بنابراین    𝑍𝑍,𝑊𝑊  میزان  و   PSNRدارد. 

به وضوح نشان میواگرایی کای‑دو تعمیم به  نزدیک  𝑌𝑌  دهند که تصویریافته هر دو  ترین تصویر 

دارای بیشترین انحراف است. اندازه واگرایی کای‑دو تعمیم یافته    𝑍𝑍و تصویر    تصویر اصلی است

 .به عنوان یک معیار جایگزین به کار برود و می تواند دارد PSNRبا  عملکردی مشابه

 

 (د).  𝑊𝑊(ج) و تصویر  𝑍𝑍(ب)، تصویر   𝑌𝑌تصویر   : سه نسخه تعدیل شده آن  به همراه(الف)  𝑋𝑋 یعنی  تصویر اصلی دریاچه :٢-٢شکل 
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(ج) و تصویر   𝑍𝑍(ب)، تصویر  𝑌𝑌(الف) به همراه سه نسخه تعدیل شده آن: تصویر  𝑋𝑋هیستوگرام تصویر اصلی دریاچه یعنی   :٣-٢شکل 

𝑊𝑊  .(د) 

 . های نویزیبین تصویر اصلی و حالت PSNR  اندازه واگرایی کای دو تعمیم یافته گسسته و کمیت:  ١-٢جدول  

 

 

 .نمودار مقدار واگرایی کای‑دو تعمیم یافته گسسته بین تصاویر اصلی (الف) و نویزی (ب)  :۴-٢شکل 
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 ای در نروژتصویر جاده  ٢-۵-٢

با استفاده از معیار واگرایی اندازه    در این زیربخش، یک کاربرد مرتبط با ارزیابی کیفیت تصویر 

𝜒𝜒𝛼𝛼2  تصویر اصلی خاکستری با   ۵-٢شکل  در    .ارائه شده است  »جاده ای در نروژ«  برای تصویر

1346  ابعاد × 𝜎𝜎 ایجاد شده با نویز گاوسی در سطوح مختلفو تصاویر نویزی    882 = 15,25,50 

 𝐼𝐼(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  اند. برای یک تصویر خاکستریهر تصویر نمایش داده شده  های متناظربه همراه هیستوگرام

𝑀𝑀با ابعاد   × 𝑁𝑁  ،،که با  نسخۀ نویزی تصویر  𝐼𝐼𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦)   شود، از طریق افزودن  نمایش داده می

پیکسل تصویر اصلی به صورت  𝜖𝜖  نویز گاوسی 𝐼𝐼𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  به هر  = 𝐼𝐼𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝜖𝜖   ایجاد

  PSNRو کمیت    𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷:𝑸𝑸)  واگرایی  مشابه زیر بخش قبل، اندازه.  𝜖𝜖~𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2)  می شود، که در آن

 برای مقادیر انتخابی   بین هیستوگرام های نرمال شده تصویر اصلی و هر یک از تصاویر تعدیل شده،

𝛼𝛼 = ارائه شده   ٢  ٢-٢جدول    در محاسبه و مقایسه شده است. نتایج این تحلیل    0.1,1,2,4,20

  𝜒𝜒𝛼𝛼2  مقادیر واگرایی)،  𝜎𝜎(  شود که با افزایش سطح نویزجدول، مشاهده می  این  است. مطابق نتایج

 مانند   𝛼𝛼  تربه طور کلی افزایش یافته است، به ویژه برای مقادیر کوچک  𝛼𝛼  های مختلفدر حالت

𝛼𝛼 = این موضوع بیانگر آن است که اندازه   این موضوع بیانگر آن است که اندازه واگرایی.  0.1,1

یافته است. در مقابل،   بین تصویر اصلی و تصاویر نویزی با شدت نویز بیشتر افزایش  𝜒𝜒𝛼𝛼2  واگرایی

بزرگ 𝛼𝛼مانند    𝛼𝛼  تربرای مقادیر  = بسیار   شود که مقدار واگرایی تقریبا ثابت ومشاهده می،  20

بزرگ حساسیت کمتری به تغییرات های  𝛼𝛼  دهد واگرایی برای باقی مانده است که نشان می  کوچک

اند،  با افزایش شدت نویز کاهش یافته   PSNR  شود که مقادیرسوی دیگر، مشاهده می   نویز دارد. از 

بوده و افت کیفیت تصویر نویزی نسبت به تصویر اصلی را نشان   که این رفتار نیز مطابق انتظار

تایید شده    PSNRو هم از دید    𝜒𝜒𝛼𝛼2  دید واگرایی  دهد. بنابراین، روند تخریب کیفیت تصویر هم ازمی

 است.  

 . های نویزی بین تصویر اصلی و حالت PSNR و کمیت 𝜒𝜒𝛼𝛼2واگرایی کای دو تعمیم یافته  مقادیر : ٢-٢جدول  
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ردیف  ،  ۵٠و    ٢۵،  ١۵  ردیف بالا: تصویر اصلی (سمت چپ) و تصاویر حاصل از افزودن نویز گاوسی با انحراف معیارهای  :۵-٢شکل  

 پایین: هیستوگرام های خاکستری متناظر با هر تصویر

 گیریبحث و نتیجه  ٢-۶

های گسسته معرفی و مورد چندین اندازه جدید اطلاع از نوع کای‑دو در زمینه توزیع  پروژهدر این  

 𝜒𝜒𝛼𝛼2- های واگرایی کای‑دو تعمیم یافته گسسته و واگرایی نسبیابتدا، اندازه  .اندبررسی قرار گرفته

اری و ترمودیناک از  ذهای نظریه کدگپرکاربرد در شاخه   های شناخته شده ومعرفی و برای توزیع

مینه در مورد  زیافته مطالعه شده و یک مثال در این  های اسکورت و اسکورت تعمیمقبیل توزیع

شده و نشان داده شده   معرفی  𝜒𝜒𝛼𝛼2-توزیع برنولی بررسی شده است. همچنین، اندازه اطلاع جنسن

  گسسته   𝜒𝜒𝛼𝛼2  های واگرایی نسبیتوان به صورت ترکیب محدب از اندازهاست که این اندازه را می 

نسبی    𝜒𝜒𝛼𝛼2  و واگرایی  𝜒𝜒𝛼𝛼2- ای مستقیم میان مشتق مرتبه دوم اندازه واگرایی جنسنبیان کرد. رابطه

𝑛𝑛  برای حالت  𝜒𝜒𝛼𝛼2- است. علاوه بر این، تعمیمی از اندازه واگرایی جنسن  گسسته ارائه شده + 1  

,𝜒𝜒𝛼𝛼2-(𝑤𝑤- معیار واگرایی جنسن.  متغیر تصادفی پیشنهاد شده است 𝜆𝜆)    به عنوان تعمیمی از اندازه

اند. در پایان، دو کاربرد از اندازه آن بررسی شده   های مهممعرفی و برخی ویژگی  𝜒𝜒𝛼𝛼2- اطلاع جنسن

دست آمده با عملکرد معیار  به  در ارزیابی کیفیت تصویر ارائه شده است. نتایج  𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷:𝑸𝑸)  واگرایی

  𝜒𝜒𝛼𝛼2(𝑷𝑷:𝑸𝑸)  اندازه واگرایی  اند، که در آن اثربخشیمقایسه شده   )PSNR(  نسبت سیگنال به نویز پیک

کای‑دو   نسبت به یک استاندارد معتبر بررسی شده است. نشان داده شده است که اندازه واگرایی

 .دروتواند به عنوان یک معیار جایگزین به کار  دارد و می  PSNR تعمیم یافته عملکردی مشابه
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