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پيشگفتار ۱
افرادي حتي است. روزمره زندگي در رياضي مفاهيم پايه اي ترين و كاربردي ترين از بعُد مفهوم
بودن سه بعدي درباره و مي كنند درك را بعُد مفهوم ندارند، عالي رياضيات با آشنايي هيچ كه
اگرچه ندارند؛ بحثي خط فضاي بودن تك بعدي و كاغذ فضاي بودن دوبعدي ما، اطراف جهان
رياضيات در تعريفي ارائه نشده اند. تعريف دقيق به طور نيز بعُد و خط صفحه، فضا، مفاهيم خودِ
هستند، آن انواع از خط و صفحه كه برداري فضاي هر در دست كم نيست، دشواري كار مدرن
و رياضي تعريفي كردن پيدا حال، اين با پايه. يك اعضاي تعداد دارد: ساده و واضح تعريفي بعُد
قابل نيز دلخواه توپولوژيك فضاي يك براي و باشد سازگار بعُد از ما شهودي درك با كه دقيق

است. جالب البته و غيربديهي كاري باشد، استفاده

است، رياضيات در شريعتي عليرضا اينجانب، كارشناسي پروژه حقيقت در كه تحقيق، اين در
گرفتن ايده با را بعُد مفهوم دارد قصد كه ۱ سيگرت جرمي از [۱۰] مقاله اي به مي اندازيم نگاهي
آقاي جناب خود، استاد از مي دانم لازم كند. تعريف مسطح) (سرزمين ”فلتلند” مشهور رمان از

كنم. تشكر كردند، راهنمايي مسير اين در را بنده كه كوشش، محمدرضا دكتر
Jeremy Siegert۱



مقدمه ۲
كه است مفهومي بعد مي رسد نظر به باشد؟ سه بعدي چيزي كه دارد معنايي چه چيست؟ بعد
اصلي وظيفه نيست. واضح چندان كار اين انجام چگونگي اما كرد، توصيف را آن بتوان بايد
بعد نظريه عنوان به امروز كه مي كردند كار حوزه اي در كه بيستم، قرن اوايل در رياضيدانان
بعد براي به ويژه بود، بعد براي شهودي هندسي طور وبه رسمي تعريفي يافتن مي شود، شناخته

”خوب”. توپولوژيكي فضاهاي

به طور حوزه اين رياضيدانان توسط كه را بعد مفاهيم اولين از يكي پوانكاره ،۱۹۰۵ سال در
آنچه از زيباتر بسيار زبان (با پوانكاره فلسفي، متن اين در كرد. ارائه [۷] شد، تعريف رسمي
خط يك كه آنچه خاص، به طور كرد. توصيف جداسازي نظر از را بعد كرد) خواهيم استفاده ما
امتداد در را آن بايد هم از جدا قطعات به آن بريدن براي كه است اين مي كند يك بعدي را
قطعات به صفحه يك بريدن براي مشابه، به طور بريد. است، بعدي صفر حداقل كه زيرفضايي
فضاي بريدن براي و بريد، است، يك بعدي حداقل كه زيرفضايي امتداد در را آن بايد هم از جدا
نشد، داده رسمي تعريف بريد. است، بعدي دو حداقل كه چيزي امتداد در را آن بايد سه بعدي
نبود. توپولوژي يا هندسه پيشرفته دانش به نيازي آن از درك براي بود. واضح و جذاب شهود اما
توپولوژيكي فضاهاي براي بعد از دقيقي تعريف به را مفهوم اين اوريسون و منگر چخ، بروئر،
كردند. تبديل بگيريم) نظر در را جداشدني متريك فضاهاي مي توانيم حساب، اين (براي ”خوب”
توصيف شهودي جذابيت كه بودند Ind و ind بزرگ و كوچك استقرايي ابعاد آنها مهمترين

كردند. مشخص را دارد n بعد Rn عبارت دقيق معناي و كردند حفظ را پوانكاره اوليه

اما متفاوت، شكلي به را [0, 1]n مكعب هاي بعد لبگ مي نوشت، پوانكاره كه زمان همان در
هميشه دهيم، پوشش باز بازه هاي با را [0, 1] اگر خاص، به طور كرد. توصيف شهودي همچنان
نقطه هر كه شده تشكيل بازي هاي بازه از همچنان كه كرد پيدا پوشش آن از ۲ تظريفي مي توان
باز مربع هاي با پوشش هر ،[0, 1]2 حالت در دارند. قرار تظريف از نقطه دو حداكثر در بازه از

refinement۲

۳



[0, 1]2 از نقطه هر كه كرد تظريف گونه اي به كوچك تر باز مربع هاي از پوششي با مي توان را
ايده اين براي كلي فرمول چخ بعد، سال بيست تقريباً باشد. تظريف از عنصر سه حداكثر در
يا ۳ پوششي بعد را تعريف اين اكنون ما مي شود. اعمال عمومي تري فضاهاي به كه داد ارائه
طول در لبگ و پوانكاره ايده هاي بر مبتني تعاريف اكتشافات مي ناميم. (dim) ۴ توپولوژيكي
جداشدني، متريك فضاهاي كلاس در كه، بود اين برجسته نتايج از يكي و يافت ادامه بيستم قرن
مي توان را آن اطراف غني نظريه و تاريخ اين هستند. سازگار هم با dim و Ind ،ind بعد توابع

يافت. [۳] پيرز و [۲] انگلكينگ ، [۵] والمان و هورويچ عالي كتاب هاي در

بدانيم توپولوژيكي فضاهاي بعد هندسي شهودي تعريف ارايه را اوليه بعد نظريه اصلي وظيفه اگر
به بزرگي موفقيت با وظيفه اين كه بگوييم اطمينان با مي توانيم مي كنيم)، را كار اين ما (كه
مفهوم به دوباره و كنيم تأمل موفقيت اين به مي توانيم اكنون حال، اين با است. رسيده پايان

بپرسيم: و بپردازيم بعد

كلاسيك تعاريف با بايد خوب توپولوژيكي فضاهاي براي بعد از هندسي شهودي تعريف هر آيا
باشد؟ سازگار

از ما ايده مورد در بينش هايي مي تواند آن در تأمل اما نيست، پاسخ قابل قاطع طور به سؤال اين
هندسي شهودي تعاريف كه كنيم باور اطمينان با مي توانيم باشد، ”بله” پاسخ اگر دهد. ارائه بعد
شهودي سطح در ما نظر به كه بعد از تعريفي هر كه معنا اين به هستند، ”درست” تعاريف ما
باشد. سازگار خوب توپولوژيكي فضاهاي در كلاسيك تعاريف با بايد باشد، قبول قابل هندسي
وضوح به بعدي بايد كنيم فكر كه باشد داشته وجود فضايي اگر يعني باشد، ”نه” پاسخ اگر اما
باشند، داشته اختلاف فضا آن در بعد از مختلف شهودي تعريف دو و باشد داشته تعريف قابل
مي خواهيم خواننده از ما نهايت، در مي گويد؟ بعد از ما ايده هاي مورد در چيزي چه موضوع اين
كه است اين مقاله اين در ما اصلي هدف اما دهد، پاسخ خود براي سؤال اين به كند سعي كه

است. ”نه” ما سؤال به پاسخ بگوييم
covering dimension۳

topological dimension۴

۴



از تصوري اساس بر هاوسدورف فضاهاي بعد براي هندسي شهودي تعريفي ارائه با را كار اين ما
كوتاه رمان در تعريف اين مي دهيم. انجام داشته وجود پوانكاره و لبگ تصورات از قبل كه بعد
مربع) (يك ساكن يك داستان فلتلند مي شود. ظاهر ۱۸۸۴ سال در ابوت۶ ادوين نوشته فلتلند۵
پايين تر. و بالاتر ابعاد با قلمروهاي با او تجربيات و است است نام همان با دوبعدي سرزمين از
نظر به شگفت انگيزي، طور به حال، اين با است. معروف بعد مفهوم ارائه به به خوبي رمان اين
كه لبگ و پوانكاره تصورات برخلاف باشد. شده انجام ايده ها با دقيق برخورد يك كه نمي رسد
خاص، طور به است. ”ديد” اساس بر بعد از ابوت تصور بودند، پوشش ها و جداسازي اساس بر

ديد. را پايين تر بعد با فضاهاي ”داخل” بتوان بايد بالاتر، بعد با فضاي يك در اقامت براي

بعد نام و دهيم ارائه هاوسدورف فضاهاي براي ايده اين از دقيق فرمول يك مي كنيم تلاش ما
و تعاريف برخي ۲ بخش در دهيم. اختصاص آن به را مي شود، داده نشان Ab(X) با كه ابوت،
شرح را بعد از تعريف يك براي نياز مورد خواص حداقل و كرد خواهيم مرور را مقدماتي نتايج
توضيح شامل بخش اين از قسمتي كرد. خواهيم تعريف را ابوت بعد ۳ بخش در داد. خواهيم
همچنين بود. خواهد ما تعريف در آن فرمول سازي چگونگي و فلتلند در مذكور ”ديد” مفهوم
را Ab(Rn) = n كه اين و توپولوژيكي ناوردايي مانند ،Ab اصلي ويژگي هاي ۲ بخش در
فضاهاي در بعد كلاسيك تعريف سه با Ab كه داد خواهيم نشان ۴ بخش در كرد. خواهيم ارائه
دادن نشان با را كار اين نيست. سازگار فشرده) متريك فضاهاي واقع (در جداشدني متريك

۷ ارثي ناپذير تجزيه پيوستارهاي عنوان به كه آنچه همه ابوت بعد اينكه

به را معروف مثال هاي از برخي راه طول در داد. خواهيم انجام است ۱ برابر مي شوند شناخته
نتيجه گيري خواننده براي چالشي و كوتاه بحثي با ۵ بخش در داد. خواهيم توضيح تفصيل
در است. آمده نيز است فني استدلال هاي و مباحث برخي شامل كه پيوست يك كرد. خواهيم
كرد. خواهيم استفاده آنها تعريف بدون نقطه اي توپولوژي پايه مفاهيم برخي از مقاله اين طول
خواننده اي كرد. خواهيم استفاده فشرده و نرمال هاوسدورف، مانند اصطلاحاتي از خاص، به طور

Flatland۵

Abbott۶

hereditarily indecomposable continua۷

۵



ايده هاي و بخواند را مقاله اين بتواند همچنان است ممكن نيست، آشنا اصطلاحات اين با كه
عنوان به را مفاهيم و اصطلاحات اين بايد بي تجربه خواننده كند. درك را آن اصلي

اثبات قابل دقيقي به طور رياضي اظهارات تا شوند رعايت بايد كه بگيرد نظر در قانوني” ”جزييات
باشند.

پيشنيازها ۳
مي كنيم: مرور را مفاهيم و تعاريف برخي ابتدا

آن ها به (كه X زيرمجموعه هاي از τ گردايه يك X مجموعه روي توپولوژي يك توپولوژي۸:
دارد: را زير شرايط كه است مي شود) گفته باز۹ مجموعه هاي

هستند. τ به متعلق X مجموعه خود و تهي مجموعه .۱

هستند. متعلق τ به τ اعضاي از نامتناهي) يا (متناهي دلخواه اجتماع هر .۲

هستند. متعلق τ به τ اعضاي از متناهي دلخواه اشتراك هر .۳
توپولوژيكي۱۰ فضاي يك (X, τ)مرتب زوج به باشد، Xمشخص روي τ توپولوژي وقتي

مي گويند.

مجموعه يك M آن در كه است (M,d) مرتب زوج M متريك فضاي يك متريك۱۱: فضاي
دارد: را زير شرايط كه d : M ×M → R تابعي يعني است، M روي متر۱۲ يك d و

d(x, x) = 0 ،x ∈ M هر براي .۱

d(x, y) > 0 ،x ̸= y كه x, y ∈ M هر براي .۲
topology۸

open sets۹

topological space۱۰

metric space۱۱

meter۱۲

۶



d(x, y) = d(y, x) ،x, y ∈ M هر براي .۳

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ،x, y, z ∈ M هر براي .۴

ϵ شعاع و p مركز به باز گوي يك از منظور باشد، متريك فضاي يك (M,d) اگر باز۱۳: گوي
مجموعه:

Bϵ(p) = {x ∈ M | d(p, x) < ϵ}

است.

X روي d متر يك هرگاه گوييم پذير متر را (X, τ) توپولوژيكي فضاي پذير۱۴: متر فضاي
X باز هاي مجموعه همه ي يعني كند. القا را τ توپولوژي كه طوري به باشد داشته وجود
هر براي هرگاه است باز (X, d) متريك فضاي در U مجموعه (يك باشند τ برابر d متر تحت

باشد). داشته وجود U درون x مركز به باز گوي يك x ∈ U

مجزاي نقطه ي دو هر براي هرگاه گوييم هاسدورف را X توپولوژيكي :فضاي هاسدورف۱۵ فضاي
به باشد داشته وجود y شامل V باز مجموعه يك و x شامل U باز مجموعه يك ،x, y ∈ X

باشند. مجزا V و U كه طوري

باز مجموعه دو هيچ اجتماع اگر مي شود ناميده همبند X توپولوژيكي فضاي : همبند۱۶ فضاي
مي شود. ناميده غيرهمبند۱۷ X صورت، اين غير در نباشد. مجزا و تهي غير

توپولوژيكي فضاي نقطه يxدر شامل همبند زيرمجموعه هاي تمام اجتماع به : همبندي۱۸ مولفه
مي شود. گفته X در x نقطه همبندي مولفه ،X

open ball۱۳

metrizable space۱۴

Hausforff space۱۵

connected space۱۶

disconnected۱۷

connected component۱۸

۷



همبندي مولفه هاي هرگاه گوييم ناهمبند كاملا Xرا توپولوژيكي فضاي ناهمبند۱۹: كاملاً فضاي
باشند. ها تك نقطه اي X در

x از همسايگي هر اگر مي شود ناميده موضعي همبند x نقطه در X فضاي : موضعي۲۰ همبند
هر در كه است فضايي موضعي همبند فضاي يك باشد. x از همبند باز همسايگي يك شامل

باشد. موضعي همبند نقاطش از يك

براي پايه اي باشد، مشخص τ توپولوژي اگر (كه X فضاي در توپولوژي براي پايه يك پايه۲۱:
مجموعه هر كه طوري به است باز مجموعه هاي از B ⊆ τ گردايه يك مي شود) ناميده نيز X

شود. داده نمايش B از اعضايي اجتماع صورت به مي تواند توپولوژي باز

زيرمجموعه هاي از گردايه اي X توپولوژيكي فضاي يك براي C باز پوشش يك باز۲۲: پوشش
يك C باز۲۳ زيرپوشش يك مي دهد. تشكيل را X فضاي كل آن ها اجتماع كه است X باز
است). X برابر آن اعضاي اجتماع (يعني مي دهد پوشش را X همچنان كه است C زيرمجموعه

يك X باز پوشش هر اگر مي شود ناميده فشرده X توپولوژيكي فضاي يك فشرده۲۴: فضاي
از C گردايه هر براي اگر است فشرده X ديگر، عبارت به باشد. داشته متناهي زيرپوشش

كه: طوري به X باز زيرمجموعه هاي

X =
∪
U∈C

U,

totally disconnected space۱۹

locally connected۲۰

basis, base۲۱

open cover۲۲

open subcover۲۳

compact space۲۴

۸



كه: طوري به باشد داشته وجود F ⊆ C متناهي زيرمجموعه يك

X =
∪
U∈F

U.

باشد، X از زيرمجموعه يك S و توپولوژيكي فضاي يك (X, τ) اگر : زيرفضايي۲۵ توپولوژي
مي شود: تعريف زير صورت به S روي زيرفضايي توپولوژي

τS = {S ∩ U | U ∈ τ}.

اشتراك اگر تنها و اگر است باز زيرفضايي توپولوژي در S از زيرمجموعه يك ديگر، عبارت به
باشد. (X, τ) در باز مجموعه يك با S

كوچكترين به باشد، X توپولوژيكي فضاي از زيرمجموعه يك S اگر مجموعه: يك بستار۲۶
S كه بسته مجموعه هاي تمام اشتراك معادل، طور به يا مي شود شامل را S كه بسته مجموعه

شود: مي داده نشان S يا clX S با و مي شود گفته X در S بستار مي شود، شامل را

S̄ :=
∩

{C|S⊆C,است بسته C}

C

يا intX S با كه ،X توپولوژيكي فضاي از S زيرمجموعه يك درون مجموعه: يك درون۲۷
طور به يا دارد قرار S در كه X باز زيرمجموعه بزرگترين عنوان به مي شود، داده نشان S◦

subspace topology۲۵

closure۲۶

interior۲۷

۹



مي شود: تعريف دارند، قرار S در كه X باز مجموعه هاي تمام اجتماع معادل،

intX S :=
∪

{U |U⊆S,است باز U}

U

BdX S يا ∂S با كه ،X توپولوژيكي فضاي يك Sاز زيرمجموعه يك مرز مجموعه: يك مرز۲۸
:X در S درون با S بستار تفاضل با است برابر مي شود، داده نشان

∂S := S \ intS,

ناميده همسان ريختي يك Y و X توپولوژيكي فضاي دو ميان f نگاشت همسان ريختي۲۹:
باشند. پيوسته f−1 و f هردوي و باشد يك) به يك و (پوشا دوسويي هرگاه مي شود

مقدمات ۴
تعاريف و ابوت بعُد بين روابط اثبات و دقيق بيان براي كه پايه اي نتايج و تعاريف بخش اين در
بعُد توصيف براي بخش اين از همچنين كرد. خواهيم جمع آوري است، لازم بعُد كلاسيك
تعريف با را آن و كرد خواهيم استفاده است بعُد كلاسيك تعاريف از يكي كه ۳۰ بزرگ استقرايي

كرد. خواهيم مقايسه ابوت بعد

تجسم مي شود، مشخص جداسازي با Poincaré توسط كه را بعُد مفهوم بزرگ استقرايي بعُد
شدن جدا براي كه است فضايي n-بعُدي فضاي يك كه مي كند دقيق را ايده اين يعني، مي كند.
براي اينجا در كه موجودي نتايج از نهايت در دارد. n−1-بعُدي زيرمجموعه يك حذف به نياز
هنوز (كه ابوت بعُد كه دهيم نشان تا كرد خواهيم استفاده مي كنيم بيان بزرگ استقرايي بعُد

boundary۲۸

homeomorphism۲۹

large inductive diminsion۳۰
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در مي توان را بزرگ استقرايي بعُد از كامل بحث يك است. n با برابر Rn از نكرده ايم) تعريف
بگيرد. ناديده را بخش اين مي تواند آشناست كلاسيك بعُد نظريه با كه خواننده اي يافت. [۲]

X در Y مرز و clX(Y ) با را X در Y بستار ،X توپولوژيكي فضاي از Y زيرفضا يك براي
مي دهيم. نشان ∂XY با را

متريك لزوماً (كه هاسدورف و همبند فشرده، فضاي يك ۳۱ پيوستار يك از منظور .۱ .۴ تعريف
مي ناميم. ۳۲ تباه پيوستار را آن باشد، نقطه يك فضايي چنين كه صورتي در است. نيست)

و بسته زيرمجموعه دو A,B ⊆ X و توپولوژيك فضاي يك X كنيم فرض .۲ .۴ تعريف
مجزا A∪B از كه است C بسته مجموعه يك B و A بين X در جداكننده يك باشند، مجزا
كه هستند مجزايي و باز مجموعه هاي V و U كه X \C = U ∪ V كه كه طوري به است

مي شوند. شامل را B و A ترتيب به

آن درون ناحيه دو بين را فضا يك كه است معني چه به كه مي كند مشخص دقيقاً بالا تعريف
”جداكننده”، از متفاوت تصور يك با كه باشد روشن كه اميدواريم زير، تعريف در كنيم. جدا

آوريم. دست به جداسازي ايده براساس بعُد از متفاوت تعريف يك است ممكن

به مي شود، داده نشان Ind(X) با كه ،X نرمال فضاي يك بزرگ استقرايي بعُد .۳ .۴ تعريف
مي شود: تعريف زير شرح به استقرايي صورت

.X = ∅ اگر تنها و اگر Ind(X) = −1 .۱

و بسته مجموعه هاي از جفت هر براي اگر تنها و اگر n ≥ 0 براي Ind(X) ≤ n .۲
كه باشد داشته وجود B و A بين C ⊆ X جداكننده يك A,B ⊆ X مجزاي

.Ind(C) ≤ n− 1

در مي شود. تعريف Ind(X) ≤ n كه n كوچكترين عنوان به سپس Ind(X) مقدار
continuum۳۱

degenerate continuum ۳۲
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.Ind(X) = ∞ مي گوييم n هر براي Ind(X) ̸≤ n كه صورتي

بايد بعُد تعريف يك كه دارند. وجود خواص از برخي كه كرديم ذكر مختصر طور به مقدمه در
بعُد زمينه در را خواص اين اينجا در شود. پذيرفته مناسب تعريف يك عنوان به تا باشد داشته
بعُد براي مشابه خواص دادن نشان براي Ind خواص اين از ما مي كنيم. بيان بزرگ استقرايي

كرد. خواهيم استفاده بعدي بخش در ابوت

Ind(X) = آنگاه باشند، همريخت و نرمال Yفضاهاي Xو اگر توپولوژيكي) (ناوردايي .۴ .۴ قضيه
.Ind(Y )

دهند. تغيير را بعُد نبايد پيوسته تغييرات كه ماست شهود بازتاب دهنده بعُد توپولوژيكي ناوردايي

زيرفضايي هر Y ⊆ X و باشد جداپذير متريك فضاي يك X اگر زيرفضا). (قضيه ۵ .۴ قضيه
.Ind(Y ) ≤ Ind(X) آنگاه باشد،

باشد. ممكن نبايد پايين تر بعُد با زيرفضاي يك از بالاتر بعُد با زيرفضاي يك كشيدن بيرون قطعاً

.Ind(Rn) = n ،n هر براي اقليدسي). (بعُد ۶ .۴ قضيه

خاصيتي هر واقع، در باشد. داشته بايد بعُد از تعريف يك كه است خاصيتي مهم ترين شايد اين
شود. ناميده بعُد معقولانه طور به نمي تواند نكند برآورده را نياز اين كه توپولوژيكي فضاهاي از

كرد: خواهيم استفاده نيز Ind اضافي خاصيت دو از ما شده، گفته موارد بر علاوه

X آنگاه ،Ind(X) = 0 كه باشد چنين X جداپذير متريك فضاي يك اگر .۷ .۴ قضيه
است. ناهمبند كاملاً

درون Rn در K اگر تنها و اگر Ind(K) = n كه داريم K ⊆ Rn هر براي .۸ .۴ قضيه
باشد. داشته غيرتهي

خوش فضاهاي براي حتي باشد، دشوار بسيار مي تواند فضا يك استقرايي بزرگ بعُد محاسبه
قضيه مانند قضايايي كه هنگامي حال، اين با است. دشوار بسيار ۶ .۲ قضيه اثبات ويژه، به رفتار.
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آسان تر بسيار اقليدسي زيرفضاهاي از برخي استقرايي بزرگ بعُد محاسبه باشند، شده اثبات ۸ .۲
مي شود. ديده است، شده توصيف زير در كه سيرپينسكي” ”فرش مورد در كه همان طور مي شود،

تقسيم با F0 از را F1 باشد. R2 از [0, 1] × [0, 1] زيرفضاي F0 كنيد فرض .۹ .۴ مثال
”مربع حذف و 0 ≤ i, j ≤ 2 براي

[
i
3 ,

i+1
3

]
×

[
j
3 ,

j+1
3

]
هم نهشت مربع نه به F1

در يكسان مربع هشت از اجتماعي F1 سپس آوريد. بدست ،
[
1
3 ,

2
3

]
×

[
1
3 ,

2
3

]
مركزي”،

در باقي مانده مربع هاي از يك هر از مركزي مربع حذف و فرآيند اين تكرار با را F2 است. R3

را Fn ⊆ Fn−1 زيرفضاي مي توانيم n ∈ N هر براي ترتيب، همين به آوريد. بدست F1

زير متر با X =
∩∞

n=0 Fn حدي فضاي سيرپينسكي” ”فرش بسازيم. حذف فرآيند اين با
زيرمجموعه هيچ كه است همبند فضاي يك X كه ديد مي توان سادگي به است. R2 از فضايي
.Ind(X) = 1 كه داريم ۸ .۲ قضيه و ۷ .۲ قضيه از استفاده با بنابراين و ندارد R2 از بازي
بعُد با جداپذير متريك فضاهاي براي جهاني فضاي يك آن به كه است فضايي X اين، بر علاوه
Ind(Y ) = 1 با Y جداپذير متريك فضاي هر كه معني اين به مي گويند، ۱ استقرايي بزرگ

مي شود. جاسازي X در

بودن جهاني و فضا اين است. شده داده نشان زير در سيرپينسكي فرش ساخت از مرحله چهار
نتيجه و ساخت انگليسي نسخه گرفت. قرار بحث مورد [۱۹] در سيرپينسكي توسط ابتدا در آن

مي شود. يافت [۶] در جهاني

سيرپينسكي. فرش ساخت در F4 و F3 ،F2 ،F1 مراحل :۱ شكل
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ابوت بعُد ۵
اين كه داد خواهيم نشان كرد. خواهيم تعريف را هاسدورف فضاهاي ابوت بعُد بخش، اين در
را ابوت) بعُد براي ۵ .۲ قضيه (مشابه زيرفضا قضيه كه است، توپولوژيكي ناوردا يك خاصيت
اين با است. n با برابر Rn ابوت بعُد كه داد خواهيم نشان همه، از مهمتر و مي كند برآورده
ابوت ادوين كوتاه رمان ما، تعريف الهام منشا درباره بحثي اين ها، از يك هر انجام از قبل حال،

است. لازم فلت لند، نام به

يك فلت لند، كشور درباره توضيحي اول بخش است. شده تقسيم بخش دو به فلت لند داستان
جامعه مي شود. روايت مربع، يك داستان، قهرمان توسط كه است R2 به شبيه بعدي دو دنياي
(دوران زمان آن در انگلستان فرهنگ به طنزآميز نگاهي كه است شده طراحي گونه اي به فلت لند
مربع بخش اين در ماست. كار به بخش ترين مربوط داستان دوم نيمه باشد. داشته ويكتوريايي)
لاينلند نام به يك بعُد با سرزميني و پوينتلند نام به صفر بعُد با سرزميني از ديداري خواب
به شبيه بعدي سه دنياي يك اسپيس لند، از كره يك توسط مربع خواب ها، اين بين مي بيند.
به را مربع كره مي شود. ظاهر متغير قطر با دايره اي صورت به مربع به كه مي شود بازديد R3

اين به بالاتر” ”بعُد يك از بودن مفهوم متن، طول در مي برد. بعدي سه اسپيس لند به سفري
ديداري مربع وقتي ببينيد. را پايين تر بعُد با موجودات بدن هاي ”داخل” مي توانيد كه معناست
است. لاينلند ساكنان داخلي” ”اندام هاي ديدن براي مربع توانايي معناي به اين دارد، لاينلند از

صداها كردم، صحبت او با بار اولين كه وقتي بود شنيده را من صداي او گرچه
”هيچ نداد، پاسخي و بود تجربياتش خلاف بر كه بودند رسيده او به گونه اي به
درون از انگار كه شنيد صدايي ”و كرد، بيان او كه همانطور نديده” را كس
من نه او دادم، قرار او دنياي در را دهانم كه لحظه اي تا بود.” خودم روده هاي
او و پهلو را آن من كه چيزي به كه مبهم صداهاي جز چيزي نه و بود ديده را
از تصوري هيچ نيز اكنون حتي و بود؛ شنيده مي ناميد، معده اش يا داخل را آن

نداشت. بودم، آمده آن از من كه منطقه اي
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([۱] از ۱۱۷ -۱۱۶ (صفحات لاينلند پادشاه توصيف حال در مربع

مربع به بعُد مفهوم اين مي آورد، بعدي سه فضاي به را مربع كره كه هنگامي ترتيب، همين به
ببيند. را فلتلند غارهاي و معادن ديوارهاي روي» «از تا مي دهد اجازه

گفته كره كه همانطور مي روم. بالا فضا ميان از كه كردم احساس ديگر بار يك
ميدان مي گرفتيم، فاصله مي كرديم مشاهده كه شيئي از بيشتر هرچه بود.
آن، در موجودي هر و خانه هر داخل با من، بومي شهر مي شد. بزرگتر ديد
اسرار ناگهان، و رفتيم، بالاتر بود. باز من ديد مقابل در مينياتوري صورت به

شد. آشكار من برابر در تپه ها، غارهاي درون و معادن اعماق زمين،

([۱] از ۱۴۰ (صفحه مي كند نگاه مسطح سرزمين به بعدي سه ديدگاه از مربع

بعُد ديدگاه از پايين تر بعُد چيزهاي داخل» «ديدن ايده كه يافت ديگري قول هاي نقل مي توان
مفهوم اين كردن رسمي ايده اين از استفاده با بعُد تعريف وظيفه مي دهند. نمايش را بالاتر
فرض فضاها تمام مقاله، اين ادامه در مي دهيم. انجام زير روش به را كار اين ما است. «ديد»
دهيد قرار متمايز، لزوماً نه ،X فضاي يك در x, y نقاط براي هستند. هاوسدورف كه مي شوند
مي شوند. شامل را y و x دو هر كه باشد X همبند و باز زيرمجموعه هاي گردايه C(x, y,X)

و متمايز، نقاط x, z ∈ X باشد، غيرتهي هاوسف فضاي يك X كنيد فرض .۱ .۵ تعريف
z و x شامل كه C ⊆ X پيوستار يك باشد. x شامل زيرفضا يك K ⊆ (X \ {z})

باشند: برقرار زير شرايط اگر مي شود ناميده x به z از ۳۳ ديد خط يك است،

باشد. C براي همسايگي پايه يك شامل C(x, z,X) .۱

VU ∈ C(x, z,X) عنصر شاملxهستند، Uكه ⊆ K باز مجموعه هاي همه براي .۲
را VU ∩K ⊆ clX(VU ) ∩K ⊆ U و شود شامل را C كه باشد داشته وجود

line of sight۳۳
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كند. ارضا

x ∈ K به z از از ديد خط يك :۲ شكل

رسمي را فضا آن از خارج نقطه اي از فضا يك در نقطه يك بودن رويت قابل مفهوم تعريف، اين
لاينلند ساكنان داخل به مربع آن از كه نقطه اي عنوان به را بالا تعريف در z نقطه بايد مي كند.
تعريف شرط دو است. لاينلند خود K فضاي تمثيل، همين با گرفت. نظر در مي كند، نگاه
ديد شدن كم قيمت به كنيم” محدود را خود ”ديد مي توانيم كه است ايده اين كردن دقيق براي
مي توانيم نيمه باز، چشمان با مي كنيم. نگاه ديوار روي نقطه اي به كه كرد تصور مي توان اطراف.
براي ترتيب، همين به محيطي. ديد شدن كم قيمت به بگذاريم نقطه آن روي را خود تمركز
داريم قصد خود، تعريف با كند. تغيير نقطه به ما چشمان از ديد خط كه نيست نياز تمركز اين
شده داده نشان بالا شكل در كه همان طور كنيم، رسمي را z از x نقطه يك مستقيم رويت

است.

Ab(X) با كه ،X ۳۴ ابوت بعد باشد. غيرتهي هاسدروف فضاي Xيك كنيد فرض .۲ .۵ تعريف
مي شود. تعريف زير صورت به مي شود، داده نشان

است، شده تعريف n ≥ 0 براي Xn اينكه فرض با باشد. X تواني مجموعه X0 كنيد فرض
يك آن در كه مي شود تعريف Y ⊆ X زيرمجموعه هاي از از گردايه اي عنوان به Xn+1

به طوري كه: دارد وجود K ∈ Xn

Abbott dimension۳۴
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. K ⊆ Y .۱

يك x ∈ K نقاط همه براي به طوري كه باشد داشته وجود z ∈ Y \K نقطه اي .۲
كه: باشد داشته وجود x به z از Wz,x ⊆ Y ديد خط

اگر و شود شامل را Wz,x كه باشد داشته وجود V ∈ C(x, z, Y ) يك �
يك آن گاه باشد، داشته قرار V در و باشد Wz,x شامل V ′ ∈ C(x, z, Y )

. D ∈ Xn كه باشد داشته وجود D ⊆ ∂Y (V
′)

Xn ̸= ∅ اگر مي شود. تعريف Xn ̸= ∅ آن در كه n بزرگترين عنوان به Ab(X) سپس
مي كنيم. تعريف Ab(∅) = −1 نهايت، در مي گوييم. بي نهايت را X ابوت بعد ،n همه براي

كه دهد نشان بتواند Yn−1 به طوري كه Yn−1 ∈ Xn−1 و Yn ∈ Xn اگر بالا تعريف در
را آن و Yn ∈ Xn كه ۳۵ مي دهد شهادت Yn−1 مي گوييم صورت اين در ،Yn ∈ Xn

نقطه يك (۲) مورد در شده استفاده z نقطه همچنين . مي دهيم نشان  Yn−1 ≪n Yn با
مي شود. ناميده K براي مشاهده

را آن ”داخل بتواند كه باشد داشته بعدي n زيرفضاي يك X فضاي اگر مي گويد تعريف اين
باشد. بعدي n+ 1 حداقل بايد پس بالاتر، ديدگاه يك از ببيند”

هر ابوت بعد ترتيب، همين به است. صفر تك نقطه اي مجموعه يك ابوت بعد .۳ .۵ مثال
تنها اگر است ناهمبند كاملاً فضايي كه بياوريد خاطر به است. صفر ناهمبند كاملاً فضاي
اگر باشد. ناهمبند كاملاً X كنيد فرض  باشند. نقاط آن غيرتهي همبند زيرمجموعه هاي
زيرفضاي يك صورت اين در ،n ≥ 1 برخي براي Y ∈ Xn به طوري كه Y ⊆ X

Wz,x ⊆ Y پيوستار يك و ،z ∈ Y \K نقطه ي يك ،x ∈ K نقطه ي يك ،K ⊆ Y

،Y نتيجه در و X همبند زيرمجموعه هاي تنها اما، شود. شامل را z و x دو هر كه دارد وجود
n ≥ 1 همه براي بايد Xn و باشد داشته وجود نمي تواند Wz,x چنين بنابراين هستند. نقاط

مي شود. Ab(X) = 0 به منجر اين باشد. تهي
witnesses۳۵
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است. زير صورت به مفيد واضح نكته يك

.Xk+1 ⊆ Xk كه داريم k ∈ N و فضا يك داشتن با .۴ .۵ لم

ind و Ind استقرايي ابعاد از متفاوت طعمي دارد، استقرايي ماهيت كه حالي در ، Ab تعريف
Ab با اما، است. آسان تر فضا بعد براي بالا هاي كران ارائه اغلب ،ind و Ind با زيرا دارد،
دنباله ي يافتن به نياز فقط Ab(X) ≥ n اثبات ،X فضاي يك براي است. صادق اين برعكس
واقع، در دارد. Y0 ≪1 Y1 ≪2 · · · ≪n Yn ⊆ X فضاهاي زير n + 1 از درون همي
يك سپس مي شود، شامل را نقطه آن كه پاره خط يك سپس نقطه، يك از مي توان R3 براي

اضلاعش از يكي كه مربع

تا كرد استفاده دارد وجه يك عنوان به را مربع آن كه مكعب يك نهايت در و است، پاره خط آن
داريم، كلي طور به .Ab(R3) ≥ 3 داد نشان

.Ab(Rn) ≥ n ،n ≥ 1 هر براي .۵ .۵ قضيه

بتواند كسي اگر كه مي گويد ،۶ .۳ لم اولي، هستند. بديهي ً ظاهرا اول، نگاه در بعدي، نتيجه دو
بايد ببيند، K ⊆ Y و z ∈ X \ Y مشاهده نقطه يك از را Y ⊆ X فضا زير يك داخل
عبارت به ببيند. را K داخل بتواند كه باشد داشته وجود نيز X \ K در مشاهده اي نقطه
يك هر داخل مي توانيد و ببينيد را مربع داخل مي توانيد بكشيد، مربع يك ديوار روي اگر ساده تر،
مي گويد ،۷ .۳ گزاره دوم، نتيجه ببينيد. مي دهند تشكيل را مربع اضلاع كه خطي قطعه هاي از
دوباره، شود. شامل را ممكن كوچكتر بعد هر از فضاهايي زير بايد متناهي بعد با فضاي يك كه
مورد در حتي حال، اين با مي شود. ناشي بعد مورد در ما شهود از زيرا است بديهي احتمالاً اين

است. نياز بديهي غير اثبات بعد، كلاسيك تعاريف

كه طوري به باشد Y ⊆ X و باشد Ab(X) = n با فضا يك X كنيد فرض .۶ .۵ لم
صورت اين در ،k ≤ n − 1 برخي براي K ∈ Xk با K ⊆ Y اگر .Y ≪n X

.K ≪k+1 X
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z ∈ X\Y كنيد فرض .K ≪k+1 X كه كرد خواهيم ثابت تعريف از استفاده با ما اثبات.
كه آنجا از شود. داده x ∈ K كنيد فرض همچنين و باشد Y براي مشاهده نقطه يك
را z و x دو هر كه دارد وجود Wz,x ⊆ X پيوستار يك ،Y ≪n X و K ⊆ Y

يك شامل C(x, z,X) كه شود انتخاب گونه اي به مي تواند Wz,x همچنين مي شود. شامل
باشد K از باز مجموعه زير يك U ⊆ K كنيد فرض  باشد. Wz,x براي همسايگي پايه
در كه U ′ ⊆ Y مجموعه زير برخي براي U = U ′ ∩ K سپس است. x شامل كه
و مي شود شامل را Wz,x كه دارد وجود VU ′ ∈ C(x, z,X) يك سپس، است. باز Y
K با اين ها همه اشتراك با مي كند. برآورده را VU ′ ∩ Y ⊆ clX(VU ′) ∩ Y ⊆ U ′

داريم
VU ′ ∩K ⊆ clX(VU ′) ∩K ⊆ U ′ ∩K = U

ابوت بعد تعريف از (۲) مورد زيرنكته . مي كند برقرار را ديد خط يك تعريف از (۲) مورد كه
داده ايم نشان سپس ما است. K و Y از مستقل كه است Wz,x خاصيت اين زيرا است برقرار

.K ≪k+1 X يعني، مي شود. داده شهادت K توسط X ∈ Xk+1 كه

باشد، بعدي بي نهايت فضا كه صورتي در نتيجه بعد، كلاسيك تعاريف براي كه اينجاست جالب
تعاريف از يك هر به توجه (با بي نهايت بعد با فشرده متريك فضاي يك ،[۴] در نيست. برقرار

است. بعدي صفر يا بعدي بي نهايت يا آن فضاي زير هر كه است شده ساخته كلاسيك)

0 ≤ k ≤ n همه براي سپس باشد، Ab(X) = n ≥ 0 با فضا يك X اگر .۷ .۵ قضيه
.Ab(Y ) = k كه دارد وجود Y ⊆ X يك

كنيد فرض و n > 0 كنيد فرض صورت، اين غير در است. بديهي نتيجه ، n = 0 اگر اثبات.
Ab(Y ) = k كه ندارد وجود Y ⊆ X هيچ و 1 ≤ k ≤ n− 1 كه باشد گونه اي به k
يا باشد، تهي غير مجموعه زير هر Y ⊆ X اگر كه معناست بدان اين كند. برآورده را
Ab(X) = كه آنجا از . K ∈ Xk+1 كه دارد وجود K ⊆ Y يك يا Ab(Y ) < k

غير Xk+1 كه مي دهد ما به ۴ .۳ لم توسط كه باشد، تهي نبايد Xn كه داريم ما n > k
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همه براي Xk+1 = Xk+i كه مي كنيم ادعا ما .0 ≤ i ≤ n − k براي است تهي
كه باشد گونه اي به Y ⊆ X اگر است. تناقض در Ab(X) بودن متناهي با كه ،i ≥ 1

طبق . K ≪k+1 Y و K ∈ Xk كه دارد وجود K ⊆ Y يك سپس ،Y ∈ Xk+1

از . K ′ ∈ Xk+1 كه باشد K ′ ⊆ K يك بايد بنابراين Ab(K) > k كه داريم ما فرض
كه داريم ۶ .۳ لم با اين، بر علاوه . K ′ ∈ Xk كه ۴ .۳ لم با داريم K ≪k+1 Y كه آنجا
در مجموعه زير يك Xk عنصر هر كه ما فرض گرفتن نظر در از اي پس . K ′ ≪k+1 Y

كه است، K ′ ≪k+2 Y كه مي رسيم نتيجه اين به ابوت، بعد تعريف از ۲ مورد و دارد Xk+1

اثبات را آنها برابري اين Xk+2 ⊆ Xk+1 كه آنجا از است. Y ∈ Xk+2 كه مي دهد نشان
Y ∈ Xk+j كنيد فرض  و 1 ≤ j براي Xk+1 = Xk+j كه كنيد فرض اكنون مي كند.
سرعت به Xk+j−1 = Xk+j كه فرض از . K ≪k+j Y كه K ∈ Xk+j−1 و
Y ∈ Xk+j+1 كه مي دهد دست به ، K ≪k+j+1 Y واقع در كه گرفت نتيجه مي توان
معناي به اما اين .i ≥ 1 همه براي Xk+1 = Xk+i كه داريم سپس ۴ .۳ لم و استقرا با .
يك بايد بنابراين است. متناهي Ab(X) كه ما فرض با تناقض در است، Ab(X) = ∞

.Ab(Y ) = k كه باشد داشته وجود Y ⊆ X

خصوصيات حداقل از بخشي همچنان اما هستند، ابوت بعد تعريف از آساني نتايج بعدي نتيجه دو
مي كنند. برآورده را بعد تابع يك براي لازم

.Ab(Y ) ≤ Ab(X) سپس باشد، X فضاي يك فضاي زير يك Y اگر .۸ .۵ قضيه

K1,K2 ⊆ Y كنيد فرض  شود. داده Y ⊆ X و باشد فضا يك X كنيد فرض  اثبات.
پيوستارها . K2 ∈ Yn و K1 ∈ Yn−1 سپس .K1 ≪n K2 كه باشد گونه اي به
نه. يا شود گرفته نظر در X يا Y فضاي زير عنوان به K2 خواه هستند، پيوستارها K2 در
هستند، K2 همبند باز مجموعه هاي زير K2 همبند باز مجموعه هاي زير ترتيب، همين به
و K2 ∈ Xn بنابراين نه. يا شود گرفته نظر در X يا Y مجموعه زير عنوان به K2 خواه
هستند. X مجموعه هاي زير عنوان به K1 ≪n K2 اين بر علاوه هستند. K1 ∈ Xn−1
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بنابراين هست. نيز Xn ̸= ∅ آنگاه Yn ̸= ∅ كه باشد طبيعي عدد بزرگترين n اگر بنابراين
.Ab(Y ) ≤ Ab(X)

.Ab(X) = Ab(Y ) سپس باشند، هم ريخت فضاهاي Y و X اگر .۹ .۵ قضيه

كه هستند پيوسته اي دوسويي  توابع هم ريختي ها كه اين به توجه با بلافاصله نتيجه اين اثبات.
مي آيد. دست به مي كنند، حفظ را همسايگي پايه هاي و پيوستارها همبند، باز مجموعه هاي

تابع يك اساسي خاصيت آن كه شود داده نشان كه است اين ابوت بعد براي مي ماند باقي آنچه
است. n با برابر Rn بعد كه اين يعني مي كند، برآورده را بعد

حال، اين با مي دهيم. ارجاع پيوست به را استدلال جزئيات و است فني نسبتاً اثبات خود
قضيه از Ab(Rn) = n اينكه اثبات براي دهيم. ارائه استدلال از كلي مرور يك مي توانيم
فضاهاي كلاس روي بر استقرايي بزرگ بعد با ابوت بعد كه دهيم نشان تا مي كنيم استفاده ۵ .۳
شده اثبات پيوست در (همچنين است دار كران بالا از است، Rn شامل كه جداشدني متريك
به نامتناهي و متناهي بعد حالت هاي است، رايج نسبتاً نوع اين از نتايج براي كه همانطور است).
مي شود استفاده فضا ابوت بعد بر استقراء از متناهي حالت در مي شوند. بررسي جداگانه صورت
فرض نامتناهي حالت در است. ابوت بعد از كمتر استقرايي بزرگ بعد كه مي شود فرض سپس و
استفاده استقرايي بزرگ بعد بر استقراء از سپس و است نامتناهي ابوت بعد داراي فضا كه مي شود
استقرايي بزرگ بعد براي متناهي مقدار كدام اينكه از نظر صرف كه مي شود داده نشان و مي شود
در استقرايي بزرگ بعد و ابوت بعد دو هر تعريف كه آنجا از مي رسيم. تناقض به شود، فرض
و متناهي حالت دو هر براي مي توان است، كمتر بعد با باز مجموعه هاي مرزهاي شامل نهايت
در را فني جزئيات مي تواند علاقه مند خواننده مجدداً، رسيد. تناقض به مشكل بدون نامتناهي

بيابد. پيوست

.Ab(Rn) = n ،n ≥ 1 همه براي .۱۰ .۵ قضيه
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همانطور است. شده تثبيت بعد از مشروع تعريف يك عنوان به ابوت بعد بخش، اين نتايج با
تعاريف با ابوت بعد دهيم نشان كه است اين ما بعدي وظيفه بود، شده داده وعده مقدمه در كه
جداشدني متريك فضاهاي كلاس روي بر مي شود) داده نشان Ind با اينجا در (كه بعد كلاسيك

ندارد. مطابقت

كلاسيك تعاريف با ابوت بعد ناهمگوني ۶
به ندارد. مطابقت بعد كلاسيك تعاريف با ابوت بعد كه داد خواهيم نشان ما بخش، اين در
غير فضاي (يك ۳۶ نستر-كوراتوفسكي بادبزن ابوت بعد كه داد خواهيم نشان ابتدا خاص، طور
كه داد خواهيم نشان سپس است. ۱ آن استقرايي بزرگ بعد كه حالي در است ۰ با برابر فشرده)
بينگ توسط كه همانطور حال، اين با است. ۱ حداكثر ارثي تجزيه ناپذير هاي پيوستار ابوت بعد
بالا دلخواه به پوششي بعد با ارثي تجزيه ناپذير پيوسته هاي است، شده داده نشان [۴] در ۳۷

توصيف مسير، طول در دارد. وجود كوچك) استقرايي بعد و بزرگ استقرايي بعد نتيجه در (و
ارثي تجزيه ناپذير و تجزيه ناپذير پيوسته هاي كلاس در شده شناخته فضاهاي برخي از دقيقي
پيوسته هاي تعريف از مي تواند است، راحت فضاها نوع اين با كه خواننده اي داد. خواهيم ارائه

برود. مستقيم بخش، اين اصلي نتيجه ،۴ .۴ قضيه به ارثي تجزيه ناپذير و تجزيه ناپذير

زير شرح به آن ساختار كرد. خواهيم شروع نستر-كوراتوفسكي بادبزن با شد، گفته كه همانطور
مي شود): يافت [۲۰] در كه همانطور (و است

z = كنيد فرض و باشد [0, 1] × {0} ⊆ R2 در يك سوم كانتور مجموعه C كنيد فرض
C نقاط به z متصل كننده هاي خط پاره همه اجتماع Y كنيد فرض سپس .

(
1
2 ,

1
2

)
متصل z به را x كه باشد Y در خطي پاره Lx كنيد فرض ،C در خاص x يك براي باشد.
بازه ها انتهايي نقاط عنوان به كه باشد نقاطي مجموعه C1 ⊆ C كنيد فرض اكنون مي كند.
،x ∈ C1 اگر باشد. C در C1 مكمل C2 كنيد فرض و مي شوند، حذف C ساختار در

Knaster-Kuratowski fan۳۶

Bing۳۷
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كنيد تعريف ،x ∈ C2 اگر ترتيب، همين به .L̂x = {(r, s) | s ∈ Q} كنيد تعريف
است. X =

∪
x∈C L̂x فضاي نستر-كوراتوفسكي بادبزن .L̂x = {(r, s) | s /∈ Q}

است. مشهود بيشتر فضا تصوير مشاهده با مي شود، شناخته ”بادبزن” عنوان به فضا اين چرا
همچنين نيست. همبند موضعي اما است، همبند كه است شده شناخته فضايي عنوان به بادبزن
گونه اي به z =

(
1
2 ,

1
2

)
نقطه كه معني اين به است. ۳۸ پراكندگي نقطه نام به چيزي داراي

است. نا همبند كاملاً X \ {z} كه است

نستر-كوراتوفسكي بادبزن :۳ شكل

.Ind(X) = 1 و Ab(X) = 0 آنگاه باشد، نستر-كوراتوفسكي بادبزن X اگر .۱ .۶ قضيه

هيچ X كه آنجا از حال، اين با .Ab(X) ≥ 0 داريم است، تهي غير X كه آنجا از اثبات.
آنجا از حال، اين با .Ab(X) = 0 بنابراين .Ab(X) < 1 داريم ندارد، بديهي غير پيوستار
است تهي درون داراي R2 در X حال، همين در . Ind(X) ≥ 1 بايد است، همبند X كه

.Ind(X) = 1 پس ،Ind(X) < 2 بنابراين و

روي بر كلاسيك تعاريف با ابوت بعد كه داده ايم نشان قبلاً ما نستر-كوراتوفسكي، بادبزن با
نامطلوب كمي داستان كردن رها اينجا در حال، اين با ندارد. مطابقت جداشدني متريك فضاهاي
نظر به و نيست فشرده است، جداشدني كه حالي در نستر-كوراتوفسكي، بادبزن بود. خواهد
خواهيم نشان اكنون كه همانطور حال، اين با باشد. استثنا يك فقط است ممكن كه مي رسد

Dispersion point ۳۸
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كلاسيك تعاريف و ابوت بعد بين مطابقت تضمين براي سودي هيچ فشردگي شرط تحميل داد،
شرح به كه مي پردازيم ارثي تجزيه ناپذير پيوستارهاي خانواده بررسي به ما خاص، طور به ندارد.

مي شوند. تعريف زير

اجتماع صورت به نتواند K اگر مي شود ناميده تجزيه ناپذير K متريك پيوستار يك .۲ .۶ تعريف
زيريوستار هر اگر است ارثي تجزيه ناپذير K كه مي گوييم ما شود. نوشته سره زير پيوستار دو

باشد. تجزيه ناپذير نيز K

به كه ۳۹ سطل” ”دسته پيوستار بگيريد، نظر در را زير مثال تعريف، اين درك به كمك براي
يافت: [۶] در را آن مي توان و است شده تعريف زير شرح

عنوان به را C0 باشد. [0, 1] × {0} ⊆ R2 در يك سوم ها كانتور مجموعه C كنيد فرض 
آن ها مركز و است C در انتهايشان و دارند قرار R2 در x محور بالاي كه نيم دايره هايي گردايه ي
محور زير كه نيم دايره هايي گردايه ي عنوان به را C1 سپس كنيد. تعريف است، ( 12 , 0) در
است، C ∩ [ 23 , 1] در آن ها انتهاي و است [ 23 , 1] مياني نقطه در آن ها مركز و دارند قرار x
x محور زير كه نيم دايره ها از گردايه هايي عنوان به Ci نيم دايره هاي گردايه هاي كنيد. تعريف
C ∩ [ 23i ,

3
3i ] در آن ها انتهاي و است [ 23i , 3

3i ] بازه مياني نقطه در آن ها مركز و دارند قرار
است. i ≥ 0 براي Ci مجموعه هاي تمام اجتماع سطل دسته پيوستار مي شوند. تعريف است،

سطل دسته پيوستار از تقريبي تصويري :۴ شكل
Bucket Handel۳۹
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كه ۴۰ وادا” ”درياچه هاي مانند دارد، وجود جالب تجزيه ناپذير پيوستارهاي از ديگري مثال هاي
باز زيرمجموعه سه مشترك مرز عنوان به شگفت انگيزي طرز به و است تجزيه ناپذير پيوستاري
كار صرف را زيادي زمان مي توانيم كه حالي در حال، اين با مي شود. ظاهر R2 از مجزا همبند
وادا درياچه هاي به كه افرادي ما نيستند. بخش اين تمركز آن ها كنيم، مثال هايي چنين روي بر
كه همانطور مي دهيم. ارجاع (۶۰ صفحه (در [۱۱] در آن اصلي توضيح به را هستند علاقه مند
ما اصلي توجه مورد بخش اين در كه تجزيه ناپذير پيوستارهاي زيرخانواده شد، بيان مقدمه در
شده داده توضيح ؟؟ تعريف در كه همانطور كه، هستند ارثي تجزيه ناپذير پيوستارهاي هستند،
هستند. تجزيه ناپذير نيز آن ها زيرپيوستارهاي تمام كه هستند تجزيه ناپذيري پيوستارهاي است،

باشد. ۴۱ ”شبه كمان” ارثي تجزيه ناپذير پيوستار يك از مثال معروف ترين شايد

بخش اين نتايج براي ساختار اين مي دهيم. ارائه [۹] همانند شبه كمان براي ساختاري زير در
بخش اين نتايج به تنها كه خواننده اي آورده ايم. اينجا تكميل به منظور را آن اما نيست، ضروري

كند. صرف نظر آن از به راحتي مي تواند است، علاقه مند

ساده زنجير يك را X مجموعه يك زيرمجموعه هاي از {U1, . . . , Un} متناهي مجموعه يك
x ، |i − j| ≤ 1 اگر تنها و اگر Ui ∩ Uj ̸= ∅ اگر مي ناميم X در z به x نقطه از ۴۲

يك مي نامند. ۴۳ پيوند را ساده زنجير هاي عناصر باشد. Un در فقط z و باشد U1 در فقط
U = ديگر ساده زنجير يك از ۴۴ زنجير زير يك V = {V1, . . . , Vm} ساده زنجير
U = {U1, . . . , Un} ساده زنجير هاي اگر . V ⊆ U كه زماني است {U1, . . . , Un}
به طوري كه باشد داشته وجود i < j < n با i, j صحيح اعداد و V = {V1, . . . , Vm} و
V اگر خلاصه، به طور مي دهيم. نشان U(i, j) با را V آنگاه ،Vm = Uj و V1 = Ui

با را V آنگاه باشد، Uj ،V پيوند آخرين و Ui ،V پيوند اولين كه باشد U از زيرزنجير  يك
Lakes of Wada۴۰

Pseudo-arc۴۱

simple chain۴۲

link۴۳

subchain۴۴
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۴۵ مي كند تظريف قوي) طور (به V ساده زنجير يك كه مي گوييم مي دهيم. نشان U(i, j)
داشته قرار U پيوندهاي برخي در V در پيوند) يك (بستار پيوند هر اگر را U ساده زنجير يك

است. كجي داريم، نياز شبه كمان ساختن براي كه نهايي مفهوم باشد.

كه مي گوييم مي كند، تظريف را U ساده زنجير V ساده زنجير يك كنيد فرض .۳ .۶ تعريف
كند: برآورده را زير شرايط اگر است ۴۶ كج U در V

Vj ∩ Uk ̸= ∅ و Vi ∩ Uh ̸= ∅ با باشد V از زيرزنجير ي V (i, j) كه زمان هر �
كه طوري به دارند وجود s و r ، |h− k| ≥ 3 آن در كه

V (i, j) = V (i, r) ∪ V (r, s) ∪ V (s, j)

U(h, k) پيوندهاي از زيرمجموعه هايي Vr, Vs و (s−r)(j− i) > 0 آن در كه
ترتيب. به ، دارند اشتراك Uh و Uk با كه هستند

بين ساده زنجير دو شكل اين در است. تر فهم قابل بعدي صفحه در تصوير ديدن با تعريف اين
قطر با عنصر چهار از ساده اي زنجير يكي شده اند. كشيده تصوير به R2 در نقطه جفت يك
كوچكتر زنجير اينكه براي است. كوچك قطر با عنصر سي از ساده اي زنجير ديگري و بزرگ
كه بزرگتر زنجير عناصر جفت هر براي بار دو بايد كوچكتر زنجير باشد، كج بزرگتر زنجير در

”برگردد”. خود به دارند، فاصله هم از پيوند سه حداقل

q و p كنيد فرض  مي شود. ساخته زير شرح به R2 از زيرمجموعه اي عنوان به شبه كمان سپس
زيرمجموعه هاي از كه باشد آن ها بين ساده اي زنجير C1 كنيد فرض  و باشند R2 از متمايز نقاط
دنباله يك استقرايي صورت به مي توان n ≥ 2 براي سپس، است. شده تشكيل باز همبند
به شده اند تشكيل R2 از باز همبند زيرمجموعه هاي از كه q و p بين Cn ساده زنجير هاي از
عناصر قطر و است، كج Cn−1 در Cn مي كند، تظريف را Cn−1 قوي طور به Cn كه طوري

refines۴۵

crooked۴۶

۲۶



متريك توپولوژي با X =
∩∞

n=1 (
∪
Cn) فضاي شبه كمان ساخت. است، 1

n حداكثر Cn

است. R2 از شده برده ارث به

پيوستارهاي درباره خود بحث به ما بخش. اين اصلي نتيجه اثبات از قبل نهايي نكته يك
نستر-كوراتوفسكي بادبزن غيرعادي خصوصيت اينكه پيشنهاد از پس ارثي تجزيه ناپذير و تجزيه ناپذير
همان بخواهد خواننده است ممكن باشد. نادر و عجيب باشد خاص حالت يگ فقط است ممكن
اين با بكند. نيز ارثي ناپذير تجزيه  پيوستارهاي و ناپذير تجزيه  پيوستارهاي مورد در را قضاوت
Rn در پيوستارها ”اكثر” نوعي، به واقع، در نيستند. نادر وجه هيچ به پيوستارها نوع اين حال،
يك Rn+1 از بعدي n+1 زيرمجموعه هر در همچنين، ۴۷ هستند. ناپذير تجزيه  ارثي طور به
است). كلاسيك تعاريف به توجه با بعدي n (كه دارد وجود بعدي n ارثي ناپذير تجزيه  پيوستار
بپردازيم. بخش اين اصلي نتيجه به بياييد حال، اين با يافت. [۸] در مي توان را نتايج اين اثبات

است. كج بزرگ تر زنجير يك در كه تر كوچك زنجير يك :۵ شكل

Ab(X) = 0 Ab(X)و ≤ 1 آنگاه باشد، ارثي ناپذير تجزيه  پيوستار Xيك اگر .۴ .۶ قضيه
باشد. عضوي تك X اگر تنها و اگر

تعريف از كه كرد خواهيم استفاده ارثي ناپذير تجزيه  پيوستارهاي از زير خاصيت از ما اثبات.
پيوستارهايي K1,K2 ⊆ K و باشد ارثي ناپذير تجزيه  پيوستار يك K اگر نتيجه مي شود.
كنيد فرض  اكنون است. K2 ⊆ K1 يا K1 ⊆ K2 يا آنگاه ،K1 ∩K2 ̸= ∅ كه باشند
dh هاسدورف فاصله با را آن و دهيم نشان C(Rn) با را Rn در پيوستارها تمام از مجموعه اي است ۴۷ممكن

كه طوري به است ϵ > 0 حداقل dh(X,Y ) ،X,Y ∈ C(Rn) پيوستار دو به توجه با كنيم. مجهز
كه نتيجه اي است. X اطراف در ϵ شعاع به باز توپ B(X, ϵ) اينجا در .Y ⊆ B(X, ϵ) و X ⊆ B(Y, ϵ)

هستند. فضا اين از چگال زيرمجموعه يك ارثي ناپذير تجزيه  پيوستارهاي كه مي گويد مي كنيم اشاره آن به
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چون پس نباشد، عضوي تك مجموعه يك X اگر باشد. ارثي ناپذير تجزيه  پيوستار يك X
نقطه با k برخي براي Y1 ≪k Y2 كنيد فرض .Ab(X) ≥ 1 داريم است، پيوستار يك X
مجزا باز همسايگي هاي آنگاه باشند، متمايزي نقاط x1, x2 ∈ Y1 اگر . z ∈ Y2 مشاهده
Wz,x1

⊆ پيوستار يك سپس مي گيرند. بر در را x2 و x1 كه دارد وجود U1, U2 ⊆ Y1

V1 ⊆ Y2 همبند باز مجموعه يك اين، بر علاوه مي گيرد. بر در را z و x1 كه دارد وجود Y2

.x1 ∈ clY2
(V1) ∩ Y1 ⊆ U1 كه طوري به و مي گيرد بر در را Wz,x1

كه دارد وجود
دارد. وجود V2 ⊆ Y2 متناظر همبند باز مجموعه و Wz,x2

پيوستار يك مشابه، طور به
باشيم داشته بايد است، Wz,x2 و Wz,x1 دو هر از عنصر يك z كه آنجايي از حال، اين با
و clY2(V1) ∩ Y1 ̸⊆ U1 سپس .Wz,x2 ⊆ Wz,x1 يا Wz,x1 ⊆ Wz,x2 كه
متمايز نقاط Y1 كه بود اين ما اوليه فرض است. تناقض يك اين .clY2

(V2) ∩ Y1 ̸⊆ U2

مجموعه هاي و است عضوي تك مجموعه يك Y1 كه باشيم داشته بايد پس مي گيرد. بر در را
.Ab(X) ≤ 1 داريم بنابراين نيستند. ديگري Xk هيچ و X0 در عضوي تك

بحث ۷
پرسشي كلمه واقعي معناي به سوال اين چيست؟ بعد اول، پرسيديم. اصلي سوال دو مقدمه، در
تعاريف ايجاد و بعد مورد در تأمل به را ما كه بود سوالي بلكه دهيم، پاسخ آن به واقعاً ما كه نبود
كه ديگري مختلف رياضي دانان و لبُِگ پوانكاره، كه همانطور مي بخشيد، الهام بعد از توصيفاتي و
بعد نظريه تعاريف آيا يعني، داد، سوق ما دوم سوال به را ما اين دادند. انجام شد ذكر مقدمه در
تعريف يك عنوان به مي تواند ”درست” تعريف كه گفتيم ما هستند؟ ”درست” تعاريف كلاسيك
در ”درست” تعريف با بايد ديگري شهودي هندسي تعريف هر كه شود توصيف شهودي هندسي
كه كرده ايم استدلال مقاله اين در ما باشد. موافق مي پذيريم، طبيعي عنوان به ما كه فضاهايي
اعتراضات نقطه اين در خواننده است ممكن ابوت. بعد از استفاده با است، ”نه” سوال اين به پاسخ
كنند. مخالفت بعد از ”درست” تعريف از ما توصيف با است ممكن آنها كند. مطرح متعددي
و كرده ايجاد را ”درست” تعريف معناي از خود تصور اعتراضي، چنين با خواننده كه اميدواريم
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است ممكن همچنين خير. يا است شده پيدا هنوز بعد از ”درست” تعريف آيا كه بپرسد خود از
اعتراض اين كند. اعتراض شهودي هندسي تعريف يك عنوان به ابوت بعد جايگاه به خواننده
خود تعريف كردن پيدا چالش خواننده اي چنين به و مي رود) اميد (حتي است خوش آمد بسيار
مقايسه كلاسيك تعاريف با را تعريف آن سپس و مي دهيم را است شهودي آنها براي كه بعد از
بيان چگونگي در تأمل صرف كه زماني نشود، ايجاد تعريفي هيچ نهايت در اگر حتي كنيد.

بود. خواهد ارزشمند زماني شده، بعد مفهوم

ضميمه ۸
باشند، منحرف كننده مقاله اصلي روايت از است ممكن فني لحاظ به كه نتايجي ضميمه، اين در
بحثي شامل ضميمه اين خصوص، به هستند. مهم همچنان نتايج اين شده اند. جمع آوري
قضيه اثبات در كلاس اين است. آن ها پيرامون فني نتايج و ۴۸ مدل فضاهاي كلاس درباره ي
به كه مي كنيم شروع سوالي با دارد. كليدي نقش است، Ab(Rn) = n مي كند بيان كه ۱۰ .۳
،Ab(X) = n كه X فضاي به توجه با مي شود. مطرح ابوت بعد تعريف از پس طبيعي طور
مثال كه همانطور است، خير سوال اين پاسخ كه مي شود مشخص باشد؟ X ∈ Xn بايد آيا

مي دهد. نشان زير

باشد: R3 از زير زيرمجموعه هاي اجتماع X كنيد فرض  .۱ .۸ مثال

{(q, r, s) | q, r, s ∈ Qs ≥ 0} ،{0} × {0} × R

.{(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1} و

محور منفي قسمت دليل به X ∈ X1 صورت اين در كنيد. مجهز R3 از ارثي متر با را X
همبند باشد، ديسك از نقطه اي حاوي كه X از باز زيرمجموعه هيچ زيرا X /∈ X2 اما .y

است. X2 از عضوي ديسك خود اما نيست.
model۴۸
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است مفيد ما براي X ∈ Xn و Ab(X) = n كه X زير فضا هاي) (يا فضاهاي با كاركردن
را ويژگي اين نظرمي گيريم. در ابوت بعد به نسبت فضاها رفتارترين” ”خوش عنوان به را آن ها و

مي كنيم. مشخص زير تعريف در

اگر است مدل فضاي يك X فضا يك .۲ .۸ تعريف

Ab(X) = sup{n ∈ N | X ∈ Xn}

را Y ،Y ∈ Xn و Ab(Y ) = n كه باشد زيرمجموعه اي Y ⊆ X اگر مشابه، طور به .
مي ناميم. مدل زيرمجموعه

دسترس در زيرفضا هايي چنين هميشه متناهي، ابوت بعد با فضاهايي مورد در خوشبختانه،
هستند.

كه دارد Y مدل زيرفضا يك X آنگاه باشد، Ab(X) = n با فضايي X اگر .۳ .۸ گزاره
.Ab(Y ) = n

.Y ∈ Xn كه دارد وجود Y ⊆ X بنابراين ،Xn ̸= ∅ آنگاه ،Ab(X) = n اگر اثبات.

.Ab(X) = n زيرا m ≤ n براي K ∈ Xm كه داريم K ⊆ Y زيرفضا هر براي
است. مدل زيرفضا يك Y بنابراين

يك X آنگاه ،Ab(X) = 0 كه باشد ناتهي متريك فضاي يك (X, d) اگر .۴ .۸ گزاره
است. مدل فضاي

دنباله يك به مي كرديم، بحث Ab(Rn) ≥ n اينكه مورد در وقتي كه باشيد داشته خاطر به
Ab(R3) ≥ 3 كه كرديم اشاره R3 براي خاص، طور به كرديم. اشاره زيرمجموعه ها از خاصي
ضلعش يك كه مربع يك نقطه، آن شامل پاره خط يك نقطه، يك گرفتن نظر در با مي توان را
تودرتوي دنباله هاي كرد. مشاهده است، مربع آن وجه يك كه مكعب يك و است، پاره خط يك
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زيرفضا هاي نظر مورد زيرفضا هاي كه زماني خصوص به هستند، مفيد بسيار اين چنين زيرفضا هاي
مي كنيم. مشخص زير تعريف در را زيرفضا هاي چنين دنباله هاي باشند. مدل

Ab(X) = n Xبا فضاي يك پروفايل سادگي به دنباله ايي ۴۹ بعدي پروفايل يك .۵ .۸ تعريف
يك .Y0 ≺1 Y1 ≺2 · · · ≺n Yn كه گونه اي به است Y0, . . . , Yn زيرفضا ها از دنباله اي
Yn = Xn اگر مي شود ناميده ۵۰ مدل پروفايل X فضاي يك براي Y0, . . . , Yn پروفايل
Y1, . . . , Yn پروفايل به ،P خاصيت يك به توجه با باشد. مدل فضاي يك k هر براي Yk و
باشد داشته را P خاصيت Yk هر اگر گوييم X براي P پروفايل X متريك فضاي يك براي
از نا متناهي دنباله عنوان به را پروفايل يك ، Ab(X) = ∞ اگر همبند). پروفايل يك (مثلاً

.i هر براي Yi ≺i+1 Yi+1 كه گونه اي به مي كنيم تعريف (Yi)i∈N زيرفضاهاي

دارد. مدل پروفايل يك متناهي ابوت بعد با X مدل فضاي هر .۶ .۸ گزاره

عنصر يك سپس باشد. Ab(X) = n با شده داده مدل فضاي يك X كنيد فرض اثبات.
Ab(Y ) ≤ داريم Y ⊆ X كه آنجا از .Y ≪n X كه به طوري دارد وجود Y ∈ Xn−1

ابوت بعُد همان با Y n−1 ⊆ Y مدل زيرفضاي يك بايد ۳ .۶ قضيه اساس بر بنابراين و ،n
شهادت  Y چون .Yn−1 ∈ Xn−1 سپس باشد. داشته وجود است n − 1 حداقل كه Y
مي دهد شهادت Yn−1 داريم است Y از زيرمجموعه اي Yn−1 و است Xn در X كه مي دهد
براي را Yk تا كنيم تكرار را فرايند اين مي توانيم .۶ .۳ لم اساس بر است Xn در X كه

آوريم. دست به X براي مدل پروفايل يك و كنيم پيدا 1 ≤ k ≤ n− 2

ويژه به معروف، فضاهاي از برخي شامل مدل فضاهاي كلاس كه مي دهيم نشان زير قضيه در
بعُد تعريف اينكه به توجه با نباشد تعجب آور است ممكن اين است. موضعي همبند فضاهاي
فضاي يك X اگر كه باشيد داشته ياد به است. وابسته بسيار همبند زيرمجموعه هاي به ابوت
يك سپس باشد، Y از همبند باز زيرمجموعه يك U ⊆ Y و Y زيرفضاي با موضعي همبند

dimensional profile۴۹

model profile۵۰
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به است كافي اين ديدن براي .Û ∩ Y = U كه به طوري دارد وجود همبند باز Û ⊆ X

هستند. باز باز، مجموعه هر همبندي مولفه موضعي، همبند فضاي يك در كه آوريم ياد

است. مدل فضاي يك X آنگاه باشد، موضعي همبند (X, d) اگر .۷ .۸ قضيه

براي Y ∈ Xn كه به طوري Y ⊆ X و ،X /∈ Xm+1 ،X ∈ Xm كنيد فرض اثبات.
يك V ⊆ Y اگر .Y ∈ Xn كه دهد شهادت  Y2 ∈ Xn−1 كنيد فرض .n > m برخي
همبند با آنگاه است، شده استفاده Y ∈ Xn دادن نشان براي كه باشد همبند باز مجموعه
كه آنجا از .V̂ ⊆ X همبند باز مجموعه برخي براي U = V̂ ∩Y داريم ،X بودن موضعي
X /∈ Xm+1 فرض با كه است، چنين نيز X آنگاه ،Y ∈ Xn اگر داريم ∂Y V ⊆ ∂X V̂

است. مدل فضاي يك X بنابراين، دارد. تناقض

است. n ≥ 1 هر براي مدل فضاي يك Rn .۸ .۸ نتيجه

در كه همان طور .Ab(Rn) = n كه كنيم اثبات بالاخره مي توانيم آمده، دست  به نتايج اين با
مي كنيم. بررسي جداگانه را نامتناهي و متناهي ابعاد با موارد ما است، شده بيان مقاله اصلي متن

باشد. Ab(X) = n < ∞ با جدا شدني متريك مدل فضاي يك X كنيد فرض .۹ .۸ قضيه
.Ind(X) ≥ n اينصورت در 

به Ab(X) = 0 داريم ،X ̸= ∅ كه است اين معناي به Ab(X) = 0 كه آنجا از اثبات.
همبند مجموعه يك شامل لزوماً X سپس ، Ab(X) = 1 اگر .Ind(X) ≥ 0 معناي
اين معناي به Ind(X) = 0 و (Ab(X) تعريف طبق Wz,x (برخي است بديهي غير
نتيجه كه كنيد فرض حال است. Ind(X) ≥ 1 بنابراين است، نا همبند كاملاً X كه است
و Ab(X) = n كه كنيد خلف فرض و باشد برقرار n ≥ 2 كه Ab(X) < n براي
بلافاصله اي تناقض Ind(X) = −1 كه كنيد (توجه m ≥ 0 كه Ind(X) = m < n

پروفايل يك Y0, Y1, . . . , Yn−1, X كنيد فرض سپس .(X ̸= ∅ زيرا مي آورد به وجود
باشد. Yn−1 براي مشاهده نقطه يك z ∈ X \ Yn−1 كنيد فرض باشد. X براي مدل
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طبق باشد x به z از ديد خط يك Wz,x ⊆ X كنيد فرض و x ∈ Yn−1 كنيد فرض
همسايگي پايه يك شامل بايد C(x, z,X) مجموعه كه بياوريد ياد به .Ab(X) تعريف
وجود Wz,x شامل V ⊆ X باز مجموعه يك ،Ind تعريف اساس بر باشد. Wz,x براي

داريم Wz,x ⊆ V̂ ⊆ V با V̂ ⊆ X باز مجموعه هاي همه براي كه به طوري دارد

باشيم داشته بايد ،Ab(X) تعريف به توجه با .Ind(∂X V̂ ) ≤ m − 1 < n − 1 كه
به طوري باشد V̂ درون و Wz,x شامل V ′ ∈ C(z, x,X) كوچك تر همسايگي يك كه
D ⊆ ∂X(V ′′) يك سپس باشد، V ′ درون و Wz,x شامل V ′′ ∈ C(x, z,X) اگر كه
D ⊆ ∂X(V ′) با V ′′ ⊆ X فرض كنيد .D ∈ Xn−1 كه به طوري باشد داشته وجود
.Ind(∂X(V ′′)) ≤ m− 1 < n− 1 كه باشيم داشته بايد باشند. مجموعه هايي چنين
است، متناهي Ab(X) كه آنجا از .Ab(D) ≥ n− 1 كه داريم D ∈ Xn−1 كه آنجا از
بايد ۷ .۳ گزاره اساس بر سپس .۸ .۳ قضيه اساس بر است متناهي Ab(D) كه داريم همچنين
اين با .Ab(H) = n − 1 كه به طوري باشد داشته وجود H ⊆ D ⊆ ∂X(V ′′) يك
استقرايي فرض اين .۵ .۲ قضيه اساس بر Ind(H) ≤ m − 1 كه باشيم داشته بايد حال،

.Ind(X) ≥ n بنابراين مي كند. نقض را ما

در  باشد. Ab(X) = ∞ با شدني جدا  متريك فضاي يك X فرض كنيد .۱۰ .۸ قضيه
.Ind(X) = ∞ اينصورت

بگيريد. نظر در را زير عبارت ،n ≥ 0 صحيح عدد هر براي اثبات.

.Ind(Z) = n و Ab(Z) = ∞ كه به طوري است شدني جدا متريك فضاي يك Z (∗n)

براي اول، نيست. برقرار صحيحي n هيچ براي (∗n) كه كرد خواهيم ثابت n روي استقرا با ما
Ab(X) = اما است، ناهمبند كاملاً X آنگاه ، Ind(X) = 0 اگر كه داريم n = 0

همبند زيرمجموعه يك شامل X كه معناست بدين كه X1 ̸= ∅ كه معناست بدين ∞
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(∗m) كه كنيد فرض نيست. برقرار (∗0) بنابراين است. تناقض يك كه است، بديهي غير
كه آنجا از است. برقرار (∗n) كه كنيد خلف فرض و نيست برقرار 0 ≤ m < n براي
كنيد فرض سپس .k غيرمنفي صحيح اعداد همه براي Xk ̸= ∅ كه داريم Ab(X) = ∞
كه به طوري كنيم پيدا را Y3n−1 ∈ X3n−1 مجموعه مي توانيم سپس . Y3n ∈ X3n

تركيب اساس بر و Ab(Y3n) ≥ 3n سپس ، Ab(Y3n) < ∞ اگر .Y3n−1 ≪3n Y3n

حال، اين با .Ind(Y3n) ≥ 3n كه باشيم داشته بايد ،۳ .۶ گزاره و ،۹ .۶ قضيه ،۵ .۲ قضيه
بر باشد. نامتناهي بايد Ab(Y3n) بنابراين .Ind(X) = n زيرا بود خواهد تناقض يك اين
فرض حال دارد. نامتناهي ابوت بعُد k > n براي Xk از عنصري هر مشابه استدلال اساس
همچنين و ،x ∈ Y3n−1 و باشد Y3n−1 براي مشاهده نقطه يك z ∈ Y3n\Y3n−1 كنيد
كه همان طور مي كند متصل هم به را x و z كه باشد Y3n در پيوستار يك Wz,x كنيد فرض
شامل V ∈ C(z, x, Y3n) يك ،Y3n ∈ X3n كه آنجا از است. آمده ابوت بعُد تعريف در
شامل كه باشد ديگر عنصر يك V ′ ∈ C(z, x, Y3n) اگر كه به طوري دارد وجود Wz,x

از .D ∈ X3n−1 كه باشد داشته وجود D ⊆ ∂Y3n
(V ′) يك بايد سپس باشد، Wz,x

V مي توانيم است، Wz,x براي پايه يك شامل C(x, z, Y3n) و Ind(X) = n كه آنجا
به گونه اي ،Wz,x شامل و V درون V ′ ∈ C(z, x, Y3n) هر كه كنيم انتخاب طوري را
اگر زيرا مي كند ايجاد تناقض يك اين حال، اين با .Ind(∂Y3n

V ) ≤ n − 1 كه باشد
سپس باشند، Wz,x شامل و V درون V ′ ∈ C(z, x, Y3n) و V ∈ C(z, x, Y3n)

قبلي بحث اما ،D ∈ X3n−1 كه به طوري باشد داشته وجود D ⊆ ∂Y3n
(V ′) يك بايد

(∗k) كه ما استقرايي فرض Ind(D) ≤ n−1 و Ab(D) = ∞ دو هر كه مي دهد نشان
نشان بنابراين، مي كند. نقض را نيست، برقرار k < n براي جدا قابل متريك فضاي هيچ براي
باشيم داشته بايد بنابراين و نيست برقرار n غيرمنفي صحيح عدد هيچ براي (∗n) كه داده ايم

.Ind(X) = ∞ كه

Ab(X) ≤ آنگاه باشد، Ab(X) < ∞ با جداشدني متريك فضاي يك X اگر .۱۱ .۸ گزاره
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.Ind(X)

۳ .۶ قضيه اساس بر آنگاه باشد، Ab(X) = n با جداشدني متريك فضاي يك X اگر اثبات.
داشته بايد ۹ .۶ قضيه اساس بر . دارد وجود Ab(Y ) = n با Y ⊆ X مدل فضاي زير يك
سپس .Ind(Y ) ≤ Ind(X) ،۵ .۲ قضيه اساس بر و Ab(Y ) ≤ Ind(Y ) باشيم

.Ab(X) = Ab(Y ) ≤ Ind(Y ) ≤ Ind(X)

مي شود. دنبال سريع نتيجه يك عنوان به ۱۰ .۳ قضيه

مراجع
[1] E. Abbott. Flatland. Mathematical Association of America,

Washington, DC, 2010.

[2] R. Engelking. Dimension Theory. North-Holland Mathematical
Library, Warsaw, 1978.

[3] V.V. Fedorchuck. On the brouwer dimension of compact
spaces. Mat. Zametki, ,304 –295:(2)73 2003.

[4] D. Henderson. An infinite-dimensional compactum with
no positive-dimensional compact subsets. Amer. J. Math.,
,121 –105:(1)89 1967.

[5] W. Hurewicz and H. Wallman. Dimension Theory. Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1941.

[6] W. T. Ingram and W. S. Mahavier. Inverse Limits: From
continua to chaos. Springer, New York, NY, 2012.

۳۵



[7] H. Poincaré. The Value of Science. Dover Publications, New
York, 1958.

[8] Jr. S.B. Nadler. Hyperspaces of Sets. Marcel Dekker, New
York, NY, 1978.

[9] Jr. S.B. Nadler. Continuum Theory: An Introduction. Marcel
Dekker, New York, NY, 1992.

[10] Jeremy Siegert. Abbott dimension, mathematics inspired by
flatland, 2022.

[11] K. Yoneyama. Theory of continuous set of points. Tˆohoku
Math. J., ,158 –43:(1)12 1917.

۳۶


